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OZET

Adi ve Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sumudu Doniisiim Metodu ile Coziimii

Yapilan ¢aligma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde ¢alismamiza yardimei olacak temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde Sumudu Déniisim metodu ve Homotopi pertiirbasyon metodu
anlatild1.

Ucgiincii bliimde Sumudu Déniisiim metodu ve Homotopi pertiirbasyon metodu adi ve
kismi diferansiyel denklemlere uygulandi. Elde edilen ¢oziimlere karsilik gelen iki ve iig¢
boyutlu grafikler ¢izildi.

Dérdiincti boliimde ise metotlarinin adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi

sonucu elde edilen veriler kullanarak genel bir sonug verildi.
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SUMMARY
The solutions via Sumudu Transform Method of Ordinary and Partial Differential
Equations

This study is made up of the four chapters.

In chapter one, it has been given fundamental definitions and theorems which will
help to us.

In chapter two, Sumudu Transform method and Homotopy perturbation method
have been given.

In chapter three, Sumudu Transform method and Homotopy perturbation method
have been applied partial and ordinary differential equations. The surfaces of two and tree

dimensional graphics obtained solutions have been drawn.

In chapter four, it has been given a general conclusion by using datas which

obtained solutions via these methods.
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GIRIS

Dogadaki pek c¢ok fiziksel olay daha iyi anlasilmasi igin matematiksel modellerle
ifade edilmistir. Bu modeller ise adi ve kismi diferansiyel denklem ve sistemleriyle
belirtilir. Bu nedenle bdyle bir modelin analitik ve yaklasik ¢oziimlerini bilmek modelin
belirttigi fiziksel olay1 daha iyi anlamak ve yorumlamak ac¢isindan 6nemlidir. Bu yiizden
son yillarda bu tiir denklem ve sistemlerin yaklasik ve analitik ¢éziimlerini bulmak icin
pek cok yontem gelistirilmis olup bunlardan bazilari Homotopi analiz metodu, Homotopi
pertiirbasyon metodu, Varyasyonel iterasyon metodu, Adomiyan ayrisim metodu, Sonlu

farklar yontemi, yaklagik ¢6ziim yontemler arasinda; Tanh metodu, (G'/G)- agilim

yontemi, F- a¢ilim yontemi ve Sumudu doniisiim yontemini de analitik yontemler arasinda
sayabiliriz.

Biz bu calismamizda Laplace doniisiimiine benzer bir integral doniisiimii olan
Sumudu doniisiim metodu ile adi ve kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini
elde etmeye calistik. Sumudu bir Sinhala kelimesidir ve ‘piiriizsiiz, diiz’ anlamlarina
gelmektedir. Sumudu doniisim metodu ilk olarak 1993 yili baslarinda Gamage
K.Watugala [1,2] tarafindan miihendislik kontrol problemlerini ¢6zmek i¢in gelistirildi.
Watugala daha sonra 2002 yilinda doniisiimii kismi diferansiyel denklemlere genisletti [3].
Diferansiyel denklemlere uygulanmasi ve doniisiimiin tersi formiilii ilk olarak Weerakon
tarafindan 1994 ve 1998 yillarindaki iki ¢alismayla yapildi [4,5]. Sumudu Doniisiimii ilk
Weerakoon tarafindan Deakin’ e kars1 savunuldu. Deakin Sumudu ve Laplace doniigiimii
arasinda fark olmadigini iddia etti [6,7]. Uygulamalar1 Asiru’nun kath integral denklemleri
ve ayrik dinamik sistemleri kullanarak ard arda yaptigi {i¢ ¢alismasi takip etti [8-10]. Bu
noktada Belgacem daha Onceki referanslar1 ve Laplace doniisiimiiyle baglantilarini
kullanarak Sumudu doniigiimiiniin teori ve uygulamalarini gelistirdi [11-18]. Son on yilda
Belgacem ve diger bilim insanlar1 Sumudu doniisiim metodu iizerine ¢esitli ¢alismalar

yapt1 [19,20].



1.BOLUM

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 1.1.1.

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢inde bulunduran bir denkleme diferansiyel
denklem denir. Baska bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimli degiskenlerin bir fonksiyonu
ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis bagntiya

diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem

f (x, y%j =0,

veya genel olarak

f{x,yﬂ,d y .3 yjzo,

dx  dx? dx"

seklinde yazilir. Burada y bagimli degisken X bagimsiz degisken olup, denklemde tek

degiskenin tiirevleri s6z konusu oldugunda denklem, adi diferansiyel denklem olarak
adlandirilir [31].

Tanm 1.1.2.

Icinde en az iki bagimsiz degisken ve en az bir bagimli degisken ile bagimh
degiskenin bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini kapsayan
denkleme kismi tiirevli denklem adi verilir [32].

Z bagimli, x ve Yy bagimsiz degiskenler olmak {izere bir kismi tiirevli denklem genel
olarak

F(X,Y,2,2,,2,,2,, 2,

seklindedir.
Tamm 1.1.3.

Z ..):0,

'

Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesine (basamagina) denklemin
mertebesi ve en yliksek tiirevin derecesine denklemin derecesi denir [32].

Eger bir diferansiyel denklem, bagimli degiskene ve onun kismi tiirevlerine gore
birinci dereceden ve katsayilari sabit ya da bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu

denkleme lineer denklem denir.



Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan (non-lineer) denklem adini alir.
Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi
tiirevli denklemlerin genel formlari sirasiyla asagidaki gibidir:

P(x ¥)Z,+Q(X, ¥)z,+ R(X, )z =S(x,y),
A(X, )2+ B(X Y)z,, +C(X,Y)z,, + D(X, ¥)z, + E(X, ¥)z, + F(X, y)2 =G(X, Y).

Ornek 1.1.1.

Xz, —yz, = sin x,

Denklemi birinci mertebeden, birinci dereceden, lineer bir kismi diferansiyel
denklemdir.

Ornek 1.1.2.
ou) u ou 4
[6_j e
denklemi ikinci mertebeden, ikinci dereceden, lineer olmayan bir kismi diferansiyel
denklemdir.

Tanim 1.1.4.

Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi tiirevlere
gore lineer ise bu denkleme yari- lineer (kuasi-lineer) denklem ad1 verilir [32]. iki bagimsiz
ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yar1 lineer denklemlerin genel
sekilleri sirasiyla agsagidaki gibidir:

P(x,y,2)z,+Q(x,y,2)z, =R(X, Y, 2),

A(xY,2,2,,2,)2, +B(XY,2,2,,2,)Z,, +C(X, Y, 2,2

y o X,zy)zyy+D(x, y,z,zx,zy):O.

Ornek 1.1.3.

a) 2,2, +Xzz, =siny,
b) z +22(22+z)—6x233iny=0,
Xy P X

3 3
¢) 2,2, —3x2z,,+22,—Xyz =0,

denklemlerinin tiimii yari-lineer denklemlerdir.



Tanimm 1.1.5.

Bir f fonksiyonu A kiimesinde tanimlansin. Kabul edelim ki f ve f'’nin

k.mertebeye kadar olan tiim kismi tiirevleri siirekli olsun. O zaman f fonksiyonuna C*-
smifindandir denir.

Tanim 1.1.6.

Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamaktan
tirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlari ise bu denkleme
hemen hemen linerdir denir [32].

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen hemen lineer bir

denklemin genel sekli

A(X,Y)zZ,+B(X,Y)z,+C(x,Y)z, +D(X,Y,2,2,,2,) =0,

X!

formundadir. Burada A, B,C € C*[D]dir. Diger yandan

A(x,Y) =[B(x, )] ~4A(X, Y)C(x,Y),
fonksiyonunu tanimlayalim.
1) A(X,y) >0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda hiperbolik;
2) A(X,y) =0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda parabolik;
3) A(X,y) <0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda eliptik tiptendir denir.

Ornek 1.1.4.
2 2 2

a) xa—l:+ta—lzj+u3 u =t+1,
ot oy OX

b) 3xu,, +4xyu,, +5xz°u,, +2zu,, —4u, +u°u, —u, +xye’ =0,
denklemleri hemen-hemen lineerdir.
Ornek 1.1.5.
(X* =Dz, +2yz,, —2,+7,+2,=0,
denkleminin tipi asagidaki gibi belirlenir.
Coziim:
A(x,y) = X" =1, B(x,y) =2y, C(x,y) =-1,
oldugundan A(X,y) fonksiyonu



A(X,y) =B* —4AC = 4y? —4(x* =1)(-1) = 4(x* + y*) -4,
seklinde elde edilir. Buna gore verilen denklem
D, = {(X, V)X +y*>1 X ye R} bolgesinde hiperbolik;
D, = {(X, y): x> +y* =1 xye R} cemberi iizerinde parabolik;
D, ={(x,y):x* +y* <1, X,y € R} agik diskinde eliptik tiptendir.
Ornek 1.1.6.
X*Zy +XYZ,, + 2, + X2, + Y2, +2=0,
denkleminin tipi asagidaki gibi belirlenir.
Coziim:
A(X,y) =B*—4AC = x*(y* —4),
olup
y =12 dogrular1 lizerinde parabolik;
—2 <y <2 seridi i¢ginde eliptik;
y <—2 bolgesi ile y>2 bolgesinde hiperbolik tiptendir.
Tanim 1.1.7.

f fonksiyonu | — R araliginda tanimli ve n’inci mertebeden siirekli tiirevlere sahip

olsun. Eger y = f(x) fonksiyonu tiirevleri,

F(X! y'; y”1 T y(n)) = O!
diferansiyel denkleminde yerlerine yazildiginda

£ (x) = F(x, £ (0, (0, £ (),

ifadesi x bagimsiz degiskenine gore bir 6zdeslik oluyorsa , £ (x) fonksiyonuna (1.1)

denkleminin tam ¢6ziimii denir [31].

Tanim 1.1.8.

Bir diferansiyel denklemde keyfi sabitlere bagli bulunan ¢6ziime genel ¢oziim, keyfi

sabitlere deger verilmesiyle elde edilen ¢oziime 6zel ¢oziim denir [31].



Tanim 1.1.9.

£ (X) bagimsiz ve z bagimli degisken olmak iizere birinci basamaktan lineer kismi
tiirevli denklemin genel sekli ;

Dlz{(X, y): X2 +y%>1, x,yeR}, (1.2)
formundadir. Burada A,B,C e Cl[D]; A’+B*%0; G eC[D] ve D, R?’nin diizgiin

smirly, basit irtibatli bir alt bolgesi veya yerine gore R?’nin tamamidir.
0 0
L=A(X,y)—+B(Xx,y)—+C(X,Y), 1.3
(xy) 2 +BIy) 5 +Cxy) (13)

operatorinii alirsak (1.2) denklemi kisaca

L, =G(xy), (1.4)
seklinde yazilabilir. (1.2) denkleminde G (X, y) =0 ise o zaman ortaya ¢ikan

L, =0, (1.5)

denklemine (1.4) denklemine iliskin homojen denklem denir. Aksi halde homojen olmayan

denklem denir.

Tanim 1.1.10.

(1.2) denklemini saglayan en az birinci basamaktan siirekli tiiretilebilir

z=9(x,y)fonksiyonuna (1.2) denkleminin integral yiizeyi denir.

Tanmm 1.1.11.
Bir tiiretilebilir keyfi fonksiyon kapsayan ve keyfi fonksiyonun her se¢imi igin (1.5)

denklemini saglayan bir yiizey ailesine homojen denklemin genel ¢dziimii denir.

Tanmm 1.1.12.

(1.4) homojen denkleminin genel ¢éziimii Z, ve (1.3) homojen olmayan denklemin

bir 6zel ¢oziimii Z, ise Z=2,+Z yiizey ailesine (1.3) ile verilen homojen olmayan

p

denklemin genel ¢6ziimii denir.



Tamm 1.1.13.

Homotopi kavrami, 1895 yilinda Jules Henri Poincaré tarafindan tanitilmistir. f ve g
bir X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina siirekli dontisiimler olsun. 1 =[0,1] R ’nin
kapali bir alt kiimesi olmak tizere ; VX € X i¢in

H(x,0)=f(x) ve H(x,1)=g(x)
esitliklerini saglayan sitirekli bir H: X x| —Y fonksiyonu varsa f,g’ye homotopiktir
denir. H donisimiine f veg arasinda bir homotopi denir ve H, f veg arasinda bir

homotopi oldugunda, H: f = g ile gosterilir.

Tanmim 1.1.14.

Pertiirbasyon teorisi, tam olarak c¢oziilemeyen bir problemin yaklasik ¢6ziimiini
bulmak i¢in kullanilan matematiksel metotlar igerir. Eger problem, bir ‘kii¢iik’ terim
eklenerek tam olarak ¢oziilebilen probleme formiile ediliyorsa bu probleme pertiirbasyon
teorisi uygulanabilir. Pertiirbasyon teorisi, problemin ¢oziimiinii, tam olarak ¢oziilebilen
problemden sapmay1 Olgen bir ‘kiiciik’ parametrenin kuvvet serisi cinsinden bulmayi
amagclar. Kuvvet serisindeki ilk terim, tam olarak ¢oziilebilen problemin ¢oziimii iken,
diger terimler, ¢6ziimde baslangi¢c problemine gore sapmayi tanimlarlar. A ¢6ziimiine
yaklasim icin asagidaki kiiciik parametreye gore acilan (burada parametre & ’dir) seri

verilsin:

A=A +&'A+A+--,
Bu oOrnekte A tam olarak c¢oziilebilen baslangic probleminin bilinen ¢6ziimiinii ve
A, A,,--- bir sistematik yontemle iteratif olarak bulunan daha yiiksek dereceden ¢oziimleri
gosterir. ¢ ’nin ¢ok kii¢iik olmas1 durumunda, yukaridaki serinin yakinsak olmasi kiigiik
& degeri i¢in bulunan daha yiiksek dereceden ¢oziimlerin daha az dnemli oldugu anlamina
gelir. Bir yaklasik pertiirbasyon ¢oziimii, seriyi bir yerden sonra kesip, genelde sadece ilk

iki terimi, baslangi¢ ¢6ziimil ve ‘birinci derece’ pertiirbasyon diizeltmesini, birakarak elde

edilir. & ’nin ¢ok kii¢iik olmasina ragmen, bazi problemlerde ¢6ziim yakinsak olmayabilir.



Bircok onemli problemde kiiciik pertiirbasyonlarin verilmesi, ¢éziimlerin niceleyici ve
niteleyici 6zelliklerini ortaya koyar. Fakat bu 6zellikler, pertiirbe edilmeyen problemlerin
¢oziimlerinden oldukga farkl olabilirler. Ornegin;

& ¢ok kiiciik bir say1 olmak tizere
u=3+seu’, (1.6)
denklemini ¢6ziiniiz.
su’terimi gayri lineer terimdir. & kiiciik kabul edildiginde nonlineer terimin
etkisininde kiigiik olacagini soyleyebiliriz. Lineer kismin ¢6ziimiiniin
U, =3, (1.7)
oldugu malumdur. Bu degerin ¢ ’dan etkilenecegi de unutulmamalidir. Su halde u ’nun
degeri u=u(e,u,) seklindedir. Bu bagimliligin
U=u,+eu, +&°u, + &%, (1.8)
serisi seklinde oldugunu kabul edelim. Burada u,, u,, uj;- ler belirlenmesi gerekli
fonksiyonlardir. (1.8)  denklemini  (1.6)  denkleminde  yerine  yazarsak
U=U,+e&U +&°U, +&%U, ++-= 3+g[u0 +eu, +&°U, + &%, ]3 : (1.9)
kiibik terimi agip sag tarafi ¢ kuvvetleri cinsinden diizenleyelim,
U=Uy+&l, +&°U, + U+,
=3+eUy’ +3&%U,°u, + (3u U, +- )%+,

ayn1 mertebeli miitekabil terimler esitlenerek,

Up=3 ,

u, =u,’,

u, =3u,’u;, (1.10)
u, = 3u,°u, +3u,u,’,

bulunur. (1.10)’ de sonsuz sayida denklem vardir. Biz ancak ilk iki ya da i¢ terimi
hesaplayip yerine koyabiliriz. Daha fazla terimin hesaplanmasi bir yerden sonra oldukca

zor olur. (1.10)’dan ilk ii¢ terim,



U, =3,

u, =27,
u, =729,
u, =972,

olarak hesaplanir. O halde aranan u degeri
U=3+275+729° +972&° +---,

ile verilir. Burada hesaplama 3. terimde kesildigi i¢in ¢6ziim 3 mertebede yaklasim adini
alir. Bu seriye ne kadar terim katilirsa o kadar gercek kokiin gercek degerine yaklasilmis

olur.

Tamm 1.1.15.

Laplace doniisiimii bir integral doniistimii olup, fizik, mekanik, miihendislik, tip ve
bazi diger bilim dallarinda kullanilan 6nemli bir doniisiimdiir. Bu doniisiim, diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde de yararlanilabilen bir doniisiimdiir. Bu doniisiimle ¢oziimii elde

edilen denklemlerin baslangi¢ sartlarini da ihtiva ettigi gortiliir.

F (t), t > 0’m pozitif degerleri i¢cin tanimh t reel degiskeninin bir fonksiyonu olsun.
(t<Oigin F (t) =0 kabul edilebilir); s> 0reel veya kompleks bir parametre olmak {izere,

t reel degiskeninin bir fonksiyonu e * ise,
[eF(t)dt,
0

integrali var olacak sekilde s parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiin oluyorsa bu

integrale F(t) fonksiyonunun Laplace doniisimii denir. Bu doniigiim L{F(t)}veya

f (s) ifadeleri ile gosterilir. Bu doniisiimii
f(s)=L{F(t)} = [e*F(t)dt, (1.12)
0

seklinde yazabiliriz.



Tanim 1.1.16.

A bir fonksiyonlar kiimesi

[
A—{f(t):HM,rl,rz>0, | f(t)] <Me” eger te(l)Jx[O,oo)}, j=12,3

olmak tizere f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii;

S[f®)]=F(u)= Te_t f (ut)dt, ue(-7,7,),

seklinde tanimlanir.

Teorem 1.1.1.

f (), g(t) fonksiyonlarinin Sumudu doniistimii
S[a.f(t)+b.g(®)]=aS[f®)]+bS[a®)],

seklinde lineerlik 6zelligine sahiptir.

Ispat:

S[a.f(t)+b.g(t]=

e f(ut) | dt+b. j [e”g(ut) ]dt,

f(t)]+b.S[g (t)].

||
U) O'—-S

Teorem 1.1.2
of (x,t)

fonksiyonunun Sumudu doniistimii

{afg; t)} 1[F(x u)- £(x,0)],

ozelligine sahiptir [4].

10
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ispat:
{af(xt)} Tgef AXY 4
0 u at

t—Ilmj.ue“

p—x g

1 R
=i —eu f(xt)| +| =ev f(xt)dt]|,
le [u ( )]0 ,([uz (x.1)

NN RE SRS £
=lim uf(x,0)+u( ; f(X,t)dtH,

p—w 0

__1 (x,0) wtlﬁle_‘lt f (x,t)dtJ =£[F(x,u) - f(x,0)].
u ulgu u

Teorem 1.1.3.
*f (x.t)
5 fonksiyonunun Sumudu doniisiimii

ot

0% f(x,1) 1[ of (x,0) }
S| —— F(x,u)—f(x,0)—u——=f(x,0

{ pre } (x,u)—f(x,0)- p (x,0)

ozelligine sahiptir [4].

Ispat:
s afgt( t)} 1[F(x u)— £ (x,0)] oldugunu biliyoruz.

s| Zhy|-s| B
~L[a(xu)-9(x0)],

:lﬁ%e_;g (x,t)dt—g (x,O)]

:%{%F(X,U)—f(X,O)—%(X,O)},
=iF(x,u) ul f(x, o)—%@( x,0).

11
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Teorem 1.1.4.

f(M(x,t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii

Pf(xt)] 1 : 20
S_T}:F[F(x,u)—f(x,o)—uf (x,0)—u*f (x,O)}, (1.17)
_84 f (X,t) 1 " m
S ~ }——4[F(x u) - f(x,0)—uf '(x,0)—uf"(x,0)-u*f "(x,0) |, (1.18)
— n-1
S f(”)(x,t)]:u‘”{F(x,u)—Zukf(x,O)(k)}, (1.19)
- k=0
ozelliklerine sahiptir.
Teorem 1.1.5.
M fonksiyonunun Sumudu doniistimii
OX
seklinde ifade edilir.
Ispat:
0 0 71
{af(x t)} [2e a(x Va2 tevixpa-L -
o U oxyu OX
Teorem 1.1.6.

Ozel olarak f(t) fonksiyonunu f(t)=e" iistel olarak alirsak bu fonksiyonun

Sumudu doniisiimii asagidaki sekildedir;

sle" |= 1_1au . (1.21)

12



ispat:
o p et(au—l) p
s[e" ]= e -e*dt = lim| [e*Vdt |=lim ,
. p—® 0 p—of au —l 0

= lim ————i————p
po=| (au—1)-e®*" |’

0

1-au’

13



2.BOLUM
2.1 MATERYAL VE METOTLAR
2.1.1 Sumudu Doéniisiim Metodu

Literatiirde; fizikte, astronomide, miihendislikte yaygm olarak kullanilan birgok
integral doniistimii vardir. Bunlardan bazilar1 Laplace doniisiim metodu, Fourier doniisiim
metodu, Mellin doniisim metodu ve Hankel gibi integral doniisiimlerin teori ve
uygulamada bir¢ok calisma vardir. Sumudu doniisimii [1-21] olarak adlandirilan ve
kontrol mithendisligi problemlerindeki adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
olduk¢a yaygin olarak kullanilan bu metodu Watugala [1] ilk kez literatiire kazandirmustir.

Watugala bir f (t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimiinii asagidaki gibi tanimlamistir [21].

A bir fonksiyonlar kiimesi
H .
A=< f(t):IM, 7,7, >0, |f(t)|<Me", eger te(-1)’ x[0,)+,

olmak tuzere

S[f(t)]=F (u):Te‘t f (ut)dt, u e (-7, 7,), (2.1.1)

1

Ejeut f (t)dt, (2.1.2)

s[f(t)]zF(u)zj:(

seklinde tamimlanmaktadir. (2.1.1) esitligi verilen herhangi bir diferansiyel denkleme

uygulanarak F(u) Sumudu doniisiimii elde edilmis olur. Bu doniisiimiin ters Sumudu

doniistimii [12];

olarak tanimlanir. Bu integralin hesabi olduk¢a zor oldugundan uygulamada daha 6nce
hazirlanmis olan doniisiim tablolarindan yaralanilabilir [12]. (2.1.1) denklemine (2.1.3)
ters Sumudu donilisiimii uygulanirsa Sumudu doniisiim metoduyla verilen denklemin

¢Ozlimii elde edilmis olur.

14



Kismi diferansiyel denklemlerde Sumudu doniisiimii uygulanilarak F(X,u)’yu igeren
diferansiyel denklemler elde edilir. Elde edilen bu denklemlerde F(x,u) bagimli

degiskeninin bulunmasi HPM, ADM, VIM gibi bilinen yar1 analitik metotlarla elde edilir.

Diger doniisiimlerle yakinhgi;
Sumudu doniisiimii;
L{f(t)}=F(s)= J-:e’St f (t)dt, (2.1.4)

olarak tanimlanan Laplace doniistimiiniin farkli bir versiyonudur. Ayni zamanda, bu

Laplace doniistimii p-kath Laplace-Carson doniisiimii olarak da bilinir [33];
c{f(t)}=G(p)= j;” pe " f (t)dt. (2.1.5)

Bu {ic doniisiim ortak bir fonksiyon iizerinde karsilastirilabilir. Ornegin t" fonksiyonu

iizerinde karsilastirilirsa:
L{t"}(s) = nls ",
C{t"}(p)=nlp™™,
S{t"}(u)=nlu".
Boylece (2.1.5) denkleminde p = 1 alinarak (2.1.2) denklemi elde edilir. Sumudu
u

doniistimiiniin farkli doniisiimlerle de arasinda baglant1 vardir. Baslangigta verilen f (t)
fonksiyonunun Laplace doniisiimii F(s) asagidaki sekilde Sumudu Déniisiimii F(u) ’ya

dontistiiriilebilir;

Fs(u)=1F(1j,
u u

ve onun tersi asagidaki sekildedir;

e (1)
S S
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2.1.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu

Bu bolimde, topolojideki homotopi ile pertiirbasyon teknigini birlestirerek
pertlirbasyon metotlarinin dezavantajlarini ortadan kaldiran ve sadece zayif lineer olmayan
denklemler i¢in degil ayn1 zamanda kuvvetli nonlineerlige sahip denklemler i¢in de elde
edilen ¢éziimlerin, tiim ¢oziim bolgesinde gegerli oldugu, yar1 analitik bir metot olan
homotopi pertiirbasyon metodu tanitilacaktur.

Bu metodun temel fikrini agiklamak igin asagidaki lineer olmayan diferansiyel

denklemi g6z oniine alalim

A(u)-f(r)=0, reQ. (2.2.1)
(2.2.1) denklemi i¢in smir kosulu

B(u,0u/on)=0, reT, (2.2.2)
seklinde belirlenir. Burada A genel diferansiyel operatorii, B simir operatori, f (r) bilinen

analitik fonksiyon ve T ise Q ya bagimli bir sinirdir. Genel olarak A diferansiyel
operatorii L ve N gibi iki pargaya ayrilabilecek sekilde yazilabilir ki burada L lineer, N

ise lineer olmayan operatordiir. (2.2.1) denklemi asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.

L(u)+N(u)—f(r)=0, (2.2.3)
buna gore homotopi teknigi ile bir homotopi olusturulur.

v(r,p):Qx[0,1] >R,
olmak tizere

H(v, p)=(1-p)[L(v)-L(up) ]+ p[A(V)-f(r)]=0,req, (2.2.4)
dir. Burada pe[0,1] bir parametre ve u, ise (2.2.1) denkleminin bir baslangi¢ kosuludur.
O halde

H(v,p)=L(v)—L(uy)—pL(v)+ pL(uy)+ pPA(v)—pf (r)=0,

H(v, p) = L(V)—L(uy)—p[ L(v)—L(us)—A(v)+f(r)]=0,

H (v, p) =L(v)—L(Uy)+ pL(Uy)— P[ L(V)—A(v)+ f (r)]=0,
olup (2.2.1)den A(u)—f(r)=0 dur.

16



Boylece

L(v)—L(uy)+ pL(us)—p[L(v)]=0, (2.2.5)
elde ederiz ve buradan (2.2.5) esitligini kullanarak
L(u)+N(u)—f(r)=0=1L(u)==N(u)+f(r), (2.2.6)

denklemi bulunur. Bulunan (2.2.6) denklemi (2.2.5) denkleminde yerine yazilmasiyla
L(v)—L(uy)+ pL(uy)— P[-N(v)+ f (r)]=0,
olur. Boylece (2.2.4) denklemi
H (v, p)=L(v)—L(uy)+ pL(u,)+ p[N(v)-f(r)]=0, (2.2.7)
seklinde yeniden yazilabilir. Burada p €[0,1], baslangi¢ kosulu u, ve
v(r,p):Qx[0,1] >R dir. (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinden
H(v,0)=L(v)-L(u,)=0, (2.2.8)
H(v,1)=A(v)—f(r)=0, (2.2.9)
dir. Burada p=0 oldugunda (2.2.4) denklemi lineer bir denklem haline gelir; p=1

oldugunda lineer olmayan orijinal bir denklem olur. Bu yiizden 0’dan 1’¢ p nin degisim
islemi,  L(v)-L(u,)=0  denklemini  A(v)—f(r) denklemine  déniistiirir.
L(V)— L(uo) =0 problemi 0’dan 1’e monoton olarak artan p parametresi, siirekli olarak
A(v)—f(r)=0 problemine deforme oluyorsa bu topolojide deforme olarak adlandurilir.
L(v)-L(u,)=0 ve A(v)—f(r)ifadelerine ise homotopiktirler denir.  Homotopi

Pertiirbasyon Metodu geregince, ilk olarak yerlestirilen parametre p ’yi kiigiik parametre

olarak kabul ederek (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinin ¢oziimii
V=V 4 PV + PV, + P =D pTy,, (2.2.10)
n=0
olacak sekilde p parametresinin kuvvet serisi
P’ f(vy)—f(%)=0, (2.2.11)

17



plif (Vo) + f(%)=0, (2.2.12)

! 1 n
p?: f (vo)v2+af (Vo )V =0, (2.2.13)
P f'(vy)Vv = (Vo) 2w,V e f”(vy)v; =0 (2.2.14)
- 0 3 2| 0 172 3| 0 1 ' re

yazilir. (2.2.11)-(2.2.14) denklemlerinin v,, v, ve v, i¢in ¢oziilmesiyle

) () (F(w) )

Ty 2!f'<vo>[f'<vo> | (2239
- fr(vo)vy, 7 (Vo)Ve

: f'(v,)  3f'(v,

" 2 3 " 3
:_ELf’(Vo)j (f,(vc’)] o ,(VO)[ f,(VO)] , (2.2.17)
2 £(vo) ) LT (%) ) 6F(v)( F'(vo)

(2.2.10) serisinin v;, v, ve v, bilesenleri elde edilir. Elde edilen (2.2.15)-(2.2.17)
denklemleri, (2.2.12) denkleminde p =1 alinarak yeniden yazilirsa (2.2.1) denkleminin
¢Ozumil

u= Ipiirg(v0 + v, + P2V, + p3v3+---),
(2.2.18)

=Vy VAV, + V=DV
n=0

seklinde elde edilir. Homotopi pertiirbasyon metodu [22-28] geleneksel pertiirbasyon

metodunun tiim 6zelliklerine sahiptir. (2.2.10) serisi lineer olmayan A(V)

operatoriine bagh oldugu oranda yakinsamaktadir [22].
(1) Vile ilgili olarak N(V)nin ikinci tiirevi, goreceli olarak olabildigince kiiciik degerlere

sahip olmalidir. p —1 gibi.

(2) L'*(6N /8V)nin normu ise serilere yaklassin diye ¢ok kiiciik olmalidir
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3. BOLUM

3.1 METOTLARIN UYGULANMASI

3.1.1 Sumudu Déniisiim Metodunun Uygulanmasi

Ornek 1. Asagida (3.1.2) baslangig kosuluyla verilmis olan (3.1.1) homojen kismi

diferansiyel denklemine Sumudu doniisiim metodunu uygulayalim [29].
u, =u, —u, (3.1.1)
u(x,0)=sinx, 0<x<z, t>0. (3.1.2)
Teorem 1.2 ve Teorem 1.5 geregince (3.1.1) denkleminin Sumudu doniisiimii

ut:%[F—fo], u,=F" (3.1.3)

E—lsinx= F"—F,
u u

F"—(1+1j|:+lsinx=o, (3.1.4)
u u

seklinde elde edilir. (3.1.4) denklemindeki F(x,u)bagimh degiskeni HPM kullamlarak

asagidaki sekilde elde edilir. Pertlirbasyon teorisi geregince

TR " 1 1 H _
(1—p)[F uo}tp{F (1+UJF+US|nx}_O,

F"—u, + puo"—(l+1) pF +Pinx=o, (3.1.5)
u u

seklinde bir yap1 olusturulabilir. Buradaki F"ve F degiskenleri teori geregince asagidaki
sekilde secilir;
F=F +pF+p°F,+-,

F'=F, +pF +p°F +---.
Son esitlikler (3.1.5) denkleminde yerine yazilirsa
14 " 2 " 14 " 1 2 1 -
F"+pF'+p?F," —u,” + pu, — l+a p(F,+ PR+ p F2)+J psinx =0, (3.1.6)
(3.1.6) denklemi elde edilir. (3.1.6) denklemi pnin kuvvetlerine gore asagidaki gibi

yazilabilir.
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Burada F,(x,u), F(xu) ve F,(x,u) Mathematica programu araciligiyla hesaplanirsa;

0

p°:F"—u, =0=F, =u, =sinx,

1 ” 4 1 1 H 1

piF +u, —|1+= |F,+=sinx=0= F, =-2sinXx,
u u

N

p’:F, —(1+£j F=0=F, =(1+£j25in X,
u u

bulunur. (2.2.18) geregince
F(xu)=F(xu)+F(xu)+F(xu)+--,

2
=sin x—2sin x+2(1+l]sin x—2(1+lj sinX+---,
u u

. 1
=sin X(l+2uj' (3.1.7)

seklinde (3.1.1) homojen kismi diferansiyel denkleminin Sumudu doéniisiimii elde edilmis
olur. (3.1.7) denklemine ters sumudu doniistimii uygulanirsa [12];

u(x,t)=e*sinx, (3.1.8)
(3.1.1) homojen kismi diferansiyel denkleminin Sumudu doniisiimii kullanilarak analitik

¢Oziimii elde edilmis olur.

e
o e S

o,

Sekil 3.1. (3.1.1) denkleminin O0<x <z, 0<t<1 i¢cin STM yardimiyla elde edilen

¢Oziimiiniin i¢ boyutlu goriiniimii
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®

Sekil 3.2. (3.1.1) denkleminin 0< x < 7z, t =0.5i¢in STM yardimiyla elde edilen

¢Ozlimiiniin iki boyutlu gériiniimii

Ornek 2.
Asagida (3.1.10) baslangi¢ kosuluyla verilmis olan (3.1.9) homojen olmayan kismi
diferansiyel denklemine Sumudu déniisiimiinii uygulayalim [29].

u, =u, +sinx, (3.1.9)

u(x,0)=cosx, 0<x<z, t>0. (3.1.10)

Teorem 1.2 ve Teorem 1.5 geregince (3.1.9) denkleminin Sumudu doniistimii

1[F—fo]zF”Jrsinx,
u
E—@:F”Jrsinx,
u u
, F . COS X
= F"——+sinx+——=0, (3.1.11)
u u

seklinde elde edilir. (3.1.11) denklemindeki F(x,u)bagimli degiskeni HPM kullanilarak

asagidaki sekilde elde edilir.
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Pertiirbasyon teorisi geregince

F"—u,” — pF"+ pu, + pF"+ psin x—PE PCOSX

0, (3.1.12)
u u

seklinde bir yap1 olusturulabilir. Buradaki F"ve F degiskenleri teori geregince asagidaki
sekilde secilir;

F=F +pF+p°F,+-,

F'=F"+pF"+ p°F, +---.
Son esitlikler (3.1.12) denkleminde yerine yazilirsa

P
u

) COS X
F,'+ pF™ p’F," —u, + pu, + psinx— P

(Fo+ PR+ p°F,)+ =0, (3.1.13)

(3.1.13) denklemi elde edilir. (3.1.13) denklemi pnin kuvvetlerine gére asagidaki gibi
yazilabilir.
p’:F -u, =0=F, =u, =cosx ,

Lo COSX COSX .
p iR +u, +sinx——=+-"—-=0=F =cosx+sinXx,
u u

p2 : FZ”_Ez():} F2 :l(—COSX—Sin X),
u u

Burada F,(x,u), F(x,u) ve F,(x,u) Mathematica program araciligiyla hesaplanirsa ;

F, (X,u) =cos X,
F (x,u) =cos x+sin X,

Fz(x,u):%(—cosx—sin X),
bulunur. (2.2.18) geregince
F(xu)=F(xu)+F(xu)+F,(xu)+-,

] 1 ] 1 ]
= COS X +COS X +5iN X——(C0S X +iN X) +—(COS X +Sin X )+
u u

=C0S X+ (Cos X +sin x)(l{—%j{—az +]

) u
=C0S X+ (CoS X +sin x)(—lj
u+
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:cos(x)+cos(x)(—lLij+sh1(x)(—lL—j,

u+ u+1

1+Lj+sm(x)(ij,

u+1 u+1
2u+1)+sm(x)(—g—j,
u+l u+l
2u 1 J ) ( u J
——+—— |+sin(x)| — |,
u+l u+l1 1+u

seklinde (3.1.9) homojen olmayan kismi diferansiyel denkleminin Sumudu doniisiimii elde

=cos(x

N—"

(3.1.14)

=cos(x

N—"

=cos(x

N—"

edilmis olur. (3.1.14) denklemine ters sumudu doniisiimii uygulanirsa [12];
u(xt)=[ 2cos(x)+sin(x)](1-e™")+cos(x)e", (3.1.15)

(3.1.9) homojen olmayan kismi diferansiyel denkleminin Sumudu doniistimii kullanilarak

analitik ¢6ziimii elde edilmis olur.

Sekil 3.3. (3.1.9) denkleminin 0 <x <z, 0<t<1 i¢cin STM yardimiyla elde edilen

¢Oziimiiniin ii¢ boyutlu goriiniimii
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Sekil3.4. (3.1.9) denkleminin 0<x < zve t=0.5 i¢gin STM yardimiyla elde edilen

¢Ozlimiiniin iki boyutlu gériiniimii

Ornek 3.
Asagida (3.1.17) baslangi¢ kosuluyla verilmis (3.1.16) dalga denklemine (c=1)

Sumudu doniisiimiinii uygulayalim [34] ;

u, =u,, 0<x<z,t>0, (3.1.16)

tt
u(x,0)=u, =1+4sinx,

3.1.17
u, (x,0)=—4sinx. ( )

Teorem 1.2, Teorem 1.3 ve Teorem 1.5 geregince (3.1.16) denkleminin Sumudu doniistiimii

PF(xH] 1 1 10 (x,0)
S{—atz :|—u2F(X,U) % f(x,0) T a (3.1.18)
o’u(x,t) _ O*F(x,t) _Fr(x.u)
X2 x? s
L et r0)- LK ey
u u ot

u
1 1 4 . 1 . ,
— F(X,Uu)=— ——sinx+=4sinx = F"(x,u),
u us u u
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F"—in—i—izsiansinx, (3.1.19)

u? u? u u

seklinde elde edilir. (3.1.19) denklemindeki F(x,u)bagimh degiskeni Mathematica

programi kullanilarak asagidaki gibi elde edilir;

X

X 2 H i
X -~ 14U +4sinx—4usin X
F(x,u)=ce"+c.e '+ '

3.1.20
1+u? ( )
(3.1.20) denkleminde c, ve c, sabitleri 6zel olarak, ¢, =c, =0 alnirsa;
, . )
F(x,u)=l+u +4sin x2 4u5|nx’
1+u
. 4 4u
=1+sinx - , 3121
L+u2 1+u2} ( )

=1+4ﬁnx{ 12}—4ﬁnx{ uz}'
1+u 1+u

seklinde (3.1.16) dalga denkleminin (¢ =1) Sumudu doniistimii elde edilmis olur. (3.1.21)
denklemine ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa [12];

u(x,t) =1+sin(x) cos(t) —4sin(x)sin(t), (3.1.22)
(3.1.16) dalga denkleminin Sumudu doniisiimii kullanilarak analitik ¢oziimii elde edilmis

olur.

Sekil 3.5. (3.1.16) denkleminin 0 < x < 7,0<t <1 i¢in STM yardimiyla elde

edilen ti¢ boyutlu goriiniimii
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Sekil 3.6. (3.1.16) denkleminin 0 < x <z, t=0.5 i¢in STM yardimiyla elde

edilen iki boyutlu gériiniimii

Ornek 4.
Lineer telegraf denkleminin ¢oziimiinii Sumudu doniisiim metodu ile elde edecek
olursak; Telegraf denkleminin genel formu [29]

u,, =au, +bu, +cu, (3.1.23)
ile verilmektedir. u=u(x,t) ve a,b ve ¢ sabitler olmak iizere kablonun; iletkenlik, kapa-

sitans, indiiktans, iletkenlik ve direnciyle iligkilidir. Dikkat edilmelidir ki telegraf denklemi
bir lineer kismi diferansiyel denklemdir. Telegraf denklemi sadece bir telgraf hattinin

elektrik sinyalleri i¢inde yayiliminda ortaya ¢ikar. Elektrik sinyalleri nedeniyle a=0 ve

c=0 alwrsak

u, =bu (3.1.24)

XX t?
standart lineer 1s1 denklemini elde ederiz.

Elektriksel 6zellikler b=0 ve ¢ =0 ’a yol acabilir. Bundan dolay1

u, =au

XX )

(3.1.25)

standart lineer dalga denklemini elde ederiz.
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Asagida baslangi¢ kosullari ile verilen lineer telegraf denklemini [30]

U, (x1)=Ug (x,1)+U, (x,t)+U (x,t), (3.1.26)
U(x,0)=¢",
U, (x,0) =—e*, (3.1.27)
U,(x,0)=e",

seklinde ele alalim. Sumudu teorisi geregince

1 1 1 X

s[U,(xt)]==[F(x.u)-U (x,O)]=E[F (X'u)_eXJZEF (xu)-<,

u u

S[U,. (xt)]=F"(xu), (3.1.28)

(3.1.28) esitlikleri yazilabilir. (3.1.28) esitlikleri (3.1.26) lineer telegraf denkleminde

yazilirsa

2

F”(x,u):{qu—l:JrlJF(x,u)—izex, (3.1.29)
u u

seklinde (3.1.26) telegraf denkleminin sumudu doniisiimii elde edilir. (3.1.29) diferansiyel

denklemindeki F (X, u ) bagimli degiskeni Mathematica programi yardimiyla asagidaki gibi

elde edilebilir;

X

e
I:(X’u):1+u

+C COS[XU_l(m)]-FCz sin[xu‘l(m)} (3.1.30)

(3.1.30) denkleminde c,ve c, sabitleri 6zel olarak ¢, =c, =0alinirsa;

X

F(xu)= (3.1.31)

1+u’

seklinde (3.1.26) denkleminin Sumudu doniisiimii yeniden yazilabilir.
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(3.1.31) denklemine ters Sumudu doniisimii uygulanarak [12] lineer telegraf denkleminin
(3.1.32)

analitik ¢oziimii

U(xt)=e"",
seklinde elde edilir. Lineer Telegraf denkleminin, Sumudu doniisiim metodu ile elde edilen

analitik ¢oziimiiniin iki ve ti¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekildedir.

Sekil 3.7. Lineer Telegraf denkleminin, Sumudu doniisiim metodu ile elde edilen (3.1.32)
analitik ¢6ziimiiniin {i¢ boyutlu goériinimii

8000 -
6000 -

4000 -

2000 -
10

Sekil 3.8. Lineer Telegraf Denkleminin, Sumudu déniisiim metodu ile elde edilen (3.1.32)
analitik ¢6ziimiiniin t =0.1 oldugunda iki boyutlu gériiniimii
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Homotopi Pertiirbasyon Metodunun Uygulanmasi
Homotopi pertiirbasyon metodunu telegraf denklemine uygulamak igin (3.1.26)
denklemini ele alalim. Pertiirbasyon teorisi geregince

1-p)[Y"=u ]+ p[Y"+Y +Y =Y~ =0, (3.1.33)
0

seklinde bir homotopi bagintist yazilabilir. (3.1.33) denklemi yeniden diizenlenirse

Y"—u," +pu, +pY'+pY —pY~ =0, (3.1.34)
2 2
elde edilir. Burada Y" = ((jjtl; VY = (;—l:Y = 3—l:ve Y bagimli degiskenleri homotopi
X

teorisi geregince asagidaki sekilde segilebilir;

Y =Y, + pY, + p?Y, + pNy+--= > plY,,
i=0

Y' =Y+ pY/+ pAY, + pPY 4= p'Y/,
i=0

B (3.1.35)
Y =YO.. i le i szZ.. i p3Y3.. T Z piYi",
i—0
Yn — Yo”+ lerr+ p2Y2rr+ p3Y3n+ e — Z piYi”-
i=0
(3.1.35) denklemleri (3.1.34) denkleminde yerine yazilarak
R e A T O R TS

_PY; = Y- p¥Yy =0,
denklemi elde edilir. (3.1.36) denklemi p ’nin kuvvetlerinin katsayilarma gore yeniden
diizenlenirse
p’:Y/-u, =0,
p YU +Y)+Y, =Y, =0,
p2Y)+Y/+Y, Y, =0, (3.1.37)
P° Y, +Y,+Y, =Y, =0,
(3.1.37) denklemleri bulunur ve bu denklemlerin ¢6ziimleri yapildiginda

p°:Y/~u, =0=Y,/=u, =Y, =u, =€, (3.1.38)
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PLY Uy Y Y, =Y =0 Y, = —u, Y =Y, +Y,

tt

=Y, =[] (—uo" Y-y, +Y0")dt dt, (3.1.39)
00

=Y, =ct,

P2 Y +Y +Y, =Y =0= Y, =-Y,/-Y, +Y,",

=V, = jj(—vl'—vl +Y,")dtdt, (3.1.40)
00
ot cff
ST

PV Y, +Y, =Y, =0 Y ==Y, =Y, +Y,,

=Y, = “(—Yz'—\(2 +Y;")dtdt,
00 (3.1.41)
ct® cot* ct’

=>Y,=—+—+—,
31 12 5!

seklinde (3.1.25) denkleminin ilk i¢ Y,,Y,,Y, ve Y, bilesenleri elde edilir. (3.1.25)
denklemini p —1 ve (3.1.38-3.1.41) bilesenleri ile beraber ele alindiginda ilk ti¢ terim
icin yaklasik ¢6ziim
U(Xt)=Y,+ pY, + p°Y, + p°Y, + p*Y, + p°Yg + p°Yg +---,
= lim (Yo + Y, + P2, + P2y + p*Y, + Py + p°Yg +---),

=Y +Y, Y, Y, Y, +Y Y+ (3.1.42)

t2 ot tt tt
:ex+c[t——+———+—+-~-j,
21 4! 51 6l

elde edilir. ¢ =1 alinirsa (3.1.26) telegraf denkleminin ilk {i¢ terimi i¢in yaklasik ¢6ziim
2 4 5 6
U(x,t)=ex+t—t—+t——t—+t—, (3.1.43)
2! 41 5! 6!

seklinde elde edilir. Lineer Telegraf denkleminin, Homotopi pertiirbasyon metodu ile elde

edilen yaklagik ¢oziimiiniin iki ve li¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekildedir.
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Sekil3.9. Lineer Telegraf Denkleminin, Homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen
(3.1.43) yaklasik ¢oziimii ile ger¢ek ¢6ziimiin ii¢ boyutlu goriiniimii

8000 | i
15000} :
6000 | ;! 1 H
/ 10000 - ]
4000 | ; 1 ;
2000 ] 5000 | ]
R TLLELLL L Ll ‘ A o) DL - ‘ ]
4 6 8 10 4 6 8 10
-------- HPM Co6ziim

Sekil 3.10. Lineer Telegraf Denkleminin, Homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen
(3.1.43) yaklasik ¢oziimii ile gergek ¢6ziimiin t =0.1 oldugunda iki boyutlu

gorunimu
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Tablo 3.1. Lineer Telegraf Denklemi i¢in; Homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen
(3.1.43) yaklasik ¢oziimii, Sumudu doniisiim metodu ile elde edilen (3.1.32)

analitik ¢6ziimii ve gercek ¢oziimler i¢in sayisal veri tablosu

x=0.1 x=0.2 x=0.3
t [Usnaigez|  Unpm Usgm | Yanal.cor Upiom Usgm U anat. coz Upiom Usgnm
0.015(1.08872| 1.12006 | 1.08872 | 1.20322 | 1.23629 |1.20322| 1.32976 | 1.36475 | 1.32976
0.030{1.07251| 1.13472 | 1.07251 | 1.18530 | 1.25095 |1.18530| 1.30996 | 1.37941 | 1.30996
0.045]1.05654| 1.14916 | 1.05654 | 1.16766 | 1.26539 |1.16766| 1.29046 | 1.39385 | 1.29046
0.060|1.04081| 1.16337 | 1.04081 | 1.15027 | 1.27960 | 1.15027 | 1.27125 | 1.40806 | 1.27125
0.075]1.02532| 1.17736 | 1.02532 | 1.13315 | 1.29359 |1.13315| 1.25232 | 1.42205 | 1.25232

Tablo 1’ de Homotopi pertiirbasyon metodu ile Sumudu doniisiim metodu niimerik
olarak karsilastirilmistir. Elde edilen sayisal degerlere gore Homotopi pertiirbasyon metodu

yaklagik ¢ozlim verirken Sumudu doniisiim metodu analitik ¢6ziim vermektedir.

Ornek 5.
Asagida (3.1.46) baslangi¢ kosullariyla verilmis olan (3.1.45) degisken katsayili

kismi diferansiyel denklemine Sumudu doniisiim metodunu uygulayalim [29];

2

uttz%uxx, 0<x<1t>0, (3.1.45)
u(x,0)=u, =x*, u,(x,0)=0. (3.1.46)
Teorem 1.1.3 ve Teorem 1.1.5 geregince (3.1.45) denkleminin Sumudu doniistimii
ul 1 of
S| — |==| F(x,u)-f(x,0)-u—(x,0) |,
e F 00T o)

azu(x,t)_sz(x,u)
2 dxr

SF_ 2,2 g (3.1.47)
X“u u
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seklinde elde edilir. (3.1.47) denklemindeki F(x,u)bagimli degiskeni Mathematica

programi yardimiyla asagidaki gibi elde edilir;

F(x,u):x{ 1 } (3.1.48)

1-u?

(3.1.48) denklemine ters Sumudu doniisimii uygulanarak [12] (3.1.45) denkleminin
analitik ¢oziimii

u(x,t)=x*cosh(t), (3.1.49)

elde edilir.

Sekil 3.11. (3.1.45) denkleminin 0<x <z, 0<t <1 i¢in SDM yardimiyla elde edilen

ii¢ boyutlu goriinimii
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Sekil 3.12. (3.1.45) denkleminin 0 < x <z, t=0.5 i¢in STM yardimiyla elde edilen iki

boyutlu goriiniimii
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Ornek 6.

Ikinci mertebeden sabit katsayili adi diferansiyel denklemi asagidaki

U”(x)-U’(x)—6U(x)=0, (3.1.50)
seklinde ele alabiliriz. (3.1.50) denkleminin analitik ¢oziimii
U (x)=ce® +ce?, (3.1.51)

seklindedir. (3.1.51) denkleminde

¢=Lc,=2 (3.1.52)
almirsa (3.1.50) adi diferansiyel denkleminin analitik ¢oztimii

U (x)=e>+2e™, (3.1.53)
dir. (3.1.50) denkleminin x =0 noktasindaki degerleri

U(0)=3, (3.1.54)

u'(0)=-1,
dir. (3.1.50) denkleminin Sumudu doniisiimiinii alirsak

S[u"]-S[u’]-s[eU]=0 (3.1.55)

uiz[F(u)-f(o)-uf'(o)]-%[F(u)_f(o) ~6F (u)=0 (3.1.56)

i[F(u)—3+u]—1[F(u)—3]—6F(u)=o,

u? u

1 3 11 3

—F(u)-—+——-=F —=6F(u),

ZF)- iR )+ =6 ()

1-u-6u*| 3-4u
F( )[ B }_ 2
3-4u
(u)_l—u—6u2’
3—-4u 1 2
F(u)= - , 3.1.57
(v) 1—u—60’ 1-3u 1+2u ( )

(3.1.57) denklemine ters Sumudu doniisimi [12] uygulanarak (3.1.50) denkleminin

analitik ¢6ziimii
U(x)=e* +2e?, (3.1.58)

olarak elde edilir.
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Sekil 3.13. (3.1.58) denkleminin 0< x < 20 i¢in STM yardimiyla elde edilen ¢dziimiiniin

iki boyutlu goriiniimii

35



4. SONUC

Bu calismada Laplace doniisiim metoduna bir alternatif metot olan ve literatiire
yeni sunulan Sumudu doniisim metodu ve 6zellikleri verildi. Sumudu doniisiim metodu
kullanilarak homojen ve homojen olmayan diferansiyel denklemler, lineer telegraf
denklemi, degisken katsayili kismi diferansiyel denklem, sabit katsayili adi diferansiyel
denklem ile dalga denkleminin analitik ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen analitik
¢Ozlimlerin iki ve {i¢ boyutlu grafikleri Mathematica programi kullanilarak ¢izildi.

Bu veriler 1s1g¢inda Sumudu doniisiim metodu ile yar1 analitik metotlar, belirli
baslangi¢ kosullariyla birlikte verilen diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimleri elde
edilebilir.

Grafiklerden de goriildiigii gibi, Sumudu doniisiim metodu, baslangic kosullariyla
birlikte verilmis olan diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in farkli
hesaplamalara gerek kalmadan kullanilabilmektedir. Metodun uygulanmasi i¢in ek bir
hesaplama yapmaya gerek kalmamasi 6nemli 6zelliklerinden bir tanesidir. Yar1 analitik
metotlara kiyasla oldukc¢a kolay ve hizli bir sekilde analitik ¢6ziim vermesi bakimindan
onemli bir metottur. Sumudu doniisiim metodu, uygulamali bilimler, fizik, astronomi,
miihendislik, elektrik ve elektronikte wuygulama alaninda ve fiziksel yapilarin
incelenmesinde ortaya ¢ikan problemlerin ¢éziimlerini elde etmek i¢in oldukga elverislidir.

Bu calismada elde edilen sekiller ve tabloya gore, Sumudu doniisim metodu
Laplace doniisiim metoduna alternatif bir metot olarak diferansiyel denklemlerin analitik

coziimlerini elde etmek icin kullanilan etkili bir metottur.
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