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ÖZET 

 

Adi ve Kısmi Diferansiyel Denklemlerin Sumudu Dönüşüm Metodu ile Çözümü 

 

Yapılan çalışma dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde çalışmamıza yardımcı olacak temel tanım ve teoremler verildi. 

İkinci bölümde Sumudu Dönüşüm metodu ve Homotopi pertürbasyon metodu 

anlatıldı.  

Üçüncü bölümde Sumudu Dönüşüm metodu ve Homotopi pertürbasyon metodu adi ve 

kısmi diferansiyel denklemlere uygulandı. Elde edilen çözümlere karşılık gelen iki ve üç 

boyutlu grafikler çizildi. 

Dördüncü bölümde ise metotlarının adi ve kısmi diferansiyel denklemlere uygulanması 

sonucu elde edilen veriler kullanarak genel bir sonuç verildi. 
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SUMMARY 

The solutions via Sumudu Transform Method of Ordinary and Partial Differential 

Equations  

 

This study is made up of the four chapters. 

In chapter one, it has been given fundamental definitions and theorems which will 

help to us. 

In chapter two, Sumudu Transform method and Homotopy perturbation method 

have been given.  

In chapter three, Sumudu Transform method and Homotopy perturbation method 

have been applied partial and ordinary differential equations. The surfaces of two and tree 

dimensional graphics obtained solutions have been drawn. 

In chapter four, it has been given a general conclusion by using datas which 

obtained solutions via these methods. 
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GİRİŞ 

Doğadaki pek çok fiziksel olay daha iyi anlaşılması için matematiksel modellerle 

ifade edilmiştir. Bu modeller ise adi ve kısmi diferansiyel denklem ve sistemleriyle 

belirtilir. Bu nedenle böyle bir modelin analitik ve yaklaşık çözümlerini bilmek modelin 

belirttiği fiziksel olayı daha iyi anlamak ve yorumlamak açısından önemlidir. Bu yüzden 

son yıllarda bu tür denklem  ve sistemlerin yaklaşık ve analitik çözümlerini bulmak için 

pek çok yöntem geliştirilmiş olup bunlardan bazıları Homotopi analiz metodu, Homotopi 

pertürbasyon metodu, Varyasyonel iterasyon metodu, Adomiyan ayrışım metodu, Sonlu 

farklar yöntemi, yaklaşık çözüm yöntemler arasında; Tanh metodu,  ( / )G G - açılım 

yöntemi, F- açılım yöntemi ve Sumudu dönüşüm yöntemini de analitik yöntemler arasında 

sayabiliriz.  

Biz bu çalışmamızda Laplace dönüşümüne benzer bir integral dönüşümü olan 

Sumudu dönüşüm metodu ile adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerini 

elde etmeye çalıştık. Sumudu bir Sinhala kelimesidir ve ‘pürüzsüz, düz’ anlamlarına 

gelmektedir. Sumudu dönüşüm metodu ilk olarak 1993 yılı başlarında Gamage 

K.Watugala [1,2] tarafından mühendislik kontrol problemlerini çözmek için geliştirildi. 

Watugala daha sonra 2002 yılında dönüşümü kısmi diferansiyel denklemlere genişletti [3]. 

Diferansiyel denklemlere uygulanması ve dönüşümün tersi formülü ilk olarak Weerakon 

tarafından 1994 ve 1998 yıllarındaki iki çalışmayla yapıldı [4,5]. Sumudu Dönüşümü ilk 

Weerakoon tarafından Deakin’ e karşı savunuldu. Deakin Sumudu ve Laplace dönüşümü 

arasında fark olmadığını iddia etti [6,7]. Uygulamaları Asiru’nun katlı integral denklemleri 

ve ayrık dinamik sistemleri kullanarak ard arda yaptığı üç çalışması takip etti [8-10]. Bu 

noktada Belgacem daha önceki referansları ve Laplace dönüşümüyle bağlantılarını 

kullanarak Sumudu dönüşümünün teori ve uygulamalarını geliştirdi [11-18]. Son on yılda 

Belgacem ve diğer bilim insanları Sumudu dönüşüm metodu üzerine çeşitli çalışmalar 

yaptı [19,20]. 

 

 

 

 

 



 

 

1.BÖLÜM 

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Tanım 1.1.1. 

Bilinmeyen fonksiyon ve onun türevlerini içinde bulunduran bir denkleme diferansiyel 

denklem denir. Başka bir ifadeyle bir veya daha fazla bağımlı değişkenlerin bir fonksiyonu 

ile bu fonksiyonun bağımsız değişkenlere göre türevleri arasında verilmiş bağıntıya 

diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem  

, ,
dy

f x y
dx

 
 
 

=0,                                                                                                         

veya genel olarak 

2

2
, , , , , 0

n

n

dy d y d y
f x y

dx dx dx

 
  

 

,                                                                              

şeklinde yazılır. Burada y bağımlı değişken x  bağımsız değişken olup, denklemde tek 

değişkenin türevleri söz konusu olduğunda denklem, adi diferansiyel denklem olarak 

adlandırılır [31]. 

 

Tanım 1.1.2. 

İçinde en az iki bağımsız değişken ve en az bir bağımlı değişken ile bağımlı 

değişkenin bağımsız değişkenlere göre çeşitli basamaklardan kısmi türevlerini kapsayan 

denkleme kısmi türevli denklem adı verilir [32]. 

z bağımlı, x ve y bağımsız değişkenler olmak üzere bir kısmi türevli denklem genel 

olarak  

( , , , , , , , , ) 0x y xx xy yyF x y z z z z z z  , 

şeklindedir.                                                                       

Tanım 1.1.3. 

Bir diferansiyel denklemdeki en yüksek türevin mertebesine (basamağına) denklemin 

mertebesi ve en yüksek türevin derecesine denklemin derecesi denir  [32]. 

Eğer bir diferansiyel denklem, bağımlı değişkene ve onun kısmi türevlerine göre 

birinci dereceden ve katsayıları sabit ya da bağımsız değişkenlerin fonksiyonu ise bu 

denkleme lineer denklem denir.  

2 



Bir diferansiyel denklem lineer değilse lineer olmayan (non-lineer) denklem adını alır. 

İki bağımsız ve bir bağımlı değişkene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kısmi 

türevli denklemlerin genel formları sırasıyla aşağıdaki gibidir:                                

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

x y

xx xy yy x y

P x y z Q x y z R x y z S x y

A x y z B x y z C x y z D x y z E x y z F x y z G x y

  

       

Örnek 1.1.1. 

sin ,x yxz yz x   

Denklemi birinci mertebeden, birinci dereceden, lineer bir kısmi diferansiyel  

denklemdir. 

       Örnek 1.1.2. 

2
2 2

3

2 2
,

u u u
z

x y z

   
   

   
 

denklemi ikinci mertebeden, ikinci dereceden, lineer olmayan bir kısmi diferansiyel 

denklemdir. 

        Tanım 1.1.4. 

 Bir kısmi türevli denklem, denklemde bulunan en yüksek basamaktan kısmi türevlere 

göre lineer ise bu denkleme yarı- lineer (kuasi-lineer) denklem adı verilir [32]. İki bağımsız 

ve bir bağımlı değişkene sahip birinci ve ikinci basamaktan yarı lineer denklemlerin genel 

şekilleri sırasıyla aşağıdaki gibidir:  

( , , ) ( , , ) ( , , ),x yP x y z z Q x y z z R x y z                    

( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) 0.x y xx x y xy x y yy x yA x y z z z z B x y z z z z C x y z z z z D x y z z z     

        Örnek 1.1.3. 

a) sin ,x xx yz z xzz y   

b)  2 32 6 sin 0,xy xz z z xz y
x


   


 

c) 3 33 2 0,y xx xy xz z x zz z x yz     

denklemlerinin tümü yarı-lineer denklemlerdir. 

 

3 



Tanım 1.1.5. 

 Bir f fonksiyonu A  kümesinde tanımlansın. Kabul edelim ki f  ve f  ’nin 

k.mertebeye kadar olan tüm kısmi türevleri sürekli olsun. O zaman f fonksiyonuna kC - 

sınıfındandır denir. 

Tanım 1.1.6. 

 Bir kısmi türevli denklem yarı-lineer ve denklemde görülen en yüksek basamaktan 

türevlerin katsayıları yalnızca bağımsız değişkenlerin fonksiyonları ise bu denkleme 

hemen hemen linerdir denir [32]. 

İki bağımsız ve bir bağımlı değişkene sahip ikinci basamaktan hemen hemen lineer bir 

denklemin genel şekli 

     , , , ( , , , , ) 0,xx xy yy x yA x y z B x y z C x y z D x y z z z     

formundadır. Burada 2, , [ ]A B C C D dir. Diğer yandan  

 
2

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ),x y B x y A x y C x y    

fonksiyonunu tanımlayalım. 

        1) ( , ) 0x y   eşitsizliğinin sağlandığı noktalarda hiperbolik; 

        2) ( , ) 0x y   eşitsizliğinin sağlandığı noktalarda parabolik; 

        3) ( , ) 0x y   eşitsizliğinin sağlandığı noktalarda eliptik tiptendir denir. 

       Örnek 1.1.4. 

       a) 

22 2
3

2 2
1,

u u u
x t u t

t y x

   
    

   
 

       b) 3 23 4 5 2 4 0,z

xx yy zz xy yz x yxu xyu xz u zu u u u u xye         

denklemleri hemen-hemen lineerdir. 

        Örnek 1.1.5. 

 
2( 1) 2 0,xx xy yy x yx z yz z z z       

denkleminin tipi aşağıdaki gibi belirlenir. 

        Çözüm: 

 
2( , ) 1, ( , ) 2 , ( , ) 1,A x y x B x y y C x y      

olduğundan ( , )x y  fonksiyonu  
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2 2 2 2 2( , ) 4 4 4( 1)( 1) 4( ) 4,x y B AC y x x y           

şeklinde elde edilir. Buna göre verilen denklem 

 2 2

1 ( , ): 1, ,D x y x y x y R     bölgesinde hiperbolik; 

 2 2

2 ( , ): 1, ,D x y x y x y R    çemberi üzerinde parabolik; 

 2 2

3 ( , ): 1, ,D x y x y x y R     açık diskinde eliptik tiptendir. 

Örnek 1.1.6. 

2 0xx xy yy x yx z xyz z xz yz z      , 

denkleminin tipi aşağıdaki gibi belirlenir. 

Çözüm: 

 2 2 2( , ) 4 ( 4)x y B AC x y     , 

olup 

2y     doğruları üzerinde parabolik; 

2 2y    şeridi içinde eliptik; 

2y    bölgesi ile 2y   bölgesinde hiperbolik tiptendir. 

Tanım 1.1.7. 

        f  fonksiyonu I R  aralığında tanımlı ve n ’inci mertebeden sürekli türevlere sahip 

olsun. Eğer ( )y f x  fonksiyonu türevleri; 

  
( , , , , ) 0,

n
F x y y y                                                                                           (1.1) 

diferansiyel denkleminde yerlerine yazıldığında  

 
     1

( , ( ), ( ), ( )),
n n

f x F x f x f x f x
  

ifadesi x  bağımsız değişkenine göre bir özdeşlik oluyorsa , 
   n

f x  fonksiyonuna (1.1) 

denkleminin tam çözümü denir [31]. 

 

Tanım 1.1.8. 

Bir diferansiyel denklemde keyfi sabitlere bağlı bulunan çözüme genel çözüm, keyfi 

sabitlere değer verilmesiyle elde edilen çözüme özel çözüm denir [31]. 
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Tanım 1.1.9.  

   n
f x  bağımsız ve z bağımlı değişken olmak üzere birinci basamaktan lineer kısmi 

türevli denklemin genel şekli ;  

 2 2

1 ( , ): 1, , ,D x y x y x y R                                                                                (1.2) 

formundadır. Burada  1, ,A B C C D ; 2 2 0A B  ;  G C D  ve D , 2R ’nin düzgün 

sınırlı, basit irtibatlı bir alt bölgesi veya yerine göre 2R ’nin tamamıdır. 

     , , , ,L A x y B x y C x y
x y

 
  

 
                                                                     (1.3) 

operatörünü alırsak (1.2) denklemi kısaca 

 , ,zL G x y                                                                                                              (1.4) 

şeklinde yazılabilir. (1.2) denkleminde  , 0G x y   ise o zaman ortaya çıkan  

0,ZL                                                                                                                         (1.5) 

denklemine (1.4) denklemine ilişkin homojen denklem denir. Aksi halde homojen olmayan 

denklem denir. 

 

Tanım 1.1.10. 

(1.2) denklemini sağlayan en az birinci basamaktan sürekli türetilebilir 

 ,z x y fonksiyonuna  (1.2) denkleminin integral yüzeyi denir. 

 

Tanım 1.1.11. 

Bir türetilebilir keyfi fonksiyon kapsayan ve keyfi fonksiyonun her seçimi için (1.5) 

denklemini sağlayan bir yüzey ailesine homojen denklemin genel çözümü denir. 

 

Tanım 1.1.12. 

 (1.4) homojen denkleminin genel çözümü hZ  ve (1.3) homojen olmayan denklemin 

bir özel çözümü pZ  ise h pZ Z Z   yüzey ailesine (1.3) ile verilen homojen olmayan 

denklemin genel çözümü denir. 
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Tanım 1.1.13. 

Homotopi kavramı, 1895 yılında Jules Henri Poincaré tarafından tanıtılmıştır. f  ve g  

bir X  topolojik uzayından Y  topolojik uzayına sürekli dönüşümler olsun. [0,1]I   R ’nin 

kapalı bir alt kümesi olmak üzere ; x X   için 

   ,0H x f x ve    ,1H x g x  

eşitliklerini sağlayan sürekli bir :H X I Y   fonksiyonu varsa ,f g ’ye homotopiktir 

denir. H  dönüşümüne f ve g  arasında bir homotopi denir ve ,H f ve g  arasında bir 

homotopi olduğunda, :H f g  ile gösterilir. 

 

       Tanım 1.1.14. 

       Pertürbasyon teorisi, tam olarak çözülemeyen bir problemin yaklaşık çözümünü 

bulmak için kullanılan matematiksel metotlar içerir. Eğer problem, bir ‘küçük’ terim 

eklenerek tam olarak çözülebilen probleme formüle ediliyorsa bu probleme pertürbasyon 

teorisi uygulanabilir. Pertürbasyon teorisi, problemin çözümünü,  tam olarak çözülebilen 

problemden sapmayı ölçen bir ‘küçük’ parametrenin kuvvet serisi cinsinden bulmayı 

amaçlar. Kuvvet serisindeki ilk terim, tam olarak çözülebilen problemin çözümü iken, 

diğer terimler, çözümde başlangıç problemine göre sapmayı tanımlarlar. A çözümüne 

yaklaşım için aşağıdaki küçük parametreye göre açılan (burada parametre  ’dir) seri 

verilsin: 

0 1 2

0 1 2 ,A A A A       

Bu örnekte 0A tam olarak çözülebilen başlangıç probleminin bilinen çözümünü ve 

1 2, ,A A  bir sistematik yöntemle iteratif olarak bulunan daha yüksek dereceden çözümleri 

gösterir.  ’nin çok küçük olması durumunda, yukarıdaki serinin yakınsak olması küçük 

 değeri için bulunan daha yüksek dereceden çözümlerin daha az önemli olduğu anlamına 

gelir. Bir yaklaşık pertürbasyon çözümü, seriyi bir yerden sonra kesip, genelde sadece ilk 

iki terimi, başlangıç çözümü ve ‘birinci derece’ pertürbasyon düzeltmesini, bırakarak elde 

edilir.  ’nin çok küçük olmasına rağmen, bazı problemlerde çözüm yakınsak olmayabilir.  
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Birçok önemli problemde küçük pertürbasyonların verilmesi, çözümlerin niceleyici ve 

niteleyici özelliklerini ortaya koyar. Fakat bu özellikler, pertürbe edilmeyen problemlerin 

çözümlerinden oldukça farklı olabilirler. Örneğin; 

       çok küçük bir sayı olmak üzere  

   33 ,u u                                                                                                           (1.6) 

denklemini çözünüz. 

       3u terimi gayri lineer terimdir.  küçük kabul edildiğinde nonlineer terimin 

etkisininde küçük olacağını söyleyebiliriz. Lineer kısmın çözümünün 

0 3 ,u                                                                                                                    (1.7) 

olduğu malumdur. Bu değerin  ’dan etkileneceği de unutulmamalıdır. Şu halde u ’nun 

değeri 0( , )u u u şeklindedir. Bu bağımlılığın  

2 3

0 1 2 3,u u u u u                                                                                           (1.8) 

serisi şeklinde olduğunu kabul edelim. Burada  1 2 3, , ,u u u  ler belirlenmesi gerekli 

fonksiyonlardır. (1.8) denklemini (1.6) denkleminde yerine yazarsak  

3
2 3 2 3

0 1 2 3 0 1 2 33 ,u u u u u u u u u                                         (1.9) 

kübik terimi açıp sağ tarafı  kuvvetleri cinsinden düzenleyelim,  

2 3

0 1 2 3

3 2 3 3 3

0 0 1 0 2

,

3 3 (3 ) ,

u u u u u

u u u u u

  

 

    

     
 

aynı mertebeli mütekabil terimler eşitlenerek, 

  

0

3

1 0

2

2 0 1

2 2

3 0 2 0 1

3 ,

,

3 ,

3 3 ,

u

u u

u u u

u u u u u







 

                                                                                            (1.10) 

bulunur. (1.10)’ de sonsuz sayıda denklem vardır. Biz ancak ilk iki ya da üç terimi 

hesaplayıp yerine koyabiliriz. Daha fazla terimin hesaplanması bir yerden sonra oldukça 

zor olur. (1.10)’dan ilk üç terim, 
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0

1

2

3

3,

27,

729,

972,

u

u

u

u









 

olarak hesaplanır. O halde aranan u değeri 

2 33 27 729 972 ,u         

ile verilir. Burada hesaplama 3. terimde kesildiği için çözüm 3 mertebede yaklaşım adını 

alır. Bu seriye ne kadar terim katılırsa o kadar gerçek kökün gerçek değerine yaklaşılmış 

olur.  

 

Tanım 1.1.15. 

Laplace dönüşümü bir integral dönüşümü olup, fizik, mekanik, mühendislik, tıp ve 

bazı diğer bilim dallarında kullanılan önemli bir dönüşümdür. Bu dönüşüm, diferansiyel 

denklemlerin çözümünde de yararlanılabilen bir dönüşümdür. Bu dönüşümle çözümü elde 

edilen denklemlerin başlangıç şartlarını da ihtiva ettiği görülür. 

  , 0F t t  ’ın pozitif değerleri için tanımlı t  reel değişkeninin bir fonksiyonu olsun. 

( 0t  için    0F t   kabul edilebilir); 0s  reel veya kompleks bir parametre olmak üzere, 

t reel değişkeninin bir fonksiyonu ste ise, 

 
0

,ste F t dt





                                                                                                           

integrali var olacak şekilde s  parametresi için bir değer bulmak mümkün oluyorsa bu 

integrale   F t  fonksiyonunun Laplace dönüşümü denir. Bu dönüşüm   L F t veya 

 f s  ifadeleri ile gösterilir. Bu dönüşümü 

      
0

,stf s L F t e F t dt



                                                                                 (1.11) 

şeklinde yazabiliriz.                                                                  
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Tanım 1.1.16. 

A  bir fonksiyonlar kümesi   

 1 2( ) : , , 0, ( ) , ( 1) 0, , 1,2,3j

t

jA f t M f t Me eğer t j


 
 
 

         
  

 

olmak üzere  ( )f t  fonksiyonunun Sumudu dönüşümü; 

 

    1 2

0

( ) ( ) , ( , )tS f t F u e f ut dt u  


    ,                                                          (1.12) 

şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 1.1.1. 

( ), ( )f t g t  fonksiyonlarının Sumudu dönüşümü  

     . ( ) . ( ) . ( ) . ( ) ,S a f t b g t a S f t b S g t                                                                (1.13) 

şeklinde lineerlik özelliğine sahiptir. 

İspat: 

   

   

0 0

0 0

0 0

. ( ) . ( . ( ) . ( ) . ( ) . ( ) ,

. ( ) . ( ) ,

. ( ) . ( ) ,

. ( ) . ( ) .

t t t

t t

t t

S a f t b g t e a f ut b g ut dt a e f ut b e g ut dt

a e f ut dt b e g ut dt

a e f ut dt b e g ut dt

a S f t b S g t

 

  

 

 

 

 

      

       

       

 

 

 

 

       (1.14) 

Teorem 1.1.2 

( , )f x t

t




 fonksiyonunun Sumudu dönüşümü 

 
( , ) 1

( , ) ( ,0) ,
f x t

S F x u f x
t u

 
   

                                                                   (1.15) 

özelliğine sahiptir [4]. 
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İspat: 

0 0

2

00

0

0

( , ) 1 ( , ) 1 ( , )
,

1 1
( , ) ( , ) ,

1 1 1
( ,0) ( , ) ,

1 1 1
( ,0) ( ,

lim

lim

lim

pt t

u u

p

p pt t

u u

p

p t

u

p

t

u

f x t f x t f x t
S e dt e dt

t u t u t

e f x t e f x t dt
u u

f x e f x t dt
u u u

f x e f x t
u u u

  



 







 

   
     

  
   
   

  
     

   

  

 





  
1

) ( , ) ( ,0) .dt F x u f x
u

 
  

 

 

 

Teorem 1.1.3. 

      
 2

2

,f x t

t




 fonksiyonunun Sumudu dönüşümü  

2

2 2

( , ) 1 ( ,0)
( , ) ( ,0) ( ,0)

f x t f x
S F x u f x u f x

t u t

   
        

                                      (1.16) 

özelliğine sahiptir [4]. 

İspat:       

 
( , ) 1

( , ) ( ,0)
f x t

S F x u f x
t u

 
   

  olduğunu biliyoruz. 

 
 

   

   

     

   

2

2

0

2 2

,
, ,

1
, ,0 ,

1 1
, ,0 ,

1 1
, ,0 ,0 ,

1 1 1
, ,0 ( ,0).

t

u

g x tf
S x t S

t t

g x u g x
u

e g x t dt g x
u u

f
F x u f x x

u u t

f
F x u f x x

u u u t




  
   

    

   

 
  

 

 
    


  



  
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Teorem 1.1.4. 

 
( , )

n
f x t  fonksiyonunun Sumudu dönüşümü                                                             

 
     

3

2

3 3

, 1
( , ) ,0 ,0 ,0 ,

f x t
S F x u f x uf x u f x

t u

 
         

                             (1.17) 

       

4
2 3

4 4

( , ) 1
( , ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ,

f x t
S F x u f x uf x u f x u f x

t u

 
                       (1.18) 

 
1

( )

0

( , ) ( , ) ( ,0) ,
n

n n k k

k

S f x t u F x u u f x






 
     

 
                                                        (1.19) 

özelliklerine sahiptir. 

 

 

Teorem 1.1.5. 

( , )f x t

x




 fonksiyonunun Sumudu dönüşümü  

( , )
,

f x t
S F

x

 
  

                                                                                                     (1.20) 

şeklinde ifade edilir. 

İspat: 

 
0 0

( , ) 1 ( , ) 1
( , ) .

t t

u u
f x t f x t F

S e t e f x t dt F
x u x x u x

 
     

           
   

 

Teorem 1.1.6. 

Özel olarak  f t  fonksiyonunu   atf t e  üstel olarak alırsak bu fonksiyonun 

Sumudu dönüşümü aşağıdaki şekildedir; 

 
1

.
1

atS e
au

    
                                                                                                  (1.21) 
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İspat: 

( 1)
( ) ( 1)

0 0 0

(1 )

0

lim lim ,
1

1
lim ,

( 1)

1
.

1

pp t au
at t a ut t au

p p

p

au tp

e
S e e e dt e dt

au

au e

au

 
 

 



   
            

 
  

  




 
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2.BÖLÜM 

2.1 MATERYAL VE METOTLAR 

2.1.1 Sumudu Dönüşüm Metodu 

Literatürde; fizikte, astronomide, mühendislikte yaygın olarak kullanılan birçok 

integral dönüşümü vardır. Bunlardan bazıları Laplace dönüşüm metodu, Fourier dönüşüm 

metodu, Mellin dönüşüm metodu ve Hankel gibi integral dönüşümlerin teori ve 

uygulamada birçok çalışma vardır. Sumudu dönüşümü [1-21] olarak adlandırılan ve 

kontrol mühendisliği problemlerindeki adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde 

oldukça yaygın olarak kullanılan bu metodu Watugala [1] ilk kez literatüre kazandırmıştır. 

Watugala bir ( )f t fonksiyonunun Sumudu dönüşümünü aşağıdaki gibi tanımlamıştır [21]. 

A bir fonksiyonlar kümesi 

1 2( ) : , , 0, ( ) , ( 1) [0, ) ,j

t

jA f t M f t Me eğer t


 
 
 

        
  

          

olmak üzere 

    1 2

0

( ) ( ) , ( , ),tS f t F u e f ut dt u  


                                                           (2.1.1) 

   
0

1
( ) ( )

t

uS f t F u e f t dt
u


 

   
 

 ,                                                                                      (2.1.2) 

şeklinde tanımlanmaktadır. (2.1.1) eşitliği verilen herhangi bir diferansiyel denkleme 

uygulanarak  F u  Sumudu dönüşümü elde edilmiş olur. Bu dönüşümün ters Sumudu 

dönüşümü [12]; 

1 1
( ) ,

2

c i

st

c i

ds
f t e F

i s s

 

 

 
  

 
                                                                                   (2.1.3) 

olarak tanımlanır. Bu integralin hesabı oldukça zor olduğundan uygulamada daha önce 

hazırlanmış olan dönüşüm tablolarından yaralanılabilir [12]. (2.1.1) denklemine  (2.1.3) 

ters Sumudu dönüşümü uygulanırsa Sumudu dönüşüm metoduyla verilen denklemin 

çözümü elde edilmiş olur.  
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Kısmi diferansiyel denklemlerde Sumudu dönüşümü uygulanılarak ( , )F x u ’yu içeren 

diferansiyel denklemler elde edilir. Elde edilen bu denklemlerde ( , )F x u bağımlı 

değişkeninin bulunması HPM, ADM, VIM gibi bilinen yarı analitik metotlarla elde edilir. 

 

Diğer dönüşümlerle yakınlığı; 

 Sumudu dönüşümü;  

 
0

{ ( )} ( ) ( ) ,stL f t F s e f t dt


                                                                            (2.1.4)                                                                             

olarak tanımlanan Laplace dönüşümünün farklı bir versiyonudur. Aynı zamanda, bu 

Laplace dönüşümü p-katlı Laplace-Carson dönüşümü olarak da bilinir [33]; 

 
0

{ ( )} ( ) ( ) .ptC f t G p pe f t dt


                                                                     (2.1.5) 

Bu üç dönüşüm ortak bir fonksiyon üzerinde karşılaştırılabilir. Örneğin nt fonksiyonu 

üzerinde karşılaştırılırsa: 

( 1)

( )

{ }( ) ! ,

{ }( ) ! ,

{ }( ) ! .

n n

n n

n n

L t s n s

C t p n p

S t u n u

 









 

Böylece  (2.1.5) denkleminde 
1

p
u

  alınarak  (2.1.2 )  denklemi elde edilir. Sumudu 

dönüşümünün farklı dönüşümlerle de arasında bağlantı vardır. Başlangıçta verilen ( )f t  

fonksiyonunun Laplace dönüşümü ( )F s  aşağıdaki şekilde Sumudu Dönüşümü ( )SF u ’ya 

dönüştürülebilir;  

1 1
( ) ,sF u F

u u

 
  

 
 

ve onun tersi aşağıdaki şekildedir; 

1 1
.s sF F

s s

 
  

 
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2.1.2. Homotopi Pertürbasyon Metodu 

 

Bu bölümde, topolojideki homotopi ile pertürbasyon tekniğini birleştirerek 

pertürbasyon metotlarının dezavantajlarını ortadan kaldıran ve sadece zayıf lineer olmayan 

denklemler için değil aynı zamanda kuvvetli nonlineerliğe sahip denklemler için de elde 

edilen çözümlerin, tüm çözüm bölgesinde geçerli olduğu, yarı analitik bir metot olan 

homotopi pertürbasyon metodu tanıtılacaktır. 

Bu metodun temel fikrini açıklamak için aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel 

denklemi göz önüne alalım 

    0, .A u f r r                                                                                           (2.2.1) 

(2.2.1) denklemi için sınır koşulu 

 , / 0, ,B u u n r                                                                                             (2.2.2) 

şeklinde belirlenir. Burada A genel diferansiyel operatörü, B  sınır operatörü,  f r  bilinen 

analitik fonksiyon ve    ise   ya bağımlı bir sınırdır. Genel olarak A  diferansiyel 

operatörü L  ve N gibi iki parçaya ayrılabilecek şekilde yazılabilir ki burada L  lineer, N  

ise lineer olmayan operatördür.  (2.2.1)  denklemi aşağıdaki gibi yeniden düzenlenebilir.  

   ( ) 0,L u N u f r                                                                                           (2.2.3) 

buna göre homotopi tekniği ile bir homotopi oluşturulur. 

   , : 0,1 ,v r p R    

olmak üzere 

           0, 1 0 , ,H v p p L v L u p A v f r r                                      (2.2.4) 

dir. Burada  0,1p  bir parametre ve 0u  ise (2.2.1) denkleminin bir başlangıç koşuludur. 

O halde 

             0 0, 0,H v p L v L u pL v pL u pA v pf r                                                                                          

           0 0( , ) 0,H v p L v L u p L v L u A v f r          

 ,H v p            0 0 0,L v L u pL u p L v A v f r          
 

olup  (2.2.1) den       0A u f r    dır. 
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Böylece  

       
       0 0 0,L v L u pL u p L v                                                                        (2.2.5) 

elde ederiz ve buradan (2.2.5)  eşitliğini kullanarak    

       
           0 ,L u N u f r L u N u f r                                                      (2.2.6)

 

denklemi bulunur. Bulunan (2.2.6) denklemi  (2.2.5) denkleminde yerine yazılmasıyla  

                0 0 0,L v L u pL u p N v f r         

olur. Böylece  (2.2.4)   denklemi  

  
           0 0, 0,H v p L v L u pL u p N v f r          

                              (2.2.7) 

şeklinde yeniden yazılabilir. Burada  0,1p , başlangıç koşulu 0u  ve 

   , : 0,1v r p R   dir. (2.2.4)  ve (2.2.7) denklemlerinden 

      0,0 0,H v L v L u                                                         (2.2.8) 

     ,1 0,H v A v f r                                                                  (2.2.9)  

dir.  Burada 0p   olduğunda (2.2.4) denklemi lineer bir denklem haline gelir; 1p   

olduğunda lineer olmayan orijinal bir denklem olur. Bu yüzden 0’dan 1’e p  nin değişim 

işlemi,    0 0L v L u   denklemini    A v f r  denklemine dönüştürür. 

   0 0L v L u   problemi 0’dan 1’e monoton olarak artan p  parametresi, sürekli olarak 

    0A v f r   problemine deforme oluyorsa bu topolojide deforme olarak adlandırılır. 

   0 0L v L u   ve    A v f r ifadelerine ise homotopiktirler denir.  Homotopi 

Pertürbasyon Metodu gereğince, ilk olarak yerleştirilen parametre p ’yi küçük parametre 

olarak kabul ederek (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinin çözümü 

   
2 3

0 1 2 3

0

,n

n

n

v v pv p v p v p v




                                                              (2.2.10) 

olacak şekilde p  parametresinin kuvvet serisi 

   0

0 0: 0,p f v f x                                                                     (2.2.11) 
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   1

0 1 0: 0,p f v v f x                                                                              (2.2.12) 

   2 2

0 2 0 1

1
: 0,

2!
p f v v f v v                                                                              (2.2.13) 

     3 3

0 3 0 1 2 0 1

1 1
: 2 0,

2! 3!
p f v v f v v v f v v                                             (2.2.14) 

yazılır. (2.2.11)-(2.2.14) denklemlerinin 1v , 2v  ve 3v  için çözülmesiyle 

 

 
0

1

0

,
f x

v
f v

 


                                                                   (2.2.15)  

 

 

 

 

 

 

2
2

0 1 0 0

2

0 0 0

,
2! 2!

f v v f v f v
v

f v f v f v

  
         

                                         (2.2.16) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3

0 1 2 0 1

3

0 0

2 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

3!

1
,

2 6

.

f v v v f v v
v

f v f v

f v f v f v f v

f v f v f v f v

 
  

 

      
                    

                                           (2.2.17) 

(2.2.10) serisinin 1v , 2v  ve 3v  bileşenleri elde edilir. Elde edilen (2.2.15)-(2.2.17) 

denklemleri, (2.2.12) denkleminde 1p   alınarak yeniden yazılırsa (2.2.1) denkleminin 

çözümü 

 2 3

0 1 2 3
1

0 1 2 3

0

lim ,

,

p

n

n

u v pv p v p v

v v v v v







    

     
                                                               (2.2.18) 

şeklinde elde edilir. Homotopi pertürbasyon metodu [22-28] geleneksel pertürbasyon 

metodunun tüm özelliklerine sahiptir. (2.2.10) serisi lineer olmayan  A v  

operatörüne bağlı olduğu oranda yakınsamaktadır [22].   

(1) V ile ilgili olarak ( )N V nin ikinci türevi, göreceli olarak olabildiğince küçük değerlere 

sahip olmalıdır. 1p   gibi. 

(2) 1( / )L N V   nin normu ise serilere yaklaşsın diye çok küçük olmalıdır  
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3. BÖLÜM 

3.1 METOTLARIN UYGULANMASI  

3.1.1 Sumudu Dönüşüm Metodunun Uygulanması 

Örnek 1. Aşağıda (3.1.2)  başlangıç koşuluyla verilmiş olan  (3.1.1) homojen kısmi 

diferansiyel denklemine Sumudu dönüşüm metodunu uygulayalım [29]. 

,t xxu u u                                                                                                               (3.1.1)          

       ( ,0) sin , 0 , 0.u x x x t                                                                                   (3.1.2)  

Teorem 1.2 ve Teorem 1.5 gereğince (3.1.1) denkleminin Sumudu dönüşümü 

 0

1
, ,t xxu F f u F

u
                                                                                           (3.1.3) 

1
sin ,

F
x F F

u u
    

1 1
1 sin 0,F F x

u u

 
     

 
                                                                                   (3.1.4) 

şeklinde elde edilir. (3.1.4) denklemindeki  ,F x u bağımlı değişkeni HPM kullanılarak 

aşağıdaki şekilde elde edilir. Pertürbasyon teorisi gereğince 

  0

1 1
1 1 sin 0,p F u p F F x

u u

                
 

0 0

1
1 sin 0,

p
F u pu pF x

u u

         
 

                                                             (3.1.5) 

şeklinde bir yapı oluşturulabilir. Buradaki F  ve F değişkenleri teori gereğince aşağıdaki 

şekilde seçilir; 

2

0 1 2 ,F F pF p F     

2

0 1 2 .F F pF p F        

Son eşitlikler (3.1.5) denkleminde yerine yazılırsa 

 2 2

0 1 2 0 0 0 1 2

1 1
1 sin 0,F pF p F u pu p F pF p F p x

u u

               
 

         (3.1.6) 

(3.1.6) denklemi elde edilir. (3.1.6) denklemi p nin kuvvetlerine göre aşağıdaki gibi 

yazılabilir. 
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Burada     0 ,F x u ,  1 ,F x u  ve  2 ,F x u  Mathematica programı aracılığıyla hesaplanırsa; 

0

0 0 0 0: 0 sin ,p F u F u x                                                 

1

1 0 0 1

1 1
: 1 sin 0 2sin ,p F u F x F x

u u

          
 

            

2

2 1 2

1 1
: 1 0 1 2sin ,p F F F x

u u

            
             

bulunur. (2.2.18) gereğince 

       0 1 2

2

, , , , ,

1 1
sin 2sin 2 1 sin 2 1 sin ,

F x u F x u F x u F x u

x x x x
u u

   

   
         

   

 

              
1

sin
1 2

x
u

 
  

 
,                                                                                    (3.1.7) 

şeklinde (3.1.1) homojen kısmi diferansiyel denkleminin Sumudu dönüşümü elde edilmiş 

olur. (3.1.7) denklemine ters sumudu dönüşümü uygulanırsa [12]; 

  2, sin ,tu x t e x                                                                                                   (3.1.8) 

(3.1.1) homojen kısmi diferansiyel denkleminin Sumudu dönüşümü kullanılarak analitik 

çözümü elde edilmiş olur. 

 

Şekil 3.1. (3.1.1) denkleminin 0 , 0 1x t     için STM yardımıyla elde edilen 

çözümünün üç boyutlu görünümü 
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Analitik Çöz .

 

Şekil 3.2. (3.1.1) denkleminin 0 , 0.5x t   için STM yardımıyla elde edilen 

çözümünün iki boyutlu görünümü 

 

 

Örnek 2. 

Aşağıda (3.1.10)  başlangıç koşuluyla verilmiş olan (3.1.9) homojen olmayan kısmi 

diferansiyel denklemine Sumudu dönüşümünü uygulayalım [29]. 

sin ,t xxu u x                                                                                                          (3.1.9) 

      ( ,0) cos , 0 , 0.u x x x t                                          (3.1.10) 

 

Teorem 1.2 ve Teorem 1.5 gereğince (3.1.9) denkleminin Sumudu dönüşümü  

 0

1
sinF f F x

u
   , 

cos
sin ,     

F x
F x

u u
                  

cos
sin 0

F x
F x

u u
     ,                                                                               (3.1.11) 

şeklinde elde edilir. (3.1.11) denklemindeki  ,F x u bağımlı değişkeni HPM kullanılarak 

aşağıdaki şekilde elde edilir.    
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Pertürbasyon teorisi gereğince  

0 0

cos
sin 0

pF p x
F u pF pu pF p x

u u
           ,                                   (3.1.12) 

şeklinde bir yapı oluşturulabilir. Buradaki F  ve F değişkenleri teori gereğince aşağıdaki 

şekilde seçilir; 

2

0 1 2

2

0 1 2

,

.

F F pF p F

F F pF p F

   

     
 

Son eşitlikler (3.1.12) denkleminde yerine yazılırsa 

 2 2

0 1 2 0 0 0 1 2

cos
sin 0

p p x
F pF p F u pu p x F pF p F

u u
             ,  (3.1.13) 

(3.1.13) denklemi elde edilir. (3.1.13) denklemi p nin kuvvetlerine göre aşağıdaki gibi 

yazılabilir. 

0

0 0 0 0: 0 cosp F u F u x       ,                                              

1

1 0 1

cos cos
: sin 0 cos sin

x x
p F u x F x x

u u
         ,                

 2 1
2 2

1
: 0 cos sin ,

.

F
p F F x x

u u
      

  

Burada     0( , ),F x u  1( , )F x u ve 2( , )F x u    Mathematica programı aracılığıyla hesaplanırsa ;                                  

 

0

1

2

( , ) cos ,

( , ) cos sin ,

1
( , ) cos sin ,

F x u x

F x u x x

F x u x x
u



 

  

 

bulunur. (2.2.18) gereğince   

       

   

 

 

0 1 2

2

2

, , , , ,

1 1
cos cos sin cos sin cos sin ,

1 1
cos cos sin 1 ,

cos cos sin ,
1

F x u F x u F x u F x u

x x x x x x x
u u

x x x
u u

u
x x x

u

   

       

    
                

 
    

 
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     

   

   

   

cos cos sin ,
1 1

cos 1 sin ,
1 1

2 1
cos sin ,

1 1

2 1
cos sin ,

1 1 1

u u
x x x

u u

u u
x x

u u

u u
x x

u u

u u
x x

u u u

   
     

    

   
     

    

   
    

    

   
     

     

                                                    (3.1.14) 

şeklinde (3.1.9) homojen olmayan kısmi diferansiyel denkleminin Sumudu dönüşümü elde 

edilmiş olur. (3.1.14) denklemine ters sumudu dönüşümü uygulanırsa [12]; 

         , 2cos sin 1 cos ,t tu x t x x e x e                                                 (3.1.15) 

(3.1.9) homojen olmayan kısmi diferansiyel denkleminin Sumudu dönüşümü kullanılarak 

analitik çözümü elde edilmiş olur. 

 

 

Şekil 3.3. (3.1.9) denkleminin 0 , 0 1x t     için STM yardımıyla elde edilen 

çözümünün üç boyutlu görünümü 
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Şekil3.4. (3.1.9) denkleminin 0 x   ve 0.5t   için STM yardımıyla elde edilen 

çözümünün iki boyutlu görünümü 

 

Örnek 3. 

Aşağıda (3.1.17) başlangıç koşuluyla verilmiş (3.1.16) dalga denklemine  1c   

Sumudu dönüşümünü uygulayalım [34] ; 

, 0 , 0,tt xxu u x t                                                                                        (3.1.16) 

 

 

0,0 1 4sin ,

,0 4sin .t

u x u x

u x x

  

 
                                                                                       (3.1.17)  

Teorem 1.2, Teorem 1.3 ve Teorem 1.5 gereğince (3.1.16) denkleminin Sumudu dönüşümü  

2

2 2 2

( , ) 1 1 1 ( ,0)
( , ) ( ,0) ,

F x t f x
S F x u f x

t u u u t

  
   

  
                 (3.1.18) 

2 2

2 2

2 2

2 2 2

( , ) ( , )
( , ),

1 1 1 ( ,0)
( , ) ( ,0) ( , ),

1 1 4 1
( , ) sin 4sin ( , ),

u x t F x t
F x u

x x

f x
F x u f x F x u

u u u t

F x u x x F x u
u u u u

 
 

 


  



   
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2 2 2

1 1 4 4
sin sin ,F F x x

u u u u
                          (3.1.19) 

şeklinde elde edilir. (3.1.19) denklemindeki  ,F x u bağımlı değişkeni Mathematica 

programı kullanılarak aşağıdaki gibi elde edilir; 

2

1 2 2

1 4sin 4 sin
( , ) .

1

x x

u u
u x u x

F x u c e c e
u

   
  


                                          (3.1.20) 

(3.1.20) denkleminde 1c ve 
2c  sabitleri özel olarak, 1 2 0c c   alınırsa; 

2

2

2 2

2 2

1 4sin 4 sin
( , ) ,

1

4 4
1 sin ,

1 1

1
1 4sin 4sin ,

1 1

u x u x
F x u

u

u
x

u u

u
x x

u u

  




 
     

   
         

                              (3.1.21) 

şeklinde (3.1.16)  dalga denkleminin ( 1c  ) Sumudu dönüşümü elde edilmiş olur. (3.1.21) 

denklemine ters Sumudu dönüşümü uygulanırsa [12]; 

( , ) 1 sin( )cos( ) 4sin( )sin( ),u x t x t x t                       (3.1.22) 

(3.1.16) dalga denkleminin Sumudu dönüşümü kullanılarak analitik çözümü elde edilmiş 

olur. 

 

Şekil 3.5. (3.1.16) denkleminin 0 ,0 1x t     için STM yardımıyla elde 

edilen üç boyutlu görünümü 
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Şekil 3.6. (3.1.16) denkleminin 0 , 0.5x t    için STM yardımıyla elde 

edilen iki boyutlu görünümü 

 

Örnek 4. 

Lineer telegraf denkleminin çözümünü Sumudu dönüşüm metodu ile elde edecek 

olursak; Telegraf denkleminin genel formu [29] 

,xx tt tu au bu cu                                                                                           (3.1.23) 

ile verilmektedir. ( , )u u x t  ve  ,a b ve c  sabitler olmak üzere kablonun; iletkenlik, kapa- 

sitans, indüktans, iletkenlik ve direnciyle ilişkilidir. Dikkat edilmelidir ki telegraf denklemi 

bir lineer kısmi diferansiyel denklemdir. Telegraf denklemi sadece bir telgraf hattının 

elektrik sinyalleri içinde yayılımında ortaya çıkar.  Elektrik sinyalleri nedeniyle 0a  ve 

0c   alırsak   

,xx tu bu                                                                                                       (3.1.24) 

standart lineer ısı denklemini elde ederiz. 

Elektriksel özellikler 0b   ve 0c  ’a yol açabilir. Bundan dolayı 

xx ttu au ,                                                                                                        (3.1.25) 

standart lineer dalga denklemini elde ederiz. 
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Aşağıda başlangıç koşulları ile verilen lineer telegraf denklemini [30] 

        , , , , ,xx tt tU x t U x t U x t U x t                                                            (3.1.26)  

( ,0) ,

( ,0) ,

( ,0) ,

x

x

t

x

tt

U x e

U x e

U x e



 



                                                                                                (3.1.27) 

şeklinde ele alalım. Sumudu teorisi gereğince  

         

       

 

2

2 2

1 1 1
, , ,0 , , ,

1
, , ,0 ,0 ,

1 1 1
, ,

x
x

t

tt

x

e
S U x t F x u U x F x u e F x u

u u u u

S U x t F x u U x uU x
u

F x u e
u u u

              

        

 
    

 

   , , ,xxS U x t F x u                                                                                    (3.1.28)                                                                               

(3.1.28) eşitlikleri yazılabilir. (3.1.28) eşitlikleri (3.1.26) lineer telegraf denkleminde 

yazılırsa 

   
2

2 2

1 1
, , ,xu u

F x u F x u e
u u

  
   

 
                                                           (3.1.29)

 

şeklinde (3.1.26) telegraf denkleminin sumudu dönüşümü elde edilir. (3.1.29) diferansiyel 

denklemindeki  ,F x u bağımlı değişkeni Mathematica programı yardımıyla aşağıdaki gibi 

elde edilebilir; 

              1 2 1 2

1 2, cos 1 sin 1 .
1

xe
F x u c xu u u c xu u u

u

            
      

    

(3.1.30) 

 (3.1.30) denkleminde 1c ve 2c  sabitleri özel olarak 1 2 0c c  alınırsa; 

  , ,
1

xe
F x u

u



                                                                                              (3.1.31) 

şeklinde (3.1.26) denkleminin Sumudu dönüşümü yeniden yazılabilir.  
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(3.1.31) denklemine ters Sumudu dönüşümü uygulanarak [12] lineer telegraf denkleminin 

analitik çözümü  

 , ,x tU x t e                                                                                                    (3.1.32)  

şeklinde elde edilir. Lineer Telegraf denkleminin, Sumudu dönüşüm metodu ile elde edilen 

analitik çözümünün iki ve üç boyutlu grafikleri aşağıdaki şekildedir. 

 

Şekil 3.7. Lineer Telegraf denkleminin, Sumudu dönüşüm metodu ile elde edilen (3.1.32) 

analitik çözümünün üç boyutlu görünümü 
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Şekil 3.8. Lineer Telegraf Denkleminin, Sumudu dönüşüm metodu ile elde edilen (3.1.32)    

analitik çözümünün 0.1t   olduğunda iki boyutlu görünümü 

 

 

28 



Homotopi Pertürbasyon Metodunun Uygulanması 

Homotopi pertürbasyon metodunu telegraf denklemine uygulamak için (3.1.26) 

denklemini ele alalım. Pertürbasyon teorisi gereğince 

   01 0,p Y u p Y Y Y Y                                                                  (3.1.33) 

şeklinde bir homotopi bağıntısı yazılabilir. (3.1.33) denklemi yeniden düzenlenirse 

0 0 0,Y u pu pY pY pY                                                                     (3.1.34) 

elde edilir. Burada 
2 2

2 2
, ,

d u du d u
Y Y Y

dt dt dx
    ve Y bağımlı değişkenleri homotopi 

teorisi gereğince aşağıdaki şekilde seçilebilir; 

2 3

0 1 2 3

0

2 3

0 1 2 3

0

2 3

0 1 2 3

0

2 3

0 1 2 3

0

,

,

,

.

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

Y Y pY p Y p Y p Y

Y Y pY p Y p Y p Y

Y Y pY p Y p Y p Y

Y Y pY p Y p Y p Y

















     

          

     

          









                                                (3.1.35) 

(3.1.35) denklemleri (3.1.34) denkleminde yerine yazılarak  

 
2 3 2 3 2 3

0 1 2 3 0 0 0 1 2 0 1 2

2 3

0 1 2 0,

Y pY p Y p Y u pu pY p Y p Y pY p Y p Y

pY p Y p Y

                 

   
     (3.1.36) 

denklemi elde edilir. (3.1.36) denklemi p ’nin kuvvetlerinin katsayılarına göre yeniden 

düzenlenirse 

 

0

0 0

1

1 0 0 0 0

2

2 1 1 1

3

3 2 2 2

: 0,

: 0,

: 0,

: 0,

,

p Y u

p Y u Y Y Y

p Y Y Y Y

p Y Y Y Y

 

     

    

    
                                                                          

(3.1.37) 

(3.1.37) denklemleri bulunur ve bu denklemlerin çözümleri yapıldığında 

0

0 0 0 0 0 0: 0 ,xp Y u Y u Y u e                                                               (3.1.38) 
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 

1

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0

1

: 0 ,

,

,

t t

p Y u Y Y Y Y u Y Y Y

Y u Y Y Y dt dt

Y ct

              

      

 

                   (3.1.39) 

 

2

2 1 1 1 2 1 1 1

2 1 1 1

0 0

2 3

2

: 0 ,

,

,
2! 3!

t t

p Y Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y dt dt

ct ct
Y

           

    

   

                                   (3.1.40) 

 

3

3 2 2 0 3 2 2 2

3 2 2 2

0 0

3 4 5

3

: 0 ,

,

,
3! 12 5!

,

t t

p Y Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y dt dt

ct ct ct
Y

           

    

   

 
                          

(3.1.41) 

şeklinde (3.1.25) denkleminin ilk üç 0 1 2, ,Y Y Y ve 3Y  bileşenleri elde edilir. (3.1.25) 

denklemini 1p   ve  (3.1.38-3.1.41) bileşenleri ile beraber ele alındığında ilk üç terim 

için yaklaşık çözüm 

 

 

2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6
1

0 1 2 3 4 5 6

2 4 5 6

2 4 5 6

, ,

lim ,

,

,
2! 4! 5! 6!

,
2! 4! 5! 6!

p

x

x

U x t Y pY p Y p Y p Y p Y p Y

Y pY p Y p Y p Y p Y p Y

Y Y Y Y Y Y Y

ct ct ct ct
e ct

t t t t
e c t



       

       

       

      

 
       

 

                    

(3.1.42)
 

elde edilir. 1c   alınırsa (3.1.26) telegraf denkleminin ilk üç terimi için yaklaşık çözüm 

 
2 4 5 6

, ,
2! 4! 5! 6!

x t t t t
U x t e t                                                                       (3.1.43) 

şeklinde elde edilir. Lineer Telegraf denkleminin, Homotopi pertürbasyon metodu ile elde 

edilen yaklaşık çözümünün iki ve üç boyutlu grafikleri aşağıdaki şekildedir. 
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Şekil3.9. Lineer Telegraf Denkleminin, Homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen 

(3.1.43) yaklaşık çözümü ile gerçek çözümün üç boyutlu görünümü 
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Şekil 3.10. Lineer Telegraf Denkleminin, Homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen 

                (3.1.43) yaklaşık çözümü ile gerçek çözümün  0.1t    olduğunda  iki  boyutlu 

görünümü 
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 Tablo 3.1. Lineer Telegraf Denklemi için; Homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen 

                   (3.1.43) yaklaşık çözümü, Sumudu dönüşüm metodu  ile elde  edilen (3.1.32)  

                  analitik çözümü ve gerçek çözümler için sayısal veri tablosu 

 

Tablo 1’ de Homotopi pertürbasyon metodu ile Sumudu dönüşüm metodu nümerik 

olarak karşılaştırılmıştır. Elde edilen sayısal değerlere göre Homotopi pertürbasyon metodu 

yaklaşık çözüm verirken Sumudu dönüşüm metodu analitik çözüm vermektedir. 

 

Örnek 5.  

 Aşağıda (3.1.46) başlangıç koşullarıyla verilmiş olan (3.1.45) değişken katsayılı 

kısmi diferansiyel denklemine Sumudu dönüşüm metodunu uygulayalım [29]; 

 

2

, 0 1, 0,
2

tt xx

x
u u x t                                                                                             (3.1.45) 

   2

0,0 , ,0 0.tu x u x u x                                                                          (3.1.46) 

Teorem 1.1.3 ve Teorem 1.1.5 gereğince (3.1.45) denkleminin Sumudu dönüşümü 
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  0.1x   0.2x   0.3x   

t  .Anal Çözu  Hpmu  
Sdmu  .Anal Çözu  Hpmu  

Sdmu  .Anal Çözu  Hpmu  
Sdmu  

0.015 1.08872 1.12006 1.08872 1.20322 1.23629 1.20322 1.32976 1.36475 1.32976 

0.030 1.07251 1.13472 1.07251 1.18530 1.25095 1.18530 1.30996 1.37941 1.30996 

0.045 1.05654 1.14916 1.05654 1.16766 1.26539 1.16766 1.29046 1.39385 1.29046 

0.060 1.04081 1.16337 1.04081 1.15027 1.27960 1.15027 1.27125 1.40806 1.27125 

0.075 1.02532 1.17736 1.02532 1.13315 1.29359 1.13315 1.25232 1.42205 1.25232 



şeklinde elde edilir. (3.1.47) denklemindeki ( , )F x u bağımlı değişkeni Mathematica 

programı  yardımıyla aşağıdaki gibi elde edilir; 

   2

2

1
, .

1
F x u x

u

 
   

                                                                                         (3.1.48) 

(3.1.48) denklemine ters Sumudu dönüşümü uygulanarak [12]  (3.1.45) denkleminin 

analitik çözümü 

    2, cosh ,u x t x t                                                                                            (3.1.49) 

elde edilir. 

 

 

Şekil 3.11. (3.1.45) denkleminin 0 , 0 1x t     için SDM yardımıyla elde edilen 

üç boyutlu görünümü 
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Şekil 3.12. (3.1.45) denkleminin 0 , 0.5x t    için STM yardımıyla elde edilen iki 

boyutlu görünümü 
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Örnek 6.   

İkinci mertebeden sabit katsayılı adi diferansiyel denklemi aşağıdaki  

     6 0,U x U x U x                                                                    (3.1.50) 

şeklinde  ele alabiliriz. (3.1.50) denkleminin analitik çözümü 

  3 2

1 2 ,x xU x c e c e                                                                                  (3.1.51) 

şeklindedir. (3.1.51) denkleminde 

1 21, 2,c c 
                                                                                                    

(3.1.52)  

alınırsa  (3.1.50) adi diferansiyel denkleminin analitik çözümü 

  3 22 ,x xU x e e                                                                                  (3.1.53) 

dir. (3.1.50) denkleminin 0x  noktasındaki değerleri 

 0 3,

(0) 1,

U

U



  
                                                                                                       (3.1.54) 

dir. (3.1.50) denkleminin Sumudu dönüşümünü alırsak 

     6 0S U S U S U                                                                                        (3.1.55) 
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                                        (3.1.56) 
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
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                                                               (3.1.57) 

(3.1.57) denklemine ters Sumudu dönüşümü [12] uygulanarak (3.1.50) denkleminin 

analitik çözümü 

3 2( ) 2 ,x xU x e e                                                                                             (3.1.58)  

olarak elde edilir. 
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Şekil 3.13. (3.1.58) denkleminin 0 20x   için STM yardımıyla elde edilen çözümünün 

iki boyutlu görünümü 
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4. SONUÇ 

 

Bu çalışmada Laplace dönüşüm metoduna bir alternatif metot olan ve literatüre 

yeni sunulan Sumudu dönüşüm metodu ve özellikleri verildi. Sumudu dönüşüm metodu 

kullanılarak homojen ve homojen olmayan diferansiyel denklemler, lineer telegraf 

denklemi, değişken katsayılı kısmi diferansiyel denklem, sabit katsayılı adi diferansiyel 

denklem ile dalga denkleminin analitik çözümleri elde edildi. Elde edilen analitik 

çözümlerin iki ve üç boyutlu grafikleri Mathematica programı kullanılarak çizildi. 

Bu veriler ışığında Sumudu dönüşüm metodu ile yarı analitik metotlar, belirli 

başlangıç koşullarıyla birlikte verilen diferansiyel denklemlerin analitik çözümleri elde 

edilebilir.  

 Grafiklerden de görüldüğü gibi, Sumudu dönüşüm metodu, başlangıç koşullarıyla 

birlikte verilmiş olan diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerini elde etmek için farklı 

hesaplamalara gerek kalmadan kullanılabilmektedir. Metodun uygulanması için ek bir 

hesaplama yapmaya gerek kalmaması önemli özelliklerinden bir tanesidir. Yarı analitik 

metotlara kıyasla oldukça kolay ve hızlı bir şekilde analitik çözüm vermesi bakımından 

önemli bir metottur. Sumudu dönüşüm metodu, uygulamalı bilimler, fizik, astronomi, 

mühendislik, elektrik ve elektronikte uygulama alanında ve fiziksel yapıların 

incelenmesinde ortaya çıkan problemlerin çözümlerini elde etmek için oldukça elverişlidir. 

 Bu çalışmada elde edilen şekiller ve tabloya göre, Sumudu dönüşüm metodu 

Laplace dönüşüm metoduna alternatif bir metot olarak diferansiyel denklemlerin analitik 

çözümlerini elde etmek için kullanılan etkili bir metottur.  
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