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OZET
Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.
Birinci bolimde; bazi temel tanimlar ve teoremler verildi.
Ikinci bolimde; Gauss-Bonnet Teoremi ve Gauss-Bonnet-Teoreminin sonuglar1 ile
uygulamalari incelendi.
Uciincii boliimde; Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoremi ve bu teoremin (n+1)-boyutlu Oklid
uzaylarina genellestirilmis hali verildi.
Dordiincii boliim; Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoreminin uzay formlarina genellestirilmesine
ayrildi.

Besinci boliimde ise Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoreminin bazi sonuglarindan bahsedildi.

Anahtar Kelimeler: Gauss-Bonnet Teoremi, Gauss-Bonnet-Grotemeyer Teoremi,



SUMMARY

Gauss-Bonnet-Grotemeyer Theorem

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter; some fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter; The Gauss-Bonnet Theorem ,its applications and results are examined.
In the third chapter; The Gauss-Bonnet-Grotemeyer Theorem and its generalization to (n+1)-
dimensional Euclidian space are given.

Fourth chapter is reserved generalization of the Gauss-Bonnet-Grotemeyer Theorem to space
forms.

In the fifth chapter some results of the Gauss-Bonnet-Grotemeyer theorem are mentioned.

Keywords: The Gauss-Bonnet Theorem, The Gauss-Bonnet-Grotemeyer Theorem
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1.GIRIS

Gauss-Bonnet teoremi diferansiyel geometrinin en 6nemli teoremlerinden biridir.
Bu teorem bir yiizeyin total egriligi olarak bilinen Gauss egriliginin integrali ile Euler’in
Konigsberg koprii problemlerine ¢6ziim ararken elde ettigi ve liggenlendirme yardimu ile
bir yiizeye de uygulanabilen Euler karakteristigi arasinda 6énemli bir iliski vermektedir.
Gauss egriliginin ylizeyin diferansiyel degismezi olmasi ve Euler karakteristiginin ise
yiizeyin topolojik bir degismezi olmasi teoremin Gnemini ortaya koymaktadir.

Teoremin ilk sekli Gauss tarafindan 1827°de sunulmus daha sonra kompakt
yiizeylere ve daha yiiksek boyutlu uzaylara genellestirilmistir.

K.P Grotemeyer [8] , 1963 yilinda bu teoremden farkli bir sonu¢ elde etmistir.
Grotemeyer’in bu sonucu Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoremi olarak bilinmektedir. B-
Y.Chen [5] Grotemeyer’in bu sonucu i¢in bir integral formiili vermis ve bu teroemin
(n+1)-boyutlu Oklid uzayina genellestirmesini elde etmistir. 2010 yilinda E.L.Greinberg ve
H.Li [7] Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoremini uzay formlarina genellestirmislerdir.

Bu tez ¢aligmasinda Gauss-Bonnet teoremi ve bazi uygulamalar incelenmis ve K.P
Grotemeyer’in elde ettigi sonug, (n+1)-boyutlu Oklid uzayina genellestirmesi ile birlikte
verilmigtir. E.L.Greinberg ve H.Li [7] tarafindan elde edilen genelleme sunulmus ve

Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoreminden bazi sonuglar elde edilmistir.



2. Birinci Boliim
2.1. Temel Tamim ve Teoremler
Tamm 2.1.1
X bir climle ve X’in alt ctimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. 7 koleksiyonu

asagidaki 6nermeleri dogrularsa X {izerinde bir topoloji adini alir:

() X,Der
(T,) VA,LAer=AnAer

(T) Aeriel, OA eT

[9].
Tanim 2.1.2

Bir X ciimlesi iizerindeki bir 7 topolojisinden olusan (X,7) ikilisine topolojik uzay
denir [9].
Tanim 2.1.3

X ve Y iki topolojik uzay olsunlar. Bir f: X —Y fonksiyonu siirekli, f ™ tersi var

ve ' desiirekliise fye X denY ye bir homeomorfizim (topolojik déniisiim) denir [9].

Tamm 2.1.4
X bir topolojik uzay olsun. X ’in P ve Q gibi iki farkli noktalar i¢in, X de

sirastyla P ve Q noktalarini igine alan A, ve A, agik alt ciimleleri A, N A, # < olacak

bigimde bulunabilirse X topolojik uzaymna bir Haussdorf uzay1 denir [9].
Tamm 2.1.5

M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki 6nermeler dogru ise M bir n-boyutlu
topolojik manifolddur denir.

(i) M bir Haussdorf uzayidir.

(i) M nin her bir agik alt ciimlesi R" ya da R" nin bir agik alt climlesine
homeomorftur.

(iii) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir [9].



Tamim 2.1.6

S kiimesi R*’de bir alt kiime olsun. Her P €S noktas1 icin R® de P nin asagidaki
kosullari saglayan bir komsulugu V ve bir U c R? agik kiimesinden V NS = R® iizerine
orten bir X:U 5>V NS donisiimii varsa S altkiimesine diizgiin yiizey (ya da regiiler
yiizey) denir (Sekil 2.1).

(i) X doniistimii tiirevlenebilirdir. Baska bir deyisle eger

x(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)), (u,v)eU

olarak yazarsak x(u,v),y(u,v),z(u,v) fonksiyonlarinin U tizerinde her mertebeden kismi

tirevleri vardir .

(i) x:U -V NS bir homeomorfizmdir.
(iii) Her g €U igin d,_ :R* - R® diferansiyeli birebirdir.
Burada X haritasina bir parametrizasyon ya da P noktasiin bir komsulugundaki koordinat

sistemi , V NS komsuluguna ise bir koordinat komsulugu denir [3].
/%’“ (7
// | '

X //‘/-" 5 , " .

Sekil 2.1 Diizgiin Yiizey

Tanim 2.1.7
Bir diizgiin S yiizeyinin her T,(S) teget diizlemi lizerinde i¢ c¢arpim (-)P ile
gosterilsin.
2
o (@) =(0-), =|o] 20

olarak tanimlanan ikinci dereceden I, :T,(S) >R formuna Sc R® diizgiin ylizeyinin

P €S noktasindaki birinci temel formu denir [3].



Tamm 2.1.8

X:U —S bir S yilizeyinin parametrizasyonu olsun. Buna gore

E=(x-%), F=(xX) ., G=(X"X)

esitliklerine S yiizeyinin I.Temel formunun katsayilar1 denir [3].
Tamm 2.1.9

Bir yiizeyin X:U — S parametrizasyonu verilsin. F =0 ise bu parametrizasyona
ortogonal parametrizasyon denir [3].
Onerme 2.1.1

Diizgiin bir S C Rsyﬁzeyinin yonlendirilebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul, S
{izerinde tiirevlenebilir bir N :S — R? birim normal vektér alani olmasidir [3].
Tamm 2.1.10

Eger diizgiin bir S ylizeyinin her noktasinda tanimli tiirevlenebilir bir birim normal
vektor alani varsa bu diizgilin yiizey yonlendirilebilirdir denir ve bdyle bir N vektor alani
secimine S ylizeyinin yonii denir [3].
Tamm 2.1.11

Yénii N olan bir S © R® yiizeyi alahm. N :S — R®doniisiimi,

82:{(x,y,z)eRS:x2+y2+22:1}

birim kiiresi iizerinde degerler alir. Bu bigimde tanimlanan N:S —§? doniistimiine S

yiizeyinin Gauss doniisiimii denir (Sekil 2.2) [3].

Sekil 2.2 Gauss Doniistimii
Gauss doniigimii  tirevlenebilir olup tirevi dN, :T,(S) > T,(S) bi¢iminde

tanimlanan dogrusal bir doniisiimdyir.



Tamm 2.1.12
T.(S) teget diizlemi iizerinde Il,(v)=(dN,(v) ~v) olarak tanimlanan ikinci
dereceden I, formuna, S yiizeyinin p noktasindaki ikinci temel formu denir [3].

Tamim 2.1.13
Bir S yiizeyi tizerinde P €S noktasindan gegen diizgiin bir C egrisinin egriligi K ;
Cegrisinin P noktasindaki normal vektorii n ve S yilizeyinin P noktasindaki normal

vektorii N olmak tizere, C059=(n-N) olsun. Bu durumda k,=Kk.cosé@sayisi, CcS

egrisinin P noktasindaki normal egriligi olarak adlandirilir [3].

Tanim 2.1.14
Bir PeS noktasindaki Gauss donisiimiiniin diferansiyeli dN, :T,(S) > T,(S)
olsun. dN, doniigiimiiniin determinantina S yiizeyinin P noktasindaki Gauss egriligi denir
ve G ile gosterilir. dN, donlsiminin izinin yarisinin negatifine, S yiizeyinin P
noktasindaki ortalama egriligi denir ve K ile gosterilir. [3].
Tanim 2.1.15
M bir manifold ve M’nin vektor alanlarinin uzayr »(M) olsun. Asagidaki dort
onermeyi dogrulayan
D:x(M) —» »(M)
D:(V,wW)—->DW
bi¢iminde bir lineer doniisiime, M manifoldu tizerinde bir lineer konneksiyon denir [14].
a) Her V,.W,Z e »(M) i¢in D,,,Z =D,Z+D,Z dir.
b) Her V,W,Z € »(M) i¢in B, (W +Z2)=D,W +D,Z dir.
c) Her VW e »(M)ve f eC” i¢in D, W = fD,W dir.

d) Her V,W € (M) ve f eC” igin D, (fW)=V[fW + fD,W dir.

Tanim 2.1.16

M manifoldunun her bir P noktasima T, (M) uzay1 iistiinde g, i¢ ¢arpimini karsilik

getiren bir g doniisiimiine M iizerinde bir metrik tensor adi verilir. M manifoldu {lizerinde

-5-



bir metrik tensor varsa bu metrik tensortiyle birlikte bu manifolda bir Riemann manifoldu
denir [14].
Tamm 2.1.17

Bir M Riemann manifoldu {iizerinde tamimli bir konneksiyona Riemann
konneksiyonu denir [14].
Tamm 2.1.18

M bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir Riemann konneksiyonu D olsun.
Her V,W,Zex(M)igin

R(V,W)X =Dy, ;X - D, (B, X)+D, (B, X)

esitligi ile tanimlanan R:x(M) X (M) X #(M) — (M) doniisimine M Riemann

manifoldunun Riemann egrilik tensorii denir [14].

Tanim 2.1.19

M bir Riemann manifoldu ve F, T (M) nin iki boyutlu bir alt vektér uzay: olsun.

{Vp , Wp} , F’nin bir taban1 olmak tizere
(R(Vp ' Wp)vp Wy )
(VP 'Vp)(wp 'Wp)_(vp 'Wp>2

esitligi ile tammli k(v,,w,) sayisina F’nin kesitsel egriligi denir [14].

k(v,,w,)=

Tanmm 2.1.20
Yonlendirilmis bir S yiizeyi tizerinde yonlendirilmis diizglin bir C egrisi alalim. Bir
P € C noktasinin bir komsulugunda, C egrisinin S yay uzunluguna gore parametrelemesi

a(S) olsun. '(S) niin P noktasindaki kovaryant tiirevinin cebirsel degeri olan

D,
a'(s) =k
S

ifadesine C egrisinin p noktasindaki geodezik egriligi olarak adlandirilir [3].

Tanim 2.1.21

B, n-boyutlu bir vektdr uzayr ve B, bu vektdr uzaymm duali olsun.

X;€B,,j=1..,q vektorve £eB,",i=1..., p kovektor degiskenlerinin



W% oo Ko & B )

reel degerli fonksiyonunu goz oniline alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene gore
lineerlik sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona multilineer fonksiyon denir [15].
Tanmim 2.1.22

t lineer fonksiyonuna karsilik gelen

t:B xB, x..xB xB 'xB x..xB >R

p q

operatdriine B, uzaymda p dereceden kontravaryant ve q dereceden kovaryant tensor adi

verilir. t tensoriiniin herhangi bir degisken sistemi iizerindeki izi bu tensore karsilik gelen
multilineer fonksiyonun ayn1 degisken sistemindeki degeridir [15].
Tamm 2.1.23

W:t(xi,xz,...,xq,é,é,...,ép)

multilineer fonksiyonu ile B, ’de p dereceden kontravaryant ve g dereceden kovaryant olan

t tensorii verilmis olsun. € | € B, ,bazve a e Bn* , 1, ] =1,...,n dual kobaz vektorlerini g0z

Ontine alalim.

ise kovaryanthigi gosterir [15].
Tamm 2.1.24

M m-boyutlu ve N n-boyutlu diferansiyellenebilir iki manifold olsunlar. Eger
diferansiyellenebilir bir ¢:M — N fonksiyonun diferansiyeli olan dg,:T,M —>T,N
doniisiimii tim P € M noktalari i¢in birebir ise ¢ ye bir daldirma (immersiyon ) ad1 verilir.
N den indirgenen topoloji ile ¢ fonksiyonu @(M) iizerinde bir homeomorfizm ise bu

durumda ¢ ye bir ggmme (embedding) denir [4].



Tanim 2.1.25
M bir n-boyutlu manifold olmak iizere bir f:M — R diferansiyellenebilir
fonksiyonu verilmis olsun. P € M kritik nokta olmak {izere
H:T,(M)xT,(M) >R
o' f

H.(u,,v,)=
f\4psVp i;_laxiaxj

(P)uivj

bigiminde tanimlanan H, fonksiyonuna f nin P € M kritik noktasindaki Hessian’1 denir
[10].
Tanmim 2.1.26

(X, X000 X

n} E" de bir koordinat sistemi olmak tizere

Grad :C(E",R) —» »(E™)

f > Grad(f)= a o
i1 OX; OX;

seklinde tanimli Grad fonksiyonuna, E" de {xl,xz,...,xn} koordinat sistemine gore

gradyent fonksiyonu denir ve V sembolii ile gosterilir [9].
Tanim 2.1.27

X = Z f, 2 olmak tlizere
i1 OX

div: »2(E™) — C(E",R)
X = div(X) =(V, X)
seklinde tamimli div fonksiyonuna, E" de {X,X,,...X,} koordinat sistemine gore

divergens fonksiyonu denir [9].



3.Ikinci Béliim
3.1. Gauss-Bonnet Teoremi

Gauss-Bonnet teoremi ylizeylerin diferansiyel geometrisinin belki de en derin
teoremidir. Bu teoremin ilk bigimi, Gauss’un 1827 yilinda yayimlanan iinlii makalesinde
yer almistir. Diferansiyel geometrinin en onemli caligmasi olarak kabul goren “General
Investigations of Curved Surfaces” [17] adli bu makalede bir ylizey iizerinde kenarlari

geodezik yaylardan olusan tiggenlerle (geodezik liggen) yiizeyin Gauss egriligi arasinda bir

iliski verilmistir. Kabaca sdylemek gerekirse bir T geodezik ticgeninin ¢, 9,,®, i¢ acilar

toplaminin 7 sayisindan fazla olan bolimi, G Gauss egriliginin T {izerindeki integraline

esittir; baska bir deyisle (Sekil 3.1)

i(pi—ﬁ:”GdO' (3.1)

i=1

olur.
Geodezrik

Geodezik

Geodezik

Sekil 3.1 Geodezik liggen
Teoremin geodezik olmayan basit egrilerin smirladigi bolgelere genisletilmesi
O.Bonnet’e aittir. Kompakt yilizeylere genisletebilmek i¢in baz1 topolojik 6zelliklerin isin
icine girmesi gerekir. Aslinda Gauss-Bonnet teoreminin en 6nemli 6zelliklerinden biri
kompakt bir ylizeyin topolojisi ile egriligin integrali arasinda garpici bir baginti vermesidir

[3].



3.2. Lokal Gauss-Bonnet Teoremi
Lokal Gauss-Bonnet teoremini incelemek i¢in gerekli bazi tanim ve teoremleri
verecegiz. Teoremlerin ispatlarina belirtilen referanslardan ulasilabilir.

Tanim 3.2.1
a:[O,K]—)S , kapali [0,6] araligindan diizgiin bir S ylizeyine siirekli bir

fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa «’ ya basit, kapali, parcali diizgiin ve

parametrize edilmis egridir denir.
1. a(0)=a(/)
2. t#t,,t,t,€[0,0) i¢in a(t) #alt,)
3. Her i=01..k i¢in « fonksiyonu [t.t,,] itizerinde tiirevlenebilir ve diizgiin

olacak bigimde, [0,5] araliginin

0=t <t <..<t =/
parcalanis1 vardir [3].

Tanim 3.2.2

a(t), i=0,..,k noktalart & egrisinin koseleri, ve a([ti,t”l])yaylarl a egrisinin

diizglin yaylar1 adin1 alir. Genel olarak a([O,f]) ciimlesi parcali, diizgilin, kapali bir egri
olarak adlandirilir [3].
Tanmm 3.2.3

S, x:UcCR*—>S parametrizasyonuyla yonlendirilmis bir ylizey olmak {izere
a'(t;) aegrisinin t noktasindaki tegeti ise X, dana(t;) ’ye olané, agisina dis ag1 denir

(Sekil 3.2) [3].

Sekil 3.2 Dis ag1

-10 -



Tamm 3.2.4
S,x:UcR*>S | parametrizasyonuyla yonlendirilmis bir yiizey olmak iizere
a:[0,/]>xU)cs, (1=012,..,k)de kseleri a(t;) ve dis agilar1 & olan basit, kapali
, pargal1 diizgiin bir egri olsun.
?, :[ti’ti+l] —-R
. . : . t—>¢>.(t% : :
bigiminde tamimlanan diferansiyellenebilir ~ ¢ ' fonksiyonuna x,dan a'(t)’ye ag1

fonksiyonu denir [3].
Teorem 3.2.1

a: [O,E ] — S, dis acilar1 6 olan basit, kapali parcali diizgiin bir egri olsun. ¢ aci

fonksiyonu olmak iizere
k Kk
Z((ﬂi (t.)—o (ti))+zei =127 (3.2)
i=1 i=1

dir. 27 ninisareti « egrisinin yonlendirmesine baglidir [3].
Tanim 3.2.5

Yo6nlendirilmis bir S ylizeyi lizerinde bulunan bir R bolgesi diizlemde acik bir diske
homeomorf ve OR siir1 kapali ve pargali diizgiin bir egri ise R’ye bir basit bolge denir [3].
Tanim 3.2.6

S, X;:UcR?—>S | parametrizasyonuyla yénlendirilmis bir yiizey ve R c X(U),

S’de siirl1 bir bdlge olsun. Eger f,S iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

f (u,v)VEG — F*dudv (3.3)
JI fuw

xH(R)

integraline f fonksiyonunun R bolgesi iizerindeki integrali denir ve
j j fdo (3.4)
R

ile gosterilir [3].
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Teorem 3.2.2 (Lokal Gauss-Bonnet Teoremi)

Yo6nlendirilmis bir S yiizeyi tizerinde, agik bir diske homeomorf U < R? i¢in S’in
yonlendirmesiyle uyumlu bir ortogonal parametrizasyon X:U —S olsun. Rcx(U) S
iizerinde basit bir bolge ve @ :1 = S,0R =a(l) olacak bicimde bir egri olsun. ¢ egrisinin
pozitif yonlendirilmis oldugunu ve parametresinin s yay uzunlugu oldugunu varsayalim. o

egrisinin koseleri ve dis agilari sirasiyla a(S,),...,(S,) ve é,...,6, olsun. Bu durumda «
egrisinin diizgiin yaylarmin geodezik egrilikleri Kk, (s) ve S yiizeyinin Gauss egriligi G

olmak tlzere
Sit1

g
S; R

k (s)ds+Idea+_Zk:0i =2r

(3.5)
dir [3].

3.3 Global Gauss-Bonnet Teoremi
Tamm 3.3.1

S diizgiin bir ylizey olsun. Bir R < S bolgesi kompakt ve OR smir1 kapali, pargali
ve kesismeyen diizgiin egrilerin sonlu birlesimi ise R’ye diizgiin bolge denir [3].
Tamm 3.3.2

Yalnizca ii¢ ksesi olan ve i¢ agilart 1=1,2,3 igin ¢ =0 olan basit bir bdlgeye
ticgen denir ve T ile gosterilir [3].
Tamm 3.3.3

1=12,3...,n olmak iizere T, tiggenlerinin sonlu bir ailesi Tasagidaki kosullar

saglarsa 7’ye diizgiin bir R c S bolgesinin liggenlendirilmesi denir [3].

(i T =R
i=1
(iDEger T, NT, =Y ise T,NT; ya T, ve T, nin bir ortak ayrit1 ya da ortak
kosesidir.
Tanim 3.3.4.
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Yonlendirilmis bir S yiizeyinde diizgiin bir bolge R ve R’nin T iiggenlendirmesi
verilsin. 7" tiggenlendirmesinde tiggenlerin sayisi F, kdselerin sayist V, ayritlarin sayist E
olmak iizere

y=F-E+V
ifadesine T {liggenlendirmesinin Euler karakteristigi denir [3].
Onerme 3.3.1

Diizgiin bir yiizeydeki her diizgiin bolge bir liggenlendirmedir [3].
Onerme 3.3.2

S yonlendirilmis bir yiizey {X,} , @ €A S’in yonlendirilmesiyle uyumlu bir
parametrizasyon ailesi ve Rc S , S ’nin diizgiin bir bolgesi olsun. O zaman R ’nin bir
ticgenlendirmesi vardir dyle ki her Te T iiggeni {X } ailesinin koordinat komsulugu
tarafindan kapsanir. Dahas1 eger 7 ’nin her tiggeninin sinir1 pozitif yonlendirilmis ise bitisik

ticgenler ortak ayritlar lizerinde zit yonlendirmeye sahiptir (Sekil 3.3) [3].

Sekil 3.3 Zit yonlendirilmis tiggenler
Onerme 3.3.3

R , S yilizeyinin diizglin bir bolgesi olmak tizere Euler karakteristigi R ’nin
licgenlendirmesinden bagimsizdir ve y(R)ile gosterilir [3].

Son 6nerme Euler karakteristiginin R diizglin bdlgesinin topolojik bir degismezi
oldugunu gosterir. Kiirenin Euler karakteristigi 2 , tor ylizeyinin (tek kulplu kiire, Sekil
3.4) Euler karakteristigi 0, 2-li tor ylizeyinin (iki kulplu kiire, Sekil 3.4) Euler
karakteristigi —2 ve genel olarak n-li tor yiizeyinin (n-kulplu kiire ) —2(n—1) dir [3].
Onerme 3.3.4

Kompakt baglantili bir ScR® yiizeyinin FEuler karakteristigi  #(S),
2,0,-2,...,—2N,... tamsayilarindan biridir. Buna ek olarak eger S'cR® bagka bir kompakt

yiizey ve ¥(S)=x(S") ise Syiizeyi S'yiizeyine homeomorfiktir [3].
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Baska bir deyisle her kompakt baglantili S R® yiizeyi, belirli bir g sayisi icin g
tane kulpu olan bir kiireye homeomorfiktir ve

_2=x(S)
9=,

(3.6)
sayisina S yiizeyinin cinsi denir [3].

. - iki kulplu ki =
Kire 3 = 2 Tek kulpha kiire X = () ulplu kiire 3 2

Torus 2-Torus

Sekil 3.4 Kiire ve tor yiizeyleri

Onerme 3.3.5
S yiizeyinin yonilyle uyumlu bir {X } , o€ A parametrizasyon ailesi igin her
T; € Tj=12,...,k iggeni bir x(U,)koordinat komsulugu i¢inde kalacak bigimde, R
bolgesinin T {iggenlendirmesi icin f, R iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere
[
> [ f,.v)|EG, -Fdugdy, (3.7)
=)
toplami 7" tiggenlendirmesinden ve S ’in {X_} parametrizasyon ailesinden bagimsizdir [3].

Tanim 3.3.5

Onerme 3.3.5 da verilen toplam bir geometrik anlama sahiptir ve diizgiin R bdlgesi

iizerinde f ’nin integrali olarak adlandirilir.
[ fdo (3.8)
R

ile gosterilir [3].
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Teorem 3.3.1 (Global Gauss-Bonnet Teoremi)

Yonlendirilmis bir S yiizeyinin diizgiin bir bolgesiR ve bu bdlgenin OR simirmi

olusturan basit, kapali, pargali diizgiin egriler C,,C,,...,C  olsun. Her C, ’nin pozitif

yonlendirildigini kabul edelim ve 191,«92,...,(9,) , C.,C,,...,Cegrilerinin tim dis agilarmin

kiimesi olsun. C, egrilerinin yay uzunlugu sve C, egrisinin lizerindeki integral C,

egrisinin her diizgiin yay1 tizerindeki integrallerin toplam1 olmak iizere,
n

ijg(s)ds+jjeda+§p:9| = 27y7(R)

(3.9)
dir [3].

3.4 Gauss-Bonnet Teoreminin Sonuclari
Sonug 3.4.1

Eger R S ylizeyinin basit bir bolgesi ise
Sit1

ky (s)ds + [ Gda+zk:0i =27 (3.10)

g .
s; R 1=

k
i—0
dir [3].
Sonug 3.4.2

S yonlendirilebilir kompakt bir yiizey ise
[[Gdo =27x(S) (3.11)
S

dir [3].
Sonug 3.4.2 olduke¢a carpicidir. Bu sonu¢ Gauss-Bonnet teoreminin en ¢ok bilinen

formu olup topoloji ve diferansiyel geometri arasindaki 6nemli iliskiyi gdstermektedir. Bu
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baginti ﬂGda total egrilik integralinin homeomorf yiizeyler i¢in ayn1 olacagini ortaya
S

koymaktadir.

3.5 Gauss-Bonnet Teoreminin Uygulamalari

Gauss-Bonnet teoreminin uygulamalarini vermek icin diizlem topolojisinin temel
bir gercegi olan Jordan egri teoreminden bahsetmeliyiz.
Teorem 3.5.1 (Jordan Egri Teoremi)

Diizlemdeki her parcali diizgiin egri (kendi kendini kesmeyen egri) basit bir
bolgenin siiridir [3],[17].
Uygulama-1

Pozitif egrilige sahip kompakt bir yiizey kiireye homeomorftur [3].
Sonug 3.4.2 geregince bdyle bir yiizeyin Euler karakteristigi pozitiftir ve IR*de bu kosula
uygun tek kompakt yiizey kiiredir.
Uygulama-2

S negatif ya da sifir egrilige sahip yonlendirilmis bir yiizey olsun. Bir P€S
noktasinda baslayan ve bir O € S noktasinda tekrar kesismeyen iki y,ve y,geodezigi vardir
ve bu geodeziklerin izleri S nin basit bir R bélgesinin sinwrint olusturur [3].
Tersinin dogru oldugunu kabul edelim. Rbasit bolge oldugundan (Gauss-Bonnet

Teoreminden)

[[cdo+6,+6, =27 (3.12)
R

dir. 8 ve 6, Rbolgesinin dis agilardir. y,Ve y,birbirlerine teget olamayacagindan i=1,2
i¢in @, < zolur. Ote yandan G < 0oldugu igin bu bir geligkidir.
6, =6,=00ldugu zaman p,ve y,geodeziklerinin izleri, S yiizeyinin basit kapali bir

geodezigini (baska bir deyisle, geodezik olan kapali diizgiin bir egri) olusturular. Boylece
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egriligi negatif yada sifir olan bir yiizeyde basit bir bolgenin smir1 olan basit, kapali
geodezik yoktur.
Uygulama -3

S negatif Gauss egrilikli bir silindire homeomorf olan bir yiizey olsun. O zaman S
yiizeyinin en fazla bir tane basit, kapali geodezigi vardir [3].
S yiizeyi lizerinde basit kapali bir I geodeziginin oldugunu varsayalim. Uygulama-2’yi

kullanarak S yiizeyinden iizerindeki bir ¢ € P noktas: ¢ikarilmis olan bir P diizlemine bir
¢ homeomorfizmasi var oldugu icin, #(I') egrisi P diizleminde q noktasini icine alan

basit bir bélgenin sinir1 olur.

o)

Sekil 3.5 Silindir Yiizeyi
Simdi S yiizeyinde bagka bir T'" basit kapali geodezigi oldugunu varsayalim. T've T’
egrilerinin kesismediklerini iddia ediyoruz. Aksi halde ¢(I') ve ¢(I'") egrilerinin ardisik T,
ve T, kesisim noktalar1 arasindaki yaylar basit bir bolgenin sinir1 olurdu (Sekil 3.5) . Benzer
bir yaklasimla ¢(I") egrisi de P diizleminde qnoktasini igeren basit bir R bdlgesinin
siiridir. Bu bélgenin igi bir silindire homeomorfiktir. Bu sebeple y(R)=0 dir. Ote
yandan Gauss-Bonnet teoreminden

j j Gdo =277(R)=0 (3.13)

9™(R)
dir. G <0oldugu igin bu bir ¢eligkidir.
Uygulama-4
Eger pozitif egrilige sahip kompakt bir S yiizeyi iizerinde iki basit kapali T',ve T,

geodezigi varsa 1',ve T', kesisir [3].
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Uygulama-1’den Sbir kiireye homeomorfiktir. Eger I',ve I',kesismiyorsa o

zaman T,ve T,’nin olusturdugu kiimenin Euler karakteristigi ¥(R)=0 olan bir R
bolgesinin siniridir. Gauss-Bonnet teoreminden

ijda:O (3.14)

olup G >0 olmasi ile geligir.

Uygulama-5

a:l >R® kapali, diizgiin, parametrize edilmis ve egriligi sifirdan farkl olan bir
egri olsun. Egrinin S® birim kiiresi icinde N(S) normal vektériiniin ¢izdigi basit bir egri
oldugunu kabul edelim. Bu durumda n(l) iz S’ yi alanlar: birbirine esit olan iki
bolgeye aywrr [3].

a’nin Syay parametresi ile parametrelendirildigini kabul edebiliriz. S, s?

iizerinden N =N(S) egrisinin yay uzunlugunu gostersin. N(S) ’in k, geodezik egriligi

k, =(fi-nAn) (3.15)
dir. Noktalar 5 ye gore alinan tiirevi gostermektedir.
dn ds ds
N=——=(-kt—7h)| — 3.16
sds KT )(d§j (3.16)
2 2 2
i = (—kt —rb)d—_f+ (-k't—7"b) (d—ij —(k? +r2)n(d—ij (3.17)
ds ds ds
ve
ds\’ 1
= = 3.18
( d§j k? + 72 (3.18)
oldugundan

K, :(n/\n-ﬁ):g—;«kb—ﬂ),ﬁ) :(3—2} (—kz'+k'z)

'k—k'z ds d _1(2'de
77 e gL ant| -
k®+7° ds ds k )ds

elde edilir. n(l) tarafindan sinirlanan R bolgelerinden birine Gauss-Bonnet teoremini

uygulanirsa kiire i¢in G =1 gergeginden
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27z:'£Gda+aJ;Ed§:'R[da:Alan(R) (3.19)

olur.
Uygulama-6

T yénlendirilmis bir S yiizeyi iizerinde bir geodezik ticgen , 6,,0,,0, T ’'nin dis
acilart ve @ =n-6,0,=n-0,,¢,=n—-6, T 'nin i¢c acilar olsun. Gauss-Bonnet

Teoreminden

”Gd0'+23:9i=2ﬁ (3.20)
dir. Boylece
ﬂeda=2ﬁ—i(ﬂ—¢i)=—7z+i¢i (3.21)

olur. Bu durumda bir geodezik ti¢genin i¢ agilarinin Z;ﬂ toplami

1. Eger G=0ise =
2. Eger G>0 ise x ’den biiyiik
3. Eger G<O0ise x 'den kiigiik

dir [3].

Dahast Z;Q — 7 farki (T ’nin fazlasi olarak adlandirlir ) tam olarak HGdG ile
T

verilir. Eger T iizerinde G =0ise bu fark, N:S — S* Gauss déniisiimii altindaki N(T)
goriintlislinlin alanidir. Bu durum Gauss tarafindan su sekilde ifade edilmistir;
“Bir T geodezik iicgeninin fazlasi N(T) kiiresel gériintiisiiniin alanina esittir.”

Uygulama-7
Gauss-Bonnet teoremi ylizeyler iizerindeki vektdr alanlarina uygulandiginda
Poincare teoremine ulasilir.
Tanmm 3.5.1
Yonlendirilmis bir S yiizeyi lizerinde diferansiyellenebilir bir vektor alan1 v olsun.
P eSi¢in
(1) Eger v(P) =0ise P ’ye tekil nokta denir.
(2) Eger S’de P ’nin bir V komsulugunda P ’den baska tekil noktas1

yoksa P ’ye ayrik tekil nokta denir [3].
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Bir v vektor alaninin her P tekil noktasina karsilik gelen ve asagidaki bigimde
tanimlanan tamsay1 degerine v vektor alaninin indisi ad1 verilmektedir.

Tamm 3.5.2

S yiizeyinin yonii ile uyumlu ve P =x(0,0) olan ortogonal bir x:U —S
parametrizasyonunu alalim. o : [0, I] — S egrisi P noktasini tek tekil nokta olarak igeren
R bolgesinin sinirt a([O,l])C X(U) olacak bi¢imde basit, kapali, pozitif yonlii, parcali
diizgiin bir egri olsun. v vektdr alaninin o egrisine kisitlanmasina V=v(t),te[0,|]

diyelim. x, vektdriinden v(t) vektoriine olan agmin tiirevlenebilir bir dlgiisii @ = ¢(t)

olsun. « egrisi kapali oldugu i¢in

271 = (1) - p(0) = | ((jj—‘t/dt (3.22)
0
olan bir | tamsayist vardir. | tamsayist v vektor alanimnmn P tekil noktasindaki indisi

olarak adlandirilir [3].

| indisinin tanim1 X parametrizasyonuna ve « egrisinin se¢imine bagl degildir.
Sekil 3.6°da (0,0) noktasinda tekil noktas1 olan xy diizlemindeki bazi vektdr alanlarmin
indislerinin 6rnekleri verilmistir.

v=(xy) v=(—x,r) v=(x,~y) v (xz -2 -2xy)
{=1 (=1 {=-1

o R

Sekil 3.6 xy diizleminde baz1 vektor alanlari
Kompakt bir S yiizeyi i¢in yukaridaki tanimlar goz Oniine alindiginda Poincare
teoremine ulagilir. S yiizeyinin 1=12,..,Ki¢in P noktasindaki indisi I, olmak iizere

Gauss-Bonnet teoreminden

Zli:%ngo—:l(S)

(3.23)
dir [3].

Teorem 3.5.1 (Poincare Teoremi)
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Kompakt bir S ylizeyi lizerindeki tekil noktalari ayrik olan tiirevlenebilir bir v

vektor alaninin indislerinin toplami, S ylizeyinin Euler karakteristigine esdegerdir [3].

Bu teorem gosteriyor ki Z I, toplam1 yalnizca yiizeyin topolojisine baglhdir.

Ornegin kiireye homeomorf olan bir yiizey iizerinde, ayrik tekil noktalar: olan her vektor

alaninin indislerinin toplami 2 olmalidir.

4.Uciincii Boliim
4.1. Gauss-Bonnet-Grotemeyer Teoremi
K.P. Grotemeyer [8] 1963’te Gauss-Bonnet teoreminin farkli bir ispatin1 verdi.
Grotemeyer; Chern, Lashof ve Kuiper’in immersed manifoldlarin total egrilikleri {izerine
bilinen bazi sonuglarin1 sunmus ve bununla birlikte yeni sonuglar elde etmistir.
Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoremi olarak bilinen ve detaylarini bu bolimde

verecegimiz Grotemeyer’in bu sonucunda Gauss-Bonnet teoreminde Gdv integrantinin

yerini, (a.A)°Gdv integrant: almustir. Burada & 3-boyutlu Oklid uzayinda sabit bir birim

I

vektor, n verilen yiizeyin birim normal vektor alanini gdstermekte olup (a.) & ile A ‘in

i¢ carpimini ifade etmektedir.
Grotemeyer’in bu sonucunu B.Y Chen[5] 1971°de (n+1)-boyutlu Oklid uzayina

genellestirmistir.

4.2 3-boyutlu Oklid Uzayinda Gauss-Bonnet-Grotemeyer Teoremi
Teorem4.2.1

M , 3-boyutlu Oklid uzayinda kapali ydnlendirilmis bir yiizey olsun. M ’nin
Gauss egriligi G , birim normal vektor alan1 fi ve R®’de herhangi bir sabit birim vektor

a olmak tizere

j (3.7)2Gdv === (M) (4.1)



dir. Burada (&) & ile fi nin i¢ carpmmim ve ¥(M) M ’nin Euler karakteristigini
gostermektedir [8].

Teorem 4.2.1 Gauss-Bonnet teoreminin genellestirilmis bir hali olarak
diisiiniilebilir. Asagidaki sonu¢ bunu ispatlamaktadir.

Sonuc¢ 4.2.1

Teorem 4.2.1 ile ayn1 hipotez altinda R®’de bir {El, E,, E3} sabit ortogonal catis1
i¢in a = E; secilirse,
[ Gdv =27(M)
M
(4.2)

dir [7].

Ispat: R®’de sabit ortogonal {El, E,, E3} catisi i¢in (4.1)’de a=E; segilirse
I(Ei.ﬁ)zde:%;{(M) i=1,2,3
M

(4.3)

olur. Z(Ei.ﬁ)(Ei.ﬁ) =nn =1 oldugundan (4.3)’tin 1°’den 3’e i lizerinden toplami alinirsa

(4.2) elde edilir [7].
Teorem 4.2.1°1 ispatlayabilmek i¢in bir integral formiiliine ihtiya¢ vardir. Bu
integral formiilii asagidaki sekilde olup Grotemeyer’in makalesinde[8] yer almaktadir.

Onerme 4.2.1

M, 2-boyutlu yonlendirilmis bir Riemann manifoldu ve g; M °nin C? simfindan
metrik tensorii olsun. S, M ’de basit bir bolge , N, S *nin her bir i¢ noktasinda i¢ normali,
8S C? sinifindan parcali yonlendirilmis bir egri, 4 S iizerinde tanimlanmis bir vektor

alani olsun. s ,8S iizerinde C* simifindan ve diferansiyellenebilir bir yay uzunlugu olmak

uzere

L VS T Y | T
g 27 2

S

(4.4)
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integral formiilii elde edilir. Burada g, , g nin K—Yimnct koordinata gore kovaryant tiirevi
ve ||gik|| =g metrik tensoriin determinantidir. @ , &S ’nin her noktasinda g #0 olacak

bigimde 4 vektdr alanlari ile egri arasindaki agi, k; geodezik egrilik ve G Gauss
egriligidir [8].

Bu integral formiilii yardimi ile Teorem 4.2.1°1 ispatlayabiliriz.

Teorem 4.2.1%in Ispat1
X:M — R® bir immersiyon olsun. Bu durumda X(M) R*’de bir immersed yiizey
olur. Reel degerli
2:X(M)cR®* >R
fonksiyonunu tamimlayalim. deS* ve (4X) dile X’in i¢ carpimmi gostermek iizere
z =(a.X) yazilabilir.
R®’de bir S yiizeyi i¢in z, =(a.X) vektdr alanim alalim. Buradan X, =B, A olur

(B, Il. temel form ve fi yiizey normali). Ayrica

Z

M=G(a.ﬁ)2 (4.5)
g

ve (4.4) integral formiiliinden

j j G{3(an)’ —1jdv= j V(z,2)(k, +06)ds (4.6)
S oS
dir. Burada V(z,z) = g%z, bicimindeki Beltrami operatoriidiir. Buradan
—~ —=\2 27
[ @nyGdv="- (M)
" 3
elde edilir [8].
4.3 (n+1)-Boyutlu Oklid Uzayinda Gauss-Bonnet-Grotemeyer Teoremi
K.P Grotemeyer tarafindan kanitlanan Teorem 4.2.1 B.Y. Chen [5] tarafindan

(n+1)-boyutlu Oklid uzayina genellestirilmistir.
Teorem 4.3.1
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n+1>3icin (n+1)-boyutlu R"™ Oklid uzaymna gémiilmiis n-boyutlu bir
hiperyiizey M olsun. X(P) ve n(P) , sirasiyla, P noktasindaki yer vektorii ile dis birim

normal vektdr alan1 ve G(P) M ’nin P *deki Gauss egriligi olsun. Bu durumda,

m [ (XA)™XGdv = (n+m) [ (XA)"Gdv ~ m=0,12,..
M M

4.7)
dir[5].
Teorem 4.3.2
n+1>3icin (n+1)-boyutlu R™ Oklid uzayma gomiilmiis n-boyutlu kapali
yonlendirilmis bir hiperylizey M ve M’nin birim normal vektor alan1 i olsun. Eger M

’nin boyutu ¢ift ve R™ *de herhangi bir sabit birim vektor & ise

C _ ..

nm (M m=0,2.4,... 1¢1n
[@mredv=1c, 7(M) (4.8)
M 0 m=1,3,5,... icin

dir. Burada (M) M’nin Euler karakteristigi ve C_ , m-boyutlu birim kiirenin alanidir
[5].
Ispat:

a , R™ ’de herhangi bir sabit birim vektor olsun. (4.7) de her iki tarafi &

ile i¢ carpima tabi tuttugumuzda

m j (x.3)"*(%.8)Gdv = (n+m) j (X.0)" (4.7)Gdv (4.9)

elde edilir.

M ’de X — X+a gegisini yapalim. Bu durumda
o =ym-1 g, =\ =\"1 o= _ ot (m-1 o =\ (= =\m-i
(XM =((x+a)n)" =[(xa)+@Aa)] =>|. (x.8)"(a.n)"™" (4.10)
(X+ad)a=(xa)+(aa)=(xa)+1 (4.11)
esitlikleri elde edilir. Bu ifadeler (4.9) da yerlerine yazilirsa

ij( j)”(ﬁ' (@m™((x.a)+1)Gdv = (ner)J.Z[I J A)" (8.A)™ L Gdv

M =0 M =0
(4.12)
bulunur.

(4.12)-(4.9) farki g6z 6niine alinirsa
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Z'—.

m| niz(?_lj(i-ﬁ)h(%é)(é )™ Gdv+m m_l(irln_ j()?.ﬁ)il(é.ﬁ)milledv

M =0

=(n+ m)j Z(.mj(X.n)‘l (an)™ " Gdv (4.13)

M =0

elde edilir. Tekrar (4.13)’de X — X+a gecisi yapilir ve sonucu (4.13) den ¢ikarilirsa

m| mz[m _lji(ll J(X-ﬁ)iz (xa)(@nm"™ " 'Gdv+

=0 I1 i,=0
R e
- (n+m)I ml[:n}hi(:l ](X.ﬁ)' (@0)™ " Gdv (4.14)

dir.
Bu isleme k-kez devam edilirse (k=12,...,m)

mj mzz[_rn_lyi(?l}..ikf[?k1j(>*<ﬁ)'k(7<ﬁ)(aﬁ"“k-ledv+m j [Zg[ JZI:J 'ZT“JE(?“}...

o\ b o\l ) izo\ i =0\ k1 Ji=o\

S Sl Sl oo
ntim\id i1 st ik—l o =\ (=5 =\M—i, +1

=(n+m)JZ(i j(l ]Z(I j(x.n)k(a A)™ 1 Gdv (4.15)

olur.

Ozel olarak k=m segilirse (4.15)’daki ilk integrali yoktur ve ikinci integrandda

[*+... +*] icindeki terimler m! e esittir. Boylece (4.15) da kK =m alinirsa;

m'[ (an)"'Gdv = (n+m)j(a.n)m*1de m=123,..
M M

(4.16)

formiilii elde edilir.

Buradan
_f(a.n)mde: m-1 j(a.n)m‘zde (4.17)
e n+m-17

olur.
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n cift kabul edilmisti. Eger m pozitif ¢ift bir tamsay1 ise 0 zaman

2]

Ch=—rp (4.18)
F(Z(N +1)j

oldugundan Gauss-Bonnet formiilii (4.17) den

I (a.n)"Gdv = (m-1)(m=3)..1 j Gdv
M (n+m-=-1)(n+m-=3)...(n+1) ;,

Cn+m

m

biciminde elde edilir.Ayrica (4.7) den X =n alinirsa

j AGdv =0 (4.20)
M

bulunur. (4.20) a ile i¢ garpima tabi tutulursa

j (a./)Gdv =0 (4.21)

elde edilir.
Boylece (4.16) den (4.21)’e kadar tim bagmtilar gbéz Oniline alindiginda
m=13,5,.... i¢in

[@mrcdv=0 (4.22)

olur.
Buradan (4.19), (4.22) ve Gauss-Bonnet teoreminden (4.8) elde edilir. Bu da
teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 4.3.2 de m=0 ve n=2oldugunda Gauss-Bonnet teoremi ve m=n=2,

oldugunda ise R®’de Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoremi elde edilir.
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5. Dordiincii Boliim
5.1. Uzay Formlarinda Gauss-Bonnet-Grotemeyer Teoremi

Grotemeyer tarafindan elde edilen sonu¢ Eric L.Greinberg ve Haizong Li [7]
tarafindan uzay formlarina genellestirilmistir. Bu boliimde Greinberg ve Li tarafindan
yapilmis olan bu ¢aligsma sunulacaktir.
Tamm 5.1.1

Sabit egrilikli tam bir Riemann manifolduna bir uzay formu denir [18].
Teorem 5.1.1

M n-boyutlu tam bir Riemann manifoldu olsun. k, M nin kesitsel egriligi olmak

uzere
i. M=8" , k>0 ise
i. M=R" , k=0 ise
-27-



iii. M=H" , k<O ise

dir. Burada S" ve H" , sirastyla, Kk kesitsel egrilikli kiire ve hiperbolik uzaydir [18].
Tanim 5.1.2

n cift olsun ve N™? (k) (n+1)-boyutlu k kesitsel egrilikli uzay formunu gostersin.

Bu durumda
i. k=0 ise N™(k)=R"dir
i. k>O0ise N‘”*”(k)zS”*l(i) olup S“”(i) yarigapl =3 olan
Jk Jk Jk
kiredir ve

Sn+l(i

JE):{

X = (Xgy Xpyees X y) € R™ZIXX =X+ X2+ 4+ X2, = i}

seklinde tanimlanir.

) olup H™(—== 1

\/%) yarigapi I

iii. k<0 ise N™(K)=H"*(—

Ix

olan
hiperbolik uzaydir ve
H”*l(_—l):{x:(x YER™ XX = X2+ X2 +... 4+ X2 1}
ﬁ 0' LR n+l n+l k

bi¢giminde tanimlanir [7].
n+1 1 . . . n+l . . . n+1 _1
S (W) kiiresinde metrik R"™ den indirgenen alisilmis metrik, H" (—=)

N

hiperbolik uzayinda ise metrik X.X=-XZ+X’+...+ x>, bigimindeki Lorentz metrigidir.

n+1
R™ ile R™? gosterilmektedir.
Genel olarak Tanim 5.1.2 te verilen N™®(k) uzay formunun uygun bir L (k)

lineer uzayina standart gdbmmesini alabiliriz. Boylelikle bir M hiperylizeyi iizerinde i¢
carpimdan sz edebilir ve (8.f1) fonksiyonunu tanimlayabiliriz.
Bolim-3 de Teorem 4.2.1 de verilen Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoreminin uzay

formlarina genellestirilmesi asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 5.1.2
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n>2 ve n cift olsun. X:M — N (k) (n+1)-boyutlu N (k) uzay formunda
yonlendirilmis kapali ve n-boyutlu bir hiperyiizey, M nin Euler karakteristigi y(M),
Gauss-Kronecker egriligi G ve birim normal vektor alani1 i olsun. O zaman L, (k) daki

sabit bir a vektori igin

[ @n iy =1 1 [VOIS (1)

— | x(M)- zcij dv}(é.é)
[ @mERK, - [ @ER)Cdv
n+ly T N+l

(5.1)
dir. Burada c,’ler yalnizca n boyutuna bagli sabitler ve K, M’nin i-yinci ortalama
egriligidir.
Nn=2 olmas1 halinde Teorem 5.1.2°den asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 5.1.1
3-boyutlu N®(k) uzay formunda kapali yonlendirilis bir yiizey M ve M nin

Gauss egriligi G , birim normal vektor alan1 i olsun. M ’nin ortalama egriligi K,, Euler

karakteristigi ¥(M) ve L,(k) lineer uzayindaki sabit bir a vektorii igin

wl?\—

= =\2 _ 2_77 _E = =
I(a.n) de—{ 3 (M) 3VoI(M)} ad)

M

dir [7].

j aﬁ(a.X)Kldv—E j (3X)°Gdv  (5.2)
M 3 M

Bu sonug k=0 ve a birim vektér ise Teorem 4.2.1 (Gauss-Bonnet-Grotemeyer
Teoremi)’ 1 verir.

Teorem 5.1.2 Gauss-Bonnet-Chern Teoremi [17]’nin  uzay formlarinda
genellestirilmis halidir [16]. Bu gercek asagidaki sonugla ispatlanmustir.
Sonug 5.1.2

Teorem 5.1.2 ile ayn1 hipotez altinda

VoIS 0

jedv_ 2(M) - chjK dv

(5.3)
dir [7].
Ispat:
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k kesitsel egriliginin iki farkli durumu s6z konusudur.
l.durum: Egriligin negatif olmamasi (K >0)

L..,(k) lineer uzayinin boyutu m olsun. Bdylece diizlem olmasi halinde (k=0)

m=n+1 diger durumda (k >0) ise m=n+2 olacaktir.

L,.,(k)da sabit bir ortonormal ¢ati {E,E,,..,E,} olsun ve Teorem 5.1.2’te

a = E; secelim. O zaman

s 1 | vols"() i
'\J:I(Ei.n) de:n—ﬂ[ > Z(M)—Zcik h£Kn_2io|v}
k o k .,
t— J (B M(E K, dv-—— J (E,.i)2Gadv (5.4)
olur.
Z(Ei.ﬁ)(Ei.ﬁ) =AfA=1 ve Z(Ei.ﬁ)(Ei.X) =AX=0 (5.5)

oldugunu goéz Oniine alahm. m=n+1 ve mM=n+2 olmasi durumlarina gore
1=12,3,...,m iizerinden (5.4)’iin toplam1 alinirsa (5.3) elde edilir.
Il.durum: Egriligin negatif olmasi (K <0)
Bu durumda Tamm 5.1.2°den L, (k)=R"* olur. {E,E,...E,,} R™" de
asagidaki gibi belirlenen sabit pseudo-ortonormal bir ¢at1 segelim. Yani

E,=(10,0,..0) , £, =(0,10,..,0) , ..., E,,=(0,0,0,...,1)

olsun. O zaman R™™" deki metrik g6z 6niine alindiginda

E,.E,=-1vel<a<n+ligin E .E, =1

olur.
X=(Xgs Xpsee0s Xpp) V& N=(Ny,N,,...,N,,;) olup Tanim 5.1.2°ten
n+l
XX ==X X+ D X, X, ==
a=1
n+l
Af=-n.ng+> n,.n, = (5.6)
a=1
n+l
XA ==XpNy+ Y X,.n, =0
a=1
oldugu agiktir.
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Teorem 5.1.2°de sirastyla d=E; ve d=E, secelim. E.E,=-1 ve 1<a<n+1

icin E,.E, =1 oldugundan

1 |VoIS"(1) -
nGdv =——— x(M)=>ck' [ K, idv} (5.7)
Jf’ n+1{ 2 : J ?
L nyX, K, _,dv -k _[ x,"Gdv
n+1s n+1y
ve
1 |VoIs"(1) i
n,Gdv=——| ——= y(M)-> ck' [ K, idv} (5.8)
J n+1[ 2 ; h{ 2
k k 2
+—— | n x K, ,dv———| x, “Gdv 1<a<n+l
n+1s n+1x

olur. (5.6) esitliklerinin kullanilmasiyla

—(Eq-f)(Eo-X) + D (E, . X)(E,.X) =fi.x =0 (5.9)

—(Ey-X)(Ey )+ Y (E, X)(E,.X) = XX ==

esitliklerine ulagilir. Bu durumda (5.3) ifadesi (5.7),(5.8) ve (5.9)’dan elde edilir.
Teorem 5.1.2°nin ispatlanmasi icin Reilly operatorii olarak bilinen bir diferansiyel
operatdre ihtiya¢ vardir. Ayrica ispat i¢in gerekli olan lemma ve Onermeler verildikten

sonra Teorem 5.1.2°nin ispat1 tamamlanacaktir.

5.2 Kare Operatorii (Cheng-Yau Operatorii)
Tanmm 5.2.1
(M,g) n-boyutlu kapali bir Riemann manifoldu, {el,ez,...,en} M ’de lokal

ortonormal bir cati ve {01,92,...,l9n} bu catinin duali olsun. M iizerinde tanimli bir

¢= Zq‘ﬁljﬁiﬁj simetrik non-dejenere tensorii verilsin. f;’ler f “nin 2. dereceden kovaryant
By

Hessian bilesenleri ve {(9 } g nin Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere

ij

o=0,:C*(M) — C*(M)
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f -0, = Z¢u fij
biciminde tanimlanan 2.mertebeden diferansiyel operatdre kare operatorii ya da Cheng-
Yau operatorii denir [7],[11].
Onerme 5.2.1 (Cheng-Yau Kosulu)

M ¢:Z¢Ij0i0j simetrik tensorii ile yonlendirilmis kapali bir Riemann
i

manifoldu olsun. O zaman O operatoriiniin self adjoint olmasi igin gerek ve kosul
D ¢ =0 1<i<n
=1

(5.10)

olmasidir. Burada ¢;, ¢, tensoriiniin g ile iligkili e yoniindeki kovaryant tiirevidir

[61.[7].
Onerme 5.2.2

Eger ¢ = Z¢Ij9i0j tensorii (5.11)’de verilen Cheng-Yau kosulunu saghyor ise Vf
ij

f *nin gradyenti olmak iizere
of =Z¢|j fij :Z(ﬁj fi)j = div(gVf)
i i

(5.11)
dir [7].

5.3 Newton Doniisiimleri

Newton doniisiimleri ilk olarak K.Voss [19]’in makalesinde tanimlanmistir. Ayrica
Reilly [12] , Rosenberg [13] ve Barbosa-Colares [1] ¢alismalarinda Newton
doniisiimlerinden bahsetmektedirler. Reilly operatoriiniin ifade edilmesinde Newton
dontisiimlerinden yararlanilmaktadir.

Newton doniisiimlerini tanimlamadan Once bilinmesi gerekli bazi tanim ve
teoremlere yer verecegiz.
Tanim 5.3.1

1 ile n arasindaki tam sayilar i¢in | =i,1,,...,i, ve J =], J,,..., J, indisler olmak

q q

uzere
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1, Eger i,i,....i, ler farklive J nin ¢ift permiitasyonu ise

5f =3-L Eger i.i,...,i, ler farklive J nin tek permiitasyonu ise

0, diger durumlarda

bigiminde tanimlanir [7].
Tanim 5.3.2

M kapali, yonlendirilmig bir Riemann manifoldu ve P <M igin T,M de lokal

ortonormal bir ¢at1 {el,ez,...,en} olmak {izere M ’nin ikinci temel formunun bilesenleri

B:T,M ->T,M , Be =) he, (5.12)
i
seklinde tanimlanir [7].
Tanim 5.3.3
M ’nin r-yinci ortalama egriligi
K, = Z kil"'kir ' (hij) = (kié‘ij) (5.13)

seklinde tanimlanir [7].
G , M ’nin Gauss-Kronecker egriligi olmak iizere G = K ’dir.

Tamim 5.3.4 (Newton Doniisiimleri)

K, . r-yinci ortalama egrilik olmak iizere
0
Ty =95
T =K,9; _Zk“hik-rk;_l ’ r=12...n (5.14)

dontisiimlerine Newton doniistimleri denir [7].

Tanimm 5.3.5
re{l2,..,n} olmak iizere r-yinci Newton dniisiimii
T =K.I—-K,_B+.+(-1) B (5.15)

bi¢iminde tanimlanan bir lineer doniisiimdyir.

Ve bu doniisiim i¢in
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K =L1$ sikip  h (5.16)

r rl LT A ' '
dir [7].
Onerme 5.3.1

T, doniistimiiniin matrisi

1 o
Ty =Y ek, (.17
dir [7].
Onerme 5.3.2
Her r i¢in
(1) divT, => T, =0
J
(2) Iz(BT)=(r+1)K,,, (Newton Formiilii)
(3) I(T}) = (n—PK,
dir [7],[13].
Buraya kadar verilen tanim ve Onermelere dayanarak Reilly operatoriinii
tanimlayabiliriz.
5.4 Reilly Operatorii
Tanim 5.4.1

(n+1)-boyutlu sabit k kesitsel egrilikli N (k) uzay formunda n-boyutlu kapal1 bir
hiperyiizey Xx: M — N (k) olsun.
L.f:C*(M)—>C*(M)
L.f :Z'I’ijrfij , feC*(M)
i
seklinde tanimlanan 2.mertebeden diferansiyel operatdre Reilly operatorii denir [7],[12].

Onerme 5.4.1

X:M > N"(K)cL, ,(k) birim normal vektdr alan1 fi olan n-boyutlu bir

n+1

hiperyiizey ve X , X(M) c L, ,,(K) *nin orijin baglantili yer vektorii olsun. Bu durumda

1

%=, M=-he % =hi-kq, (5.18)
J

-34 -



L. X=(r+D)K, ,i—(n-r)kK X (5.19)
dir [7].
ispat:
a , L., (k) da sabit bir vektor olsun.
f=na , g=xa (5.20)
yazalim. O zaman (5.19) ile
L,g=(r+)K, ,f—(n-r)kK.g (5.19"

esitligi esdeger olur.

Bir {el,ez,. e ﬁ} ortonormal ¢atisii segelim ve bu ¢atimn N™V(k) da M

TR

boyunca duali {6,,6,,...,6,.6

n+1
dx=>" 0,

de; = > dhe; + > hon—kxg (5.21)
! J

1171

} olsun. Bu durumda yap1 denklemleri

dn=-> hoe,
]

seklindedir. Burada kolaylik saglamasi agisindan X yerine X kullanilmaktadir. (5.21)’in

kullanilmasi ve dogrudan bir hesaplama ile

g=ea ,  g,=Tfh—kgs, (5.22)
elde edilir. Onerme 5.3.2 ve (5.22) ‘den
L.g= ZTijrgij = ZTijrhij f _kgz-l-ijré}j
i,j i,j ij

=(r+)K,,f —k(n-1)gK, (5.23)

r+l

bulunur. Boylece (5.19)’ye esdeger olan (5.19') ispatlanmis olur. Benzer bi¢imde f,

tanimindan ve (5.21)’den
f,=->h(ea) (5.24)
i

elde edilir.
a keyfi oldugundan (5.22) ve (5.24)’ten (5.18) ispatlanmis olur.
Onerme 5.4.2
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(n+1)-boyutlu N (k) uzay formunda kapali yonlendirilmis n-boyutlu bir
hiperyiizey M olsun. O zaman f ve g C” fonksiyonlari igin

JoLuafdv=]fLosgdv
M M

ve
[ Looaf dv=0 (5.25)
M

dir [7].

ispat:

Onerme 5.3.2 (1)’de r =n—1segelim. Onerme 5.2.1 de verilen Cheng-Yau
kosulu gbz oniine alinirsa £,,_; operatori self adjoint olur. Boylece (5.25) elde edilir.
Onerme 5.4.3

(n+1)-boyutlu N™?(k) uzay formunda n-boyutlu bir hiperyiizey M olsun. O
zaman

Gs, - > hTi*=0 (5.26)
k

dir [7].
Ispat

(5.15)’de r=n secelim ve G =K oldugunu gz oniine alalim. O zaman

Ty =Gg; _Zhika?_l (5.27)
K

olur. (5.18)’de T, ve &%+ *nin tamimindan

T, =0 (5.28)
elde edilir. Nihayet (5.27) ve (5.28)’dan (5.26)’ye ulasilir.

Buraya kadar Teorem 5.1.2’yi ispatlamak i¢in gerekli araglari tanim ve 6nermeler
ile agikladik. Simdi Teorem 5.1.2°nin ispat1 i¢in gerekli olan son 6nermeyi ispatlayarak

ispat1 tamamlayacagiz.

5.5 Teorem 5.1.2°nin Ispatinin Tamamlanmasi

Onerme 5.5.1
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(n+1)-boyutlu N (k) uzay formunda kapali yonlendirilmis n-boyutlu bir
hiperyiizey X:M —N®?(k) olsun. M "nin G=K_ Gauss egriligine ve bir fi birim
normal vektoriine sahip oldugunu kabul edelim. O zaman L, (k) daki herhangi bir sabit
avektorii i¢in m negatif olmayan herhangi bir tamsayr ve K _, M ’nin (n-1)-inci
ortalama egriligi olmak lizere

0=(n+m) [ (@-m"Gdv—m| (@)™ (a-a)Gdv
—k j (a-f)"(a-X)K, ,dv+mk j (E-m"Na-%)%Gdv  (5.29)

dir [7].
Ispat:
f=q"X,q=an (5.30)
yazalim. f *nin birinci tiirevi ve ikinci kovaryant tiirevinin tanimindan sirasiyla
f.=(@"),x+q"x (5.31)
fi = (@) x+ (@)X +(9™) ;% +9"X; (5.32)
dir. £,,_;operatériiniin tanimindan

Lo1(f)=xLy g™ + D THA") X, +0" Ly gx (5.33)
ij

olur. (5.19)’da r=n-1 segilirse G =K, oldugundan

L, 1 X=nGn-kK_ X (5.34)
dir.
Onerme 5.4.2, (5.34) ve (5.18) dan (5.33)’iin M fiizerinde integre edilmesiyle
0=2 j Q" (L,_1x) OV +2 j ST X dv (5.35)
M M i

=2[q"(nGii—KkK, X)dv-+2m [ > T mg™* (-h, (as,))e;dv
M M ik
= 2_[ q"(nGii —kK _ X)dv — ZmI q”“’lGZ(a.ej )e;dv
M M J
=2[ q"(nGri kK, ,X)dv—2m|[ q"'G(a@ - (@i —k(@x)x)dv
M M

elde edilir. Bu durumda m=1,2,3,... icin

-37-



O=(n+ m)j q"Gridv — m_[ q"'Gadv
M M
—k j q"K, ,Xdv+mk j q™(x.8)GxXdv (5.36)
M M

olur. (5.36)’nin her iki tarafin1 dile i¢ ¢arpima tabi tuttugumuzda Onerme 5.5.1 elde edilir.
(5.29) denkleminin k=0 olmas1 hali Bang-Yen Chen [5] tarafindan farkli bir

metotla ispatlanmistir (Teorem 4.3.2).

Teorem 5.1.2°nin ispatinin tamamlanmasi;

Onerme 5.5.1°de m=1 segilirse

(n+1) j (a.n)’Gdv = j (2.2)Gdv +k j (an)(ax)K, ,dv—k j G(ax)2dv (5.37)

olur. M, N®™(k)’da kapali bir hiperyiizey oldugundan, M ’nin Euler karakteristigi
Z(M), i-yinci ortalama egriligi K. ve yalnizca n boyutuna bagli sabitler ¢ olmak {izere

Gauss-Bonnet teoremi

e 4y VoIS @)
J 2

2(M)=Y ¢k [ K, v (5.38)

seklindedir [13].
(5.38)’in (5.37)’de yerine yazilmasiyla Teorem 5.1.2 ispatlanmis olur.

5.6 Uzay Formlarinda Gauss-Bonnet-Grotemeyer Teoreminin Sonuclari

Sonug 5.6.1

X:M >N (k) , N™ (k) da n-boyutlu kapali yonlendirilmis bir hiperyiizey
olsun. O zaman a L, (k) lineer uzayindan sabit bir vektor, G M ’nin Gauss egriligi ve
K,; M ’nin (n-1)-inci ortalama egriligi olmak iizere

[ (n@mG-k@x)K,,)dv=0 (5.39)

M
dir [2].[7].
Ispat:
Onerme 5.5.1°de m=0 segilirse

n j (4.1)Gdv -k j (aX)K, ,dv=0 (5.40)
M M
olup buradan
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[ (n@mG-k@x)K, )dv=0

bulunur.
Sonug 5.6.2

Onerme 5.5.1°de q=4a.f yazilirsa L, (k) uzayindaki her sabit & birim vektérii i¢in

m-1
n+m-1

j q"Gdv = ( j g"*Gdv —k j q™?(X.d)*Gdv
M M M

k 15 =
— | g"Y%3)K .d 5.41
+ _liq XaK, vj ( )

dir [7].
Sonug¢ 5.6.3

n ve m tek olsun. Onerme 5.5.1 ile ayni hipotez altinda L, (k) lineer uzaymndaki

her sabit & vektori igin

qude_ (m-1)(m-3)...1 [VolS“(l) Z(M)—Zcik‘j K“idv}

S (n+m=D(n+m=3)...(n+1)| 2
_k.[{ m-1 m2 (m-1)(m-3)..1 "y (5.42)
wln+m-1 (n+m-)(n+m-3)
(m-1)(m-3) }()”(.é)Zde
(n+m-1)(n+m-3)...(n+1)
1 m-1 m-1 m-3
+kﬂn+m—1q +(n+m—1)(n+m—3)q "
(m-)(m-3)...3

(n +Mm —l)(n+ m _3)(n +1) qj|(xa) Kn—ldv

dir.

Ayrica n gift ve mtek ise L, (k) lineer uzayindaki her sabit @ vektorii igin .[qudV
M

ifadesi,
[acdv=—k[| DL grz, (MM _goa, (5.43)
. sln+m-1 (n+m-1)(n+m-3) '
(m=1)(m-3)...2 q}(i.é)zde
(n+m-=-)(n+m-3)...(n+1)
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+kj L q"t+ m—1 q" +
n+m-1 (n+m-Y(n+m-3)

(m-1)(m-3)...2 (RA)K_ dv
(n+m-)(n+m-3).n| "
dir [7].
k =0 olmas1 halinde Sonug 5.6.3
(m-1)(m-3)...1 VolS"(2)
J.q (n+m )(n+m-3).. (n+1)[ 2(M) - ZCkIK dv}

(m-=1)(m-3)...1 J-

(n+m D(n+m=3)...(n+1) ;,

C
— _~n+m M
C. x(M)

olup Teorem 4.3.2 yi vermektedir.
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6. SONUCLAR

Bu boliimde Gauss-Bonnet-Grotemeyer teoreminden elde etmis oldugumuz
sonuglar1 verecegiz.
Sonug 6.1.

M, R?® de yonlendirilmis bir yiizey olsun. M nin Gauss egriligi G , birim normal
vektor alam1 five Euler Karakteristigi (M) olsun. R*de sabit bir birim vektér ave M

tizerinde herhangi bir vektor b ise asagidaki durumlar elde edilir.

1. & ve b arasindaki aclt « olsun. Eger a=b ise 0 zaman

Isinzade:Z—”;((M) (6.1)
e 3
dir.
2. keR bir sabit olsun. Eger a=kb ve a//b ise y(M)=0 dir.

Ispat:

1.4 ve b arasindaki act « olsun (Sekil 6.1).

Xq . n
n . B

=1

Sekil 6.1. & ve b vektorleri arasindaki agl
(a.n) =||a|||n]|cos B ve & ve fi birim vektdr oldugundan

(a.n)=cos g
olur. Sekil 6.1°’den o+ f = % oldugu g6z oniine alindiginda (6.1) esitligine ulagilir.

2. I¢c capim isleminin 6zelliklerinden (a.n) = (kb.i) =k(b.A) dir. b vektdri M
iizerinde oldugundan (b.A)=0 ve dolayisiyla (a.)=0 olur. Bu durumda Teorem

42.1’den (M) =0 bulunur. Buna ek olarak Eger al/l b ise 4 ve b arasindaki ac1 sifir
olacagindan (6.1)’den (M) =0 elde edilir.
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Onerme 3.3.4 ve Sonug 6.1. gbz oniine alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 6.2

M, R® de yonlendirilmis bir yiizey , R®de sabit birim vektor dve M iizerinde bir
vektor b olsun. Eger M bir tor yada tor ylizeyine homeomorf bir ylizey ise bu durumda
a//bdir,

Eger M yiizeyi birim kiire ise Teorem 4.2.1 ve Sonug 6.1’den asagidaki sonug elde
edilir.
Sonuc¢ 6.3.

M R®’de birim kiire , b M {izerinde vektdr ve & R®’de sabit bir birim vektor

olsun. Bu durumda & ve Bortogonaldir.
Ispat:
Birim kiirenin Gauss egriligi G=1 ve Euler karakteristigi y(S*) =1 oldugundan

Teorem 4.2.1°den

js,in2 adv =% =Vol(S?) (6.2)
) 3
olur. Vol($?) = [ dv oldugundan (6.2)’den
82

sinfa=1

elde edilir. Buradan & ve b arasindaki agl « :% dir.
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