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ÖZET 

 

Bu çalışmada sayı dizilerinin ideal yakınsaklığı ve konuya ilişkin bazı temel özellikler 

incelenmiştir.  

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümü olan giriş bölümünde istatistiksel 

ve ideal yakınsaklığın tarihsel gelişimi,  ikinci bölümünde ideal yakınsaklık ile ilgili temel 

kavramlar verilmiştir. 

Üçüncü bölümünde, reel terimli bir x=(xn) dizisi için I-liminf x ve I-limsup x 

kavramları ve bunlara ait bazı temel özellikler ele alınmıştır.  

Dördüncü bölümünde fark dizilerinin ܫ-yakınsaklığı, beşinci bölümde ܣூ −istatiksel 

yakınsaklık ve ideal ܣ −toplamabilme kavramları incelenmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: İstatistiksel yakınsaklık, ideal yakınsaklık, fark dizisi. 
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SUMMARY 

 

GENERALIZED IDEAL CONVERGENCE 

 

In this study I-convergence of number sequences and related fundamental properties 

are examined. 

This thesis consists of five parts. 

In the first chapter, the historical development of statistical and ideal convergence is 

given. In the second chapter some basic properties of ideal convergence are given.  

In the third chapter, for a sequence x=(xn) with real or complex entries, the concepts I-

liminf x and I-limsup x are given and some  related basic properties are examined. 

In the fourth chapter, I-convergence of difference sequences and in the fifth chapter 

the concepts AI  -statistical convergence and ideal A- summability are examined.  

 

Key words: statistical convergence, ideal convergence, difference sequence. 

 





1. G·IR·IŞ

Toplanabilme teorisinin en geni̧s uygulama ve araşt¬rma alanlar¬ndan biri, 1951

y¬l¬nda birbirinden ba¼g¬ms¬z olarak Fast [15] ve Steinhaus [34] taraf¬ndan tan¬mlanan

istatistiksel yak¬nsakl¬k metodudur. Bu yak¬nsakl¬k tipi klasik anlamda yak¬nsak-

l¬¼g¬n bir genelleşmesi olup pozitif tamsay¬ kümelerinin do¼gal yo¼gunlu¼gu kavram¬na

dayanmaktad¬r. ·Istatiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ günümüze kadar birçok matematikçi

taraf¬ndan üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧s ve halen çal¬̧s¬lmakta olan bir konudur. Özellikle

Schoenberg [30], Freedman ve Sember [16], Fridy ([17], [18]), Connor [6], Fridy

ve Orhan [19] gibi bir çok matematikçi istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n geli̧simine önemli

katk¬larda bulunmuşlard¬r.

I¡yak¬nsakl¬k çal¬̧s¬l¬rken istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir çok özelli¼ginden yarar-

lan¬lm¬̧st¬r. Kostyrko, Maµcaj ve Šal¼at reel say¬ dizileri için I¡yak¬nsakl¬k kavram¬n¬

tan¬mlam¬̧slard¬r [26]. I¡yak¬nsakl¬k, N pozitif tamsay¬lar kümesinin alt kümelerinin

I ideali kavram¬na dayan¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, I¡yak¬nsakl¬¼g¬n özel bir halidir

ve özel bir ideal seçimi ile elde edilir. Ayr¬ca I¡yak¬nsakl¬¼g¬n Connor taraf¬ndan

tan¬mlanan ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k ile bir bak¬ma denk oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Daha sonra Kostyrko, Šal¼at ve Wilezyµnski bu kavram¬ herhangi bir metrik

uzayda tan¬mlayarak baz¬ özelliklerini vermi̧slerdir [27].

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬mlanmas¬ ve baz¬ özelliklerinin çal¬̧s¬lmas¬n¬n ard¬n-

dan 1993’de Fridy istatistiksel limit noktalar¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r [18]. Daha sonra Fridy

ve Orhan, istatistiksel üst limit (istatistiksel limit superior) ve istatistiksel alt limit

(istatistiksel limit inferior) kavramlar¬n¬n tan¬mlar¬n¬ vermi̧slerdir [19]. Bu tan¬mlar-

dan yararlanarak Demirci, I¡limit superior ve I¡limit inferior tan¬mlar¬n¬ vermi̧s

ve bunlar üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r [10].

1981’de K¬zmaz,  = () reel say¬ dizisi için ¢ = (¢) = ( ¡ +1) olmak

üzere 0(¢) (¢) ve 1(¢) dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlayarak, bu uzaylar¬n

kk¢ = j1j+ k¢k1

normuna göre birer  uzay¬ olduklar¬n¬ ispatlam¬̧st¬r. Ayr¬ca bu uzaylar¬n ¡,

¡ ve ¡dualleri ile bu uzaylar aras¬ndaki baz¬ matris dönüşümlerini elde etmi̧stir

[24].
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Et, ¢2 = (¢2) = (¢ ¡ ¢+1) fark dizisini kullanarak 0(¢2) (¢2) ve

1(¢
2) uzaylar¬n¬ tan¬mlam¬̧s ve bu uzaylar¬n

kk¢ = j1j+ j2j+ k¢k1

normuna göre birer  uzay¬ olduklar¬n¬ göstermi̧stir. Ayr¬ca bu uzaylar¬n Köthe-

Toeplitz duallerini ve bu uzaylar aras¬ndaki baz¬ matris dönüşümlerini elde etmi̧stir

[12]. Daha sonra Et ve Çolak genelleştirilmi̧s fark dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlam¬̧slard¬r

ve ¢ = (¢) = (¢¡1 ¡ ¢¡1+1) ve ¢ =
P

=0(¡1)
¡



¢
+ ol-

mak üzere 0(¢) (¢) ve 1(¢) uzaylar¬n baz¬ özelliklerini incelemi̧sler, ve bu

uzaylar¬n

kk¢ =
X

=1

jj+ k¢k1

normuna göre birer  uzay¬ oldu¼gunu göstermi̧s ve bu uzaylar¬n Köthe-Toeplitz

dualleri ile bu uzaylar aras¬ndaki baz¬ matris dönüşümlerini elde etmi̧slerdir ([7],[13]).

Başar¬r, fark dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬ tan¬mlad¬ktan sonra [1], Et ve Nu-

ray, daha önce 0  ve 1 için yap¬lm¬̧s olan bu çal¬̧smalar¬ herhangi bir  dizi uzay¬

için genelleştirerek, ¢() = f = () : (¢
) 2 g uzay¬n¬ tan¬mlam¬̧s ve bu

uzaylar¬n baz¬ topolojik özelliklerini incelemi̧slerdir. Daha sonra ¢¡istatistiksel

yak¬nsakl¬k tan¬m¬ verilmi̧stir [14]. Gümüş fark dizilerini kullanarak¢I¡yak¬nsakl¬k

kavram¬n¬ tan¬mlam¬̧s ve ¢I¡yak¬nsakl¬k konusu ile ilgili çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r [20].

Çolak bir ad¬m daha ileri giderek,  = 1 için istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ veren ve

bu nedenle bir genelleştirme olan  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k konusunu

incelemi̧stir [8].

K¬sa bir süre önce Savaş vd. [33] ve Savaş vd. [32] istatistiksel yak¬nsak-

l¬k -istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬ idealler

arac¬l¬¼g¬ ile genelleştirip, I¡istatistiksel yak¬nsakl¬k, I ¡ -istatistiksel yak¬nsakl¬k

ve I¡istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬lan istatistiksel yak¬nsakl¬kla ilgili

yeni yak¬nsakl¬k tiplerini elde ettiler.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1  ve  ,  n¬n iki alt kümesi ve  = ()   = 1 2  reel veya

kompleks terimli bir sonsuz matris olmak üzere, bir  = () 2  dizisi verildi¼ginde

her  2 N = f1 2 3 g için

 = () =

1X

=1



serisi yak¬nsak ise  = (()) dönüşüm dizisi ( in ¡dönüşüm dizisi) mevcuttur

denir.

E¼ger her  2  için  = (()) dönüşüm dizisi mevcut ve  2  ise 

matrisi  den  ye bir dönüşüm tan¬mlar denir ve  2 (  ) ile gösterilir.

E¼ger bir  dizisi için  dönüşüm dizisi mevcut ve bir  de¼gerine yak¬nsak ise 

dizisi  de¼gerine ¡  (veya ¡ ) denir ve bu durum

¡ lim =  ile gösterilir.

Özel olarak,  =  =  olmak üzere  2 ( ) ise  ya  

denir. Her yak¬nsak () dizisi için lim  =  oldu¼gunda lim() =  koşulu

sa¼glan¬rsa  regüler matris ad¬n¬ al¬r. Bu durum k¬saca  2 ( ; ) ile gösterilir

[22].

Teorem 2.2 (Silverman-Toeplitz) Bir  = () matrisinin regüler olmas¬

için gerek ve yeter koşul

(1) kk1 = sup
P


jj 1

(2) Her sabit  için lim  = 0

(3) lim

P


 = 1

koşullar¬n¬ sa¼glamas¬d¬r [22].

Örnek 2.3 Bir  = () dizisini, onun aritmetik ortalamas¬ olan

 =
1 + 2 + + 



dizisine dönüştüren opreatöre Cesaro operatörü denir ve ( 1) veya 1 ile gösterilir.

Aç¬kça bu operatöre karş¬l¬k gelen matris

 =

8
<
:

1


; 1 ·  ·  ise,

0 ;    ise

3



şeklinde tan¬ml¬ olup, 1 = () matrisi regüler bir matristir [3].

Tan¬m 2.4  µ N bir küme,  fonksiyonu  kümesinin karekteristik fonk-

siyonu ve  =
X

=1

1

olmak üzere  2 N için

 () =
1



X

=1

 ()   () =
1



X

=1





olarak tan¬mlans¬n.

() = lim
!1

inf  ()  () = lim
!1

sup  ()

say¬lar¬ s¬ras¬yla kümesinin  ve Ä  ̧ olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger

() = lim
!1

()

limiti mevcutsa bu limite  kümesinin  ̧̧ denir.

Benzer şekilde

() = lim
!1

inf  ()  () = lim
!1

sup  ()

s¬ras¬yla  kümesinin  ve Ä  ̧̧ olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger

() = lim
!1

 ()

limiti mevcutsa bu limite A kümesinin  ̧̧ denir.

Key… bir  µ N kümesi için

() · () · () · ()

sa¼glan¬r. E¼ger () mevcut ise () da mevcut ve () = () d¬r. Ayr¬ca

() () () () say¬lar¬ [0 1] aral¬¼g¬ndad¬r ([4], [21]).

Tan¬m 2.5  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na  

denir ve  ¡ lim =  biçiminde gösterilir [17].
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Tan¬m 2.6  = () negatif olmayan regüler bir matris olmak üzrere, bir

 ½ N kümesi için

() = lim


X

2

 = lim


1X

=1

() = lim


¡


¢


mevcut ise  kümesi ¡̧̧ sahiptir denir, () say¬s¬na da  kümesinin

¡ ̧̧ ad¬ verilir.[16]

Tan¬m 2.7  = () negatif olmayan bir regüler matris olsun. E¼ger her   0

için f : j ¡ j ¸ g kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu s¬f¬r yani,

(f : j ¡ j ¸ g) = 0

ise bu durumda  = () dizisi  say¬s¬na  ¡   denir ve

 ¡ lim =  şeklinde gösterilir [6].

Tan¬m 2.8 N pozitif tamsay¬lar kümesinin alt kümelerinin boştan farkl¬ bir I

ailesi için

() ; 2 I

() Her  2 I için  [ 2 I

() Her  2 I ve her  ½  için  2 I

şartlar¬ sa¼glan¬yorsa I ailesine N’de bir  denir [27].

Çal¬̧sma boyunca aksi belirtilmedikçe I ideali ile N do¼gal say¬lar kümesinin bir

ideali kastedilecek ve 2N, do¼gal say¬lar kümesinin bütün alt kümelerinin s¬n¬f¬n¬, yani

kuvvet kümesini gösterecektir.

Tan¬m 2.9 N pozitif tamsay¬lar kümesinin bir I ideali için I 6= 2N oluyorsa I’ya

gerçek ideal denir [27].

Tan¬m 2.10 I ideali N de bir gerçek ideal olsun. E¼ger I, N’nin her sonlu alt

kümesini kaps¬yorsa I’ya   denir [27].

Tan¬m 2.11 N pozitif tamsay¬lar kümesinin alt kümelerinin boştan farkl¬ bir F

ailesi için

() ; 2F,

5



() Her  2 F ise  \ 2 F 

() Her  2 F ve  ½  ise  2 F

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa F ailesine N0de bir süzgeç denir [25].

Tan¬m 2.12 I µ 2N bir gerçek ideal olmak üzere

F (I) = f µ N :  = N n 2 Ig

kümesi N de bir süzgeçtir [27].

Tan¬m 2.13  = () bir reel say¬ dizisi ve I bir uygun ideal olmak üzere, her

  0 için

() = f 2 N : j ¡ j ¸ g

kümesi I idealinin eleman¬ oluyorsa  = () dizisi  2 R say¬s¬na I ¡ 

denir ve I ¡ lim =  ile gösterilir [27].

Örnek 2.14   kümesinin asimptotik yo¼gunlu¼gu olmak üzere

I = f µ N : () = 0g

olarak tan¬mlan¬rsa I, N’ de bir uygun idealdir [27].

Örnek 2.15 N’nin tüm sonlu alt kümelerinden elde edilen I s¬n¬f¬ N’de bir

uygun idealdir [27].

Örnek 2.16 N =

1[

=1

 ve  6=  için \ = ; olacak şekilde, sonsuz elemanl¬

 ( = 1 2 ) kümelerini seçelim. Mesela  = 1 2  için

 =
©
2¡1 (2 ¡ 1) :  2 N

ª

ve

I = f µ N : Sonlu say¬da  için  \ 6= ;g

tan¬mlan¬rsa bu durumda I µ 2N bir uygun ideal olur [20].

Teorem 2.17 Uygun bir I ideali için aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r.

() E¼ger lim!1  =  ise I ¡ lim!1  = 
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() E¼ger I ¡ lim!1  =  I ¡ lim!1  =  ise I ¡ lim!1(+) = +

() E¼ger I ¡ lim!1  =  I ¡ lim!1  =  ise I ¡ lim!1() = 

[28].

·Ispat: () Bu durum I ½ I dan a̧sikard¬r.

()   0 olmak üzere sonuç f : j( + )¡ ( + )j ¸ g ½
©
 : j ¡ j ¸ 

2

ª
[

©
 : j ¡ j ¸ 

2

ª
kapsamas¬ndan elde edilir.

()  = f : j ¡ j  1g 2 F (I) alal¬m. Aç¬kça j ¡ j · jj j ¡ j+

jj j ¡ j d¬r. Her  2  için jj · j ¡  + j  jj + 1 alabiliriz ve buradan

 = jj+ jj+ 1 al¬n¬rsa

j ¡ j · (jj+ 1) j ¡ j+ jj j ¡ j ·  (j ¡ j+ j ¡ j) (2.1)

yaz¬labilir.   0 için   0 say¬s¬n¬ öyle seçelim ki

0  2 



(2.2)

şart¬ sa¼glans¬n.

1 = f : j ¡ j  g ve 2 = f : j ¡ j  g kümeleri için 12 2

F (I) d¬r. Aç¬kça  \1 \2 2 F (I) d¬r ve herbir  2  \1 \2 için (2.1) ve

(2.2) den

j ¡ j  

elde edilir. Buradan f : j ¡ j ¸ g 2 I elde edilir ki bu da () ün ispat¬n¬

verir.

Tan¬m 2.18 I bir uygun ideal olsun. E¼ger lim!1 
=  olacak şekilde bir

 = f1  2  g 2 F (I) kümesi mevcut ise  = () dizisi ’ye I¤ ¡

 denir. Bu durumu ifade etmek için k¬saca I¤ ¡ lim =  yaz¬l¬r.

I¡yak¬nsakl¬k ve I¤¡ yak¬nsakl¬k aras¬nda

I¤ ¡ lim =  ) I ¡ lim = 

şeklinde bir ili̧ski vard¬r ve bunun tersi genellikle do¼gru de¼gildir [27].

Tan¬m 2.19 I N de bir ideal olsun. Bir  : R ! R fonksiyonu verildi¼ginde,

I ¡ lim = 0 şart¬n¬ sa¼glayan herbir reel ()1=1 dizisi için I ¡ lim () = (0)

oluyorsa  fonksiyonu 0 noktas¬nda I¡Ä denir ([2], [31]).
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Önerme 2.20 E¼ger  : R ! R fonksiyonu 0 noktas¬nda ve  : R ! R

fonksiyonu (0) noktas¬nda I¡sürekli ise  bileşke fonksiyonu 0 noktas¬nda

I¡süreklidir ([2], [31]).

Önerme 2.21  : R! R ve  : R! R fonksiyonlar¬ bir 0 noktas¬nda I¡sürekli

ise  +  ve  fonksiyonlar¬ da 0 noktas¬nda I¡süreklidir [2].
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3. ALT VE ÜST I¡L·IM·IT NOKTALARI: I ¡ lim inf  ve I ¡ lim sup

Bu bölümde reel terimli bir  = () dizisi için I ¡ lim inf  ve I ¡ lim sup 

kavramlar¬ ve bunlara ait baz¬ temel özellikler ele al¬nm¬̧st¬r. Reel terimli bir dizi için

istatistiksel limit noktalar¬ ve istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬ Fridy taraf¬ndan [18],

daha sonra extremal istatistiksel limit noktalar¬ (istatistiksel lim inf , istatistiksel

lim sup ) Fridy ve Orhan taraf¬ndan [19] ve I ¡ lim sup ve I ¡ lim inf  kavram-

lar¬ da Demirci taraf¬ndan verilmi̧stir [10]. I¡limit noktas¬ ve I¡y¬¼g¬lma noktas¬

kavramlar¬ Kostyriko vd. taraf¬ndan metrik uzaylardaki kaŗs¬l¬klar¬na geni̧sletilmi̧stir

[26]. Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe I ideali N do¼gal say¬lar kümesinin bir

uygun ideali olarak al¬nacakt¬r.

Tan¬m 3.1  = () bir reel say¬ dizisi ve  2 R olsun. E¼ger

lim
!1

 = 

olacak şekilde bir  = f1  2  g 2 I kümesi varsa  say¬s¬  dizisinin

I ¡   denir [9].

Tan¬m 3.2  = () reel terimli dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger her   0 için

f : j ¡ j  g 2 I

oluyorsa bu durumda  say¬s¬na  dizisinin I ¡ ̧  denir [10].

Tan¬m 3.3 I do¼gal say¬lar kümesinde bir uygun ideal ve  = () reel terimli

bir dizi olsun.  = () dizisi için I ¡ lim sup  ve I ¡ lim inf ;

 = f 2 R : f :   g 2 Ig

ve

 = f 2 R : f :   g 2 Ig

olmak üzere

I ¡ lim sup =

8
<
:

sup  6= ; ise,

¡1,  = ; ise,

ve

I ¡ lim inf  =

8
<
:

inf   6= ; ise,

+1 ,  = ; ise,
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şeklinde tan¬mlan¬r [10].

Teorem 3.4

() E¼ger  = I ¡ lim sup sonlu ise bu durumda her pozitif  say¬s¬ için

f :    ¡ g 2 I ve f :    + g 2 I (3.1)

sa¼glan¬r.

() E¼ger  = I ¡ lim sup sonlu ise bu durumda her pozitif  say¬s¬ için

f :   + g 2 I ve f :    ¡ g 2 I (3.2)

sa¼glan¬r [10].

·Ispat. Sadece ()’n¬n ispat¬ verilecektir. ()’nin ispat¬ benzer şekildedir.

Verilen   0 için +    = sup oldu¼gundan, +  say¬s¬  kümesinin bir

eleman¬ de¼gildir ve f :    + g 2 I d¬r. Di¼ger yandan aşikar olarak  ¡   

sa¼glan¬r ve  ¡   
0
 , 

0 2 f :  2 Ig olacak şekilde bir 0 2 R mevcuttur.

Bu durumda f :   
0g 2 I ve f :    ¡ g 2 I d¬r. Bu da istenileni verir,

yani (31) sa¼glan¬r.

Di¼ger yandan herbir   0 için  (31) i sa¼glas¬n. Bu durumda e¼ger   0 ise

 +  2 f 2 R : f :   g 2 Ig ve I ¡ lim sup ·  +  yazabiliriz. Bu her

  0 için sa¼gland¬¼g¬ndan

I ¡ lim sup ·  (3.3)

yazabiliriz. (31) deki ilk şart herbir   0 için I ¡ lim sup ¸  ¡  olmas¬n¬

gerektirir ve buradan

I ¡ lim sup ¸  (3.4)

elde ederiz. (33) ve (34) eşitsizliklerinden  = I ¡ lim sup olur.

Teorem 3.5 Reel say¬lar¬n her  = () dizisi için

I ¡ lim inf  · I ¡ lim sup (3.5)

sa¼glan¬r [10].

·Ispat. I ¡ lim sup = +1 olmas¬ durumunda (35) aşikar olarak sa¼glan¬r.

lim sup   +1 oldu¼gunu kabul edelim. ·Iki durum söz konusudur:
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) I ¡ lim sup = ¡1;

) ¡1  I ¡ lim sup   +1

I ¡ lim sup  = ¡1 olmas¬ durumunda herbir  2 R için

f :   g 2 I (3.6)

sa¼glan¬r. (36) dan her  2 R için f :   g 2 F (I) ve aç¬kça her  2 R için

f :   g 2 I oldu¼gu görülür. Buradan

I¡ lim inf  = inf f : f :   g 2 Ig =1

olur ve (35) ispatlanm¬̧s olur.

¡1  I ¡ lim sup   +1 olmas¬ durumunda  = I ¡ lim sup =

sup f : f :   g 2 Ig alal¬m.    ise, bu taktirde f :   g 2 I ve

f :   g 2 I olup

I ¡ lim inf  = inf f : f :   g 2 Ig · 

elde edilir. Böylece (35) sa¼glanm¬̧s olur.

Tan¬m 3.6 Reel say¬lar¬n bir  = () dizisi için e¼ger f : jj  g 2 I olacak

şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisine I ¡  denir.

I-yak¬nsak bir dizi I-s¬n¬rl¬d¬r, ancak bunun tersi do¼gru de¼gildir [10].

Lemma 3.7 I1 ve I2 I1 ½ I2 olacak şekilde iki uygun ideal olsun. Bu durumda

e¼ger I1 ¡ lim =  ise ayn¬ zamanda I2 ¡ lim =  dir [27].

Sonuç 3.8 I1 ve I2 I1 ½ I2 olacak şekilde iki uygun ideal olsun. Bu takdirde

e¼ger  = () dizisi I1¡s¬n¬rl¬ ise ayn¬ zamanda I2¡s¬n¬rl¬d¬r [27].

Teorem 3.9 Bir  = () dizisinin I¡yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart

I ¡ lim inf  = I ¡ lim sup 

olmas¬d¬r. Bu eşitli¼gin sa¼glanmas¬ durumunda

I ¡ lim = I ¡ lim inf  = I ¡ lim sup
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dir [10].

Reel say¬lar¬n s¬n¬rl¬ bir  = () dizisi için çekirdek () kavram¬ Knoop [23]

tarf¬ndan [lim inf  lim sup ] = fg olarak ve istatistiksel s¬n¬rl¬ bir dizi için

Fridy ve Orhan taraf¬ndan

 ¡ fg = [ ¡ lim inf   ¡ lim sup ]

şeklinde verilmi̧stir [19]. Benzer şekilde I¡s¬n¬rl¬ bir  = () dizisi için I¡fg

kavram¬ Demirci taraf¬ndan

I ¡ fg = [I ¡ lim inf  I ¡ lim sup ]

şeklinde verilmi̧stir [10].

Teorem 3.10 Reel say¬lar¬n bir  = () dizisi verildi¼ginde, do¼gal say¬lar¬n

herhangi bir I ideali için

lim inf  · I ¡ lim inf  · I ¡ lim sup · lim sup 

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r [10].

Sonuç 3.11 Reel say¬lar¬n bir  = () dizisi için

I ¡ fg ½ fg

sa¼glan¬r [10].
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4. FARK D·IZ·ILER·IN·IN I¡YAKINSAKLI¼GI

Tan¬m 4.1 Bir  = () reel say¬ dizisinin ¢ ve ¢ fark dizileri, 2 N sabit

ve

¢ =
X

=0

(¡1)
µ




¶
+

olmak üzere

¢ = (¢) = ( ¡ +1)

¢ = (¢) = (¢¡1 ¡¢¡1+1)

olarak tan¬mlan¬r ([24] [13] [7]).

Tan¬m 4.2  dizi uzay¬ bir Banach uzay¬ olmak üzere, e¼ger  :  ! C () =

 koordinat fonksiyoneli herbir  = 1 2  için sürekli ise bu durumda  uzay¬na

 uzay¬ denir [29].

Teorem 4.3  yak¬nsak diziler uzay¬n¬ göstermek üzere, ¢ ¡  



(¢) = f = () : ¢ 2 g

olarak tan¬mlan¬r. Bu uzay

kk¢ = j1j+ k¢k1

normuna göre bir  uzay¬d¬r [24].

Tan¬m 4.4 Reel say¬lar¬n bir  = () dizisi verilmi̧s olsun. I N do¼gal say¬lar

kümesi üzerinde bir uygun ideal,  2 R ve ¢ = ( ¡ +1) olmak üzere

¢ = f 2 N : j¢ ¡ j ¸ g

kümesi her   0 için I idealine ait oluyorsa  dizisi  say¬s¬na ¢I ¡ 

denir ve bu durumu göstermek için ¢I¡ lim =  yaz¬l¬r. Bu durumda  say¬s¬na

 dizisinin ¢I limiti ad¬ verilir [20].

Örnek 4.5 I0 = f;g ideali N do¼gal say¬lar kümesi üzerinde tan¬mlanan minimal

ideal olmak üzere,  = () dizisinin ¢I0¡yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart

¢ dizisinin N do¼gal say¬lar kümesinde sabit olmas¬d¬r [20].
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Örnek 4.6 ; 6=  µ N ve  6= N olsun. I = 2 ideali N de bir gerçek

idealdir.  dizisinin ¢I¡yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart ¢ dizisinin

N n de sabit olmas¬d¬r [20].

Önerme 4.7 IN do¼gal say¬lar kümesinde bir uygun ideal ve  = () bir reel

say¬ dizisi olsun. Bu durumda (¢) µ I(¢) d¬r [20].

Bu kapsama baz¬ idealler için kesindir. Buna ili̧skin bir örnek aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Örnek 4.8  = () dizisi

 =

8
<
:

1  = 2

0  6= 
 = 1 2 3 

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda

¢ =

8
>>><
>>>:

1   = 2

¡1   = 2 ¡ 1

0  aksi durumda

 = 1 2 3 

olup,  2 I(¢) fakat  2 (¢) d¬r [20].

Önerme 4.9

() Her sabit  = (  ) dizisi s¬f¬ra ¢I¡yak¬nsakt¬r.

() ¢I¡yak¬nsak herhangi bir dizinin ¢I¡limiti tektir.

() E¼ger  dizisinin her bir alt dizisi  say¬s¬na ¢I¡yak¬nsa-

yan bir alt diziye sahipse bu durumda  dizisi  ye ¢I¡yak¬nsakt¬r [20].

·Ispat

() Sabit (  ) dizisi için ¢ = (0 0 ) olaca¼g¬ndan, Önerme 4.7 gözönüne

al¬n¬rsa ispat elde edilir.

() Kabul edelim ki  dizisinin 1 ve 2 gibi iki tane ¢I¡limiti var ve ayr¬ca

1 6= 2 olsun. F (I)  I taraf¬ndan üretilen süzgeç olmak üzere,

¢1 = f 2 N : j¢ ¡ 1j  g 2 F (I)

ve

¢2 = f 2 N : j¢ ¡ 2j  g 2 F (I)
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yaz¬labilir. Bu durumda¢1\¢2 2 F (I) ve dolay¬s¬yla¢1\¢2 6= ; olmal¬d¬r.

0    j1¡2j
2

olarak seçilirse ¢1 \¢2 = ; olacakt¬r. Bu durum kabulümüz ile

çeli̧sir. Dolay¬s¬yla 1 = 2 dir.

()Kabul edelim ki () sa¼glanmas¬n, yani  in tüm alt dizileri ’ye¢I¡yak¬nsa-

yan birer alt diziye sahip oldu¼gu halde  0ye ¢I¡yak¬nsak olmas¬n. Bu durumda

¢0 = f 2 N : j¢ ¡ 1j ¸ g 2 I

olacak şekilde bir 0 vard¬r. I bir uygun ideal oldu¼gundan, N nin tüm sonlu alt

kümelerini kapsar. Dolay¬s¬yla ¢0 = f1 2 g kümesi sonsuzdur.  2 N olmak

üzere  =  seçelim.  = ()  dizisinin  say¬s¬na ¢I¡yak¬nsak olmayan bir

alt dizisidir. O halde kabul yanl¬̧st¬r.

Teorem 4.10 I bir uygun ideal,  = () ve  = () birer reel say¬ dizisi

olsunlar. Bu taktirde

() E¼ger ¢I ¡ lim = 1¢I ¡ lim  = 2 ise ¢I ¡ lim( + ) = 1 + 2

dir.

()  2 R sabit ve ¢I ¡ lim = 1 ise ¢I ¡ lim() = 1 dir.

() ¢ dizisi s¬n¬rl¬ bir dizi olmak üzere e¼ger¢I¡lim = 1¢I¡lim  = 2

ise I ¡ lim((¢)(¢)) = 12 dir [20].

·Ispat

() ¢I ¡ lim = 1 ¢I ¡ lim  = 2 olsun. Bu durumda

¢1 = f 2 N : j¢ ¡ 1j 


2
g 2 F (I)

ve

¢2 = f 2 N : j¢ ¡ 2j 


2
g 2 F (I)

yaz¬labilir. ¢1¢2 2 F (I) ve F (I) bir süzgeç oldu¼gundan ¢1 \¢2 6= ; dir.

Her  2 ¢1 \¢2 için,

j¢( + )¡ (1 + 2)j = j(¢ ¡ 1) + (¢ ¡ 2)j

· j¢ ¡ 1j+ j¢ ¡ 2j




2
+



2
= 
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olur. Böylece ¢I ¡ lim( + ) = 1 + 2 elde edilir.

()  2 R sabit bir say¬ ve ¢I ¡ lim = 1 olsun. Bu durumda ¢1 =

f 2 N : j¢ ¡ 1j  
2
g 2 F (I) olaca¼g¬ndan her  2 ¢1 için

j¢()¡ 1j = j(¢ ¡ 1)j

· jj j¢ ¡ 1j

 jj 
2
= 0

yani f 2 N : j¢()¡ 1j  0g 2 F (I) elde edilir. Bu da¢I¡lim() = 1

oldu¼gunu verir.

() ¢I ¡ lim = 1 ve ¢I ¡ lim  = 2 olsun. 8 2 ¢1 \¢2 için,

j(¢)(¢)¡ 12j = j¢¢ ¡¢2 +¢2 ¡ 12j

· j¢ (¢ ¡ 2)j+ j2(¢ ¡ 1)j

· j¢j j¢ ¡ 2j+ j2j j¢ ¡ 1j

 j¢j


2
+ j2j



2

yaz¬labilir. ¢ dizisi s¬n¬rl¬ oldu¼gundan her  2 N için j¢j ·   1 olacak

şekilde   0 say¬s¬ vard¬r. Bu durumda

j(¢)(¢)¡ 12j ·


2
+ j2j



2

olaca¼g¬ndan ispat tamamlanm¬̧s olur.

Uyar¬ 4.11 (¢()) 6= (¢)(¢) olmas¬ nedeniyle, ¢I ¡ lim = 1 ve

¢I ¡ lim  = 2 oldu¼gunda ¢I ¡ lim() = 12 olmak zorunda de¼gildir [20].

Örnek 4.12  2 N olmak üzere () = () ve () = (2) olsun. Bu durumda

¢I ¡ lim = ¡1 ¢I ¡ lim  = ¡2 fakat ¢I ¡ lim() 6= 2 dir [20].

Tan¬m 4.13 I µ 2N bir uygun ideal,  bir reel say¬ dizisi ve  2 R olsun.

E¼ger lim!1(¢) =  olacak şekilde bir  = f1  2  g 2 F (I) kümesi

mevcut ise  dizisi  say¬s¬na ¢I¤ ¡  denir ve ¢I¤ ¡ lim =  yaz¬l¬r

[20].
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Önerme 4.14 I µ 2N bir uygun ideal olsun. Bu durumda I¤(¢) µ I(¢) dir

[20].

·Ispat. Kabul edelim ki ¢I¤ ¡ lim =  olsun. Tan¬mdan dolay¬

lim
!1

(¢) =  (4.1)

olacak şekilde bir  = f1  2  g 2 F (I) kümesi vard¬r. Süzgeç tan¬m¬

gere¼gince  = N n olacak şekilde bir  2 I kümesi bulunabilir.(4.1) den 8  0

için   0 oldu¼gunda j¢ ¡ j   olacak şekilde bir 0 say¬s¬ vard¬r.

¢ = f 2 N : j¢ ¡ j ¸ g µ  [ f1  2  0g

ve ifadenin sa¼g taraf¬ I ya ait oldu¼gundan sol taraf da I ya aittir. Dolay¬s¬yla

¢ 2 I elde edilir.

Uyar¬ 4.15 Yukar¬daki önermenin tersi genellikle do¼gru de¼gildir [20].

Tan¬m 4.16 I N de bir gerçek ideal,  = () bir reel say¬ dizisi ve  2 R

olsun. E¼ger lim!1(¢) =  ve  = f1  2  g 2 I olacak şekilde bir

 µ N kümesi varsa  say¬s¬na  dizisinin ¢I ¡   denir.  dizisinin

tüm ¢I¡limit noktalar¬n¬n kümesi ¢I(¤) ile gösterilecektir [20].

Örnek 4.17 I = I ve

¢ =

8
<
:

1  kare ise,

0,  kare de¼gil ise,

olsun. Bu durumda ¢I(¤) = f0g d¬r [20].

Tan¬m 4.18 IN de bir gerçek ideal,  = () bir reel say¬ dizisi ve  2 R olsun.

Her   0 için

f 2 N : j¢ ¡ j  g 2 I

oluyorsa  say¬s¬na  dizisnin¢I¡̧  denir.  dizisinin tüm¢I¡y¬¼g¬l-

ma noktalar¬n¬n kümesi ¢I(¡) ile gösterilecektir [20].

Önerme 4.19 I bir uygun ideal olsun. Herhangi bir  reel dizisi için ¢I(¤) µ

¢I(¡) dir [20].
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·Ispat.  2 ¢I(¤) olsun. Bu durumda

lim
!1

(¢) =    = f1  2  g 2 I

olacak şekilde bir  µ N kümesi vard¬r. Yak¬nsakl¬k tan¬m¬ gere¼gince her   0

için   0 oldu¼gunda j(¢) ¡ j   sa¼glanacak şekilde bir 0 2 N say¬s¬ vard¬r.

f 2 N : j¢ ¡ j  g ¶ n f1  2  0g

olaca¼g¬ndan ve ifadenin sa¼g taraf¬ ideale ait olmad¬¼g¬ndan

f 2 N : j¢ ¡ j  g 2 I

elde edilir ki bu da  2 ¢I(¡) olmas¬ demektir.

Tan¬m 4.20 I µ 2N bir uygun ideal ve  bir reel say¬ dizisi olsun.

¢ = f 2 R : f 2 N : ¢  g 2 Ig

ve

¢ = f 2 R : f 2 N : ¢  g 2 Ig

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda  dizisi için ¢I ¡ lim sup  ve ¢I ¡ lim inf  şu

şekilde tan¬mlan¬r:

¢I ¡ lim sup =

8
<
:

sup¢ ¢ 6= ; ise,

¡1 , ¢ = ; ise,

ve

¢I ¡ lim inf  =

8
<
:

inf ¢ ¢ 6= ; ise,

+1 , ¢ = ; ise.

dir [20].

Teorem 4.21 E¼ger ¢I ¡ lim sup =  sonlu ise her   0 için

f 2 N : ¢   ¡ g 2 I ve f 2 N : ¢   + g 2 I (4.2)

sa¼glan¬r. Bunun tersi de do¼grudur, yani her   0 için (42) sa¼glan¬rsa ¢I ¡

lim sup  =  dir [20].
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·Ispat. ¢I ¡ lim sup  =  sonlu olsun. Bu durumda  say¬s¬

f 2 N : ¢  g 2 I

şart¬n¬ sa¼glayan en büyük  2 R eleman¬d¬r.  +    oldu¼gundan

f 2 N : ¢   + g 2 I şart¬ sa¼glanmaz. Yani f 2 N : ¢   + g 2 I

olmak zorundad¬r.

Di¼ger yandan  ¡    oldu¼gundan f 2 N : ¢  0g 2 I olacak şekilde bir

0 2 ( ¡  ) eleman¬ bulunabilir.

f 2 N : ¢   ¡ g ¶ f 2 N : ¢  0g

oldu¼gundan f 2 N : ¢   ¡ g 2 I olur.

Teorem 4.22 E¼ger ¢I ¡ lim inf  =  sonlu ise her   0 için

f 2 N : ¢  + g 2 I  f 2 N : ¢   ¡ g 2 I (4.3)

sa¼glan¬r. Bunun tersi de do¼grudur, yani her   0 için (43) sa¼glan¬rsa ¢I ¡

lim inf  =  d¬r [20].

Uyar¬.4.23 Yukar¬daki son iki teorem gere¼gince ¢I¡ lim sup ve ¢I¡ lim inf 

noktalar¬n¬n,  = () dizisinin ¢I¡y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n s¬ras¬yla en büyü¼gü ve en

küçü¼gü oldu¼gu söylenebilir [20].

Teorem 4.24 Herhangi bir  dizisi için

¢I ¡ lim inf  · ¢I ¡ lim sup 

dir [20].

Tan¬m 4.25 Bir  = () reel say¬ dizisi için

f : j¢j  g 2 I

olacak şekilde bir   0 say¬s¬ varsa,  dizisine ¢I ¡  denir [20].

Teorem 4.26 ¢I¡s¬n¬rl¬ bir  = () reel terimli say¬ dizisinin ¢I¡yak¬nsak

olmas¬ için gerek ve yeter şart

¢I ¡ lim inf  = ¢I ¡ lim sup
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olmas¬dr [20].

Uyar¬ 4.27 Reel terimli bir  = () say¬ dizisi ve N0nin bir I ideali için

¢¡ lim inf  · ¢I ¡ lim inf  · ¢I ¡ lim sup  · ¢¡ lim sup

oldu¼gu kolayca görülebilir [20].
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5. AI¡·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK VE

·IDEAL A-TOPLANAB·ILME

Bu bölümde ilk olarak Savaş vd. [32] taraf¬ndan tan¬mlanan I¡istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬ yard¬m¬ ile I¡istatistiksel üst ve alt limit kavramlar¬ tan¬m-

lan¬p baz¬ özelliklerinden bahsedilecektir.

·Ikinci olarak, ideal ¡toplanabilme kavram¬ tan¬mlan¬p, bu kavram¬n I¡istat-

istiksel yak¬nsakl¬kla ili̧skisi ara̧st¬r¬lacakt¬r.

Bu bölümün tamam¬nda bir I idealinden söz edildi¼ginde N nin alt kümelerinin

bir uygun ideali, ve ayr¬ca  = () matrisinden bahsedildi¼ginde ise bunun bir

negatif olmayan regüler matris oldu¼gu varsay¬lacakt¬r.

Tan¬m 5.1 I ½ 2N bir uygun ideal,  = () negatif olmayan bir regüler

matris,  = () kompleks veya reel terimli bir dizi ve () = f 2 N: j ¡ j ¸ g

olsun. E¼ger her   0 ve her   0 say¬s¬ için
8
<
: 2 N :

X

2()

 ¸ 

9
=
; 2 I

ise o zaman  dizisi  say¬s¬naI¡  (veya (I)¡¡

) denir ve bu durum (I)¡ lim =  yaz¬larak ifade edilir [32].

Tan¬m 5.1 de I = I al¬rsak I¡istatistiksel yak¬nsakl¬k ¡istatistiksel yak¬n-

sakl¬kla çak¬̧s¬r.

Bir reel  = () dizisi için  ve  kümeleri

 =

(
 2 R : her   0 için

(
 2 N :

X

:

 ¸ 

)
2 I
)


ve

 =

(
 2 R : her   0 için

(
 2 N :

X

:

 ¸ 

)
2 I
)

şeklinde tan¬mlans¬n.

Tan¬m 5.2  dizisinin I ¡  Ä 

(I)¡ lim sup  =

8
<
:

sup  6= ; ise,

¡1 ,  = ; ise.
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şeklinde tan¬mlan¬r.

Benzer şekilde  dizisinin I ¡   

(I)¡ lim sup  =

8
<
:

inf   6= ; ise,

+1 ,  = ; ise.

şeklinde tan¬mlan¬r [3].

Burada hemen belirtelim ki Tan¬m 5.2 de I = I al¬rsak o zaman (I)¡ lim sup 

ve (I)¡ lim inf  kavramlar¬ Demirci [9] taraf¬ndan tan¬mlanan  ¡ lim sup ve

¡ lim inf  kavramlar¬ ile çak¬̧s¬r. I = I ve  = 1 seçiminde ise Fridy ve Orhan

[19] taraf¬ndan tan¬t¬lan  ¡ lim inf  ve  ¡ lim sup  kavramlar¬na ulaş¬r¬z.

Fridy ve Orhan [19] taraf¬ndan verilen ve Demirci [10] taraf¬ndan idealler için

geli̧stirilen teoremlerin benzerlerini verelim.

Teorem 5.3 ()  = (I)¡ lim sup  sonlu ise her   0 ve her   0 için
(
 2 N :

X

:¡

 ¸ 

)
2 I ve

(
 2 N :

X

:+

 ¸ 

)
2 I (5.1)

d¬r. Karş¬t olarak her   0 ve her   0 için (5.1) gerçeklenirse  = (I)¡ lim sup

dir.

()  = (I)¡ lim inf  sonlu ise her   0 ve her   0 için
(
 2 N :

X

:+

 ¸ 

)
2 I ve

(
 2 N :

X

:¡

 ¸ 

)
2 I (5.2)

d¬r. Kaŗs¬t olarak her   0 ve her   0 için (5.2) gerçeklenirse  = (I)¡ lim inf 

dir [3].

·Ispat. ()  = (I)¡ lim sup sonlu olsun. Bu durumda  6= ; ve sup = 

d¬r. O halde supremum tan¬m¬ndan her  2  için  ·  d¬r ve her   0 için

   ¡  olacak şekilde bir  2  vard¬r.

f :   g ½ f :    ¡ g

oldu¼gundan her   0 için
(
 2 N :

X

:

 ¸ 

)
½
(
 2 N :

X

:¡
 ¸ 

)
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d¬r.  2  oldu¼gundan yukar¬daki içermenin sol yan¬ F(I)’ya aittir, dolay¬s¬yla sa¼g

yan¬ da F(I) ya ait olur. Böylece her   0 için
n
 2 N :

P
:¡  ¸ 

o
2 I

elde edilir. Şimdi ise her   0 için
n
 2 N :

P
:+

 ¸ 
o
2 I oldu¼gunu

gösterelim.
n
 2 N :

P
:+

 ¸ 
o

2 I oldu¼gunu farz edelim. Bu durumda

+  2  dir. Bu ise  say¬s¬n¬n  kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬ olmas¬yla çeli̧sir.

O halde
n
 2 N :

P
:+

 ¸ 
o
2 I d¬r.

Tersine her   0 ve her   0 için (5.1) gerçeklenirse o zaman  = (I)¡ lim sup 

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Benzer şekilde () de ispatlan¬r.

Teorem 5.4 Herhangi bir  reel say¬ dizisi için

(I)¡ lim inf  · (I)¡ lim sup  (5.3)

dir [3].

·Ispat. ·Ilk olarak (I)¡ lim sup = ¡1 durumunu ele alal¬m. Bu durumda

 = ; olaca¼g¬ndan her  2 R ve her   0 için
n
 2 N :

P
:

 ¸ 
o
2 I

yani
n
 2 N :

P
:·  ¸ 

o
2 I olur. Böylece her  2 R ve her   0 için

©
 2 N :

P
:

 ¸ 
ª

2 I d¬r, dolay¬s¬yla I¡istatistiksel alt limit tan¬m¬n-

dan (I)¡ lim inf  = ¡1 olur. (I)¡ lim sup  = +1 oldu¼gunu ispatlamaya

gerek yoktur. Son olarak  = (I)¡ lim sup  sonlu ve  = (I)¡ lim inf  olsun.

Verilen bir   0 için  +  2  oldu¼gunu gösterelim; böylece  ·  +  olacak-

t¬r.  = (I)¡ lim sup  sonlu oldu¼gundan Teorem 5.3. () den her   0 içinn
 2 N :

P
:+


2
 ¸ 

o
2 I ve buradan da

n
 2 N :

P
:·+ 

2
 ¸ 

o
2 I

d¬r. n
 :  ·  +



2

o
½ f :  ·  + g

ve
n
 2 N :

P
:·+ 

2
 ¸ 

o
2 I oldu¼gundan

n
 2 N :

P
:·+  ¸ 

o
2 I

olmal¬d¬r. Böylece  +  2  olur.  = inf  oldu¼gundan  ·  +  ve  key…

oldu¼gundan  ·  elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar.

Tan¬m 5.2 den 5.3 den ve  ¡ lim inf   ¡ lim inf  tan¬mlar¬ndan aşa¼g¬daki

sonuç elde edilir.
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Sonuç 5.5 Herhangi bir  reel say¬ dizisi için

 ¡ lim inf  · (I)¡ lim inf  · (I)¡ lim sup ·  ¡ lim sup  (5.4)

dir [3].

·Ispat. Öncelikle (I)¡ lim sup  ·  ¡ lim sup eşitsizli¼gini gösterelim.

 =  ¡ lim sup diyelim. E¼ger  = ¡1 ise bu durumda her  2 R için

 f :   g = 0 veya denk olarak her   0 için  =
n
 2 N :

P
:

 ¸ 
o

kümesi sonludur. I uygun ideal oldu¼gundan  2 I d¬r. Böylece (I)¡ lim sup =

¡1 olur.

Şimdi ise  = f 2 R :  f :   g 6= 0g 6= ; olmak üzere  = sup

oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda her   0 ve her   0 için

(+) =

(
 2 N :

X

:+

 ¸ 

)

kümesi sonlu oldu¼gundan I idealine aittir. O halde

(I)¡ lim sup = sup
©
 : () 2 I

ª
·  + 

elde ederiz.  nun key… olmas¬ sebebiyle (I)¡ lim sup ·  sonucuna ula̧s¬r¬z.

Ayn¬ düşünce ile  ¡ lim inf  · (I)¡ lim inf  oldu¼gu elde edilir. Böylece ispat

tamamlan¬r.

Tan¬m 5.6  = () herhangi bir dizi olsun. E¼ger her   0 için
8
<
: 2 N :

X

:jj

 ¸ 

9
=
; 2 I

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa bu durumda  dizisine I ¡  

denir [3].

Teorem 5.7 I¡istatistiksel s¬n¬rl¬ bir  dizisinin I¡istatistiksel yak¬nsak

olmas¬ için gerek ve yeter koşul

(I)¡ lim inf  = (I)¡ lim sup

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r [3].
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·Ispat.  = (I)¡ lim inf  ve  = (I)¡ lim sup olsun. (5.3) den dolay¬ yal-

n¬zca  ·  oldu¼gunu göstermemiz gerekir. ·Ilk olarak (I)¡ lim =  oldu¼gunu

kabul edelim. Bu durumda () = f 2 N : j ¡ j ¸ g olmak üzere her   0 ve

her   0 için
n
 2 N :

P
2()  ¸ 

o
2 I d¬r.  0() = f 2 N :   + g ve

 00() = f 2 N :   ¡ g diyelim.  0() ½ () ve  = () negatif olmayan

regüler bir matris oldu¼gundan

X

2 0()

 ·
X

2()



ve böylece
8
<
: 2 N :

X

2()

 ¸ 

9
=
; ½

8
<
: 2 N :

X

20()

 ¸ 

9
=
;

yazabiliriz. Buradan da, ideal tan¬m¬na göre, içermenin sol taraf¬ndaki kümenin

I ya ait olmas¬ ç¬kar. O halde  n¬n tan¬m¬ndan  ·  dir. Di¼ger taraftann
 2 N :

P
200()  ¸ 

o
2 I oldu¼gundan,  n¬n tan¬m¬ndan  ·  d¬r. Böylece

 ·  elde ederiz.

Tersine  =  oldu¼gunu kabul edelim ve  =  diyelim. Herhangi   0 ve   0

için (5.1) ve (5.2) den
8
<
: 2 N :

X

:+

2

 ¸ 

9
=
; 2 I ve

8
<
: 2 N :

X

:¡ 
2

 ¸ 

9
=
; 2 I

elde ederiz. Böylece (I)¡ lim =  olur.

Tan¬m 5.8  = () bir say¬ dizisi olmak üzere her   0 için
(
 2 N :

¯̄
¯̄
¯
1X

=1

 ¡ 

¯̄
¯̄
¯ ¸ 

)
2 I

oluyorsa bu durumda  dizisi  say¬s¬na ideal  ¡  (veya k¬saca

I()¡ ) denir. Bu durumda I()¡ lim =  yazaca¼g¬z ve I() ile

tüm ideal ¡tolanabilir dizilerin kümesini gösterece¼giz [3].

Uyar¬ 5.9 () I = I için I()¡toplanabilme kavram¬ Edely ve Mursaleen [11]

taraf¬ndan tan¬mlanan istatistiksel ¡toplanabilme kavram¬na indirgenir.
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()  = 1 için I()¡toplanabilme kavram¬n¬ I(1)¡toplanabilme olarak ad-

land¬raca¼g¬z [3].

Aşa¼g¬daki teorem ideal ¡toplanabilme ile I¡istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬n-

daki ili̧skiyi göstermektedir.

Teorem 5.10 Bir  dizisi s¬n¬rl¬ ve  say¬s¬na I¡istatistiksel yak¬nsak ise bu

durumda   say¬s¬na ideal ¡toplanabilirdir. Fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir

[3].

·Ispat.  = () s¬n¬rl¬ bir dizi olsun ve sup j ¡ j =  diyelim. Bu durumda
¯̄
¯̄
¯
1X

=1

 ¡ 

¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯
1X

=1

( ¡ ) + 

Ã 1X

=1

 ¡ 1

!¯̄
¯̄
¯

·

¯̄
¯̄
¯̄

1X

2()

( ¡ )

¯̄
¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄
¯̄

1X

 2()

( ¡ )

¯̄
¯̄
¯̄+ jj

¯̄
¯̄
¯
1X

=1

 ¡ 1

¯̄
¯̄
¯

· 
1X

2()

 + 
1X

 2()

 + jj
¯̄
¯̄
¯
1X

=1

 ¡ 1

¯̄
¯̄
¯

· 

8
<
:

1X

2()

 +

¯̄
¯̄
¯
1X

=1

 ¡ 1

¯̄
¯̄
¯

9
=
;+  kk

yazabiliriz. Burada  = max( jj) dir. E¼ger  ¡  kk  0 olacak şekilde bir

  0 say¬s¬ seçersek son eşitsizlikten

(
 2 N :

¯̄
¯̄
¯
1X

=1

 ¡ 

¯̄
¯̄
¯ ¸ 

)
½

8
<
: 2 N :

X

2()

 ¸
 ¡  kk

2

9
=
;

[
(
 2 N :

¯̄
¯̄
¯
1X

=1



¯̄
¯̄
¯ ¸

 ¡  kk
2

)

= 1 [2

elde ederiz. (I)¡yak¬nsakl¬k tan¬m¬na göre 1 2 I d¬r. Ayr¬ca I bir uygun ideal

ve  regüler bir matris oldu¼gundan I¡ lim
P

  = 1 yani 2 2 I olur. Böylece

ideal tan¬m¬ndan I()¡ lim =  elde ederiz. Bu da ispat¬n ilk k¬sm¬n¬ tamamlar.

Şimdi ise teoremin tersinin geçerli olmad¬¼g¬na dair bir örnek verelim: I N de

bir uygun ideal olmak üzere I n¬n sonsuz bir  = f1  2  3  g alt kümesini
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seçelim.  = () dizisi

 =

8
<
:

1  çift ise,

0  tek ise.

şeklinde ve  = () matrisi

 =

8
>>><
>>>:

1  =  ( 2 N)  = 2 + 1 ise,
1
2


0

 6=   = 2+ 1  = 2

di¼ger durumlarda
ise

biçiminde tan¬ml¬ olsun. Bu durumda  dizisinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ve matrisinin regülerli¼gi

aşikard¬r. Buna göre

 =
1X

=1

 =

8
<
:

1
2

 6=  ise,

1  =  ise.

olur. Böylece her   0 say¬s¬ için
½
 2 N :

¯̄
¯̄ ¡

1

2

¯̄
¯̄ ¸ 

¾
=  2 I

yani  dizisi 1
2
say¬s¬na ideal ¡toplanabilirdir. Di¼ger taraftan

() =

½
 :

¯̄
¯̄ ¡

1

2
¸ 

¯̄
¯̄
¾

= N

oldu¼gundan 8
<
: 2 N :

X

2()

 ¸ 

9
=
; = N 2I

elde ederiz. O halde  dizisi 1
2
say¬s¬na I¡istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Uyar¬ 5.11 Teorem 5.10 da  dizisinin s¬n¬rl¬l¬k şart¬, I¡s¬n¬rl¬l¬k şart¬ ile

de¼gi̧stirilemez. E¼ger de¼gi̧stirilirse o zaman  dizisinin ideal ¡toplanabilir olmas¬

gerekmeyebilir. Bunu göstermek için, I = I alal¬m ve  = () dizisi ile regüler bir

 = () matrisini s¬ras¬ ile

 =

8
<
:

  = 2 veya  = 2 + 1 ise

0 di¼ger durumlarda

ve

 =

8
>>><
>>>:

1  bir kare ve  = 2 + 1 ise
1
2

0

 kare de¼gil ve  = 2 veya  = 2 + 1 ise

di¼ger durumlarda.
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda  dizisi I¡s¬n¬rl¬d¬r, fakat

 =

8
<
:

2 + 1
2
  kare de¼gil ise

1  kare ise

olaca¼g¬ndan  dizisi I()¡toplanabilir de¼gildir [3].

Buck [5] üst limitine 1¡toplanabilir bir dizinin ayn¬ de¼gere istatistiksel yak¬nsak

oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Bu sonucun istatistiksel ve ¡istatistiksel benzerleri Fridy

ve Orhan [19] ve Demirci [9] taraf¬ndan verilmi̧stir. Biz ise burada Teorem 5.10’un

tersi için a̧sa¼g¬daki teoremi ispatlayaca¼g¬z.

Teorem 5.12 E¼ger  dizisi üstten s¬n¬rl¬ ve  = (I)¡ lim sup say¬s¬na ideal

¡toplanabilir ise bu durumda  dizisi  say¬s¬na I¡istatistiksel yak¬nsakt¬r [3].

·Ispat. (I)¡ lim 6=  oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 5.7 den

(I)¡ lim inf    olur. Böylece, Teorem 5.3 () ye göre, bir   say¬s¬ vard¬r

öyleki her   0 için (
 2 N :

X

:

 ¸ 

)
2I (5.5)

d¬r.  0 = f :   g diyelim.  = (I)¡ lim sup için Teorem 5.3 () den her

  0 ve her   0 için
(
 2 N :

X

:+

 ¸ 

)
2I (5.6)

olur.  00 = f :  ·  · + g ve  000 = f :   + g olsun.(5.6) dan I ¡

lim

P
2000  = 0 d¬r. Ayr¬ca (5.5) den, I ¡ lim

P
20  6= 0 d¬r. I uygun

ideal oldu¼gundan lim

P
20  6= 0 ve böylece  n¬n negatif olmayan matris ol-

mas¬ndan dolay¬ sonsuz çokluktaki  de¼gerleri için
P

2000  ¸   0 yazabiliriz.
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 = sup  dersek

() =
1X

=1

 =
X

2 0
 +

X

200
 +

X

2000


· 
X

200
 + (+ )

X

200
 +

X

2000


= 
X

200
 + (+ )

1X

=1

 ¡ (+ )
X

20
 + ( ¡  ¡ )

X

2000


= 
1X

=1

 + 

Ã 1X

=1

 +
X

20


!
¡ (¡)

X

200


+( ¡ ¡ )
X

2000


· 
1X

=1

 + 

Ã 1X

=1

 ¡ 

!
¡ ( ¡) + ( ¡ ¡ )

X

2000


olur. Bu eşitsizli¼ge I¡ üst limiti uygulay¬p (¡)  0 oldu¼gunu dikkate al¬rsak

I¡ lim sup

() · +  (1¡ )¡  ( ¡)

 + (1¡ )

elde ederiz.   0 say¬s¬ key… oldu¼gundan I¡ lim sup() ·  olur. O halde 

dizisi  say¬s¬na I()¡toplanabilir de¼gildir. Bu bir çeli̧ski olup kabulumuz yanl¬̧st¬r.

Öyleyse  dizisi  say¬s¬na (I)¡yak¬nsakt¬r.

Benzer şekilde a̧sa¼g¬daki teorem de ispatlanbilir.

Teorem 5.13 E¼ger  dizisi alttan s¬n¬rl¬ ve  = (I)¡ lim inf  say¬s¬na ideal

¡toplanabilir ise bu durumda  dizisi  say¬s¬na I¡istatistiksel yak¬nsakt¬r [3].
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