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OZET

Bu ¢aligmada say1 dizilerinin ideal yakinsaklig1 ve konuya iligkin bazi temel 6zellikler

incelenmistir.

Bes boliimden olusan bu ¢alismanin birinci béliimii olan giris boliimiinde istatistiksel
ve ideal yakmsakligin tarihsel gelisimi, ikinci boliimiinde ideal yakinsaklik ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimiinde, reel terimli bir x=(x,) dizisi igin I-liminf x ve I-limsup x

kavramlar1 ve bunlara ait bazi temel 6zellikler ele alinmastir.

Doérdiincii boliimiinde fark dizilerinin I-yakinsakligi, besinci boliimde A! —istatiksel

yakinsaklik ve ideal A —toplamabilme kavramlar1 incelenmistir.

Anahtar kelimeler: istatistiksel yakinsaklik, ideal yakimsaklik, fark dizisi.
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SUMMARY

GENERALIZED IDEAL CONVERGENCE

In this study I-convergence of number sequences and related fundamental properties
are examined.

This thesis consists of five parts.

In the first chapter, the historical development of statistical and ideal convergence is
given. In the second chapter some basic properties of ideal convergence are given.

In the third chapter, for a sequence x=(x,) with real or complex entries, the concepts /-
liminf x and I-limsup x are given and some related basic properties are examined.

In the fourth chapter, I-convergence of difference sequences and in the fifth chapter

the concepts A' -statistical convergence and ideal A- summability are examined.

Key words: statistical convergence, ideal convergence, difference sequence.



SIMGELER LiSTESI

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

N kiimesinin kuvvet kiimesi

tium yakinsak dizi uzaylari

x dizisinin A matrisi altindaki doniigiim dizisi
A kiimesinin asimptotik yogunlugu

A kiimesinin dogal yogunlugu

K kiimesinin A — yogunlugu

Istatistiksel yakisak diziler uzay1

A — istatistiksel yakinsak diziler uzay1

A — istatiksel yakinsak diziler uzayi

AT —yakisak diziler uzay1

AT —limit noktalar1 kiimesi

AZ—yi1gilma noktalart kiimesi

T —yakinsak diziler uzay1

7 ideali ile iiretilen siizgec

Tiim AT — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Tiim Z—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tiim ideal A — toplanabilir dizilerin kiimesi
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1. GIRIS

Toplanabilme teorisinin en genis uygulama ve aragtirma alanlarindan biri, 1951
yilinda birbirinden bagimsiz olarak Fast [15] ve Steinhaus [34] tarafindan tanimlanan
istatistiksel yakinsaklik metodudur. Bu yakinsaklk tipi klasik anlamda yakinsak-
ligin bir genellesmesi olup pozitif tamsay1 kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina
dayanmaktadir. Istatiksel yakinsaklik kavrami giiniimiize kadar bircok matematikei
tarafindan iizerinde cahisilmis ve halen calisilmakta olan bir konudur. Ozellikle
Schoenberg [30], Freedman ve Sember [16], Fridy ([17], [18]), Connor [6], Fridy
ve Orhan [19] gibi bir gok matematikgi istatistiksel yakinsakligin geligimine énemli
katkilarda bulunmuslardir.

7 —yakinsaklik calisilirken istatistiksel yakinsakhgin bir ¢ok 6zelliginden yarar-
lanilmustir. Kostyrko, Macaj ve Salit reel say1 dizileri icin Z—yakinsaklik kavramini
tanimlamiglardir [26]. Z—yakinsaklik, N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin
7T ideali kavramina dayanir. Istatistiksel yakisaklk, Z—yakinsakligin 6zel bir halidir
ve Ozel bir ideal secimi ile elde edilir. Ayrica Z—yakinsakligin Connor tarafindan
tamimlanan p—istatistiksel yakimsaklik ile bir bakima denk oldugu gosterilmistir.
Daha sonra Kostyrko, Salit ve Wilezyfiski bu kavrami herhangi bir metrik
uzayda tanimlayarak bazi 6zelliklerini vermiglerdir [27].

Istatistiksel yakinsakligin tammlanmasi ve baz ézelliklerinin caligilmasmim ardin-
dan 1993’de Fridy istatistiksel limit noktalarmi tanimlamsgtir [18]. Daha sonra Fridy
ve Orhan, istatistiksel iist limit (istatistiksel limit superior) ve istatistiksel alt limit
(istatistiksel limit inferior) kavramlarinin tanimlarim vermiglerdir [19]. Bu tanimlar-
dan yararlanarak Demirci, Z—limit superior ve Z—limit inferior tanimlarini vermis
ve bunlar iizerinde galigmigtir [10].

1981’de Kizmaz, = = (z,,) reel say1 dizisi i¢in Az = (Ax,) = (, — p+1) olmak

tizere co(A), c(A) ve lo(A) dizi uzaylarim tammlayarak, bu uzaylarin
[2lla = lza] + Azl

normuna gore birer BK uzay1 olduklarini ispatlamigtir. Ayrica bu uzaylarin a—,
b— ve y—dualleri ile bu uzaylar arasindaki bazi matris doniigiimlerini elde etmistir

[24].



Et, A?2x = (A%x,) = (Az, — Az,41) fark dizisini kullanarak co(A?), ¢(A?) ve

loo (A?) uzaylarim tammlamig ve bu uzaylarin

[2lla = l1] + || + [[ Az,

normuna gore birer BK uzay1 olduklarini gostermistir. Ayrica bu uzaylarin Kothe-
Toeplitz duallerini ve bu uzaylar arasindaki bazi matris doniigiimlerini elde etmigtir
[12]. Daha sonra Et ve Colak genellestirilmig fark dizi uzaylarim tanimlamiglardir
ve A"z = (A™x,) = (A, — A" a, ) ve AT, = >0t (=1)(T) 2ngy Ol
mak tizere co(A™), c(A™) ve I (A™) uzaylarin baz1 6zelliklerini incelemisgler, ve bu

uzaylarin
m
lzlla =) ol + A",
i=1

normuna gore birer BK uzay1 oldugunu gostermis ve bu uzaylarin Kéthe-Toeplitz
dualleri ile bu uzaylar arasindaki bazi matris doniigiimlerini elde etmislerdir ([7],[13]).
Basarir, fark dizilerinin istatistiksel yakimsakligim tamimladiktan sonra [1], Et ve Nu-
ray, daha once ¢y, ¢ ve [, i¢in yapilmig olan bu caligmalar: herhangi bir X dizi uzay:
icin genellestirerek, A™(X) = {z = (z,,) : (A™x,) € X} uzayim tanimlamig ve bu
uzaylarin baz topolojik 6zelliklerini incelemiglerdir. Daha sonra A™—istatistiksel
yakinsaklik tanimi verilmigtir [14]. Giimiis fark dizilerini kullanarak AZ—yakmsaklik
kavramini tanimlamig ve AZ —yakinsaklik konusu ile ilgili caligmalar yapmugtir [20].

(olak bir adim daha ileri giderek, o = 1 icin istatistiksel yakinsakligi veren ve
bu nedenle bir genellegtirme olan «. dereceden istatistiksel yakinsaklik konusunu
incelemigtir [8].

Kisa bir siire énce Savag vd. [33] ve Savas vd. [32] istatistiksel yakinsak-
Ik M-istatistiksel yakimsaklk ve A—istatistiksel yakinsaklik kavramlarini idealler
araciligi ile genellestirip, Z—istatistiksel yakinsaklik, 7 — A-istatistiksel yakinsaklik
ve AT—istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilan istatistiksel yakmsaklikla ilgili
yeni yakinsaklik tiplerini elde ettiler.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 X ve Y, w nin iki alt kiimesi ve A = (anx), n,k = 1,2, ..., reel veya
kompleks terimli bir sonsuz matris olmak iizere, bir x = (x) € X dizisi verildiginde

her n € N={1,2,3,...} i¢in

Yo = (A2)p = an
k=1

serisi yakinsak ise Ax = ((Az),) doniistim dizisi (2 in A—doniigiim dizisi) mevcuttur
denir.

Eger her x € X igin Az = ((Az),) doniisiim dizisi mevcut ve Az € Y ise A
matrisi X den Y ye bir doniigiim tamimlar denir ve A € (X,Y) ile gosterilir.

Eger bir x dizisi i¢in Az doniisiim dizisi mevcut ve bir L degerine yakinsak ise x
dizisi L degerine A —toplanabilirdir (veya A — limitlenebilirdir) denir ve bu durum
A —limz = L ile gosterilir.

Ozel olarak, X = Y = c olmak iizere A € (c,c) ise A ya konservatif matris
saglanirsa A regiiler matris adini alir. Bu durum kisaca A € (¢, ¢;p) ile gosterilir

22].

Teorem 2.2 (Silverman-Toeplitz) Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi
icin gerek ve yeter kogul

(B1) |4l = sup,, 3 lank| < 00,

(R2) Her sabit k igirkl lim,, a,; = 0,

(Rs) lim, ;ank =1

kosullarimi saglamasidir [22].

Ornek 2.3 Bir = (z;,) dizisini, onun aritmetik ortalamas: olan

_.’L‘l—i-.’ll'z—i-...—i—l'k
N k

dizisine doniigtiiren opreatdre Cesaro operatorii denir ve (C, 1) veya C} ile gosterilir.

Ok

Acikca bu operatore karsilik gelen matris

;o 1<k <nise,
Cnk =

S 3=

; k > n ise



seklinde tanimh olup, C; = (¢,,) matrisi regiiler bir matristir [3].

Tanim 2.4 A C N, bir kiime, x, fonksiyonu A kiimesinin karekteristik fonk-

n
siyonu ve S,, = E % olmak {izere n € N i¢in
k=1

n

1 « 1 %
k=1 k=1

n

olarak tanimlansin.

d(A) = lim infd, (A4), d(A) = lim supd,, (A)

sayilari sirasiyla A kiimesinin alt ve tist asimptotik yogunluklar: olarak adlandirilir.
Eger
d(A) = lim d,(A)

n—oo

limiti mevcutsa bu limite A kiimesinin asimptotik yogunlugu denir.

Benzer sekilde

J(A) = lim inf o, (A), 0(A) = lim supd, (A)

- n—00 n—00

sirasiyla A kiimesinin alt ve st logaritmik yogunlugu olarak adlandirilir. Eger

5(A) = lim 4, (A)

limiti mevcutsa bu limite A kiimesinin logaritmik yogunlugu denir.
Keyfi bir A C N kiimesi i¢in

d(A) < 3(A) < 4(A) < d(A)

saglanir.  Eger d(A) mevcut ise 6(A) da mevcut ve §(A) = d(A) dir. Ayrica
d(A),5(A),5(A),d(A) saylan [0, 1] arahgindadir ([4], [21]).

Tanim 2.5 = = (z;,) kompleks terimli bir dizi olmak tizere, her ¢ > 0 i¢in

1
lim — [{k <n,|zy — L| >} =0

n—oo M,

olacak gekilde bir L sayisi varsa x = (zy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktur

denir ve S — lim 2z, = L bigiminde gosterilir [17].



Tamim 2.6 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris olmak {izrere, bir

K C N kiimesi icin

da(K) = limz App, = limZankXK(k) = lim (AXK)n
" keK "= "

mevcut ise K kiimesi A — yogunluga sahiptir denir, § 4(K') sayisina da K kiimesinin

A — yogunlugu ad1 verilir.[16]

Tanim 2.7 A = (a,;) negatif olmayan bir regiiler matris olsun. Eger her € > 0

icin {k : |z — L| > e} kiimesinin A—yogunlugu sifir yani,
da({k :|zx — L >€})=0

ise bu durumda = = (x}) dizisi L sayisia A — istatistiksel yakinsaktur denir ve

Sa — limx = L seklinde gosterilir [6].

Tanim 2.8 N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bogtan farkh bir 7
ailesi i¢in

(i) 0 € Z,

(1) Her A,B€Z igcin AUB €T,

(17i) Her A€ Z ve her B C Aigin BeZ

sartlar: saglaniyorsa 7 ailesine N’de bir ideal denir [27].

Caligma boyunca aksi belirtilmedikce Z ideali ile N dogal sayilar kiimesinin bir
ideali kastedilecek ve 2V, dogal sayilar kiimesinin biitiin alt kiimelerinin simifini, yani

kuvvet kiimesini gosterecektir.

Tanim 2.9 N pozitif tamsayilar kiimesinin bir Z ideali icin Z # 2~ oluyorsa Z’ya

gergek ideal denir [27].

Tanim 2.10 7 ideali N de bir gercek ideal olsun. Eger 7, N'nin her sonlu alt

kiimesini kapsiyorsa Z’ya uygun ideal denir [27].

Tanim 2.11 N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bogtan farkl bir F
ailesi i¢in

(i) O ¢F,



(i1) Her A,B € Fise ANB € F,
(i7i) Her Ac Fve AC Bise Be F

sartlarin saghyorsa F ailesine N'de bir sizge¢ denir [25].
Tamm 2.12 Z C 2" bir gercek ideal olmak iizere
FIZ)={MCN:M=N\AAcT}
kiimesi N de bir siizgegtir [27].

Tanim 2.13 z = (x,,) bir reel say1 dizisi ve Z bir uygun ideal olmak iizere, her
e >0 i¢in
Ale)={neN: |z, —L| > ¢}

kiimesi Z idealinin elemani oluyorsa x = (x,,) dizisi L € R sayisina Z — yakinsaktur

denir ve Z — limz = L ile gosterilir [27].
Ornek 2.14 d, A kiimesinin asimptotik yogunlugu olmak {izere
Z,={ACN:d(A) =0}
olarak tamimlanirsa Z,;, N’ de bir uygun idealdir [27].

Ornek 2.15 N'nin tiim sonlu alt kiimelerinden elde edilen 1y simifi N'de bir

uygun idealdir [27].

Ornek 2.16 N = U D; ve k # ligin DN D; = ) olacak sekilde, sonsuz elemanh
j=1
D; (j =1,2,...) kiimelerini secelim. Mesela j = 1,2, ... icin

D;={27"(2s—1):s € N}

ve

7 ={A CN: Sonlu sayida D; igin AN Dj # 0}

tanimlanirsa bu durumda Z C 2% bir uygun ideal olur [20].

Teorem 2.17 Uygun bir Z ideali icin asagidakiler saglanir.

(1) Eger lim,, ooz, =€ ise Z — lim,, oo x, =&



(17) Eger T —limy, oo ©p, = &, Z —limy, 00 Y, = ise Z — limy, oo (n + yn) = E+1
(13) Eger Z — lim,, ooz, = &, Z — lim, ooy, = 1 ise T — lim,, (T, ¥n) = &N
[28].

Ispat: (i) Bu durum Z; C 7 dan asikardr.

(i1) e > 0 olmak tizere sonug {n : |(zn + yn) — (E+1)| =} C {n: |z, — & > £}V
{n: |y, —n| > £} kapsamasmdan elde edilir.

(1ii) B={n: |z, — & <1} € F(Z) alahm. Acikc¢a |2,y — &n| < |xn| |yn — 1| +
In||zn —&| dir. Her n € B icin |x,| < |z, — &+ €| < |£] + 1 alabiliriz ve buradan
K =&+ |n| + 1 alinirsa

|2y — &0 < (1€l + 1) [y — nl + [0l |2 — 0l < K (Jyn —nl + |2 —nl)  (2.1)
yazilabilir. € > 0 igin § > 0 sayisim 6yle segelim ki

€
2 — .
0< 5<K (2.2)

sart1 saglansin.
My ={n: |z, =& < 0} ve My = {n : |y, —n| < 0} kiimeleri i¢in My, My €
F (Z) dir. Agtkca BN My N My € F(Z) dir ve herbir n € BN M; N M, igin (2.1) ve
(2.2) den
|Tnyn — &l <€
elde edilir. Buradan {n : |z,y, —&n| > €} € Z elde edilir ki bu da (4i7) iin ispatim

verir.

Tanim 2.18 7 bir uygun ideal olsun. Eger limy_, o z,,, = £ olacak sekilde bir
M = {my < my < ..} € F(Z) kiimesi mevcut ise * = (z,) dizisi {'ye Z* —
yakinsaktyr denir. Bu durumu ifade etmek icin kisaca 7* — lim z,, = £ yazlr.

7 —yakinsaklik ve 7*— yakinsaklik arasinda
I —limz, =¢(=7—limx, =¢
seklinde bir iligki vardir ve bunun tersi genellikle dogru degildir [27].

Tanim 2.19 7, N de bir ideal olsun. Bir f : R — R fonksiyonu verildiginde,
7T —lim x,, = x, sarti saglayan herbir reel (x,,)% ; dizisi igin Z — lim f(x,,) = f(xo)

oluyorsa f fonksiyonu zy noktasinda Z—stireklidir denir ([2], [31]).

7



Onerme 2.20 Eger f : R — R fonksiyonu z noktasinda ve ¢ : R — R
fonksiyonu f(z) noktasinda Z—siirekli ise gof bileske fonksiyonu zy noktasinda

T —stireklidir ([2], [31]).

Onerme 2.21 f : R — Rve g : R — R fonksiyonlar1 bir z noktasinda Z —siirekli
ise f + g ve f.g fonksiyonlar1 da zy noktasinda Z—siireklidir [2].



3. ALT VE UST Z—LIMIT NOKTALARI: 7 — liminf z ve Z — limsup =

kavramlari ve bunlara ait baz1 temel 6zellikler ele alinmigtir. Reel terimli bir dizi i¢in
istatistiksel limit noktalar1 ve istatistiksel yigilma noktalar1 Fridy tarafindan [18],
daha sonra extremal istatistiksel limit noktalar: (istatistiksel liminf z, istatistiksel
limsup x) Fridy ve Orhan tarafindan [19] ve Z — limsupz ve Z — liminf « kavram-
lar1 da Demirci tarafindan verilmigtir [10]. Z—limit noktasi ve Z—yigilma noktasi
kavramlar1 Kostyriko vd. tarafindan metrik uzaylardaki karsiliklarina genisletilmistir
[26]. Bu boliim boyunca aksi belirtilmedikge 7 ideali N dogal sayilar kiimesinin bir

uygun ideali olarak alinacaktir.
Tanim 3.1 = = (x,,) bir reel say1 dizisi ve A € R olsun. Eger

lim z,,, = A

n—0o0

olacak gekilde bir M = {m; < my < ...} ¢ Z kiimesi varsa \ sayist x dizisinin

T — limit noktasidur denir [9].
Tanim 3.2 = = (x,,) reel terimli dizisi verilmis olsun. Eger her € > 0 i¢gin
{n:|le,— Ll <e}¢T
oluyorsa bu durumda L sayisina z dizisinin Z — y1gilma noktas: denir [10].

Tanim 3.3 7 dogal sayilar kiimesinde bir uygun ideal ve z = (z,,) reel terimli

bir dizi olsun. = = (z,,) dizisi i¢in Z — limsup x ve Z — liminf z;
B,={beR:{n:xz,>b} ¢TI}

ve

A, ={aeR:{n:z, <a} ¢71}

olmak {izere
: sup B, B, #0 ise,
7 —limsupx =
—00, B, =10 ise,

ve
inf A,, A, #0 ise,

Z — liminf x =
+oo , A, =10 Iise,



seklinde tammlanir [10].

Teorem 3.4

(a) Eger f =T — limsup « sonlu ise bu durumda her pozitif € sayisi igin
{n:x,>p—¢c}¢Z ve {n:x,>p+c}tel (3.1)

saglanir.

(b) Eger o = 7 — limsup = sonlu ise bu durumda her pozitif € sayisi igin
{n:z,<a+e}¢Z ve {n:x,<a—c}el (3.2)
saglanir [10].

Ispat. Sadece (a)'mn ispat1 verilecektir. (b)’nin ispat1 benzer sekildedir.

Verilen € > 0 i¢in §+¢ > 8 = sup B, oldugundan, [+ ¢ sayist B, kiimesinin bir
eleman degildir ve {n : x, > f+ ¢} € Z dir. Diger yandan asikar olarak § — e < 3
saglanir ve f —e < b < 3, b € {b: B, ¢ T} olacak sekilde bir ¥ € R mevcuttur.
Bu durumda {n:z, > b} ¢ Z ve {n:z, > 3 —c} ¢ I dir. Bu da istenileni verir,
yani (3.1) saglanir.

Diger yandan herbir ¢ > 0 igin 3, (3.1) i saglasin. Bu durumda eger ¢ > 0 ise
fte¢{beR:{n:x, >0b} ¢TI} veZ—limsupzr < f§+ ¢ yazabiliriz. Bu her
€ > 0 icin saglandigindan

7 —limsupx < f3 (3.3)

yazabiliriz. (3.1) deki ilk sart herbir ¢ > 0 i¢in Z — limsupz > [ — ¢ olmasim
gerektirir ve buradan

Z —limsupx > f3 (3.4)

elde ederiz. (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinden § = Z — lim sup z olur.
Teorem 3.5 Reel sayilarin her « = (z,,) dizisi igin
7 —liminfr <7 —limsupx (3.5)
saglanir [10].

Ispat. Z — limsupz = +oo olmasi durumunda (3.5) asikar olarak saglamr.

lim sup & < 400 oldugunu kabul edelim. Iki durum s6z konusudur:

10



a) Z —limsupx = —o0;
b) —oo <7 — limsup x < +00.

7 — limsup x = —oo olmasi durumunda herbir a € R icin
{n:z,>at el (3.6)

saglanir. (3.6) dan her ¢ € R icgin {n : x, < a} € F(Z) ve acikca her a € R igin
g ( G qikg G

{n:xz, <a} ¢TI oldugu goriiliir. Buradan
IZ—liminfx =inf{a:{n:xz, <a} €¢I} =00

olur ve (3.5) ispatlanmig olur.
—00 < 7 — limsupx < +4oo olmasi durumunda [ = Z — limsupz =
sup{a:{n:z, >a} ¢7Z} alahm. a > f ise, bu taktirde {n : z, > a} € T ve

{n:z, <a} ¢7Tolup
Z —liminfr =inf{a:{n:z,<a} ¢} <p
elde edilir. Boylece (3.5) saglanmug olur.

Tanim 3.6 Reel sayilarin bir x = (x,,) dizisi i¢in eger {n : |z,| > B} € T olacak

sekilde bir B sayisi varsa x = (x,,) dizisine Z — svnrlider denir.
Z-yakinsak bir dizi Z-simirhdir, ancak bunun tersi dogru degildir [10].

Lemma 3.7 7; ve 15, 7, C 7, olacak sekilde iki uygun ideal olsun. Bu durumda

eger I; — limz,, = L ise aym zamanda Z, — lim z,, = L dir [27].

Sonug 3.8 7; ve Iy, I; C I, olacak sekilde iki uygun ideal olsun. Bu takdirde

eger x = (z,,) dizisi Z; —simurh ise aymi zamanda Zy—smirhdir [27].
Teorem 3.9 Bir x = (x,,) dizisinin Z—yakinsak olmas: i¢in gerek ve yeter sart
Z —liminfx =7 — limsupx
olmasidir. Bu esitligin saglanmasi durumunda
Z—limx =7 —liminfx =7 — limsupx
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dir [10].

Reel sayilarin sinirh bir « = (z,,) dizisi icin ¢ekirdek (core) kavrami Knoop [23]
tarfindan [liminf z, limsup x| = core{x} olarak ve istatistiksel siirh bir dizi i¢in

Fridy ve Orhan tarafindan
S — core{z} =[S — liminf x, S — lim sup z]

seklinde verilmistir [19]. Benzer sekilde Z—sinirh bir © = (x,,) dizisi i¢in Z — core{x}

kavrami Demirci tarafindan
T — core{z} = [Z — liminfx,7Z — lim sup x|
seklinde verilmistir [10].

Teorem 3.10 Reel sayilarin bir x = (z,,) dizisi verildiginde, dogal sayilarin

herhangi bir Z ideali icin
liminfz <7 — liminfx <Z — limsupx < limsup x
esitsizligi saglanr [10].
Sonug 3.11 Reel sayilarin bir = = (z,,) dizisi igin
T — core{z} C core{x}

saglanir [10].
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4. FARK DIiZIiLERININ 7- YAKINSAKLIGI

Tanim 4.1 Bir 2 = (z,,) reel say1 dizisinin Az ve A"z fark dizileri,;m € N sabit

ve

olmak {izere
Azr = (Az,) = (T, — Tpi1)
A"y = (A™z,) = (A" 2, — A" )

olarak tanimlanmr ([24], [13], [7]).

Tanim 4.2 X dizi uzay1 bir Banach uzay1 olmak iizere, eger P, : X — C, Py(z) =
xx koordinat fonksiyoneli herbir £ = 1,2, ... i¢in siirekli ise bu durumda X uzayina

BK uzay: denir [29].

Teorem 4.3 ¢ yakimsak diziler uzayim gostermek tizere, A — yakinsak diziler
uzayr

c(A)={x = (zp): Az € ¢}
olarak tamimlanir. Bu uzay
2]l o = || + [[Az]
normuna gore bir BK uzayidir [24].

Tanim 4.4 Reel sayilarin bir = (x,,) dizisi verilmis olsun. Z, N dogal sayilar

kiimesi iizerinde bir uygun ideal, L € R ve Ax = (x,, — z,,41) olmak {izere
AA.={neN:|Ax, — L| > ¢}

kiimesi her £ > 0 icin Z idealine ait oluyorsa x dizisi L sayisina AZ — yakwnsaktur
denir ve bu durumu gostermek i¢in AZ —lim x,, = L yazilir. Bu durumda L sayisina

x dizisinin AZ limiti ad1 verilir [20].

Ornek 4.5 7, = {0} ideali N dogal sayilar kiimesi tizerinde tanimlanan minimal
ideal olmak iizere, © = (z,) dizisinin AZy—yakmsak olmasi icin gerek ve yeter sart

Az dizisinin N dogal sayilar kiimesinde sabit olmasidir [20].
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Ornek 4.6 ) # M C N ve M # N olsun. Zj; = 2 ideali N de bir gercek
idealdir. z dizisinin AZ,,—yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ax dizisinin

N\ M de sabit olmasidir [20].

Onerme 4.7 Z,N dogal sayilar kiimesinde bir uygun ideal ve z = (z,,) bir reel
say1 dizisi olsun. Bu durumda ¢(A) C ¢z(A) dir [20].

Bu kapsama bazi idealler icin kesindir. Buna iligkin bir 6rnek asagida verilmistir.
Ornek 4.8 © = (v, dizisi

1, n=k
Ty = k=1,2,3,..
0, n#k

olarak tanimlansin. Bu durumda

n=k2-1 k=1,223,..

0 , aksi durumda

olup, z € cz,(A) fakat x ¢ c(A) dur [20].

Onerme 4.9

(7) Her sabit x = (a,a, ...) dizisi sifira AZ—yakinsaktur.

(1) AZ—yakinsak herhangi bir dizinin AZ—limiti tektir.

(13i) Eger x dizisinin her bir alt dizisi L sayisina AZ—yakinsa-

yan bir alt diziye sahipse bu durumda x dizisi L ye AZ—yakinsaktir [20].

ispat

(1) Sabit (a,a,...) dizisi icin Az = (0,0,...) olacagindan, Onerme 4.7 gozoniine
almirsa ispat elde edilir.

(17) Kabul edelim ki x dizisinin L, ve Lo gibi iki tane AZ—limiti var ve ayrica

Ly # Ly olsun. F (Z),Z tarafindan iiretilen siizgeg olmak iizere,
AAy ={neN:|Ax, — L| <e} € F(T)

ve

AAy={neN:|Ax, — Ly| <e} € F(T)
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yazilabilir. Bu durumda AA;NA A, € F (Z) ve dolayisiyla AA;NA Ay # () olmalidir.
O<e< Lzm olarak secilirse AA; N AA, = () olacaktir. Bu durum kabuliimiiz ile

celisir. Dolayisiyla L; = Lo dir.

(43) Kabul edelim ki (7i¢) saglanmasin, yani « in tiim alt dizileri L'ye AZ—yakinsa-

yan birer alt diziye sahip oldugu halde z, L'ye AZ—yakinsak olmasin. Bu durumda
AA, ={neN:|Ax, —L| >c} ¢T

olacak sekilde bir ¢y vardir. Z bir uygun ideal oldugundan, N nin tiim sonlu alt
kiimelerini kapsar. Dolayisiyla AA., = {ny,ny, ...} kiimesi sonsuzdur. k£ € N olmak
tizere x,, = Y secelim. y = (yi), « dizisinin L sayisina AZ—yakinsak olmayan bir

alt dizisidir. O halde kabul yanhstir.

Teorem 4.10 Z bir uygun ideal, x = (z,) ve y = (y,) birer reel say1 dizisi
olsunlar. Bu taktirde

(i) Eger AZ —limx, = L1, AZ —limy, = Ly ise AZ — lim(x, +y,) = L1 + Lo
dir.

(17) a € R sabit ve AT — limx,, = L; ise AZ — lim(ax,) = a4 dir.

(131) Az dizisi sinirh bir dizi olmak iizere eger AZ —lim x,, = L1, AZ—limy, = Lo
ise 7 — lim((Az,)(Ay,)) = Ly Ly dir [20].

ispat

(i) AT —limx, = Ly, AZ — limy,, = Ly olsun. Bu durumda

AA, = {neN:|Az, — L] <g}ef(z)

ve

Ady = {n € N:|Az, — L] <g}e}"(I)

yazilabilir. AA;,AA, € F (Z) ve F (Z) bir siizgeg oldugundan AA; N AA, # () dir.
Her n € AA; N AA; icin,

|A(@y +yn) — (Le+ L2)| = [(Azn, — L) + (Ay, — La)]
< Az, — Li| + |Ay, — Lo|

€Le_

297 F
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olur. Boylece AZ — lim(x,, + y,,) = L1 + Lo elde edilir.

(1) @ € R sabit bir say1 ve AZ — limz,, = L; olsun. Bu durumda AA; =
{neN:|Az, — Li| <5} € F(I) olacagindan her n € AA; igin

A(ax,) —aly] = |a(Azx, — L)|

< lal|Azy — L]

/

5
< |04|§:5

yani {n € N: |A(azx,) — al;| < €'} € F(I) elde edilir. Buda AZ—lim(ax,) = al,

oldugunu verir.
(131) AT — limx, = Ly ve AZ — limy, = Ly olsun. Yn € AA; N AA; igin,

IN

| Az (Ayn — La)| + [Lao(Azy, — Ly)]

g g

yazilabilir. Az dizisi simrh oldugundan her n € N igin |Az,| < M < oo olacak

sekilde M > 0 sayis1 vardir. Bu durumda

g g
(A2,)(Ag) — LnLol < M + L) 5

olacagindan ispat tamamlanmig olur.

Uyar1 4.11 (A(z,y,)) # (Az,)(Ay,) olmas: nedeniyle, AZ — limz,, = L; ve
AT —limy, = Lo oldugunda AZ — lim(x,y,) = L1 L2 olmak zorunda degildir [20].

Ornek 4.12 n € N olmak iizere (z,) = (n) ve (y,) = (2n) olsun. Bu durumda
AT —limzx, = —1, AT —limy, = —2 fakat AT — lim(z,y,) # 2 dir [20].

Tamim 4.13 Z C 2% bir uygun ideal, = bir reel say1 dizisi ve L € R olsun.
Eger lim,, ...(Az),,, = L olacak sekilde bir M = {m; < my < ...} € F(Z) kiimesi
mevcut ise x dizisi L sayisina AT* — yakinsaktir denir ve AZ* — limx = L yazilir

[20].
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Onerme 4.14 7 C 2" bir uygun ideal olsun. Bu durumda cz-(A) C cz(A) dir
[20].

Ispat. Kabul edelim ki AZ* —limz, = L olsun. Tamimdan dolay1

lim (Az),,, =L (4.1)

n—0o0

olacak gekilde bir M = {m; < my < ...} € F(Z) kiimesi vardir. Siizge¢ tanim
geregince M = N\ H olacak sekilde bir H € 7 kiimesi bulunabilir.(4.1) den Ve > 0

icin m,, > ng oldugunda |Ax,,, — L| < ¢ olacak sekilde bir ny sayis1 vardir.
AAe ={neN:|Ax,, — L >} CHU{m <mg < ..my,}

ve ifadenin sag tarafi 7 ya ait oldugundan sol taraf da Z ya aittir. Dolayisiyla

AA, € T elde edilir.
Uyar: 4.15 Yukaridaki énermenin tersi genellikle dogru degildir [20].

Tanim 4.16 Z, N de bir gercek ideal, x = (z,,) bir reel say1 dizisi ve A € R
olsun. Eger lim, . (Az),,, = A ve M = {m; < my < ..} ¢ T olacak sekilde bir
M C N kiimesi varsa \ sayisina x dizisinin AZ — limit noktas: denir. x dizisinin

tiim AZ—limit noktalarinin kiimesi AZ(A,) ile gosterilecektir [20].

Ornek 4.17 7 = 7, ve

1, n kare ise,
Az, =
0, n kare degil ise,

olsun. Bu durumda AZ,(A;) = {0} dir [20].
Tanim 4.18 Z, N de bir gergek ideal, x = (x,,) bir reel say1 dizisi ve v € R olsun.

Her € > 0 i¢in
{neN:|Azx, —v|<e} ¢T

oluyorsa 7 sayisina x dizisnin AZ —yugilma noktas: denir. x dizisinin tiim AZ —y1g1l-

ma noktalarimin kiimesi AZ(T',) ile gosterilecektir [20].

Onerme 4.19 7 bir uygun ideal olsun. Herhangi bir  reel dizisi icin AZ(A,) C
AZ(T,) dir [20].
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Ispat. A € AZ(A,) olsun. Bu durumda

lim (Ax),, =X ve M={m3 <mg<..} ¢7

n—oo

olacak gekilde bir M C N kiimesi vardir. Yakinsaklik tanimi geregince her £ > 0

icin n > ng oldugunda |(Az),,, — A| < € saglanacak gekilde bir ny € N sayis1 vardir.
{neN:|Azx, = A <e} DM\ {m; <my < ..my,}
olacagindan ve ifadenin sag tarafi ideale ait olmadigindan
{neN:|Ax, — A <e} ¢TI
elde edilir ki bu da A € AZ(I';) olmasi demektir.
Tamm 4.20 Z C 2" bir uygun ideal ve x bir reel say1 dizisi olsun.
Brn,={beR:{neN:Azx, >0} ¢T}

ve
Appg={aeR:{neN: Az, <a} ¢ 7T}

sekilde tanimlanir:

sup Baz, Ba: #0 ise,

AT — limsupz =
—00 , Ba, =10 Iise,
ve
inf Ap,, Aar # 0 ise,
AT — liminfx = . 2a 7
+oo , Aa, =0 ise.
dir [20].

Teorem 4.21 Eger AZ — limsup x = 3 sonlu ise her £ > 0 i¢in
{neN:Azx,>p—¢c}¢7 ve {neN: Az, >p+e} el (4.2)

saglanir. Bunun tersi de dogrudur, yani her ¢ > 0 igin (4.2) saglamirsa AZ —

limsup x = § dir [20].
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Ispat. AZ — limsup z = 3 sonlu olsun. Bu durumda £ sayis
{neN: Az, >b} ¢7

sartin1 saglayan en biiyilk b € R elemamdir. [ 4+ ¢ > [ oldugundan
{neN: Az, > [ +¢c} ¢ T sart1 saglanmaz. Yani {n € N: Az, > f+e} € T
olmak zorundadir.

Diger yandan § — ¢ < 8 oldugundan {n € N: Az, > b'} ¢ 7 olacak sekilde bir
b € (B — ¢, ) eleman bulunabilir.

{neN:Ax,>p—¢c} D{neN: Az, >}
oldugundan {n € N: Az, > — ¢} ¢ Z olur.
Teorem 4.22 FEger A7 — liminf x = « sonlu ise her € > 0 i¢in
{neN: Az, <a+e}¢7 ve (neN: Az, <a—c} el (4.3)

saglanir. Bunun tersi de dogrudur, yani her ¢ > 0 igin (4.3) saglamrsa AZ —

liminfz = a dir [20].

Uyar1.4.23 Yukaridaki son iki teorem geregince AZ —lim sup x ve AZ —liminf z
noktalarinin, = (z,,) dizisinin AZ—y1gilma noktalarinin sirasiyla en biiyiigii ve en

kiigiigii oldugu soylenebilir [20].
Teorem 4.24 Herhangi bir x dizisi icin
AZ — liminf z < AZ — limsup z
dir [20].
Tanim 4.25 Bir « = (z,,) reel say1 dizisi i¢in
{n:|Azx,|>B} el
olacak sekilde bir B > 0 sayist varsa, x dizisine AZ — snarluder denir [20].

Teorem 4.26 AZ—sinirh bir © = (z,,) reel terimli say1 dizisinin AZ—yakinsak

olmast icin gerek ve yeter sart
AZ — liminf z = AZ — limsup x
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olmasidr [20].
Uyar1 4.27 Reel terimli bir x = (z,,) say1 dizisi ve N'nin bir Z ideali i¢in
A —liminfz < AZ — liminfx < AZ —limsupx < A —limsupx

oldugu kolayca goriilebilir [20].
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5. AZ_ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIK VE
iDEAL A-TOPLANABILME

Bu boliimde ilk olarak Savag vd. [32] tarafindan tanimlanan A% —istatistiksel
yakinsaklik kavrami yardim ile A% —istatistiksel tist ve alt limit kavramlar: tanim-
lanip bazi 6zelliklerinden bahsedilecektir.

Ikinci olarak, ideal A—toplanabilme kavrami tamimlanip, bu kavramin A% —istat-
istiksel yakinsaklikla iligkisi arastirilacaktir.

Bu bolumiin tamaminda bir Z idealinden stz edildiginde N nin alt kiimelerinin
bir uygun ideali, ve ayrica A = (a,;) matrisinden bahsedildiginde ise bunun bir

negatif olmayan regiiler matris oldugu varsayilacaktir.

Tanim 5.1 Z C 2V bir uygun ideal, A = (a,;) negatif olmayan bir regiiler
matris, © = (xj) kompleks veya reel terimli bir dizi ve K (¢) = {k € N: |x, — L| > ¢}

olsun. Eger her € > 0 ve her § > 0 say1s1 icin

neN: Z g, > 0 p €T
kEK (c)
ise 0 zaman x dizisi L sayisina A% —istatistiksel yakinsaktir (veya Sa(Z)—yakmsa—
ktir) denir ve bu durum S4(Z) — limz = L yazlarak ifade edilir [32].
Tamm 5.1 de Z = Z; alirsak A”—istatistiksel yakinsaklik A—istatistiksel yakin-
saklikla cakigir.

Bir reel x = (xy) dizisi igin F, ve E, kiimeleri

Fx—{fER:her(5>Oigin {nEN: Z ank25}¢1},

kxp>f

ve

Ex—{eER:her(5>Oigin {nEN: Z ank25}¢1}

kxp<e

seklinde tanimlansin.

Tanim 5.2 z dizisinin AT — istatistiksel st limiti

supF, F,#0 ise,
Sa(Z)—limsupx = P 7
-0 , F,=10 Iise.
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seklinde tanimlanir.

Benzer sekilde x dizisinin A? — istatistiksel alt limiti

inf £, E,#0 ise,
Sa(Z)—limsupx =
+oo , E, =10 Iise.

seklinde tammlanir [3].

Burada hemen belirtelim ki Tamim 5.2 de Z = Z alirsak o zaman S4(Z)— lim sup =
ve S4o(Z)—liminf x kavramlar1 Demirci [9] tarafindan tanimlanan S, — limsup x ve
S —liminf 2 kavramlar ile cakigir. 7 = Z¢ ve A = (' seciminde ise Fridy ve Orhan
[19] tarafindan tamitilan S — liminf x ve S — lim sup « kavramlarina ulagiriz.

Fridy ve Orhan [19] tarafindan verilen ve Demirci [10] tarafindan idealler i¢in

geligtirilen teoremlerin benzerlerini verelim.

Teorem 5.3 (i) f = Sa(Z)— limsup z sonlu ise her £ > 0 ve her § > 0 i¢in
{nEN: Z ank25}§éfve {nEN: Z ankzé}ef (5.1)
k:xp>p—e k:xp>p+e
dir. Kargit olarak her ¢ > 0 ve her § > 01igin (5.1) gergeklenirse f = S4(Z)— limsup x
dir.
(17) o = SA(Z)—liminf x sonlu ise her € > 0 ve her § > 0 i¢in
{nEN: Z ank25}§éfve {nEN: Z ankzé}ef (5.2)
kxp<ate kxp<a—e

dir. Karsit olarak her e > 0 ve her 6 > 0 igin (5.2) gergeklenirse « = S4(Z)— liminf z
dir [3].

Ispat. (i) 3 = Sa(Z)— limsup z sonlu olsun. Bu durumda F, # @) ve sup F,, = 3
dir. O halde supremum tamimindan her f € F, i¢in f < [ dir ve her € > 0 i¢in
f > 8 — e olacak sekilde bir f € F, vardir.

{k:iag>fC{k: x> f—¢}

oldugundan her ¢ > 0 i¢in

{neN: Zankzé}c{neN: > ankz(s}

kxp>f k:xp>0—¢
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dir. f € F, oldugundan yukaridaki igermenin sol yan1 F(Z)’ya aittir, dolayisiyla sag
yam da F(Z) ya ait olur. Boylece her 6 > 0 igin {n ENIY s Onk = (3} ¢z
elde edilir. Simdi ise her § > 0 igin {n eN: Zkzxk%% Qpge > (3} € 7 oldugunu
gosterelim. {n eN: Zmpﬁ pe Ot >0 } ¢ 7 oldugunu farz edelim. Bu durumda
B+¢e € F, dir. Buise 3 sayisinin F), kiimesinin en kiigiik {ist sinir1 olmasiyla geligir.
O halde {n € N: 3y, .. an = 0} €T di.
Tersine her ¢ > 0 ve her § > 0igin (5.1) gergeklenirse o zaman = S4(Z)— limsup =

oldugu agiktir.

Benzer gekilde (i) de ispatlanir.
Teorem 5.4 Herhangi bir z reel say1 dizisi igin
Sa(T)—liminfx < S4(Z)—limsup x (5.3)
dir [3].

Ispat. Ilk olarak S4(Z)—limsupz = —oo durumunu ele alalim. Bu durumda
F, = () olacagindan her f € R ve her 6 > 0 i¢in {n EN:Y hnsys Gk > (5} €1
yani {n ENIY i <f Ok = (3} ¢ T olur. Boylece her e € R ve her § > 0 igin
{n eN: ka <o Qnk = (5} ¢ T dir, dolayisiyla A% —istatistiksel alt limit tanimin-
dan S4(Z)—liminf x = —oo olur. S4(Z)—limsupz = 400 oldugunu ispatlamaya
gerek yoktur. Son olarak 3 = S4(Z)— limsup z sonlu ve a = S4(Z)— lim inf z olsun.
Verilen bir ¢ > 0 i¢in § + ¢ € E, oldugunu gosterelim; boylece o < 8 + ¢ olacak-
tir. 8 = S4(Z)—limsupz sonlu oldugundan Teorem 5.3. (i) den her § > 0 i¢in
{n e N: Zk:xk>5+§ nle > (5} € 7 ve buradan da {n e N: Zk:xkgﬁﬁ nge > (5} ¢7
dir.

{k:xk§ﬁ+g} CHk:ap, <[ +e¢}

ve {n eN: Zk:xkéﬁ% I (3} ¢ T oldugundan {n ENIY i <pre Onk = (5} ¢7
olmalidir. Boylece 4+ ¢ € E, olur. a = inf E, oldugundan o < 8 + ¢ ve ¢ keyfi
oldugundan o < f3 elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tanim 5.2 den 5.3 den ve Sy — liminfx, Sy — liminf x tanimlarindan asagidaki

sonug elde edilir.
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Sonug 5.5 Herhangi bir z reel say1 dizisi i¢in
S —liminfz < Sy(Z)—liminfx < Sy (Z)—limsupx < Sy — limsup x (5.4)
dir [3].

Ispat. Oncelikle S4(Z)—limsupz < Sy — limsupz esitsizligini gosterelim.
L = S, — limsupz diyelim. Eger L = —oo ise bu durumda her f € R icin
da{k : x> f} = 0 veya denk olarak her § > 0 igin F' = {n ENIY sy Ok > (5}
kiimesi sonludur. Z uygun ideal oldugundan F' € 7 dir. Boylece S4(Z)— limsupx =
—o0 olur.

Simdi ise B = {beR:0a{k: x>0} #0} # 0 olmak iizere L = sup B,
oldugunu kabul edelim. Bu durumda her £ > 0 ve her § > 0 igin

Fotte) = {n e N: Z Cple > (5}
kiwy>Lte

kiimesi sonlu oldugundan 7 idealine aittir. O halde
Sa(Z)—limsupz =sup {f: Fyp ¢ Z} < L+e

elde ederiz. ¢ nun keyfi olmasi sebebiyle S4(Z)—limsupx < L sonucuna ulagiriz.
Aym diigiince ile Sy — liminfx < S4(7)— liminf x oldugu elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Tanim 5.6 = = (z;,) herhangi bir dizi olsun. Eger her § > 0 i¢in

neN: Z ang >0 p €T
k:|xg|>B
olacak sekilde bir B sayis1 varsa bu durumda x dizisine A% — istatistiksel sinaridar

denir [3].

Teorem 5.7 AZ—istatistiksel smrh bir z dizisinin A% —istatistiksel yakinsak

olmast icin gerek ve yeter kogul
SA(Z)—liminf x = S4(Z)—limsupz

esitliginin saglanmasidir [3].
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Ispat. a = S4(Z)—liminfx ve 3 = Sa(Z)— limsupz olsun. (5.3) den dolay1 yal-
nizca 3 < « oldugunu gostermemiz gerekir. Ilk olarak S, (Z)—limx = L oldugunu
kabul edelim. Bu durumda K(¢) = {k € N : |z, — L| > £} olmak tizere her ¢ > 0 ve
her § > 0 i¢in {nEN:ZkeK(E)ank > (5} €Zdir. K'(e)={keN:ax,>L+c}ve
K"(e) ={k e N:x, < L — ¢} diyelim. K'(¢) C K(¢) ve A = (a) negatif olmayan
regiiler bir matris oldugundan

Z ank < Z Qnk
keK'(c) keK (e)

ve boylece

neN: Zankzé cC<neN: Z )

keK(e) keK'(e)

yazabiliriz. Buradan da, ideal tanimina gore, icermenin sol tarafindaki kiimenin
7 ya ait olmasi ¢ikar. O halde f nmin tanimindan g < L dir. Diger taraftan
{n eN: Zke K (e) Onk >4 } € 7 oldugundan, a nin tanimindan L < « dir. Boylece
b < « elde ederiz.

Tersine o = 3 oldugunu kabul edelim ve L. = « diyelim. Herhangi e > 0ve d > 0
i¢in (5.1) ve (5.2) den

neN: Z ang >0 p €L ve {neN: Z p >0 p €1

kxp>L+5 kxp<L—%

elde ederiz. Boylece S4(Z)—limx = L olur.

Tanim 5.8 = = (z;,) bir say1 dizisi olmak iizere her § > 0 i¢in

{nEN: Zankxk—L 25}61
k=1

oluyorsa bu durumda z dizisi L sayisina ideal A — toplanabilirdir (veya kisaca

Z(A) — toplanabilirdir) denir. Bu durumda Z(A) — limx = L yazacagiz ve Z(A) ile

tiim ideal A—tolanabilir dizilerin kiimesini gosterecegiz [3].

Uyar: 5.9 (i) Z = Z; igin Z(A)—toplanabilme kavram Edely ve Mursaleen [11]

tarafindan tanimlanan istatistiksel A—toplanabilme kavramina indirgenir.

25



(i1) A = C igin Z(A)—toplanabilme kavramim Z(C})—toplanabilme olarak ad-

landiracagiz [3].

Asagidaki teorem ideal A—toplanabilme ile A7 —istatistiksel yakinsaklik arasin-

daki iligkiyi gostermektedir.

Teorem 5.10 Bir z dizisi siirh ve L sayisina AZ —istatistiksel yakisak ise bu
durumda z, L sayisina ideal A—toplanabilirdir. Fakat bunun tersi dogru degildir

3]-

Ispat. x = (z;) siurh bir dizi olsun ve sup |z, — L| = M diyelim. Bu durumda

Z anpxr — L| = i ank(xk — L) + L (i Ank — 1)
k=1 k=1 k=1

< Y e = L)+ Y (e — L)+ L) am —1
keK(e) k¢K(e) k=1
< M Z api + € Z Ani + | L] Zank—l
keK(c) kg K () k=1
keK (e) k=1

yazabiliriz. Burada B = max(M, |L|) dir. Eger § — ¢ ||A]| > 0 olacak sekilde bir

0 > 0 sayis1 secersek son esitsizlikten

{nEN: iankxk—L

—¢e||A
2(5} C nEN:ZankzLHH

k=1 keK (e) 2B
N 0 — Al
U eN: nk| = ——————

(e B 455

elde ederiz. S4(Z)—yakisaklhk tammina gore K; € Z dir. Ayrica Z bir uygun ideal
ve A regiiler bir matris oldugundan Z—1lim ), a, = 1, yani K, € Z olur. Boylece
ideal tamimindan Z(A) —limz = L elde ederiz. Bu da ispatin ilk kismini tamamlar.

Simdi ise teoremin tersinin gegerli olmadigina dair bir 6rnek verelim: Z, N de

bir uygun ideal olmak iizere Z nin sonsuz bir C' = {p; < py < p3 < ...} alt kiimesini
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secelim. = = (zy) dizisi
1, kcift ise,

0, k tek ise.

T =

seklinde ve A = (a,;) matrisi

1, n=p, (eN), k=2p,+1 ise,

Qnk = ., m#Ep, k=2n+1, k=2n

1
2 )

ise
0, diger durumlarda

bi¢iminde taniml olsun. Bu durumda z dizisinin sinirhilig1 ve A matrisinin regiilerligi

asikardir. Buna gore

n 7é Pi ise7

— NI

0o
Yn = E ApkpL =
k=1

olur. Boylece her § > 0 sayis1 igin

{nEN:
1

yani x dizisi 5 sayisina ideal A—toplanabilirdir. Diger taraftan

n =p; Ise.

1
yn_i'zé}_ceza

K(e)—{k: xk—%zé'}—N

oldugundan
n € N: Z Qn, >0 p =N &7
keK (e)

elde ederiz. O halde x dizisi % sayisina A% —istatistiksel yakinsak degildir.

Uyar:1 5.11 Teorem 5.10 da x dizisinin smnirlibk sarty, Z—smirhilik sart1 ile
degistirilemez. Eger degistirilirse o zaman x dizisinin ideal A—toplanabilir olmasi
gerekmeyebilir. Bunu gostermek i¢in, Z = Z5 alalim ve x = (z}) dizisi ile regiiler bir

A = (an) matrisini siras ile

k, k=n?veya k=n%+1ise

T =
0, diger durumlarda
ve
1 n bir kare ve k = n? + 1 ise
Upg, = T n kare degil ve k = n? veya k =n*+1 ise
0 diger durumlarda.
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seklinde tanimlayalim. Bu durumda z dizisi Zs—sinirhdir, fakat

Yn =

n? + %, n kare degil ise
1, n kare ise

olacagindan z dizisi Zs(A)—toplanabilir degildir [3].

Buck [5] iist limitine C; —toplanabilir bir dizinin ayni degere istatistiksel yakinsak
oldugunu ispatlamigtir. Bu sonucun istatistiksel ve A—istatistiksel benzerleri Fridy
ve Orhan [19] ve Demirci [9] tarafindan verilmigtir. Biz ise burada Teorem 5.10’un

tersi icin agagidaki teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 5.12 Eger x dizisi iistten smirli ve L = S4(Z) — lim sup = sayisina ideal

A—toplanabilir ise bu durumda z dizisi L sayisina AZ—istatistiksel yakinsaktir [3].

Ispat. S4(Z) —limz # L oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 5.7 den
Sa(Z)—liminf x < L olur. Boylece, Teorem 5.3 (i7) ye gore, bir M < L sayisi vardir
oyleki her ¢ > 0 igin

{neN: > ankzé} ¢T (5.5)

kixp<M
dir. K'={k:x, < M} diyelim. L = S4(Z) — limsup x i¢in Teorem 5.3 (i) den her

e >0 ve her 6 > 0 igin

{nEN: Z ankzé}ef (5.6)

kiag> Lte
olur. K" ={k:M <z, <L+¢e} ve K" ={k:x;, > L+ ¢} olsun.(5.6) dan Z —
limy, > e gom @i = 0 dir. Ayrica (5.5) den, Z — limy, ), s @i 7# 0 dir. Z uygun
ideal oldugundan lim,, », . an, 7# 0 ve boylece A nin negatif olmayan matris ol-

masindan dolay1 sonsuz cokluktaki n degerleri i¢in ), . any > d > 0 yazabiliriz.
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B = sup,, x;, dersek

(Az), = Zankﬂfk = Z AnkTr + Z Ank T + Z Ank T

keK’ keK" keK"

< Mzank+ L+€ Zank+Bzank

keK" keK" keK"
= MZank—l— (L+¢) Zank— (L+¢) Zank+ (B—L—¢) Z Ak

kEK" ke k! heR
= Lzank+5<zank+zank> L M Zank

keK' keK"
+(B—L—¢) Z Ak
keK"
< LZank+5<Zank— ) (L-M)d+(B-L—¢) ) an
keK"

olur. Bu esitsizlige Z— tist limiti uygulayip d(L — M) > 0 oldugunu dikkate alirsak

I—limsup(Azx), < L+e(l—d)—d(L—M)

< L+¢(1—-d)

elde ederiz. € > 0 sayist keyfi oldugundan Z— limsup,,(Ax), < L olur. O halde x
dizisi L sayisina Z(A)—toplanabilir degildir. Bu bir geligki olup kabulumuz yanligtir.
Oyleyse z dizisi L sayisma S4(Z)—yakmsaktir.

Benzer sekilde asagidaki teorem de ispatlanbilir.

Teorem 5.13 Eger x dizisi alttan siurh ve L = S4(Z) — lim inf x sayisina ideal

A—toplanabilir ise bu durumda z dizisi L sayisima A% —istatistiksel yakinsaktir [3].
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