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OZET

Kopulalar tesadiifi degigkenler arasindaki bagimlili§it modellemek amaciyla kullanilir.
Kopula fonksiyonlart 1959 yilinda ilk Sklar tarafindan kullamilmistir. Kopulalar ile
bagimlilik yapist modelleme, ozellikle finansal risk degerlendirmesinde ve aktiierya
analizinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu ¢alismanin amaci kopula tahmin yontemleri
hakkinda bilgi vermek ve bir uygulama ile Orneklendirmektir. Genellikle finansta
uygulamalarina rastlanan kopulalar i¢in bu ¢alismada dort bolgenin giinliik en yiiksek ve
en disiik sicaklik Olglimleri arasindaki bagimlilik yapisi kopula tahmin yontemiyle
modellenmeye c¢alisilmistir. Bolgeler arasindaki sicaklik Olglimlerini modellemede en
uygun kopula ailelerinin Gumbel Hougaard, Clayton ve Gaussian (Normal) kopula aileleri

oldugu goriilmiistiir. Calismada ti¢ aile icin gerekli parametre degerleri hesaplanmaistir.

Anahtar Kelimeler: iki Boyutlu Dagilim Fonksiyonlari, Kopula Fonksiyonu,
Bagimlilik yapisi, Kendal Tau, Spearman Rho, Sicaklik Olgiimleri.



SUMMARY

COPULAS AND DEPENDENCE STRUCTURES

Copulas are used modelling dependicies between random variables.Copulas are first
used by Sklar in 1959. Modelling the dependence structure with copulas is widely used the
financial risk assessment and in the actuary analysis. The purpose of this study is to
provide information about copula estimation methods and example with an application. In
this study, the aim is modelling with copula estimation method between the highest and the
lowest tempeature measureament in four region copulas which is encountered in finance. It
seen that the most optimal model for tempeature measure of between regions is Gumbel
Hougaard, Clayton and Gaussian copula families. Parameter values are calculated for these

three families in study.

Key Words: Two-Dimensional Distrubition Functions, Copula Function, Dependence

Structure, Kendall Tau, Spearman Rho, Tempeature Measureaments
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1. GIRIS

Istatistigin 6nemli amaglarindan biri 6rnek verilerinden yararlanarak y1gin parametreleri
hakkinda tahmin yapmaktir. Tahmin yapmada, arastirilan konuya gore ele alinan
degiskenler arasindaki bagimlilik yapisi oncelikli sorunlardan biri olarak karsimiza ¢ikar.
Tesadiifi degiskenler arasindaki bagimlilik yapist hakkinda bilgi veren bagimlilik
Olciilerini belirlemenin ¢esitli yontemleri vardir.

Bu calismada degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini bir¢cok cebirsel ozellikleriyle
belirleyen metotlardan biri olan kopulalar kullanilmistir.

Kopulalar ilk kez 1959 da Sklar tarafindan kullanilmistir. Matematiksel olarak kopula
fonksiyonlart ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlarinin tek degiskenli marjinalleri
arasindaki iliskisidir. Istatistiksel olarak hem parametrik hem de parametrik olmayan
durumlarda bagimlihigin  6lgiilmesi ve parametrelerin  tahminlenmesi i¢in kopula
fonksiyonlar1 kullanilarak birgok metoda alternatif sunar. Ayrica parametrik bir yontem
olan Pearson korelasyon katsayisinin da dez avantajlarini ortadan kaldirir.

Bu ¢alismada oncelikle kopula fonksiyonlarinin teorisine daha sonrada iki uygulamaya
yer verilmistir. Uygulamada ayni konumda bulunan dort bolgenin giinliik sicaklik
Olglimleri arasindaki bagimlilik yapisi uygun kopulalarla modellemeye ve uygun kopula
tahmin yontemlerini tanitmaya c¢alisacagiz. Bu calismada modelleme yonteminde

parametrik olmayan bagimhlik katsayis1 olan Kendal Tau’ dan yararlanilmistir.



2. MATERYAL ve METOT
2.1. 1ki Boyutlu Dagihmlar

Oncelikle bazi notasyonlarin tanitilmasina ihtiyag vardir. R ile (—oo,+00) araligindaki

gercel sayilar kiimesi, R ile de [—oo,+00] arahigindaki genisletilmis gergel sayilar kiimesi

gosterilsin. Bu durumda R2=R xR genigletilmis gercel diizlemdir. R® deki bir
dikdortgen D ile gosterilirse, bu iki kapali araligin ¢arpimi D =[x, X, ]x[y,,y,] dir.

2.
I

Burada (x,Y,),(X,¥,),(X,¥,),(XY,) noktalar1 kosegen noktalaridir. Birim kare
| =[01]" in kartezyen ¢arpimui olan | x|’ dir. Bir 2- boyutlu gergel fonksiyon F, tanim

.2, . . e .
kiimesi R ’ nin altkiimesi olan DomF ve deger kiimesi R’ nin bir alt kiimesi olan RanF

seklindeki fonksiyondur.

Tamm 2.1.1.
S, ve S, R’ nin bos olmayan alt kiimeleri, (X, Y) S, ve S,’ de tammli tesadiifi
degiskenler, £ de tanim kiimesi DomF =S, x S, olan bir fonksiyon olmak iizere
F(X,y)=P(X <XxY<Yy), XyeR (2.1)
fonksiyonuna (X, Y )’ nin iki boyutlu dagilim fonksiyonu denir [14].

Teorem 2.1.1.
Bir F:R, —[0,1] fonksiyonunun (X,Y)’ nin dagilim fonksiyonu olmasi igin gerek ve
yeter kosul asagidaki dort 6zelligi saglamasidir.
1. F degiskenlerine gore monoton artandir.
2. F degiskenlerine gore soldan siireklidir.

3. F(+o0,40) =1, F(-ooy)=F(X,—0)=0.
4. F(Xz’ yz)_ F(Xz’ yl)_ F(Xv y2)+ F(Xl’ yl) >0 [14]-



Tanim 2.1.2.

S, ve S, R’ nin bos olmayan alt kiimeleri ,(X,Y ) S, ve S,” de tammh tesadiifi
degiskenler, F ° de tanmim kiimesi DomF=S, xS, olan bir fonksiyon olsun.
D =[x, X, 1x[Y;,¥,] tim kdseleri DomF’ de olan bir dikdortgen olmak iizere durumda
F ’nin D —hacmi

Ve (D) =F(X;,¥,) = F (X, y1) =F (%, ¥,) + F (X, yi) (2.2)
dir. Ayn1 zamanda D- dikdortgeni tlizerindeki F ’ nin birinci dereceden farklari asagidaki
gibi verilirse Vg (D)’ ye D- dikdértgeninin F- hacmi denir ve

ALF (% y)=F (X, )= F (X, )

AV F (% y)=F(XY,)-F(XY,)
dir. O zaman D- dikdortgeninin F- hacmi, F > nin D tizerindeki ikinci dereceden farklari

olacaktir yani,
Ve (D) = A2 AZF(X,Y). (2.3)
olacaktir. F fonksiyonu igin 6?F/0xdy tiirevi mevcut ise, 0 zamanV, (D) >0 olma kosulu

d%F/oxdy >0 kosuluna denktir [14].

Tanim 2.1.3.
Eger kosegen noktalar1 DomF ’de olan tim D dikdortgenleri igin V(D) >0 ise 2-

boyutlu gergel F fonksiyonuna iki artandir denir [12].

2.2. Kopulalar Teorisine Giris

X ve Y dagilimlan sirasiyla F ve G olan iki siirekli tesadiifi degisken ve H * da
marjinalleri F,G olan siirekli ortak dagilim fonksiyonu olsun. Bu ortak dagilim

fonksiyonu ile marjinalleri arasindaki iliski, C: I x| — | fonksiyonu yardimiyla
H(x,y) = C(F(x),G(y)) (2.4)



seklinde tanimlanir. Bu fonksiyona kopula denir. Baska bir deyisle F ve G
fonksiyonlar1 i¢in f, F’ in yogunlugu olmak iizere F'(t)=inf f(x:F(x)>t)’ dir.
Siirekli C(u,V) kopulast F ve G fonksiyonlar1 yardimiyla

H(F ™ (u),G*(v)) =C(u,v) (2.5)
seklinde tanimlanabilir. Burada ( 2.4) ifadesinin birinci tiirevinden h yogunlugu da f ve
g H’ 1n marjinal yogunluklar1 olmak iizere

h(x,y) =c(F(x),G(y)) f (x)g (y) (2.6)

seklindedir [12].

Tanim 2.2.1.

I =[01] olmak tlizere C:Ix1 —1 iki degiskenli fonksiyonun kopula olmasi i¢in
asagidaki 6zellikleri saglamasi gerekir
1. Vu,vel igin
Cu0=0,CcOv)=0, Cu)=u,C@Lv)=vVv 2.7)
2. U, <U,,v, <V,olmak lizere Vu,,u,,v,,v, €l igin,
C(u,,v,)-C(u,,v,)-C(u,,v,)+C(u,,v,) 20. (2.8)
[7,12].

Tanim 2.2.2.
C, bir kopula olsun. C ’ nin u ve v’ de siirekli olmasi igin asagidaki Lipschitz kosulunu
saglamasi gereklidir.

IC(U,,V,) —C(uy, V)| <[u, —uy| +]v, =V (2.9)

[1,7,12].

Tanim 2.2.3.

C kopulast u ve v degiskenlerine gore siirekli ve artan olsun. Buna gore C kopulasi igin
OgiC(u,v)sl ve OSEC(U,V)S]. (2.10)
ou ov

esitsizlikleri saglamir. Bu esitsizlikler C kopulasinin differansiyellenebilir oldugunu

gosterir [13].



Tanim 2.2.4.

C bir kopula olmak iizere & :1° —1 ,d(t) = C(t,t) seklinde tanimlanan kopulaya

kosegen kopula denir [13].

Teorem 2.2.1.

C bir kopula olsun. C kopulasi i¢in V(u,Vv) € | olmak iizere

max(u + Vv —1,0) < C(u,v) < min(u,V) (2.11)
esitsizligi saglanmir. Bu esitsizlikte M (u,v) = min{u,v} ve W(u,v)=max{u+v—10}
fonksiyonlar1 birer kopuladir. Bu kopulalara sirasiyla Frechet-Hoefding iist sinir1, Frechet-

Hoefding alt sinir1 denir ve
W (u,v) <C(u,v) <M(u,v) (2.12)

esitsizligine ise Frechet-Hoefding esitsizligi denir. W ve M  kopulalar igin genel sinirlari
olusturur. Diger 6nemli kopula da [] (u,v)=uv olarak ifade edilen bagimsizlik ya da

carpim kopulasidir [7].
Asagida ifade edilecek teorem kopulalar teorisinin merkezidir. Sklar teoremi g¢ok
degiskenli dagilim fonksiyonlar: ile onlarin tek degiskenli marjinalleri arasindaki iliskide

kopulalarin oynadigi rolii izah eder.

Teorem 2.2.2. ( Sklar Teoremi)

H, marjinalleri F ve G olan bir ortak dagilim fonksiyonu olsun. Oyle bir C kopulasi
vardir ki, R’ deki tiim X Ve y’ler igin,

H(x, y) = C(F (x),G(Yy)) (2.13)
dir. F ve Gsiirekli ise C tektir; diger durumdaC, Ran(F)x Ran(G) iizerinde tek olarak
belirlenir. Diger taraftan eger C bir kopula ve F, G marjinal dagilim fonksiyonlari
ise (2.13) ile verilen H, marjinal dagilimlarn F ve G olan bir ortak dagilim

fonksiyonudur [1,3,12].



Tanim 2.2.5.

F dagilim fonksiyonu olsun. F ' in yari-tersi F Y olmak iizere
1. teRanF ise F™icin R’ de oyle bir x vardir ki F(x)=t, Vte RanF igin,
F(F™ ()=t dir.
2. t¢ RanF ise

F () = inf{x|F (x) > t} = sup{x/F (x) < t} (2.14)
dir [7,12].

Sonug¢ 2.2.1.
H, marjinalleri F ve G olan bir ortak dagilim fonksiyonu olsun. F?, G sirasiyla
bu marjinal fonksiyonlarin yari terslerini gdstersin. Buna gore herhangi bir (u,v) € 1 igin
Cu,v)=HFP),G7(y) (2.15)
dir [2,7].

Ornek2.2.1.
Gumbel’ in R? deki iki degiskenli ortak lojistik dagilimi, H(x,y) =(1+e* +e™¥)™" ve
marjinalleri sirasiyla F(X)=(1+e™)™", G(X)=(+e’)™" olsun. Buna gore kopulas

Sonug (2.2.1) yardimuyla,

C(u,v) =H (F(x),67(y))
. w
S Uu+v-uv

olur [12].

Tanim 2.2.6. ( Yasam Kopulasi )

X bir bireyin yasam siiresi, F > de X tesadiifi degiskenin dagilim fonksiyonu olsun. X ’

in X zamanindan daha uzun yasama olasiligi

F(x)=P[X > x]=1—F(x) (2.16)



seklinde ifade edilir. Bu fonksiyona X ’ in yasam fonksiyonu denir. (X,Y) tesadiifi
degiskeninin ortak dagilim fonksiyonu H , kopulast C marjinalleri F ve G, ortak yasam
fonksiyonu da H olsun. Buna gére

H(x,y)=P[X > XY > V]
=1-F(X)-G(y) +H(x,y)
=F(X)+G(y) ~1+C(F (x),G(y)
=F(X)+G(y)-1+C(@A-F (x),1-G (y))

(2.17)

olur. 12 =1 bir E'fonkﬁyonu tamimlamip F(x)=u ve G(y)=V oldugu g6z Oniine
almarak (2.17)” den

6wA0:u+v—1+Ca—uJ—w (2.18)
ve

H(x,y) =C(F (x).G () (2.19)
sonucu elde edilir. (2.18)* deki C bir kopuladir ve yasam kopulasi olarak tanimlanir.

Yasam kopulasi C ile ortak yasam fonksiyonu karistirilmamalidir. C, C kopulasi
yardimiyla, (0,1) diizgiin dagilimli rastgele iki tesadiifi degiskenler icin asagidaki gibi
verilir

E@mOZPﬂJ>mV>VLﬂfu+v+C@m0:Ea—uJ—w (2.20)
[7,12].

Ornek2.2.2.
X ve Y siirekli tesadiifi degiskenlerinin ortak yasam fonksiyonlar1 iki degiskenli Pareto

dagilimi olsun. Buna gore & > 0olmak tizere

A+x+y)? x>0 , y=0
A+x)? x>0 , y<O

H(x,y)=
) 1+y)? x<0 , y=0
1 x<0 , y<0
ve marjinal fonksiyonlar1 da sirasiyla
— -0 > — -0 >
F (x) = @+x) x>0 ve G(y)= a+y) y>0
1 x<0 1 y<0

7



seklindedir. Buna gore buradan elde edilen yasam kopulasi

Co(u,v) = (U™? +ve —1)

dir [12].

Tanim 2.2.7.
{(X,,Y )} k=12,..,n oOrnegi ile ilgili olan ranklar {(R,,S;)} olsun. 1 indikator

fonksiyon ve u,v e | olmak iizere uygun deneysel kopula C,,

1< R S
C (uVv)==>1(—* <u,—*<v 2.21
(UV) nkzzl:(n+1 n+1 ) (2.21)

seklinde tanimlanir.
Nij, 1<i, J<n (X)y) i¢in X<X;, y<Y; seklindeki sirali nokta ¢iftinin sayis1 olmak iizere

deneysel kopulanin alternatif tanimu,

(vl
(LN (2.22)
nn n

seklindedir [7,12].

Ornek 2.2.3. ( Frechet-Mardia Ailesi )

uvel, a,f bagimsiz parametreler ve «,f >0, a+ <1 olmak lizere standart
denklem,

C.,uVv)=aMu,v)+1-a-p)II (u,v)+ LW (u,v)
seklinde olup bu kopula ailesi Il ,M ,W kopulalarinin konveks birlesimi olarak

tamimlanir. Gergekten fonksiyonda C,, =M ,C,, =IT1 ve C,; =W dir [7,12].

Ornek 2.2.4.

Kopulalarmn bir uygulamasi da sira istatistikleri iizerinedir. X ve Y siirekli tesadiifi
degiskenler, bu degiskenlerin dagilim fonksiyonlar1 sirasiyla F ve G, kopulast da C
olsun. K=min(X,Y) ve L=max(X,Y) de (X,Y) nokta ciftinin ekstremal
istatistiklerini gostersin. K ve L degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1, kopulalar

kullanilarak su sekilde ifade edilir,



P{K <t} =F (t)+ G (t) - C(F (t),G (1))
P{L <t}=C(F (t),G(t)).

Bu esitlikte F =G =H alinirsa, J,, C kopulasinin kdsegen kopulasi olmak iizere

P{K <t} =2H(t) -5, (H(t))
P{L <t}=5,(L(t))

yazilir. U,V el olmakiizere X =U, Y =V ve | da H(t) =t esitliginden

P{K <t} =2t-5_(H(t))
P{L<t}=5.(t)

elde edilir [7].

Ornek 2.2.5. ( Farlie-Gumbel-Morgenstern Ailesi )

u,vel, 8e[-L1]] olmak iizere C,, [0,1]* iizerinde
C,(u,v) =uv+aul—u)l-v)
seklinde tammlanir. @ =0 ise, C, =[] [7].

Ornek 2.2.6. ( Cuadras-Auge Ailesi)

uvel,fe[0]] igin C,, [0,1)° iizerinde

uvt? u<v

C, (u,v) = [min(u,v)]°[uv]** ={ Y
u—’v u=z=v
seklindedir. =0 ise, C, =[Ive =1 ise, C,=M ve []I(u,v) =uv oldugundan bu aile

M ve []’° nin agirliklandirilmis geometrik ortalamasi diye adlandirilir [7].

Ornek 2.2.7. ( Marshall- Olkin Ailesi )

uvel ve a,fB€[0]] olmak iizere Caﬁ, [01]% iizerinde
C,;(u,v) = min(u*“v, uv'™”)

seklindedir [7,12].



Ornek 2.2.8. ( Galambos Aiilesi )

u,vel ve >0 olmak iizere C,, [0,1]*iizerinde

C,(u,v) :uvexp([(_mu)fe +(—Inv)*9])’“9
seklindedir [7].

2.3. Arsimedyan Kopula Tanimi ve Ozellikleri

Caligmalarda 6nemli rol oynayacak ve ¢ok faydali 6zelliklere sahip olan arsimedyan
kopula, kopulalarin bir alt sinifidir. Siirekli kesin azalan tek degiskenli bir fonksiyon
yardimiyla elde edilir. Arsimedyan kopulalar degiskenler arasindaki iliskinin dogasi ve
giicli bakimindan c¢esitliligi olan modellerin temellerini olusturur. Bu 6zelligi sayesinde

uygulamada ¢ok fazla tercih edilir.

Tanim 2.3.1.
y surekli, y:1 —[0,0]" a kesin azalan y(1) =0 olan bir fonksiyon olsun. y nin
genellestirilmis-tersi '™, Domy!™ =[0,.0] ve Ran yI™ =1olan asagidaki gibi bir

fonksiyondur

() = {7‘1 (t) 0<t<y(0)

0 y(0)<t<o. (2.23)

seklinde bir fonksiyondur. »'™ fonksiyonu [0,o0]’ da siirekli, artmayan ve [0,7(0)]” da

kesin azalandir. Ustelik | da »"™ (y(t)) =t ve

L |t 0=t<y(0)
y(r () = {y ©) (0)<t<oo (2.24)
YT (r(1)) = min{t, (0)} (2.25)

dir. Ayrica 7(0) =0 ise yI=y"[4,12].
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Teorem 2.3.1.

C:Ixl—1 bir kopula ve »* de (2.24)’ de tamimlanan »’ nin genellestirilmis tersi

olmak tizere

Cu,v) =" (r(u) +7(v) (2.26)
seklinde tanimlanan C, Tanim (2.2.2) deki 6zellikleri saglar [3,12].

Tamm 2.3.2. ( Arsimedyan Kopula)

Teorem (2.3.1)’ de verilen kopulalar y firetecli arsimedyan kopula olarak tanimlanur.

7 (0) = oo ise C kopulasi kesindir denir ve bu kopulalar asagidaki 6zellikleri saglar,
1.Vu,v e | i¢in C simetriktir,

C(u,v) =C(v,u). (2.27)
2. Yu,v,w e |l i¢in C birlesimlidir,

(C(u,v),w) =C(u,C(v,w)). (2.28)
3. C kopulasinin iireticisi y ve c pozitif bir say1 olmak {izere ¢y’ de C kopulast igin bir
ireticidir.

4. C kopulasinin kosegen kopulast o, olmak iizere, Vt € (0,1)igin o, <t dir [4].

Ornek 2.3.1.

[T ,M ,W kopulalarinin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir.

1. y(t)=—In(t),t el olsun. y tam iireticidir ve y*(t)=e™ dir. Buna gore Teorem
(2.3.1)’ deki esitlik yardimiyla

C(u,v) = e M= — yy =TT (u,v)
elde edilir. O halde [I arsimedyan bir kopuladir.

2. y(t)=1—t, tel olsun. y tam olmayan iiretici ve » " (t) = max{1—t, O}dir. Buna gore
C(u,v) =max(u+v-10}=W (u,v)

dir. W tam olmayan arsimedyan kopuladir
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3. M kopulasi arsimedyan degildir. Gergekten t € (0,1) igin
Oy, () =min{t,t}=t £t
dir [7].

Sonug 2.3.1.

nin tersi ' olan C arsimedyan kopulas: kesin

2

Kesin lirete¢ fonksiyonu y ve y

monoton ise C > ITdir [7].

Tanim 2.3.3. ( Seviye Egrileri )

C bir kopula ve 0 <t <1 olmak iizere

L, ={(u,v) e1?:C(u,v) =t} (2.29)
ifadesi C ’ nin seviye egrileri olarak tamimlanir. Tanim (2.2.1)" den C(t,1)=C(1,t)=t
oldugundan L,’ nin uzunlugu sinir noktalari olan (1,t) ve (t,1) ile ilgilidir. t=0 ise Z(C)=Lo
yani C(u,v)=0 oldugu bdlgedir. C, y iiretegli arsimedyan kopula olsun. t ve L, de

yukaridaki gibi tanimlanirsa (2.29) denklemi C ’ nin arsimedyan olmasi durumunda

konvekstir. Buna gore (2.26) ve (2.29) ifadeleri yardimiyla

V) el < yU)+y(V) =) (2.30)
yazilir. Burada t <u <1 iginv, u ’ nun fonksiyonu olmak iizere L, (u) =V alinirsa
L (u) =7 (O -y (W) =7 (/) — 7)) (2:31)

elde edilir. Bu son esitlikte y(t)—y(u) ifadesi (0, ¥(0)) araliginda yer aldigindan
y"yerine » 'kullamlabilir. C kopulasiin C- l¢iisii,

B-(t) ={(u,v)el?:C(u,v)<t}, 0<t<1 (2.32)
seklinde elde edilir. Bu ifade y iiretecli C arsimedyan kopula i¢in asagidaki gibidir

B.(t) ={(uVv)el?:yU)+y(V) = y(t)}, O<t<l [7]. (2.33)

Teorem 2.3.2.
C, y iretegli arsimedyan kopula ve 0<t<1 olsun. (2.33) esitligi ile verilen B_(t)

fonksiyonunun C - olgiisii K. (t) olmak tizere,
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K. (t) =t —% (2.34)

dir [5].

Ornek 2.3.2. ( Frank Ailesi)

t

u,vel, @>0igin iretici fonksiyonu  y(t) = —In(f;

1), t € | olan kopula ailesi

C,(u,v) = S Gl [ ()
In@ 0-1
dir. #=1 igin U ve V tesadiifi degiskenleri bagimsiz yani C, =[], #=0ise C; =M ,
@ =owise C_ =W ’ dir. Frank ailesinin yogunlugu ise

(0-1)6""1no
9U+V_0U_0V_0
seklindedir [7,12].

c,(u,v)=-

Ornek 2.3.3. ( Gumbel-Hougaard Ailesi )

u,vel, 21 iginiiretici fonksiyonu y(t) =(-Int)’, t € | olan kopula ailesi
Co (u,v) = e‘[(""u)”+(—|nv)0]“9

dir. =1 1i¢in U ve V tesadiifi degiskenleri bagimsiz yani C, =[], bu aile pozitif sirali ve
6 =ooicin M dir [7].

Ornek 2.3.4. ( Clayton Ailesi)
u,vel, 8>-1 iiretici fonksiyonu y(t) = %(ty —-1) , te | olan kopula ailesi

C,(u,v) = (max{(u’ +v*-1),0p) "’
6 =0 i¢in U ve V tesadiifi degiskenleri bagimsiz yani C, =[] , bu aile pozitif sirali ve

6 > 0 igin tiim {yeleri kesin stireklidir [7].
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Ornek 2.3.5. ( Ali-Mikhail-Haq Ailesi )

uvel, —1<0 <1 igin iretici fonksiyonu y(t) = In[l_gi;l)j, tel olan kopula

ailesi

uv
1-6(1-u)L-v)

CG(U,V) =

dir. #=0 igin U ve V tesadiifi degiskenleri bagimsiz yani C, =[]dir. Bu aile pozitif

uv

ve bu kopula Clayton ailesinde 6=1
1-1-u)l-v)

siral, =1 i¢in C,(u,v)=

durumuna denktir [12].

Ornek 2.3.6. ( Joe Ailesi)
u,vel, =1 iginiiretici fonksiyonu y(t) = In[l—(1—1)°], t € | olan kopula ailesi,
C,(u,v) =1-[1-u)’ +@-v)’ —@-u)’@-v)’1"°

0 =1 ¢in U ve V tesadiifi degiskenleri bagimsiz yani C, =[], bu aile pozitif siral1 ve

@ =igin M olup ailenin tiim tiyeleri kesin siireklidir [7].

Sonug¢ 2.3.1.

y uretici olsun. O zaman

1.y, (@) =y(t"), Ya €(0]] i¢in ireticidir.

2. 7,0 =y, vp21[4].
2.4. Cok degiskenli Kopula Tanim ve Ozellikleri

Tanmm 2.4.1. ( F- Hacmi )
D=[x,y] koseleri DomF de olan n- dértgeni olmak iizere D > nin F- hacmi, D’ nin 2"-
tane kosesinin toplami olan
Ve (B) =Y Sgn(c)F(c) (2.35)
seklindedir. Burada Sgn fonksiyonu
14



1, ¢ =x CGift heriici
Sgn(c):{il c, =X Gift her iicin (2.36)

, C. =X tek heriigin

dir. D dortgeninin tiim kdseleri i¢in V¢ (B) = 0 ise F fonksiyonu n- artandir [7,12].

Tanim 2.4.2.
F reel degerli fonksiyon ve DomF < R" olmak tizere F ’ in n-artan olmasi igin

V¢ (D) > 0 olmasi gerek ve yeterdir [12].

Tamim 2.4.3. ( Cok Degiskenli Kopula )

C: 1" — 1 fonksiyonu n -kopuladir 6yle ki,
1. Yu e I" igin en az bir U sifir ise,

C(u)=0 (2.37)
ve herhangi bir u; disinda tiim u lar 1 ise,

Cu)=u,. (2.38)
2.Her x,yel" dyleki x<Yy igin

Ve ([x.yD) 20. (2.:39)

C, n-kopulasi tanim kiimesi {izerinde diizgiin siirekli ve C n- kopulasi n>2 ise, C ’ nin
2<k<n olacak sekilde k- boyutlu marjinalleri | {izerinde diizgiin strekli ve

azalmayandir [7].

Teorem 2.4.1. ( Cok degiskenli Sklar Teoremi )

H marjinalleri F,,F,,...,F, olan n- boyutlu ortak dagilim fonksiyonu i¢in dyle bir C n-
kopulasi vardir ki, ¥x € R" igin
H (X, X,,.... X,) = C(F (X)), F, (X,),.... F, (X,,)) (2.40)

olur. F,F,,...,F,” ler dagilim fonksiyonu ise C tektir yani C deger kiimesi iizerinde

tek olarak bellidir. Tersine C, n —kopula ve F,,F,,...,F, dagilim fonksiyonlar: ise F
fonksiyonu esitlik (2.40)’ da verilen marjinalleri F,,F,,...,F, olan n- boyutlu ortak dagilim

fonksiyonudur [7,12].
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Sonuc¢ 2.4.1.

H, stirekli marjinalleri F,F,,..., F, ve kopulasi C olan ortak dagilim fonksiyonu olsun.
Bu marjinallerin yari tersleri sirastyla F,"™, F,“ ..., F,*? olmak iizere

C(u,,Uy,...u ) =F(FP P ED) (2.41)
dir [3,7,12].

Ornek 2.4.1.

1. W, (ug,...,u,) =max{u, +...+u, —(n—-1), 0} Frechet-Hoeffding alt sinir1 n>2 i¢in kopula
degildir.

2. M, (u,,...,u,) =min{u,,...,u. } Frechet-Hoefding iist sinir1 n>2 i¢in n- kopuladir.

3. z,(u;,..,u,) =u,..u, carpim kopulast n =2 i¢in n- kopuladir [7,12].

Tanim 2.4.4. ( Cok Degiskenli Arsimedyan kopula )

y surekli, y:1 —[0,0] a kesin azalan ve y(1) =0olan bir fonksiyon olsun. y' nin.
genellestirilmis-tersi '™ :[0,00] = [0,1] seklindedir. y™* icin »(0) =1, y *(0) =0 dur.

Bu fonksiyona {iretici fonksiyonu adi verilir. Bu tamima bagh olarak, bir C:1" — |

kopulasi
Cu) =7 ((u) +7(uy) +...+ 7(u,)) (2.42)

ise tim N> 2 ler i¢in C, n- kopula ve ™, [0, ) iizerinde tam monotondur. O halde

k

(=1)" aau—kyl(u) >0 k=12,.. (2.43)

olup 7, C kopulasinin iiretici fonksiyonu olarak tanimlanir. y iretici fonksiyonuna bagl

olarak C kopulasinin yogunlugu
CUy,Ugo Uy) = 7 (7 (U) + 7(U) + o+ 7 U] T 7 (W) (2.44)
i=1

seklindedir [7].
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Ornek 2.4.2.

w, (t)=t""—-1,0>0 iiretecli Clayton ailesinin n>2 durumuna genellestirilmesi, iiretici

-1/6

fonksiyon ve tersi olan y, " (t) = (1+1t) ¢ yardimiyla

Cg (u) = (Uia +U£9+,...,u;9 —(n _l))fllal 9>0

olarak bulunur [7].

Ornek 2.4.3.
yt)=In[l—(1-1t)?], #=1 iiretecli Joe ailesinin n-boyuta genellestirilmesi iiretici
fonksiyon ve tersi y *(t) =1—(1—e")"? yardimiyla
n 1/0
Co(u) =1—[1—H 1-@- Ui)g)}
i1

olarak bulunur [7].
2.5. Ug Degerli Kopula

Rassal degiskenlerin toplaminin modellendigi zaman merkezi limit teoreminin oynadigi
roliin aynisi, rassal degiskenlerin u¢ degerlerinin modellendigi zaman u¢ deger teorisinin
oynadigi roliin aynisidir. Her iki durumda da teori bize limit dagilimlarinin ne olmasi

gerektigini soyler.

Teorem 2.5.1. ( Fisher Tippet (1928) )
{Xi }n F dagilimi ile dagilmis tesadiifi degiskenler ve Mn=maks (X1 Xa,...,Xs) olsun.

=1
Eger
M, —d

C

n d
>H ¢, >0,d eR (2.45)

olacak sekilde H dagilim fonksiyonu varsa bu H dagilimi asagida verilen u¢ degerli
dagilimlardan birine aittir.

0, x<0
Frechet ¢, (X)=19 _ « a>0
e x>0
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) e X<0
Weibull X) = ' a<0
v, (X) { 1 >0 (2.46)

Gumbel A(X)=e*", xeR [309]
Tamim 2.5.1.

a ve b sabitleri i¢in

G(x) = !m F"(a, +b,x) (2.47)
esitligi saglaniyorsa F dagilim G dagilimmin maksimum cekim alanina aittir denir. Ote
yandan ¥n e N ve a, b sabitleri i¢in

G"(a, +b,z2)=G(z), VzeR (2.48)

saglanmyorsa G(z) fonksiyonu maksimum dengeli olarak tanimlanir [7,9].

Tanim 2.5.2. ( U¢ Degerli Kopula )

Bir n- kopula C olsun. Buna gore

cu,,...u,)=C"(u, ,..,u, ) (2.49)
ifadesi uc degerli kopula olarak tamimlamr. F, H ° 1 maksimum ¢ekim alamna ait bir

fonksiyon ise H ' in C kopulasi, F * in limiting ug¢ degerli kopulasi olarak tanimlanir

[7,9].

Ornek 2.5.1.
Kopula ailelerinden bir kag1, (2.49) yardimiyla, u¢ degerli kopula icin asagidaki gibi
tanimlanur.

1. Bagimsizlik kopulasi
I, =] Ju' =TT, W)
i=1

seklindedir.
2. Gumbel Hougaard n- kopulasi olan C, € >1igin

1/60

Ce (ut) _ e—[(—tlnul)”+...+(—tlnun)9] _ Cgt (U)
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elde edilir. O halde Gumbel-Hougaard ailesi u¢ degerli tek arsimedyan kopuladir [7].
Tanim 2.5.3.

C, n-kopula olsun. C fonksiyonu vt >0 ve u e |, igin,

CWU, ,onu, ) =CHu™"u )

(2.50)

ise maksimum giivenilirdir [7].
Tanim 2.5.4.

C n- kopula ve C * nin ug degerli n- kopulasi C* olsun. Buna gore Yu e " igin

* H n 1/ 1/

C'(U; vy ) =liMC (y, Laau ) (2.51)
dir [7].
Tanim 2.5.5.

C bir n- kopula ve C * nin u¢ degerli kopulast C* olsun. C kopulast C~ kopulasinin

¢ekim alanina sahip ise,

C(F,..,.F,) e MDA(C*(H,,....H,)) (2.52)
esitligi saglanir. Her bir F, marjinali, siirekli ve genellestirilmis u¢ degerli dagilim olan
H,’ nin ¢ekim alanina ait fonksiyonlardir. Buna gére C* , C kopulasinin limit kopulasi

olarak tanimlanir ve C € CDA(C") yazilabilir [7].

2.6. Bagimhilik Siralamasi

Tanmim 2.6.1. ( Uyum Siralamasi )

H ve H sirasiyla Cve C'kopulalarina ve ayni F, G marjinallerine sahip siirekli iki
degiskenli dagilim fonksiyonu olsun. H , H* dan daha uyumlu ise

V(x,y)eR* H(Xy)<H(XY) (2.53)
ya da bu ifadeye denk olarak

v(u,v) e l? C(u,v)<C'(u,v) (2.54)
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dir. Eger H', H* dan daha uyumlu ise H<_H yazlabilir.

Iki tesadiifi degisken arasindaki bagimliligi 6lgmek igin birkag yol vardir. Bagimliligin
Olclisti X ve Y tesadiifi degiskenlerinin monoton bagimliligi ve karsilikli u¢ degerlerin
bagimsizligi ile ilgilidir. Bu dlgiilerin en 6nemli 6zelligi bazilarinin kesin artan dontistimler

altinda degismez kalmasidir [7].

Tamim 2.6.2. ( Bagimhhgin Olgiisii )
X ve Y siirekli tesadiifi degiskenlerinin kopulast C ve degiskenler arasindaki
bagimliligin niimerik 6lglisii de o olsun. Buna gore
Her siirekli (X,Y) ¢ifti i¢cin 6 tanimlidir.
0<6,, =1
Oyy =Oyy -

Oy =0 ise X veY degiskenleri bagimsizdir.

o & w Dok

Oy =1lise X veY tesadiifi degiskenleri birbirlerinin kesin monoton fonksiyonlaridir.
6. ¢ ve p swasiyla RanX ve RanY de tanmimli kesin monoton fonksiyonlar ise

Supty) = Oxy " dir.
7. {(X,,Y,)}, neN swrasinin kopulast C, olsun. C_ kopulast C kopulasina yakinsiyor

ise lim o, , =3dy, [7,12].

Tamm 2.6.3. ( Uyum (Konkordant) )

(X;,Y;) ve (X;,Yy;)siirekli (X,Y ) siirekli tesadiifi degisken ciftinden alinan gozlemler
olsun. x; <X; yada y; <y; ve X >X;yada y, >y, ise (x,Yy;)ve (X;,y;)uyumludur
(konkordant) denir. Benzer bicimde X; <X;ya da y; >Yy;ve y;<y; ya da X >X; ise
(X;,Y;) ve (X;,Y;) uyumsuzdur (diskonkordant) denir.

Diger bir ifadeyle (X, —X;)(y;—Yy;)>0 ise (x,y;) ve (X;,y;)uyumludur

(konkordant), (x; —X;) (y; —y;) <0 ise (x;,y;) ve (X;,Y;) uyumsuzdur denir [7,12].
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Tamim 2.6.4. ( Konkordant Fonksiyon )

X,, X, F ortak marjinli, ve Y,,Y,” de G oratk marjinli rasgele tesadiifi degiskenler
olmak tizere; (X,,Y;), (X,,Y,) marjinalleri H; ve H ortak dagilim fonksiyonlu siirekli
tesadiifi degiskenlerin bagimsiz vektorleri olsun. C; ve C,; H,(X,y) =C,(F(x),G(y)) ve
H,(x,y) =C,(F(x),G(y)) olmak iizere (X,Y;), (X,,Y,)’ nin kopulalar1 olsun. Q

(X,,Y;) ve (X,,Y,)’ nin uyum ve uyumsuzlugunun olasiliklar1 arasindaki farki gostersin,

yani;
Q = P{(X; = X)(Y; =Y,) > 03— P{(X, = X,)(Y, =Y,) <O} (2.55)
seklindedir. Bu fonksiyonsa konkordant fonksiyon denir. Bu durumda
Q=0Q(C,,C,) =4[ , C,(uv)dC,)(u,v)-1 (2.56)

olacaktir [4,7,12].

Sonug 2.6.1.
C,, C, ve Q Tamm (2.6.4)’ deki gibi olsun.

1. Q fonksiyonu kendi bilesenlerine gore simetriktir. Yani Q(C,,C,)=Q(C,,C,) dir.
2. Q fonksiyonu her bir bilesenine gore azalmayandir. Yani 1° deki her (u,v) icin
C, <C, ve C, <C, ise Q(C,,C,)<Q(C,,C,)" dir.
3. Q fonksiyonunda kopulalarla yasam fonksiyonlar1 yer degistirebilir.  Yani
Q(C,,C,)=Q(C,,C,)" dir.

Herhangi bir keyfi C kopulast igin Q fonksiyonu [-1,1] arahiginda yer alir. Ayrica

Q(C,M)e[01], Q(C,W) e[-10] ve Q(C,II) e[—%,%]’ dir [12].

Parametrik olmayan uyum olgiileri Kendal Tau ve Spearman Rho ele aliman verinin
parametrik varsayimlarinin saglanmamasi durumunda kullanilan iliski olgiileridir. Kendall
Tau ve Spearman Rho tesadiifi degiskenler arasindaki uyum olasiliginin 6l¢iisii olsalar da

birbirlerinden oldukg¢a farklidirlar.
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Tanim 2.6.5. ( Kendall Tau )

Sira sayilarina dayanan ve sik¢a kullanilan bir diger bagimlilik 6l¢iisii de Kendall Tau

dur. (X;,Y;), J =1,2,...,n rastgele orneginde P, uyumlu giftlerin sayisim, Q, uyumsuz
ciftlerin sayisin1 gostermek iizere, bu 6rnekten hesaplanan Kendal Tau ifadesi
_h-Q 4 1 (2.57)

7, = P -
n n(n—1)
2

ile verilir [7,10].

Teorem 2.6.1.
X ve Y kopulalart C olan siirekli tesadiifi degiskenler olsun. O zaman X ve Y igin
Kendal Tau

ry =7 =Q=0Q(C ,C )=4jjl2 C (u,v)dC (u,v) -1 (2.58)
seklindedir. Ortak dagilim fonksiyonu C olan diizgiin dagillmli U ve V rastgele
degiskenlerinin C(U,V) fonksiyonunun beklenen degeri olarak (2.58)’ de verilen ifade

7. =4E[CU,V)]-1 (2.59)
seklindedir [5,7,12].

Ispat.

(X,Y) degisken ciftinden alinan ayni dagilimli bagimsiz siirekli tesadiifi degiskenleri
(X;,Y;) ve (X,,Y,) olsun. Bu degiskenlerin ortak dagilim fonksiyonu da F olsun. Buna
gore

7, = P{(X; = X,)(Y, =Y,) >0} —P{(X, — X,)(Y,-Y,) <0}=1

=2P[(X; - X,)(Y,-Y,)>0]-1
= 2E[Lx, ol =1

= 2 E[l{( X1—xz)>0}1{(Y1—Yz)>0} + 1{( X1—X2)<0}1{(Y1—Y2)<0}] - 1

=2 [ J.J, ooxorodior o dF 0 Y2)0F (1)

#u ], ToxalommadF (. )R (x,v,) ) -1
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_220 II {-X0)20 L0, - v2)>0}dF(X2’y2)dF(Xl’yl)j
:4J‘RJ.R F (%, y)dF (%, y,) -1
:4j:j: C(u,v)dC(u,v) -1

seklinde elde edilir. Buradan da

4} j C(u,v)dC(u,v) -1 =4E[C(U,V)]-1 (2.60)

0 0

yazilir [5].

Teorem 2.6.2.
X veY kopulalar1 C olan siirekli tesadiifi degiskenleri olsun. O zaman X ve Y tesadiifi

degiskenleri i¢in Kendal Tau, iiretici fonksiyonlarina bagli olarak asagidaki gibi verilir

o =1+ 4[ 7(0 dt (2.61)

Ispat.

U ve V diizgin dagilimh tesadiifi degiskenler, C bunlarin ortak dagilimi, K¢’ de
C(U,V)’ nin dagilim fonksiyonu olsun. Buna gore

7. =4E[C(U,V)]-1

1
= 4] K (1) -1
0

- 4[[th W) —j Ke (t)dtJ -

0

1
= 3—4j K (t)dt.
0

olur. Teorem (2.3.2)’ den C (U,V ) ’ nin dagilim fonksiyonu K¢

K (t)—t—% (2.62)
ve buradan
oAl [+ 7® ()
p. =3 4! (t y()} =1+ 4! o (2.63)
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elde edilir [1,5].
Tanmim 2.6.6. ( Spearman Rho )

Spearman Rho da Kendall Tau gibi uyumluluk ve uyumsuzlukla ilgili bir iligki
Olciisiidiir. Spearman Rho bagimlilik 6l¢iisiinii tantmlamak i¢in dncelikle Spearman rank
korelasyonundan bahsedelim. X ve Y, H ortak dagilimli, F ve G marjinalli tesadiifi

degiskenler olsun. Bu iki degisken arasindaki drnek Spearman rank korelasyonu pg (X, Y)

gosterilirse,

" 12 n n+1 n+1
X,Y)=—F—— rank X. ———— || rankY, — —— 2.64
ps (1) n(n2—1)§( T2 ]( T2 j (264

seklindedir. Anakiitle durumu i¢in

ps(X,Y) = p(F(X),G(Y)) (2.65)
olur.

Buna gore (X,,Y;),(X,,Y,) ve (X,,Y;); H ortak dagilimli, F ve G marjinalli ve C
kopulali ii¢ bagimsiz tesadiifi vektor olsun. Bu degiskenler i¢in Spearman Rho

Ps =[P(X, = X,)(Y, =Y,) >0—P(X; — X,)(Y, =Y,) <0] (2.66)
seklindedir. Burada (X,,Y;) ciftinin kopulas1 C ve (X,,Y;) cifti iginde (X, ve Y,’ iin

bagimsiz kabul edilmesi nedeniyle ) [1 olur [5,7,12].

Sonug¢ 2.6.3.
X veY tesadiifi degiskenlerinin dagilim fonksiyonlari sirasiyla F, G kopulas1 C olsun.
X ve Y tesadiifi degiskenleri i¢in Spearman Rho ana kiitle durumunu ele alalim. Bunu elde
edebilmek icin 6nce iki degisken arasindaki korelasyon ifadesini goz oniine alalim.
ps = p(F(X), G(Y))
_ Cov[F(X),G(Y)]
ol IF (o [G (V)]
_ Cov[F(X),G(Y)]
11
12 12
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=12Cov[F (X),G(Y)]
11
=12 [ {C(F (X),G(Y))~[F (X)IIG (Y)I}dxdy
00
elde edilir.Burada u, v [0,1]’den [0,1]’e fonksiyonlar olmak iizere F(X )=u ve G(Y )=v
alinirsa son esitlikden
11
pu,v)= 12” {C(u,v) —uv}dudv
00
=12jj|2 uvdC(u,v)—3=12E(U,V)-3
yazilir. Son esitlik de yer alan 3 katsayisi normallestirme katsayisidir. Sonug¢ (2.6.1)

esitliginde Q (C,I]) [—% , %] seklinde belirtilmistir [5,7,12].

Tanim 2.6.7.

Kopulast C olan X ve Y siirekli tesadiifi degiskenleri arasindaki iliskiyi gosteren x
Olglisiinin  uyumluluk Olgiisii oldugunu soyleyebilmemiz i¢in asagidaki ozellikleri
saglamasi gerekir.

1. x Olgiisi, her X, Y siirekli tesadiifi degiskenleri i¢in tanimlanmis olmalidir.

2. -1<Ky <1, Ky =1, Ky =1

3. Kyy=Kyx

4. Eger X ve Y siirekli tesadiifi degiskenleri bagimsizsa «y y =x ;=0 dir.

5. K x y=Kx vy T Kxy

6. Eger C, ve C, , C; <C, iliskisi olan kopulalar ise & <&

7. Eger {(X,,Y,)}, C, kopulalarina sahip siirekli tesadiifi degiskenler dizisi ise ve {C, }

noktasal olarak C” ye yakinsiyorsa lim &, =« dir [7,12].

Ornek 2.6.1.
uvel , =1<6<1 igin iretici fonksiyonu y(t) = In(l_gi;l)j, tel olan Ali-

Mikhail —Haq kopula ailesi

25



uv
1-6(1-u)L—-v)

C,(u,v) =

olmak tizere bu ailenin @ parametresi ile Kendalin 7, arasindaki iliski;

2(60+(1-6)?In(L-06)

TK (0):1_ 362

seklindedir [7,12].

Ornek 2.6.2.
uvel, 0e[-11] olmak iizere C,, [0,1]* iizerinde
C,(u,v) =uv+6auw(ld-u)1-v)
seklinde tanimlanan FGM kopula ailesi i¢in 6 parametresi ve sirasiyla Kendalin Tau,

Spearman Rau arasindaki iliski

20
7 () = 5

o
Ps ()] —§

dir. Buradan 7, (0) €[-2/9,2/9] ve p(0) €[-1/3,1/3] olur [6,12].

Ornek 2.6.3.

t

u,vel, 8>0igin tretici fonksiyonu  y(t) = —In(%

1
1} , t €| olan Frank’in kopula

ailesi

Cg(U,V) = Ir:]l'g |:l+ (0” _91)_(?-\, _1):|

olsun. Buna gore Frank’in kopula ailesi igin 6 parametresi ve sirasiyla Kendalin Tau,

Spearman Rau arasindaki iligki

. (0)=1_4Dl(—ln¢9)—1
In@
py(0) =1-12 D, (-=In@) - D,(-1no) .
In@

seklinde olup D, ve D, debye fonksiyonlaridir (Tiirev fonksiyonlari) [6,7,12].
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Ornek 2.6.4.

Iki degiskenli normal dagilim kopulasi Gaussian kopula olarak tanimlanir. ¢ , N(0,1)’
in kiimiilatif dagilim fonksiyonu , ¢~ de ¢ nin tersi olsun. @ e[-11] ¢, da iki degiskenli

normal dagilim olmak iizere

Co(UV) =, (47 (). 4™ (V))

e exp(— s? —2st+t2 jdsdt
S 21-6? 2(1-6%)

ve yogunluk fonksiyonu ise

7;[ (¢ (u)*= 2047 ()¢~ (v)+ (¢ (v)) >

5 Lo ]f«w(u»ﬁ(ﬁv»z

c(u,v) =————e

2J1-6°
seklinde tanimlanir. Finansta, 6zellikle finansal modelleme ve portfolyo teorisinde normal

kopula kullanilmaktadir. U ve V tesadiifi degiskenleri i¢in C, =[] dir ve bu aile pozitif
siral olup C, =W ve C, =M~ dir. Bu ailenin @ parametresi ile Kendalin Tau ve

Spearman Rho arasindaki iligki, sirasiyla,

7.(0) = %arcsin 0

6 . 0
) = —arcsin —
ps() I 5

seklindedir [1,7,17].

Teorem 2.6.3.
X ve Y siirekli tesadiifi degiskenler 7 ve p da sirasiyla (2.57), (2.66)’ daki gibi

tanimlansin. Buna gore,
-1<3r-2p<1 (2.67)
seklindedir [7,12].

Teorem 2.6.4.
Xve Y siirekli tesadiifi degiskenler, 7 ve p da Teorem (2.6.3) deki gibi verilsin.
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2
“Tp > (“T’j (2.68)

ve

l-p (1=7)
. z( ; j (2.69)

seklindedir. Bu iki teoremden asagidaki sonug elde edilir [7,12].
Sonug¢ 2.6.4.

X ve Y siirekli tesadiifi degiskenler, 7 ve p da Teorem (2.6.3)” deki gibi verilsin. Buna

gore
_ _ 2
ol rermr g (2.70)
2 2
ve
2 p—
L S ) (2.71)
2 2
dir [7,12].
Teorem 2.6.5.

C, ve C; iki kopula olsun. Buna gére
ﬂ C,(u,v)dC, (u,v) =1—ﬂ ic:l(u,v)ﬁcz(u,v)oluolv (2.72)
2 2 < du ov

dir. Bu ifade oOzellikle Cuadras-Auge ailesi ve Marshall-Olkin ailesi gibi parcali

fonksiyonlarda Kendal Tau degeri igin kullanilir [7].
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2.7. Bagimhhk Yapilar

Tanim 2.7.1.

Istatistik ve olasiigin en cok calistlan konularindan biri iki degisken arasindaki
bagimhilik iliskisidir. Kadran bagimlilik 6zellikle uygulamada risk analizi ve giivenirlik
analizi igin 6nemlidir.

H ortak dagilimli, F, G marjinalli tesadiifi degiskenler X ve Y olsun. Buna gore
V(x,y) € R%igin

P{X <X Y <y}>P{X <x}P{Y <y}
ya da denk olarak

P{X > XY > y}=>P{X > x}P{Y > y}
oluyorsa X ve Y pozitif kadran bagimlidir (PQD) denir.

Tiim V(X, y) € R?igin

V(x,y) e R® P{X <x,Y <y}<P{X <x}P{Y <y}

ya da denk olarak

P{X > x,Y > y}< P{X > x}P{Y > y}
oluyor ise X ve Y negatif kadran bagimlidir (NQD) denir.

Xve 'Y tesadiifi degiskenlerinin dagilim fonksiyonu bakimindan kadran bagimlilik,
1. XveY PQD’ dir.

V(X,Y) € R’ Fyo (X, ¥) 2 F (OF, (Y)
2. XveY NQD’ dir.
v(x,y) eR® Fa (6 Y) < F (R, (Y)
seklinde ifade edilebilir. X ve Y siirekli tesadiifi degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu

H ve kopulalar1 C olmak {izere,

1. X ve Y’ nin PQD olmas igin gerek ve yeter sart V(u,V) € 1 ?igin C(u,v) >T1,(u,v)
2. X ve Y’ nin NQD olmasi igin gerek ve yeter sart V(u,v) € I %igin C(u,v) <TT,(u,v)
olmasidir [8,16].
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Sonug 2.7.1.

X veY PQD olsun. X ve Y’ nin C kopulasinin grafigi, ¢arpim kopulasinin grafiginin
listii ya da alt1 boyunca uzanir. Yani (XY ) kadran bagiml ise (-X,-Y) PQD, (-X,Y) ve
(X)Y) de NQD’ dir denir. X ve Y arasinda ki PQD X ve Y arasindaki kovaryans tarafindan
da karakterize edilebilir [7].

Sonug 2.7.2.
X ve'Y tesadiifi degiskenlerinin pozitif kadran bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
E(f(X)), E(g(Y)) ve E(f(X), g(Y)) beklenen degerleri yardimiyla tanimlanan f ile

g arasinda ki kovaryans yani C(f(X), g(Y))>0dir [7].

Ornek 2.7.1.

u,vel, 8=0 bagimhlik parametresi olmak iizere

@" -1" -1
6-1

C,(u,v) = IJG{H

Frank ailesi U, V tesadiifi degiskenlerinin kopulasi ise bu degiskenler 0 <8 <1 igin

PQD, 6 >1 i¢in NQD’ dir [7].
Ornek 2.7.2.

u,vel ve 8e[-1]1] bagimlilik parametresi olmak iizere,
C,(u,v) =uv+auvl—u)l-v)
Farlie-Gumbel-Morgenstern ailesi U,V tesadiifi degiskenlerinin kopulasi ise bu

degiskenler € =0 i¢in C, =1, , >0 icin PQD ve 8 <0 NQD’dir [7,12].

Ornek 2.7.3.

u,vel ve 82=0 bagimlilik parametresi olmak tizere,

14 (0-Du+v) L+ (@-D)(u+V)? - 4wve(9-1)
o 2(0-)) 2(6-1)

Cy(u,v)
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Plackett ailesi U, V tesadiifi degiskenlerinin kopulasi ise bu degiskenler 8 >1 i¢in PQD
ve 6 <1 i¢in NQD dir [7].

Tanim 2.7.2. ( Kuyruk Bagimhihg )

Kuyruk bagimliligi ozellikle risk analizi ve giivenirlik analizi uygulamalar igin
onemlidir. Buna gore X ve Y tesadiifi degiskenleri igin,
1. Timy’ lerigin P{Y <y \ X <x}, X’in artmayan bir fonksiyonu ise Y, X ’de sol kuyruk
azalandir denir. Kisaca LTD(Y \ X) ile gosterilir.
2. Tim X’ ler igin P{X <x \'Y <y}, y’ in artmayan bir fonksiyonu ise X, Y ’ de sol kuyruk
azalandir denir. Kisaca LTD(X\Y) ile gosterilir
3. Timy’ lericin  P{Y >y \ X >x}, x* in azalmayan bir fonksiyonu ise Y, X’ de sag
kuyruk artandir denir. Kisaca RTI(Y \ X) ile gosterilir.
4. Tim X ler icin P{X >x \ Y >y} y’ in azalmayan bir fonksiyonu ise X, Y ’de sag
kuyruk artamidir denir. Kisaca RTI (X \'Y) ile gosterilir.

Dért kuyruk monotonluk kosullari pozitif kadran bagimliligi saglar. Ornegin LTD (X\Y)
alinirsa

P[X <Xx]Y <y]=>P[X <Xx|Y <o0]=P[X <X]
ve bu durumda

P[X <xY <y]=P[Y <y]P[X <x|Y <y]=P[X <X]P[Y <vy]
olacaktir. Bu durumda PQD (X,Y)’ dir. Benzer sekilde RTI (X \ Y) g6z 6niine alinirsa

P[X >x|Y >y]>P[X > X|Y >—w] =P[Y > V]
olur ve bu nedenle

P[X > XY >y]=P[Y > y]P[X >X|Y > y]>P[X > X]P[Y > V]
olacaktir. Bu durumda PQD (X,Y)’ dir [7,12,16].

Teorem 2.7.1.
X ve Y tesadiifi degiskenler olsun. Eger X ve Y Tanim (2.7.1)" deki 6zelliklerden birini
sagliyorsa X ve Y PQD’ dir. Fakat X ve Y PQD olduklarinda Tanim (2.7.1)" deki

ozellikleri saglamak zorunda degildir [5,6,10].
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Sonug¢ 2.7.3.

Xve'Y, kopulasi C olan siirekli tesadiifi degiskenler olsun.

C(u,v)
u

1. Wwel iginum ifadesi artmayan ise LTD (Y \ X) mevcuttur.

2.Vuel igin Vi

CUY) ifadesi artmayan ise LTD (X \ Y) mevcuttur.
v

v=Cuv)
1-u

u—-C(u,v)

4. Yuel igin Vi —
1-v

3. Weligin u— ifadesi artamayan ise RTI (Y \ X) mevcuttur.

ifadesi artmayan ise RTI (X \Y) mevcuttur [7,12,16].

Sonug 2.7.4.
1.vvel, hemen hemen Yuel igin LTD (Y \ X) olmasi igin gerek ve yeter sart
oC(u,v) < C(u,v)

olmasidir.
ou u
2.Vuel , hemen hemen Wvel igin LTD (X \ Y) olmasi igin gerek ve yeter
Cu,v) < Cuv) olmasidir.
ov v

3.wel, hemen hemen VYuel i¢in RTI (Y \ X) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
oC(u,v) < v—-C(u,v)

olmasidir.
ou 1-u
4.Yuel , hemen hemen vel igin RTI (X \ Y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
ocu,v) < u-Cu.v) olmasidir [7,12,16].
ov 1-v
Teorem 2.7.2.

X ve Y sirekli tesadiifi degiskenler olsun. Eger X, Y ’ de sol kuyruk artan ve sag

kuyruk azalanise, pyy =27,y =0’ dir. [7,12,16]

Tanmim 2.7.3. ( Stokastik Bagimhilik )
Stokastik monotonluguda 6zellikle risk analizi ve giivenirlik analizi uygulamalar1 i¢in

onemlidir. X ve 'Y siirekli iki tesadiifi degisken olsun. Buna gore,
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1. Timy’ ler igin x+— P{Y >y\ X =x} ifadesi x’ in azalmayan fonksiyonu ise Y, X’ de
stokastik olarak artandir denir. SI (Y \ X ) olarak gosterilir.

2. Tim X’ ler iginy > P{X > x\ Y =y} ifadesi y’ nin azalmayan fonksiyonu ise X, Y ’
de stokastik artandir denir. Sl (X\Y) ile gosterilir.

3. Tuim y’ ler igin x+— P{Y >y\ X =x} ifadesi X’ in artmayan fonksiyonu ise Y, X ’ de
stokastik azalandir denir. SD ( Y\ X) ile gosterilir.

4. Tim X’ ler iciny +— P{X >x\ Y =y} ifadesi y’ in artmayan fonksiyonu ise X,Y ’ de

stokastik azalandir denir. SD (Y \ X) ile gosterilir [7,12,16].

Sonug 2.7.5.
Kopulasi C olan siirekli tesadiifi degiskenler X ve Y olsun.

1.wv el igin, u+> C(u,v) fonksiyonu konkav ise SI (Y \ X') mevcuttur.
2.Vu el igin v C(u,v) fonksiyonu konkav ise SI (X \Y) mevcuttur.
3.VYvel igin um C(u,v) fonksiyonu konveks ise SD ('Y \ X ) mevcuttur.

4.Yu el i¢in v C(u,v) fonksiyonu konveks ise SD ( X\ Y ) mevcuttur [7,12,16].

Sonug 2.7.6.

X ve Y tesadiifi degiskenleri igin SI (Y \ X ) ise RTI (Y \X) ve LTD (Y \ X) benzer olarak
SI(X\Y) ise LTD (X\Y) ve RTI (X\Y) saglamr. Ozellikle X ve Y tesadiifi degiskenlerinin
ortak dagilim fonksiyonu H iki degiskenli u¢ dagilim ise SI (Y \ X ) ve SI (X \Y) vardir
[7,12,16].

Tamim 2.7.4. ( Korner (Kose) Bagimhhk )
Ozellikle risk analizi ve giivenirlik analizi uygulamalar1 i¢in énemlidir. X ve Y siirekli

iki tesadiifi degisken olsun. Buna gore,

1. Her x,yicin P[X <x,Y <y|X <x,Y <y fonksiyonux vey ’ de artmayan ise X ve
Y sol korner (kose) set azalandir denir. LCSD (X,Y ) ile gosterilir.

2. Her x,yi¢in P[X <x,Y<y|X <x,Y <y] fonksiyonu x vey ’ de artmayan X ve Y

sol artan korner (kdse) set artandir. LCSI (X,Y) ile gosterilir.
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3. Her x,yicin P[X >xY >y|X >x,Y >y fonksiyonu x vey > de azalmayan ise X
ve Y sag korner (kose) set artandir denir. RCSI (XY ) ile gosterilir.
4. Her x,yi¢cinP[X >Xx,Y >y|X >x,Y >y] fonksiyonu x vey de azalmayan ise X ve

Y sag korner (kose) set azalandir denir. RCSD (X,Y ) ile gosterilir [7,12,16].

Teorem 2.7.3.
Xve Y siirekli tesadiifi degiskenler olsun.
1. LCSD (X,Y ) mevcut ise bu durumda LTD (Y \ X ) ve LTD (X\Y),
2. RCSD (X,Y) mevcutise RTI (Y\ X) ve RTI (X\Y) saglanmir [7,12,16].

Tanim 2.7.5.
R”den R ye bir f fonksiyonu igin R’ tizerinde f(xy) >0vex <x y<y olmak iizere

asagidaki ifade mevcut ise, f 2. dereceden toplam pozitiftir denir ve TP, ile gosterilir.

oy fy)].
() FY)

[7,12,16].

(2.73)

Teorem 2.7.4.
X ve Y kopulasi C olan siirekli tesadiifi degiskenler olsun. X ve Y * nin ve kopulayla

uyumlu yasam kopulasi bakimindan asagidaki karakterizasyonlar saglanir.
1. LCSD (X,Y ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart | daki Vu, u,v,v, u<u,v<vV icinC”’
nin TP, olmasidir,

C(u,v)C(u',v)=C(u,v)C(u,V) (2.74)
2. RCSI (XY ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart | daki Yu,u,v,v, u<u,v<V icin C’
nin TP, olmasidir.

C(u,v)C(u',v)=C(u,v)CU',V) (2.75)
[7,12,16]
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Tablo 2.1. Bagimhlik yapilar1 arasindaki iliski

SI(Y\X) =  RTIY\X) = RCSI (X,Y)
U U U

LTD(Y \ X) = PQD(X \Y) = RTI(X\Y)
U U U

LCSD(X ,Y) = LTD(X\Y) = SI(X\Y)

2.8. Kopula Tahmin Yoéntemleri

Kopulalar kullanilarak yapilan istatistiksel c¢ikarsamalarda kullanilan yoOntemleri
parametrik ve parametrik olmayan yoOntemler olarak ikiye ayirabiliriz. Tam En Cok
Olabilirlik Yontemi (MLE) ve Marjinallere iliskin Cikarsama Y ontemi (IFM) parametrik
yontemlerdir. Kendall Tau ve Spearman Rho 6l¢iilerine dayanan yontemler ise parametrik

olmayan yontemlerdir.

Tanin 2.8.1. ( Tam En Cok Olabilirlik Yontemi (MLE) )
Bu c¢ok oOnemli tahmin yonteminden bahsetmeden oOnce kanonik gdosterim olarak

adlandirilan gosterimi belirtelim. Bir ¢ok degiskenli dagilim
f (X, X, X, ) = C(F (X)), F(X,),..., F(xn))H f.(x) (2.76)
i=1

bigimde gdsterimi onun kanonik gosterimidir. Bu gosterimde

C(F(x), F (%), F(X,))

C(F (X)), F(Xy), F(X,)) = OF (X )OF (%, ),.... OF (x.)

(2.77)

C kopulasinin n. dereceden kismi tiirevi, dolayistyla ¢ kopula yogunlugu ve f;’ ler standart

tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonlaridir. y ={X;, X,y X, by, Ornek veri

matrisimiz olsun. Logaritmik olabilirlik fonksiyonu,

T T n

19) =, |09{C(F1(Xn),Fz(Xm)v--,Fn(Xm))}+Z > log f(x,) (2.78)

=1 i=1
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olur. Burada @ hem marjinallerin hem de kopulanin tiim parametrelerinin vektoriidiir.

(2.78) esitligini maksimize eden 6,, . =enblyuk 1(#) tahminleyici, en ¢ok olabilirlik
4

tahmin edicisidir. Cok degiskenli kopula ve bu kopulanin marjinalleri ( yani tek degiskenli
yogunluk fonksiyonlart ) i¢in asimptotik uygunluk kosullarim1 saglar. Bu uygunluk
kosullar1 altinda en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi tammmhidir ve tutarli asimptotik etkin bir

tahmin edicidir. Asimptotik normal dagilima sahiptir

JT (Ow—6,) > N(©0,3(8,)). (2.79)
Burada 37(6,), Fisher bilgi matrisi ve @, dogru parametrik degerdir. 6, . in kovaryans

matrisi (yani Fisher’ in bilgi matrisi), olabilirlik fonksiyonunun negatif Hessian matrisinin

tersi ile tahmin edilir [3,11,17].

Tanmim 2.8.2. ( Marjinallere iliskin Cikarsama Yontemi (IFM) )

En ¢ok olabilirlik yontemi i¢in, marjinal dagilimlarin parametreleri ve kopula tarafindan
aciklanan bagimlilik yapisinin parametreleri gerekeceginden, ozellikle cok boyutlu
durumlarda karisik ve zor hesaplamalar ile karsilasilir. Fakat log-olabilirlik fonksiyonuna
bakildiginda bu fonksiyonun iki pozitif terimden olustugu goriiliir.Birinci terim kopula
yogunlugu ve onun parametrelerinden olusurken ,ikinci terim marjinallerden ve kopula
yogunlugunun biitiin terimlerini igerir. Tahmin iki adimda yapilir.

Adim 1: Tek boyutlu marjinal dagilimlarin tahmini yaparak marjinal parametreleri tahmin
edilmistir:

A T
6, = Argmaks, > n>" log f,(x,,6,) (2.80)

t=1 i=1

Adim 2: Elde edilen 6, parametresi ile €, tahmin edilir.

A T A
0, = Argenbiiytik,, > 10g(C(F, (X, ), Fy (o0 )roes Fy (X,):6,.6,) (281)

t=1

Bu yonteme Marjinallere iliskin ¢ikarsama(IFM) denir. IFM tahmin edicisi

O =(0,,0,) (2.82)
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seklinde ifade edilir. L olabilirlik fonksiyonu I., i.marjinalin log-olabilirlik fonksiyonu, I,

ise kopulanmin log-olabilirlik fonksiyonu olsun. O zaman IFM tahmin edicisi asagida
verilen esitligin ¢oziimiidiir.

o a A ) o 289
00, 06,," " 00, 00,

Tam en ¢ok olabilirlik yontemine ait tahmin edici ise asagida belirtilen esitligin ¢oziimiidir

o, al, al, a)_, 2.84)
06,86, " 86, 06,

Bu iki tahmin edici birbirine esit ¢cikmaktadir. IFM tahmin edicisi ECO tahmin edicisinden
daha kolay hesaplanabilmektedir. Bu yiizden, IFM tahmin edicisinin ECO tahmin edicisine
gore asimptotik etkinliginin arastirilmast mantikli olacaktir. Bunun ig¢in, iki tahmin edicinin
asimptotik kovaryans matrislerinin karsilastirilmasi gerekir. IFM teorisi, parametreler
vektoriinlin tahmini i¢in uygun sonug esitliklerinin kiimesinin kullanilmasina dayanan 6zel
bir durumdur. Bu durumdaki her sonug esitligi aslinda bir skor fonksiyonudur. (yani
esitligin sol tarafi, her marjinal yogunluga ait log-olabilirliginin kismi tiirevinden olusur.)
ECO tahmin edicisi gibi, [IFM tahmin edicisinin de gereken uygunluk kosullar1 altinda

asimptotik normallik 6zelligine sahip oldugu Joe tarafindan kanitlanmistir
JT (O —6,) - NOV (8,)). (2.85)
Burada V (6,) , Godembe bilgi matrisidir [11].

| log-olabilirlik fonksiyonu, i, i. marjinalin log-olabilirlik fonksiyonunu, Ic ise

kopulanin log-olabilirlik fonksiyonu olsun. Boylece skor fonksiyonu,

9(0) :(aa;;’aa;; ""’aa;:n ,85;02}:0- (2.86)
seklinde olur. Godambe bilgi matrisi ise agagida belirtilen formu alir,

V(9,)=D*M(D) (2.87)

D = E[09(6)" /06] ve M=E[g(6)" 9(9)] (2.88)
[3,11].
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Tanim 2.8.3. ( Kopulalarin Simiilasyonu )

Kopulalarin istatistiksel uygulama alanlarindan biri de Monte Carlo simiilasyon
metoduyla rasgele 6rnek tiretme galigsmalaridir. Marjinalleri F ,G, ortak dagilimi da H ve
kopulast C olan (X,Y) tesadiifi degiskeninden alinan Orneklem  (x,y) olsun. Sklar
teoreminden dolay1 (U,V ) tesadiifi 6rnekleminden (u,v) gbzlemleri iiretmeye ihtiyacimiz
vardir. Olasilik integral donilisimii yardimiyla (u,v) (X,y)’ ye doniistiiriiliirse sirasiyla
x=F W), y=G"(v)elde edilir. (u,v) nokta ¢ifti iiretmek icin {U=u} olayinda V ’
nin

c,(v)=P{V <v|U =u }:%C(u,v) (2.89)

kosullu dagilimindan

1. iki bagimsiz diizgiin dagilima sahip u ve t degerleri iiretilir.
2.¢™Y, ¢, nun yar tersi olmak iizere v =c{™ (t)’ yi bulunur.
3. Istenen ¢ift (u,v)’ dir.

4. (u,v) giftlerinden (F*(u),G™(v)) ciftleri elde edilir.
[3,11].

2.9. Kopula Olusturma Metotlari

Bu bolimde uygulama alaninda ¢ok O©nemli olan kopula olusturma metotlar
anlatilmigtir. Ozellikle arsimedyan kopula aileleri iiretici fonksiyonu ters déniisiim
metoduyla kolayca elde edilebilmektedir. Bu 6zelligi uygulamada ¢ok fazla kullanilmasini
saglamistir. Burada oOzellikle uygulamada ¢ok Onem tasiyan arsimedyan kopulalardan
faydalanilarak, tek parametreli kopula ailelerin yardimiyla uygulamada daha kolaylik
saglayan iki veya daha fazla parametreli kopulalar elde etme amaglanmustir. Kopula
ailelerin ¢ogu simetriklik Ozelligini saglar fakat bu 6zellik yeni olusturulan kopulalar da

saglanmayabilir. Kopulalarin asimetrik 6zelligi bazen modelin daha etkin olmasini saglar.
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Tanim 2.9.1.

® kesin artan ve siirekli fonksiyonlarin kiimesini gostersin.he®,h:1 — 1

fonksiyonu h(0)=0 ve h(l) =1seklinde tanimlansin. Buna gore C kopulast ve h

fonksiyon doniisiimii yardimiyla elde edilen C,,
C,, (u,v) =h™(C(h(u),h(v)) (2.90)

seklindedir. Burada C, kopula olmayabilir [7].

Sonug¢ 2.9.1.
Vh € ® olmak iizere

1. h konkavdir.
2. V C kopulast i¢in C * nin déniisiimii C, (u,v) =h™(C, (h(u), h(v)) olarak verilir [7].

Ornek 2.9.1.

t

0
¢(t):—ln(6

]J tiretecli Frank kopula ailesini g6z oOniine alalim. Frank ailesinin

iirete¢ fonksiyonunun tersi ¢ (t) = —In (9—:1+1j olsun. Buna gore h(t) =exp(—4(t))
e

t

ifadesinden h(t) = 90

fonksiyonu Sonu¢ (2.9.1)" deki gibi elde edilir. C(u,v)=uv

carpim kopulasinin h- doniigtimii alinirsa C, (u,v) =

1 {u (6" —1)(0" -1)
Ino 0-1

} kopulasinin

elde edildigi goriilebilir. O halde her uygun h fonksiyonu i¢in Frank ailesi ¢arpim

kopulasinin bir doniistimii olarak elde edilebilir.

Tanim 2.9.2. ( Kopulalarin Bilesimi )

h:1 — 1 fonksiyonu Tanim (2.9.1) > deki gibi tanimlansin. H : 1> — | fonksiyonu her
bir degisken i¢in artan, H(0,0)=0 ve H(21) =1olsun. f, f,, g, ve g, , ® de tanimh
fonksiyonlar, A ve B iki kopula olsun. Buna gore

Fas(Uv) = H(A(f,(u), 9, (V)), B(f, (u), 9, (V) (2.91)
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esitligi A ve B kopula fonksiyonlarinin bilesimi olarak tammlanir. Genelde F,g ile
gosterilir. F, 5 kopula degildir. Ancak H’ 1n iizerindeki bazi kosullarda f,, f,, g, ve g,

fonksiyonlar1 F,, kopula olacak bigimde tanimlanabilir [7].

Sonug¢ 2.9.2.
A ve B iki kopula olsun.
C, 5 U,v) = Au®,v/)BU",v*7") (2.92)

esitliginde C,, , kopulast «, S e | parametreli kopula ailesi olarak tanimlanir. Ozel olarak
bu ifadede o=/ =1 almirsa, C,, =A ve a=£=0 almrsa C,, =B olur. o # f i¢in

(2.92) esitligi asimetriktir. Yani C(u,v) = C(v,u) , (u,v) € 1>’ dir [7].

Ornek 2.9.4.

u,vel olmak ilizere Galambos ve Farlie-Gumbel-Morgestein kopula ailelerini goz

Oniine alalim. Buna gore Sonug (2.9.2) ’ den ii¢ parametreli kopula ailesi

seklinde elde edilir. Burada eger o= =1 almirsa C,, Galambos ailesi ,a=£=0

alimirsa Farlie Gumbel-Morgestein ailesi elde edilir.

Teorem 2.9.1. ( Khoudraji )
C=[l, ve simetrik kopula olsun. C nin limit durumunu igeren kopulasi

0<a<ﬂ<1’a¢ﬂ’ C,; olmak iizere
C,;(u,v) =u“v’Cu*,v*”) (2.93)
dir [7].

Sonug¢ 2.9.3.

7, Ve y,tarafindan iretilen arsimedyan kopulalar sirasiyla A ve B olsun. Va,f €l
icin

CopUV) =7 (HUN+7 () 7, (o (U N +7,(v7) (2.94)

40



kopulast «, # parametreli simetrik olmayan kopuladir [7].

Ornek 2.9.5.
7, () =y,t)=(=Int)?,5>1 almrsa A ve B Gumbel-Hougaard ailesi olusturulur. 3
parametreli kopula ailesi esitlik (2.97)’ den

C, 4 (UV) = xp(—{(—adnu)’ + (~AnV)° 1% —[(anu)” + (—BInv)° %)

a=1-a, Ezl—ﬁ seklinde verilir ve Gumbel Hougaard ailesinin genellestirilmisi

diye tanimlanir [7].
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3. UYGULAMA

Kopulalara uygulama olarak Roma, Istanbul, Bakii ve Tokyo sehirlerinin 01.01.2008
tarihinden 30.04.2009 tarihine kadar en diisiik ve en yiiksek sicakliklarini takip ederek
486 veri iizerinde caligilmistir. Calismanin amact bolgeler arasindaki sicakliliklarin
bagimlilik yapisim Kendal Tau ya dayanan yontemlerle en iyi tahmin edecek kopula
ailelerini bulmaktir. Bagimlilikla ilgili Pearson korelasyon katsayisi ¢ok genis bir kullanim
alanina sahiptir. Ancak bazi varsayimlar1 kullanim alamini daraltmaktadir. Bu nedenle
modelleme yaparken parametrik olmayan bagimlilik katsayisi olan Kendal Tau dan
yararlanilmistir. Bu yontem yardimiyla veriye uygun kopula aileleri ve bu aileler igin
uygun parametreleri hesaplanarak tablolarda verilmistir. Bagimlilik olglisi Kendal Tau
arsimedyan kopulalarda sagladigi hesaplama kolayligi sayesinde iistiinliige sahiptir. Veriler
eklerde sunulmaktadir. Analizler SPSS paket programu ile gergeklestirilmistir. Uygun
kopula aileleri i¢in parametre degerlerinden yararlanilarak her bir kopula ailesinin tek bir
parametre degeri i¢in Matlab 7.6.0° da kopula aileleri i¢in farkli yonlerden grafikleri

cizilmistir.



4. BULGULAR
4.1. En Diisiik Sicakhik Olciimleri i¢in Yapilan Analiz Sonuclar

Yapilan ¢aligmada amag bolgeler arasi gilinliik en diisiik sicakligin bagimlilik yapisint
Kendal Tau’ ya dayanan yontemler ile en iyi tahmin edecek kopula ailelerini ve bu

kopulalarin parametrelerini tahmin etmektir. Calismada ikili karsilastirmalardan dolay1

4
(J kadar korelasyon analizi tablosu elde edilmistir. Korelasyon analizi tablolar1 asagida

verilmistir. Tablolarda Kendal Tau degerlerinin 1’ e yakin oldugu goriilmektedir. Bu da
alman bolgeler arasindaki giinliik en diisiik sicaklik iliskisinin pozitif yonde oldugunu
gosterir. En diistik sicakliklar arasindaki bagimliligi modellemede asagidaki korelasyon

analizi tablolarinda yer alan Kendal Tau degerleri yardimiyla en iyi tahmin edecek &

parametresine bagli uygun kopula modelleri asagida sirasiyla verilmistir.

Tablo 4.1. Istanbul-Roma arasindaki en diisiik sicaklik iliskisi

Istanbul Roma
Kendall's tau b Istanbul Korelasyon katsayis 1,000 0,675(**)
Onemlilik ( 2- yonlii) _ ,000
N 486 486
Roma Korelasyon katsayis1 | 0,675(**) 1,000
Onemlilik( 2- yonlii) ,000 )
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)

Tablo 4.2. istanbul- Bakii arasidaki en diisiik sicakhk iliskisi

Istanbul Bakii
Kendall's tau_b Istanbul Korelasyon katsayisi 1,000 0,741(**)
Onemlilik (2- yonlii) , ,000
N 486 486
Bakii Korelasyon Kkatsayist 0,741(**) 1,000
Onemlilik (2- yonlii) ,000 )
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)




Tablo 4.3. Istanbul-Tokyo arasindaki en diisiik sicaklik iliskisi

' Istanbul Tokyo
Kendall's tau b Istanbul Korelasyon katsayisi 1,000 0,708(**)
Onemlilik (2-yonlii) , ,000
N 486 486
Tokyo Korelasyon katsayist | 0,708(**) 1,000
Onemlilik (2- yonlii) ,000 .
N 486 486
** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yénlii)
Tablo 4.4. Roma-Bakii arasindaki en diisiik sicaklik iliskisi
Roma Bakii
Kendall's tau_b Roma Korelasyon katsayisi 1,000 0,655(**)
Onemlilik (2- yonlii) , ,000
N 486 486
Bakii Korelasyon katsayist | 0,655(**) 1,000
Onemlilik( 2- yonlii) ,000 .
N 486 486
** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)
Tablo 4.5. Roma-Tokyo arasindaki en diisiik sicaklik iliskisi
Roma Tokyo
Kendall's tau_b Roma Korelasyon katsayist 1,000 0,636(**)
Onemlilik.( 2 yonlii) ) ,000
N 486 486
Tokyo Korelasyon katsayist | 0,636(**) 1,000
Onemlilik.( 2- yonlii) ,000 .
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)
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Tablo 4.6. Bakii-Tokyo arasindaki en diisiik sicakhk iliskisi

Bakii Tokyo
Kendall's tau b Bakii Korelasyon katsayisi 1,000 0,707 (**)
Onemlilik( 2-yonlii) , ,000
N 486 486
Tokyo Korelasyon katsayisi 0,707(**) 1,000
Onemlilik.( 2-yonlii) .000 .
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)

4.1.1. Kendal Tau ve Gumbel Hougaard Ailesinin Tahmini

Kendal Tau ve Gumbel Hougaard ailesi arasindaki bagint1 daha once teorik kisimda da
verilmistir.

n(0)="22 @)

Bu denklemden yukarida en diisiik sicakliklar igin verilen korelasyon tablolarindaki

Kendal Tau ailesinin parametre tahminleri Tablo 4.7’ de sirasiyla verilmistir.

Tablo 4.7. Gumbel Hougaard i¢in en diisiik sicakliklarda parametre tahmini

Gumbel Hougaard

(0>1)
Istanbul-Roma 6 =3,076
Istanbul-Bakii 0 =3,861
Istanbul-Tokyo 0 =3,424
Roma-Bakii 6 =2,898
Roma-Tokyo 0 =3,747
Bakii-Tokyo 6=3,412

Gumbel Hougaard ailesi i¢in parametre araligt € >1 olup Tablo 4.7’ de verilen degerlerle

uyumludur.

4.1.2. Kendal Tau ve Clayton Ailesinin Tahmini
Kendal Tau ve Clayton kopula ailesi arasinda baginti daha 6nce teorik kisimda da

verilmistir.
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@)= (42)

Bu denklemden yukarida diisiik sicakliklar i¢in verilen korelasyon tablolarindaki Kendal

Tau ailesinin parametre tahminleri Tablo 4.8” de sirasiyla verilmistir.

Tablo 4.8. Clayton i¢in en diisiik sicakliklarda parametre tahmini

Clayton

(6>-1)
Istanbul-Roma 0 =4153
Istanbul-Bakii 0 =5722
Istanbul-Tokyo 0 =4,.849
Roma-Bakii 6 =3,797
Roma-Tokyo 0 =3,494
Bakii-Tokyo 0 =4.825

Clayton i¢in parametre araligi 8 >—1 olup Tablo 4.8” de verilen degerlerle uyumludur.

4.1.3. Kendal Tau ve Gaussian (Normal) Ailesinin Tahmini

Kendal Tau ve Gumbel Hougaard ailesi arasindaki bagint1 daha dnce teorik kisimda da

verilmistir.
T (9)=%arcsin 0 4.3)

Bu denklemden asagidaki en diisiik sicakliklar igin verilen korelasyon tablolarindaki

Kendal Tau ailesinin parametre tahminleri Tablo 4.9’ da sirasiyla verilmistir.

Tablo 4.9. Gaussian i¢in en diisiik sicakhiklarda parametre tahmini

Gaussian

0 <[-11]
[stanbul-Roma 0 =0,0185
Istanbul-Bakii 6 =0,0203
Istanbul-Tokyo 6 =0,0194
Roma-Bakii 6 =0,0179
Roma-Tokyo 6=0,0174
Bakii-Tokyo 6 =0,0193

Gaussian aile ig¢in parametre araligt 6€>-1 olup Tablo 4.9’ da verilen degerlerle

uyumludur.
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Gumbel Hougaard, Clayton ve Gaussian kopulalarinin bolgeler arasindaki en diisiik
sicaklik Sl¢timlerinin bagimlilik yapisint modellemede kullanilabilecegini gosterir. Buna

gore @ degerlerine bagh olarak her bir kopula ailesi agsagidaki ifade gibi yazilabilir.Burada

tablolardan alinan tek bir parametre degeri i¢in

-3,076 -3,076: /Jé,O?B
wv)=e 4.4
C3,076( ) (Inuw) +(inuy) ) ( )
u,v) = (max(u*% +v=4153 _1) 0) 7+ 4a
Cosa(U¥) = (max(u 5% 4y 1) g) 15 (4.42)
¢ (u)g™H(v) 2 )
Csty= [ | 1 exp(_ s? — 25t +t 2stdt i)
“ % 2I141-(0,0185)° 2(1-(0,0185)

(4.4), (4.4 a) ve (4.4 b) denklemlerinin u=u; , v=u, alinarak grafikleri sirasiyla u, - uy

yonlii ve U - Uz yOnlii grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 4.1.a Istanbul-Roma icin & = 3,076 parametreli

Gumbel Hougaard Ailesi
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Sekil 4.1.b Istanbul-Roma icin € =3,076 parametreli

Gumbel Hougaard Ailesi

Sekil 4.2.a Istanbul-Roma igin € = 4,153 parametreli

Clayton Ailesi
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Sekil 4.2.b Istanbul-Roma icin € = 4,153 parametreli

Clayton Ailesi

Sekil 4.3.a Istanbul-Roma igin € =0,0185 parametreli

Gaussian Ailesi
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Sekil 4.3.b Istanbul-Roma igin € =0,0185 parametreli

Gaussian Ailesi

4.2. En Yiiksek Sicakhik Olgiimleri i¢in Yapilan Analiz Sonuglari
Yapilan calismada amag bolgeler arasi giinliik en yiiksek sicakligin bagimlilik yapisini
Kendal Tau dayanan yontemler ile en iyi tahmin edecek kopula ailelerini ve bu kopulalarin

parametrelerini tahmin etmektir. Bu calismada da en diisiik sicakliklara benzer sonuglar

4
elde edilmistir. Calismada ikili karsilastirmalardan dolay1 (ZJ kadar korelasyon analizi

tablosu elde edilmistir. Korelasyon analizi tablolar1 asagida verilmistir. Tablolarda Kendal
Tau degerlerinin 1°e yakin oldugu goriilmektedir. Bu da alinan boélgeler arasindaki giinliik
en yiiksek sicaklik iligkisinin pozitif yonde oldugunu gostermistir. En diisiik sicakliklar
arasindaki bagimliligi modellemede asagidaki korelasyon analizi tablolarinda yer alan
Kendal Tau degerleri yardimiyla en iyi tahmin edecek & parametresine bagli uygun

kopula modelleri asagida sirasiyla verilmistir
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Tablo 4.10. istanbul-Roma arasindaki en yiiksek sicaklik iliskisi

' Istanbul | Roma
Kendall's tau b Istanbul Korelasyon katsayisi 1,000 0,733(**)
Onemlilik ( 2-yonlii) , ,000
N 486 486
Roma Korelasyon katsayis1 | 0,733(**) 1,000

Onemlilik (2-yonlii) ,000 .
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)

Tablo 4.11. Istanbul-Bakii arasindaki en yiiksek sicaklik iliskisi

Istanbul Bakii
Kendall's tau_b Istanbul Korelasyon katsayisi 1,000 0,701(**)

Onemlilik ( 2-yonlii) . ,000

N 486 486

Bakii Korelasyon katsayis1 | 0,701(**) 1,000

Onemlilik ( 2-yonlii) ,000 .
486 486
** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)

Tablo 4.12. istanbul-Tokyo arasindaki en yiiksek sicaklik iligkisi

Istanbul Tokyo
Kendall's tau_b Istanbul Korelasyon katsayisi 1,000 0,682(**)
Onemlilik ( 2-yonlii) , ,000
N 486 486
Tokyo Korelasyon katsayis1 | 0,682(**) 1,000
Onemlilik ( 2- yonlii) ,000 ,
486 486
** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)

ol




Tablo 4.13. Roma-Bakii arasindaki en yiiksek sicaklik iliskisi

Roma Bakii
Kendall's tau_b Roma Korelasyon katsayisi 1,000 0,688(**)
Onemlilik(2- yonlii) , ,000
N 486 486
Bakii Korelasyon katsayis1 | 0,688(**) 1,000
Onemlilik (2- yonlii) ,000 )
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii).

Tablo 4.14. Roma-Tokyo arasindaki en yiiksek sicakhk iliskisi

Roma Tokyo
Kendall's tau_b Roma Korelasyon katsayisi 1,000 0,717(**)
Onemlilik (2- yonlii) ) ,000
N 486 486
Tokyo Korelasyon katsayist 0,717(**) 1,000
Onemlilik (2- yonlii) ,000 ,
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlii)

Tablo 4.15. Bakii-Tokyo arasindaki en yiiksek sicakhk iliskisi

Bakii Tokyo
Kendall's tau b Bakii Korelasyon katsayisi 1,000 0,699(**)
Onemlilik (2- yonlii) ) ,000
N 486 486
Tokyo Korelasyon katsayis1 | 0,699(**) 1,000
Onemlilik (2- yonlii) ,000 ,
N 486 486

** Korelasyon %1 6nem seviyesinde (2-yonlil).

4.2.1. Kendal Tau ve Gumbel Hougaard Ailesinin Tahmini

Kendal Tau ve Gumbel Hougaard ailesi arasindaki baginti daha dnce teorik kisimda

verilmistir.

r (0)=——

6-1
7 (4.5)
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Bu denklemden asagidaki en diisiik sicakliklar igin verilen korelasyon tablolarindaki

Kendal Tau ailesinin paremetre tahminleri Tablo 4.16° da sirasiyla verilmistir.

Tablo 4.16. Gumbel Hougaard i¢in en diisiik sicakliklarda parametre tahmini

Gumbel Hougaard

(6>1)
Istanbul-Roma 0 =3,745
Istanbul-Bakii 6 =3,344
Istanbul-Tokyo 0 =3144
Roma-Bakii 0 =3,205
Roma-Tokyo 0 =3533
Bakii-Tokyo 0 =3322

Gumbel Hougaard ailesi i¢in parametre araligi € >1 olup Tablo 4.16° da verilen degerlerle

uyumludur.

4.2.2. Kendal Tau ve Clayton Ailesinin Tahmini

Kendal Tau ve Clayton kopula ailesi arasindaki baginti daha once teorik kisimda

verilmistir.

o (9)=$ (4.6)

Bu denklemden asagidaki en diisiik sicakliklar i¢in verilen korelasyon tablolarindaki

Kendal Tau ailesinin parametre tahminleri tablo 4.17’ de sirasiyla verilmistir.

Tablo 4.17. Clayton i¢in en diisiik sicakliklarda parametre tahmini

Clayton

(6>-1)
I[stanbul-Roma 0 =5,490
Istanbul-Bakii 0 =4,688
Istanbul-Tokyo 0=4,289
Roma-Bakii 6=4,410
Roma-Tokyo 0 =5,067
Bakii-Tokyo 0 =4,644

Clayton ailesi igin parametre araligt >-1 olup Tablo 4.17° de verilen degerlerle

uyumludur.
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4.2.3. Kendal Tau ve Gaussian Ailesinin Tahmini

Kendal Tau ve Gumbel Hougaard ailesi arasindaki bagint1 daha dnce teorik kisimda da

verilmistir.
2 .
T (9)=ﬁarcsm 0 4.7

Bu denklemden asagidaki en diisiik sicakliklar igin verilen korelasyon tablolarindaki

Kendal Tau ailesinin parametre tahminleri tablo 4.18” de sirasiyla verilmistir.

Tablo 4.18. Gaussian Ailesi i¢cin en yiiksek sicakhiklarda parametre tahmini

Gaussian

0 [-11]
Istanbul-Roma 6 =0,0201
Istanbul-Bakii 6 =0,0192
Istanbul-Tokyo ¢ =0,0187
Roma-Bakii 6 =0,0188
Roma-Tokyo 6 =0,0196
Bakii-Tokyo 6 =0,0191

Gaussian i¢in parametre araligi @ > -1 olup Tablo 4.18” de verilen degerlerle uyumludur.

Diisiik sicaklart modellemede oldugu gibi yiiksek sicakliklar arasindaki iliskiye en
uygun kopulalar Gumbel Hougaard, Clayton arsimedyan kopulalar1 ve Gaussian kopula
aileleridir. Buna gore buradaki parametreler yardimiyla her bir kopula i¢in

%,745

C31745(U,V) _ e(—(Inuu)’3‘745+(Inuu)’3'745) (48)
Cy 400(U, V) = (Max(u > +v=>%° - 1) 0) a0 (4.8a)
g e V) 2 2
csv= | | L exp(— 52$tzjolsolt (4.8.b)
~ 2 2I141-0,02012 2(1-0,0201%)

seklinde yazilabilir.
(4.8) , (4.8 a) ve (4.8.b) denklemlerinin u=u; , v=u, alinarak grafikleri sirasiyla U, - Uy

yonlii ve U - Uz yoOnlii grafikleri asagida verilmistir.
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Sekil 4.4.a Istanbul-Roma igin @ = 3,745 parametreli

Gumbel Hougaard Ailesi

Sekil 4.4.b Istanbul-Roma igin @ = 3,745 parametreli

Gumbel Hougaard Ailesi
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Sekil 4.5.a Istanbul-Roma i¢in @ = 4,153 parametreli

Clayton Ailesi

Sekil 4.5.b Istanbul-Roma Clayton @ = 4,153 parametreli

Clayton Ailesi
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u2 -

Sekil 4.6.a Istanbul-Roma i¢in € =0,0201 parametreli

Gaussian Ailesi

Sekil 4.6.b Istanbul-Roma i¢in € = 0,0201 parametreli

Gaussian Ailesi
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5. TARTISMA VE SONUC

Yapilan calismada kopula tahmin yontemleri iizerinde durulmus dort farkli sehrin
giinliik en yiliksek ve en diisiik sicakliklari kullanilarak uygulama yapilmistir.

Uygulamada diinya iizerindeki dort sehrin en diisiik ve en yiiksek sicakliklari arasinda
ne tiir bir iliski oldugunu arastirmak igin 01.01.2008 tarihinden 30.04.2009 tarihine kadar
olan zaman araliginda dort sehrin sicaklilarindan 486 birimlik veri kiimesi kullanilmis
kopula kavrami ile modellenmesi tizerine kurulmustur.Uygulanabilirligi diger yontemlere
gore daha kolay olan parametrik olmayan kopula tahmin yontemleriyle degisik kopula
aileleri segilerek tahminlerde bulunulmus ve Gumbel Hougaard, Clayton ve Gaussian
kopula ailelerinin istatistiksel olarak veri kiimemize diger ailelere gore daha iyi uydugu
goriilmiistiir. Gumbel Hougaard ve Clayton Ailesi arsimedyan kopula sinifindan olup
hesaplamada sagladigi kolayligiyla tercih edilir. Yapilan c¢aligma sadece Kendal tau
bagimlilik 6lgiisii kullanilarak parametreler hesaplanmistir. Diger bir parametrik olmayan
iliski katsayis1 Spearman Rho’ da istenirse veri i¢in kullanilabilir ancak Spearman Rho
hesab1 Kendal Tau kadar kolay degildir. Kendal Tau’ nun teorik kisimda verilen 6zellikle
arsimedyan kopula aileleri icin iiretici fonksiyona bagli hesaplama ya da kopulanin
tirevlerine bagl olarak hesaplama kolaylig1 sayesinde Spearman rho’ ya gore tercih
edilmesinin nedenlerinden bazilaridir. Bu ¢alisma veri i¢in Once deneysel kopula

tanimlanip deneysel kopula iizerinden parametre tahmini yapilip istenen degerler elde

edilebilir.
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EKLER



EK -1 Onemli kopula aileleri, iiretecleri, Kendal Tau ve Spearman Rho

Kopula Uretici Paremetre Kendal Tau Spearman Rho

Ailesi 7(t) (0,2, ) . (0) Ps(0)
Gumbel (—Int)? 0>1 6-1 -
Hougaard 0
Ailesi
Clayton > -

yt l (t 1) 0>-1 o
Ailesi o 0+2
Al Mikhail In[l_ ot-1Y 6<[-11] ,
Hag Ailesi i 1- 20+@1-6 ) In(1-06)

30?2

Farlie- - 0 e[-1]] 20 0
Gumbel 9 3
Morgeistein
Ailesi
Eliptical - —

prica o<l-11 Earcsin 0 Earcsin 9
Aile I1 I1 2
Frechet- - a, >0 (=P a+L+2) a—pf
Mardia 3
Ailesi
Frank Ailesi t_ 6>0 — — _ _D. (-

n o' -1 1_4D1( Ing) -1 1-19 D, (~In6)-D,(-Inb)
0-1 Ing Iné

Joe Ailesi —In [1_(1_09 0>1 - -
Marshall - 0<a,p<1 af 3ap
Olkin Ailesi a—-af+p 20 —aff+20
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EK-2 2008-2009 En Diisiik ve En Yiiksek Sicaklik Ol¢iimleri

TARIH  ISTANBUL ROMA BAKU TOKYO
En dis. Enyiik. Endiis. Enyiik. Endiis. Enyiik. Endiis. En yik.

01.0ca.08 2 9 2 12 2 6 6 11
02.0ca.08 4 8 0 10 4 6 -5 10
03.0ca.08 -1 3 4 12 1 4 -5 10
04.0ca.08 -1 3 3 13 -2 0 2 8
05.0ca.08 -1 4 7 16 -3 0 0 8
06.0ca.08 -2 6 8 16 -3 0 -3 11
07.0ca.08 1 5 7 15 -3 -1 5 11
08.0ca.08 2 9 5 14 -5 -4 5 12
09.0ca.08 1 7 8 13 1 2 2 12
10.0ca.08 0 6 10 13 0 2 2 12
11.0ca.08 1 6 6 16 -4 2 5 10
12.0ca.08 1 7 7 15 -5 0 4 12
13.0ca.08 0 9 5 11 -4 1 1 8
14.0ca.08 0 8 3 12 -3 1 0 7
15.0ca.08 2 9 5 10 -1 5 0 5
16.0ca.08 2 9 5 14 -2 6 1 6
17.0ca.08 3 11 10 14 -6 3 0 8
18.0ca.08 4 11 5 12 -6 3 0 9
19.0ca.08 6 10 4 15 0 3 1 6
20.0ca.08 5 9 4 15 -1 3 2 5
21.0ca.08 3 11 6 14 0 5 0 3
22.0ca.08 4 12 9 15 1 7 0 5
23.0ca.08 4 11 5 12 1 6 0 4
24.0ca.08 3 6 2 11 2 7 0 4
25.0ca.08 3 7 4 13 0 5 0 5
26.0ca.08 3 8 4 15 -4 6 0 7
27.0ca.08 2 10 4 12 -1 6 1 8
28.0ca.08 3 4 5 14 1 9 0 7
29.0ca.08 2 4 6 15 2 8 3 7
30.0ca.08 1 6 8 15 0 6 0 11
31.0ca.08 0 7 6 15 -4 1 1 6
01.Sub.08 1 10 5 15 0 2 -2 9
02.Sub.08 3 12 8 16 1 3 1 8
03.Sub.08 3 11 6 14 -2 5 3 6
04.Sub.08 ) 11 11 14 -3 5 -12 5
05.Sub.08 4 9 5 14 -1 6 -11 5
06.Sub.08 3 9 8 15 -2 6 1 7
07.Sub.08 3 9 3 16 1 7 1 10
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08.Sub.08
09.Sub.08
10.Sub.08
11.Sub.08
12.Sub.08
13.Sub.08
14.Sub.08
15.Sub.08
16.Sub.08
17.Sub.08
18.Sub.08
19.Sub.08
20.Sub.08
21.Sub.08
22.Sub.08
23.Sub.08
24.Sub.08
25.Sub.08
26.Sub.08
27.Sub.08
28.Sub.08
29.Sub.08
01.Mar.08
02.Mar.08
03.Mar.08
04.Mar.08
05.Mar.08
06.Mar.08
07.Mar.08
08.Mar.08
09.Mar.08
10.Mar.08
11.Mar.08
12.Mar.08
13.Mar.08
14.Mar.08
15.Mar.08
16.Mar.08
17.Mar.08
18.Mar.08
19.Mar.08
20.Mar.08
21.Mar.08
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22.Mar.08
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26.Mar.08
27.Mar.08
28.Mar.08
29.Mar.08
30.Mar.08
31.Mar.08
01.Nis.08
02.Nis.08
03.Nis.08
04.Nis.08
05.Nis.08
06.Nis.08
07.Nis.08
08.Nis.08
09.Nis.08
10.Nis.08
11.Nis.08
12.Nis.08
13.Nis.08
14.Nis.08
15.Nis.08
16.Nis.08
17.Nis.08
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19.Nis.08
20.Nis.08
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22.Nis.08
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26.Nis.08
27.Nis.08
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01.May.08
02.May.08
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03.May.08
04.May.08
05.May.08
06.May.08
07.May.08
08.May.08
09.May.08
10.May.08
11.May.08
12.May.08
13.May.08
14.May.08
15.May.08
16.May.08
17.May.08
18.May.08
19.May.08
20.May.08
21.May.08
22.May.08
23.May.08
24.May.08
25.May.08
26.May.08
27.May.08
28.May.08
29.May.08
30.May.08
31.May.08
01.Haz.08
02.Haz.08
03.Haz.08
04.Haz.08
05.Haz.08
06.Haz.08
07.Haz.08
08.Haz.08
09.Haz.08
10.Haz.08
11.Haz.08
12.Haz.08
13.Haz.08
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10
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10
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10
10
11
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11
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15
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17
18
17
18
17
17
17
18
17

20
16
17
18
18
17
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18
19
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20
20
20
21
22
23
26
27
30
26
25
26
26
26
27
30
24
24
25
27
24
24
25
25
25
22
24
25
23
25
27
29
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27
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26.Tem.08
27.Tem.08
28.Tem.08
29.Tem.08
30.Tem.08
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