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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tamim ve teoremler
verildi.

Ikinci béliimde; Bernoulli Alt-Denklem Fonksiyon metodunun genel yapist verildi.
Uciincii boliimde; Vakhnenko-Parkes ve PHI-four denklemlerinin Bernoulli alt-denklem
metodu ile ¢oziimleri yapildi. Mathematica 9 programi kullanilarak ¢oziimlerin iki ve ¢
boyutlu grafigi ¢izildi.

Dordiincii bolimde ise, elde edilen analitik ¢ozlimler gbz Oniline alinarak kapsamli bir

sonug verildi.



SUMMARY
ANALYSIS OF SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION
WITH THE METHOD OF BERNOULLI SUB-EQUATION FUNCTION

This study consists of the four chapters.

In the first chapter, it has been given information on some fundamental definitions and
theorems which have been used in following chapters.

In chapter two, it has been given information on general structure of Bernoulli Sub-
Equation Function.

In chapter three, VVakhnenko-Parkes ve PHI-four equations have been solved with
Bernoulli Sub-Equation Method. 2D and 3D graphics of the solutions have been drawn
used Mathematica 9 program.

In chapter four, it has been given a comprehensive conclusion by taking into account
analytical solutions obtained in this study.
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1. GIRIS

Ozellikle son 20 yilda bilim diinyas1, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin
tam ¢Ozlimlerini elde etmek i¢in kullanilan metotlardan, Sumudu doniisiim metodu, tanh
fonksiyon metodu, Bocklund doniisiim metodu, inverse scattering metodu, iistel fonksiyon
metodu, modifiye edilmis basit denklem metodu, ¢esitli deneme denklem metotlari, sine—

cosine metodu, tanh—sech metodu, homojen balans metodu, G'/G -a¢ilim metodu, Darboux

doniisiim metodu, degiskenlerine ayirma metodu, varyasyonel iterasyon metodu gibi
cesitli metotlarin  onemli gelismelerine tamklhk etmistir [1-28]. Ozellikle, fiziksel
problemlerin matematiksel yapilarini olusturmak son yillarda bilim diinyasinin derin
ilgisini ¢cekmistir.

Ormnegin; saglik alaninda, ciddi saglik problemi olusturan tiiberkiilozun matematiksel
modellemeleri bazi bilim insanlart tarafindan literatiire sunulmustur [29]. V.K. Srivastava
ve ekibi, HIV virisiiniin matematiksel modelini olusturarak niimerik ¢6zimii lizerine
kayda deger bir ¢aligma yapmislardir [30]. Bugiin, diinya niifusunun {igte birine tiiberkiiloz
teshisi konuldugu farkli ¢aligmalarla belirlenmistir [31]. Tiiberkiiloz teshisi konmus bir
hastanin, bu hastaliktan tedavisiz kurtulma orani ¢ok diisiik olmasina ragmen teshis
yontemlerinin gelistirilmesi, tedavi prosediirlerinin yenilenmesi ve yeni ilaglarin elde
edilmesi gibi birgok gelisme bu tiir ciddi hastaliklarin tedavisinde etken olmustur. Bunun
sonucu olarak 1940°dan sonra Ozellikle tiiberkiiloz igin gelistirilen yeni tedavi
yontemleriyle, tiiberkiiloz teshisi konulmus hastalarda % 90’a varan iyilesme Diinya Saglik
Orgiitiiniin 2010 raporunda literatiire sunulmustur [32].

Ayrica biyolojik sistemlerde, sivi tasimanin matematiksel modeli Osvaldo Chara ve
Lutz Brusch tarafindan literatiire sunulmustur [33]. Cevresel radyoaktivitede, yer alti
uranyum madenlerinde radyasyon seviyelerini minimize etmek i¢in hava kalitesinin
tahmini i¢in gelistirilmis bir matematiksel modeli Durga Charan Panigrahi ve ekibi
olusturmustur [34].

Olusturulan matematiksel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinin, analitik ¢oziimlerinin
ve sayisal ¢Oziimlerinin elde edilmesi bilim insanlarina yeni 6zellikler sunmustur. Bu
coziimlerin elde edilmesi i¢in farkli metotlarin gelistirilmesi ve uygulanilmasi bilim
insanlart arasinda biiylik 6nem kazanmistir. Gelistirilen metotlarin farkli olmasi,
matematiksel modelin temsil ettigi problem hakkinda daha farkli yeni analitik ¢oziimleri
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ortaya ¢ikarmistir. Analitik ¢dziimlerin ozelliklerine gore problemin temsil ettigi daha
farkli 6zellikler ortaya ¢ikarilmistir.
Bu ¢alismada ise, Bernoulli Alt-Denklem fonksiyon metodu (BSEFM) [11],

uu, —uu, +u’u =0, (1.2)
olarak tanimlanan dogrusal olmayan Vakhnenko-Parkes (VP) denklemine uygulanarak
iistel, rasyonel, trigonometrik ve komplex fonksiyon ¢oziimleri gibi yeni analitik ¢oziimler
elde etmek icin kullanilmigtir. Bu denklem belirli kosullar altinda dalgalarin yayiliminin
matematiksel denklemini temsil etmektedir. Cheng Yan-jun, Vakhnenko-Parkes
denkleminin salinimli dalga ¢oziimlerinin siniflandirilmasi tizerine kapsamli bir ¢alisma
yapmustir [35]. Shoufeng Shen ve ekibi, Vakhnenko-Parkes denkleminin fiziksel anlami
ile tutarli yeni yapilari literatiire sunmustur [36]. Belirli 6zelliklere sahip ortamlarda,
dalgalarin salinimli ¢oztimlerini elde etmek igin tstel fonksiyon metodu Harun-Or Roshid
ve ekibi tarafindan basarili bir sekilde Vakhnenko-Parkes denklemine uygulanmistir [37].
Kangalgil F. ve digerleri Vakhnenko-Parkes denkleminin bazi yeni analitik ¢éziimlerini
farkli analitik metotlar kullanarak elde etmislerdir [38,39,40]. Elde edilen analitik
coziimlerden, oOzellikle, soliton c¢oziimler, siirekli hareket halinde olan bir okyanusun
derinliklerinde ve yiizeyde olusan zayif dalgalarin fiziksel 6zellikleri hakkinda bilgiler
verir [39].
Bu ¢alismada ele alinan bir diger nemli matematiksel model ise
u, —au, —u+u®=0, (1.2)

olarak tanimlanan PHI-four denklemidir. PHI-four denkleminin analitik ¢6ziimleri Jesmin
Akter ve M. Ali Akbar tarafindan modifiye basit denklem metodu kullanilarak elde
edilmistir [41]. Ryan Sassaman ve Anjan Biswas, PHI-four denkleminin hiz solitonlarinin
adiabatic formlar1 lizerine ¢alisma yapmislardir [42]. Abdul-Majid Wazwaz, periyodik
¢oziimlere sahip PHI-four denkleminin genellestirilmis formlar1 tizerine ¢alismalar

yapmistir [43,44].


http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/?term=Roshid%20HO%5Bauth%5D

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1.

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢inde bulunduran denkleme diferansiyel
denklem denir. Baska bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimli degiskenlerin bir fonksiyonu
ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis bagintiya

diferansiyel denklem denir [45].

Tamm 2.2.
Bir bagimli ve bir bagimsiz degiskenden olusan, bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore cesitli mertebeden adi tiirevlerini bulunduran denkleme adi diferansiyel

denklem denir. Genel olarak,

dy d’y d"y
flxy——, =0, 2.1
[ Yo de T e @1)
seklinde yazilir [45].
Tanim 2.3.

Icinde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimlh degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini igeren denkleme kismi

tiirevli diferansiyel denklem denir. Genel olarak,

f(xY.2,2,.2,,2,.2,,2,,)=0, (2.2)

1 Ex Sy Exx

seklinde yazilir [46].

Tamm 2.4.
Bir kismi tirevli denklemde goriilen en yiiksek basamaktan kismi tiirevin

basamagina denklemin mertebesi denir [46].

Tamm 2.5.
Bir kismi tiirevli denklemde goriilen en yiiksek basamaktan kismi tiirevin kuvvetine

denklemin derecesi denir [46].



Tanim 2.6.

Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken ve bunlarin denklemdeki biitiin
kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklem, bagimli degisken ile onun tiirevleri
parantezinde yazildiginda katsayilar sabit ya da yalmizca bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde lineer olmayan denklem adini
alir [46].

Tamm 2.7.
Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi

tiirevlere gore lineer ise bu denkleme yari lineer denir [46].

Tanim 2.8.
Bir kismi tiirevli denklem yar1 lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamaktan
tirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu denkleme hemen

hemen lineerdir denir [46].

Tanm 2.9.
Eger bir f (x) fonksiyonu x =X, noktasi civarinda

> fn(x‘))rﬁ?_x‘))n’ 2.3)

n=0

seklinde Taylor serisine agilabiliyorsa ve X, noktasini igeren bir agik aralikta X ’in biitiin

degerleri igin Taylor agilm1  f (x) fonksiyonuna yaklastyorsa f (x) fonksiyonu x =x,

noktasinda analitik fonksiyondur denir [45].

Tanim 2.10.

Bir x bagimsiz degiskeni ile, bunun iki veya daha fazla fonksiyonu ve bu
fonksiyonlarin X ’e gore tiirevlerinden meydana gelen sisteme diferansiyel denklem sistemi
denir [47-48].

Teorem 1.
a,b ve n sabitler olmak tizere f(x, y) fonksiyonu a<x<b ve —wo<y<+wo ile

tanimlanmis D bolgesinin biitiin noktalarinda tanimli ve siirekli olan bir



y’z%z (xy).y(a)=n,

diferansiyel denklemi verilmis olsun. Eger D bolgesindeki noktalar i¢in;
£ O0y)— (0 y)|<Lly-y, (2.4)

esitsizligini saglayacak sekilde bir L sabiti var ise o zaman baslangi¢ deger probleminin

yalnmz bir ¢éziimii vardir. Bu ¢6ziimde y(x) ¢cozimudiir ve y(x) fonksiyonu da D
bolgesinde her (X, y) ikilileri i¢in siirekli ve tlirevi alinabilen bir fonksiyondur. Birinci

mertebeden;

y'=1(xy) . y(%)=Yo (2.5)

baslangi¢ deger problemi igin verilecek olan tiim ¢6ziim yontemleri;

dy . m
—:f Y ), :1,2,3;"'! ]
dx ,(X, y,) !

seklinde ifade edilen sistemler i¢in de yazilabilir.

(2.5) denklemin ¢oziimii y =Q(x) olsun. x,,%,,---, X, noktalarinda Q(x) ¢6ziimiine
yakin degerler elde edelim. y,=Q(X,) ve Y,=Q'(X,) oldugu agiktir. Genel olarak
y, # Q(Xn) ve y, # Q'(Xn) , n>1dir. Xx-ekseni iizerinde uygun h araliklar segilerek

X=X, +h, X,=%,+2h ,---, X, =X,+nh.

Noktalarinda ¢oziime ait y,,Y,, -+, Yy, fonksiyon degerini hesaplayabiliriz.

Tamm 2.11.

Baslangi¢ deger problemi, belli bir noktadan baslayip aranan fonksiyonun ¢éziim
alaninda adim adim bulunabildigi problemlerdir. Baglangi¢ deger problemini ifade eden n.
mertebeden bir denklemin ¢o6ziimii i¢in gerekli biitlin sartlar bagimsiz degiskenin tek bir
degerinde verilir[49].

Tanim 2.12.

Coziimii kapali bir alanda aranan ve genel ¢6ziimde bulunan sabitlerin degerlerinin
belirlenmesi i¢in bagimsiz degiskenin en az iki degerinin verildigi problemlere sinir deger
problemleri denir. [49].

Tamm 2.13.

Dalga, bir fizik terimi olarak, uzay veya uzay zamanda yayilan ve siklikla enerjinin
taginmasina yol acan titresime verilen isimdir. Bununla birlikte giinliik dilde farkli
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anlamlarda kullanilmaktadir. Ayrica denizlerde olusan bir su vuruntusudur. Dalgalar bir
yerden basgka bir yere uzanirlar. Titresimleri, periyodik (bir kemandaki nota sesi gibi)
olabilecegi gibi, periyodik olmayadabilir.

Tamm 2.14.

Soliton sabit bir hizda yayilim gosterirken kendi seklini koruyan ve kendi kendini
giiclendiren tekil dalgalardir (dalga paketi ya da nabiz dalgasi). Solitonlar, bosluktaki
dagitici ve dogrusal olmayan etkilerin birbirini iptal etmesiyle olusmustur. Solitonlar,
fiziksel sistemleri tanimlamak ic¢in kullanilan dogrusal olmayan dagitict kismi ayrimsal

esitliklerin yayilma sinifinin ¢6ziimleri olarak bulunmustur.



3. MATERYAL VE METOTLAR

3.1. BERNOULLI ALT-DENKLEM FONKSIYON METODU

Kismi diferansiyel denklemler i¢in farkli analitik ¢éziimler veren BSEFM’u bu alt
boliimde ele alindi. Metodun genel yapisi dort adimda gz oniine alinabilir [9].
Adim-1 iki bagimsiz degiskeni ve bir bagimli degiskeni olan ve dogrusal olmayan

asagidaki kismi diferansiyel denklemi g6z Oniine alalim;

P(u,,u, Uy, Uy, ---)=0, (3.1)
ve

u(x,t)=U(n), n=x-—ct, (3.2)
olarak tanimlanan dalga donisiimiinii ele alalim, burada ¢ # 0 dir. Denklem (3.2), denklem
(3.1) de yerine yazilirsa

N(U,U,U"U",.)=0, (3.3)

seklinde dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir.

Adim-2 (3.3) diferansiyel denkleminin ¢dzliimiinii asagidaki sekilde goz oniine alalim:

U=>aF =a,+aF+a,F’+---+a,F", (3.4)
i=0
ve
F'=bF +dF,b=0, d =0, M e R—{0,1,2}, (3.5)

burada F(n) Bernoulli diferansiyel polinomudur. (3.4) ve (3.5) denklemleri (3.3) de

yerine yazilmasi

Q(F(n))=p.F (1) +-+pF (1) +p, =0 (3.6)

seklinde F(7)’u igeren Q(F(n)) polinomunun bir denklemini verir. Burada, balans

prensibine uygularsak N ve M arasinda bir bagint1 elde ederiz.

Adim-3 Q(F(n)) polinomunun tiim katsayilarinin sifira esitlersek, asagidaki denklem

sistemini elde ederiz:

p.=0,i=0,--,s. (3.7)



Bu sistemi ¢ozerek a,,---,a, katsayilarinin degerleri elde edilir.

Adim-4 (3.5) Bernoulli diferansiyel denklemini bilinen yontemlerle ¢ozdiigiimiizdeb ve

d ’nin durumuna gore asagidaki iki farklt durumu elde ederiz:

1
[ —d c |rm
F(}]): T+eb(M—1)77:| ’ bid’ (38)

_ 1

1-tanh [b(l_zM)nj

(3.8) ve (3.9) coziimlerinin durumlarina gore (3.4) denkleminin bazi yeni analitik

. b=d, ceR. (3.9)

F(n7)=

¢cOziimlerini yazabiliriz. Bu calismada sunulan metotla elde edilen analitik ¢éziimlerin
fiziksel olarak daha iyi yorumlanabilmesi igin, uygun parametreleri goz Oniinde

bulundurarak iki ve li¢ boyutlu grafikleri Mathematica 9 kullanilarak c¢izildi.



4. METODUN UYGULANMASI

Bu boliimde, BSEFM’u kullanilarak VVakhnenko-Parkes ve PHI-4 denklemlerinin
rasyonel, iistel, hyperbolik ve kompleks fonksiyon ¢oziimleri gibi bazi yeni analitik
cozlimleri elde edildi [15-20, 23-28].

Ornek-1. Dogrusal olmayan Vakhnenko-Parkes denklemi [24-28]

uu, —uu, +u’u, =0, (4.2)
seklindedir.
[lk olarak, ¢ sifirdan farkli reel bir say1 olmak iizere,
u(x,t)=U(n)=U, n=x—ct, (4.2)
2—;’( —u’, ;—” — _cU’, sngt — cu”, ai?gt ——cu”, (4.3)

dontisiimleri NPVPE’e uygulanirsa, (4.1) denklemi agagidaki sekilde dogrusal olmayan
adi diferansiyel denkleme doniistir;

Uu”-Uu”+U%’=0. (4.4)
denkleminin integrali alinirsa ve integral sabiti sifir alindiginda, (4.4) denklemi asagidaki

sekilde yeniden yazilabilir;
3UU"-3(U’)’ +U* =0,

(4.5)

U=>»aF =a+aF+aF°+---+aF",
% 2 (4.6)
F'=bF +dF™,b»0, d 0, M eR—{0,12}, (4.7)

(4.6) denkleminin birinci ve ikinci turevini alip (4.7) esitligini de yerine koyarsak asagidaki
esitlikleri elde ederiz;

U'=F"M

U”~ F"2M,
Balans prensibi geregi;

2M =n+2, (4.8)

olarak elde edilir.



Durum-1:

Eger (4.8) denkleminde M =3ve n=4 alinirsa, u, u’'ve u”denklemleri

U=a,+aF +a,F*+a,F’+a,F", “9)
U’ =bFa, +dF°a, +2bF"a, + 2dF"a, + 3bF°a, + 3dF°a, + 4bF“a, (4.10)
+4dF°a,,
ve
U” =b’Fa, + 4bdF3a, +3d°F®a, + 4b°F?a, +12bdF“a, +8d°F°a,
+9b°F2a, + 24bdF°a, +15d2F 'a, +16b°F *a, + 40bdF °a, (4.11)

+24d°F°®a,,

olarak yazilabilir. Burada F’'=bF +dF3, b=0, d=0, M e R—{O,l, 2} dir. (4.9), (4.10) ve

(4.11) denklemleri (4.5) denkleminde yerine yazilirsa, (4.5) denklemi i¢in F ’nin aym
kuvvetlerinin bir denklemler sistemi elde edilir. Mathematica 9 programi kullanilarak bu
sistemin ¢oziilmesiyle farkli katsayilar asagidaki sekilde bulunur;

Durum la. b= d i¢in katsayilar agagidaki sekilde bulunur:
a,=a =0,a, =-24bd, a,=0, a, =-24d*,b=Db, c=c,d =d. (4.12)

(4.12) katsayilari (4.9) denkleminde yerine yazilirsa, NPVPE’nin istel fonksiyon ¢éziimii
asagidaki sekilde elde edilir;

3,2b(x—ct)
ul(x,t):—M. (4.13)

(bc —de®® )2

-5

Sekil-1 (4.13) denkleminin b=2, d=-3, ¢=5,-20<x<5, -3<t<0 i¢in ii¢ boyutlu

goriinimii ve t=-0.5 i¢in iki boyutlu goriiniimii

10



Durum 1b. Eger (3.10) denkleminde b =d alinirsa;
a,=a, =0,a, =-24bd, a, =0, a, =-24d*,b=d, c=c, (4.14)
olur ve (4.14) katsayilar1 (4.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal olmayan kismi

Vakhnenko-Parkes denkleminin bir diger iistel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde

bulunur;

24¢d 2e2d(x+ct)

>
2cdt 2adx
—e )

(4.15)

U, (x,t) =

(ce

10

-10 -5 0 5 10

Sekil-2 (4.15) denkleminin b=d =2, c=-5-10<x<10, -1<t<1 i¢in ii¢ boyutlu goriiniimii
ve t=-0.2 i¢in iki boyutlu goriintimii

Durum 1c. Bir diger katsayi ise, b # d icin

—a
—a =0,a, =a,, a,=0, a, =—24d?, b=—2=2
a‘0 al 2 2 aS 4 24d

,c=c, d=d, (4.16)

seklinde yazilabilir. (4.16) katsayilar1 (3.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal olmayan

kismi Vakhnenko-Parkes denkleminin hiperbolik fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde

bulunur;
-2
v aon| 20| [ 002
) zems 0t t o | (4.17)
1-tanh 3 (x-dt) 1—tanh ay(x—ct)
24d 24d

11
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0.00006

) -2 -10 10 20 0
Sekil-3 (4.17) denkleminin d =-3, ¢=-522,a,=-4, -50<x<50, —0.5<t <0.5 i¢in ii¢

boyutlu goriiniimii ve t=-0.2 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Durum 1d. Eger (4.16) denkleminde b =d segilirse,

ia
a,=a =0,a,=a,,a,=0, a, =-24d?, b=d=%,c=c, (4.18)

olur ve (4.19) katsayilar1 (4.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal olmayan kismi
Vakhnenko-Parkes denklemi i¢in yeni bir trigonometrik kompleks fonksiyon ¢oziimii
asagidaki sekilde bulunur;

—ca, sec [\Ez(:;_gd)}z

{i (-1+c¢)+(1+c)tan (\/52(\7_(3_“)]}

(4.19)

u, (x,t)=

WJUYUY

Sekil-4 (4.19) denkleminin reel kisminin ¢=-5, a,=2, -30<x<30, -1<t<1 i¢in i

boyutlu goriiniimii ve t =—-0.1 i¢in iki boyutlu gériiniimii

12
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Sekil-5 (4.19) denkleminin imajiner kisminin c¢=-5, a,=2, -30<x<30, -1<t<1 i¢in ii¢

boyutlu goriiniimii ve t =—-0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Durum le. b=#digin

a, =a, =0,a, = 2bi,[6a,, a,=0, a,=a,, b=b,d :_zl\j_z_“, c=C, (4.20)

katsayilari (4.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal olmayan kismi Vakhnenko-Parkes

denklemi i¢in yeni bir diger kompleks tistel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde bulunur;

_288 b3' 6 2b(x—ct)
U (X,t)=— D IP4E : (4.21)

(—12bci +f6a,e™ )2

10
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Sekil-6 (4.21) denkleminin imajiner kismmimn b=2,¢=5, a,=3,-20<x<5, -3<t<0 i¢in

iic boyutlu goriiniimii ve t =-2 i¢in iki boyutlu gériiniimii

13
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Sekil-7 (4.21) denkleminin reel kisminin b=2,¢=5, a,=3,-20<x<5,-3<t<0 i¢in li¢

boyutlu goriinlimii ve t =—-2 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Durum 1f. Eger (4.20) denkleminde b=d alinirsa;

a,=a =0,a, :2bi</6a4, a,=0,a,=a,, b=d= _ZI\\/FZT’ c=c, (4.22)

olur ve (4.22) denkleminin katsayilart (3.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal

olmayan kismi Vakhnenko-Parkes denklemi icin bir diger yeni kompleks trigonometrik

fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde bulunur;

)

—ca, sec
L 26 (4.23)

Us (X,t) =

(—i (-1+c¢)+(1+c)tan [(X_;t\/)g\/an

/7

Sekil-8 (4.23) denkleminin imajiner kisminin ¢=5, a,=3, -30<x<30, —-1<t<1 igin ii¢

boyutlu goriiniimii ve t =-0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

14



VUV T

Sekil-9 (4.23) denkleminin reel kisminin c¢=5, a,=3 -30<x<30, —-1<t<1 igin ii¢ boyutlu

goriiniimi ve t =-0.1 i¢in iki boyutlu gériiniimii

Durum 1g. Bir diger katsay1, b #d i¢in

a, =8, =0,a, =—2bi[6a,, 8,=0,a,=a,, b=b,d = Iz\/j_é’ C=C, (4.24)

dir. (4.24) denkleminin katsayilari (4.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal olmayan

kismi Vakhnenko-Parkes denklemi igin yeni bir diger kompleks iistel fonksiyon ¢oziimii
asagidaki sekilde yazilabilir;
288ch’i,[6a,e”

u, (x,t)= . (4.25)
7 (12bci +f6a,e )2

-0

Sekil-10 (4.25) denkleminin imajiner kismmin b=2,¢=5, a,=3, -20<x<5, —3<t<0 i¢in

ii¢ boyutlu goriinimii ve t =—-2 i¢in iki boyutlu gériiniimii
15
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Sekil-11 (4.25) denkleminin reel kisminin b=2, c=5, a,=3, -20<x<5, —-3<t<0 igin

iic boyutlu goriiniimii ve t =-2 i¢in iki boyutlu goriintimii

Durum 1h. (4.24) denklemi i¢in b =d olarak g6z 6niine alinirsa,

a, =a, =0,a, =—-2bi /6a,, a,=0,a,=a,, b=d :Ig/\;‘%i C=¢, (4.26)

olur ve (4.26) katsayilar1 (4.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal olmayan kismi
Vakhnenko-Parkes denklemi igin bir diger kompleks trigonometrik fonksiyon ¢6ziimii

asagidaki sekilde bulunur;

Ug (X,t)=—ca, sec(%}z [i (-1+c)+(1+c)tan L%DZ . (4.27)

WA
IR

Sekil-12 (4.27) denkleminin imajiner kismimin c¢=5, a,=3,-20<x<20, —2<t<2 i¢in {i¢

boyutlu goriinlimii ve t =—-1 i¢in iki boyutlu gériiniimii

16
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Sekil-13 (4.27) denkleminin reel kisminin ¢=5, a,=3, -20<x<20, -2<t<2 igin {i¢

boyutlu goriiniimii ve t =-1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Durum 2:
(4.8) denklemi igin M =4 ve n=6 alinirsa, asagidaki denklemler yazilabilir;
U=a,+aF+a,F’+a,F’+a,F*+a,F°+a,F°, (4.28)
ve
U’ =DbFa, +dF“*a, + 2bF*a, + 2dF°a, + 3bF *a, + 3dF °a, + 4bF *a,

(4.29)
+4dF’a, +5bF°a, +5dF°a, + 6bF°a, + 6dF°a,,

U"” =b*Fa, +5bdF*a, + 4d*F"a, +4b*F*a, +14bdF°a, +10d*F®a,
+9b°F3a, + 27bdF °a, +18d2F °a, +16b*F*a, + 44bdF 'a,
+28d2Fa, + 25b°F °a, + 65bdF ®a, + 40d °F "'a, +36b°F °a, (4.30)
+90bdF°a, +54d*F“a,,

olup, burada F'=bF +dF*, b=0, d=0, M e R-{0,1,2}dir. (4.28) , (4.29) ve (4.30)

denklemleri (4.5) denkleminde yazilirsa F ’nin g¢esitli kuvvetten terimlerini igeren bir
denklem elde edilir. F ’nin ayni kuvvetten terimlerinin katsayilart sifira esitlenirse bir
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi Mathematica 9 programi kullanilarak
¢oziildiigiinde;

b #d icin

a,=a =a,=0, a,=a,, a4=a5=0,a6:—54d2, b:%, c=c,d=d, (4.31)

17



bulunur. (4.31) katsayilart (4.9) denkleminde yerine yazilirsa, dogrusal olmayan kismi
Vakhnenko-Parkes denklemi igin bir iistel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde bulunur;

ag(x—ct)

C 3e 18d
Uy (x,t)= % o (4.32)
[54d2+ca3e 18d J

‘ . 020

015

010

005

-4 -0 0 20 40

Sekil-14 (4.32) denkleminin c=d =-1 a, =—6, -50<x<50, -20<t<20, i¢in ii¢ boyutlu

goriinimii ve t =-1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Yorum-1. Bu caligmada, elde edilen u,u,,u,,u,,us,Ug,U,,U; Ve Uy cOziimleri (4.1)
denklemi i¢in analitik ¢6ziimlerdir. Referans [6]’da farkli yaklasimlar kullanilarak elde
edilen diger analitik ¢coziimlerle kiyaslanildiginda, elde ettigimiz kompleks, iistel fonksyon
¢oztimleri (4.1) denklemi igin yeni analitik ¢6ziimlerdir.
Ornek-2. PHI-four denklemi
u, —au, —u+u® (4.33)
seklindedir.

[k olarak, ¢ sifirdan farkli reel bir say1 olmak iizere,

u(x,t)=U(u)=U, p=x-ct, (4.34)

18



ou_oudu ., ou_ouou_

X Ou Ox "ot ou at —cu’,
o°u _ olU"] ou _u” o°u _ oU"l ou _ U (4.39)
ox? Ou ox ©oot? ou ot ’
doniistimleri PHI-four denklemine uygulanirsa, (4.33) denklemi asagidaki sekilde
dogrusal olmayan adi diferansiyel denkleme doniisiir;
(c*—a)U”"-U +U°=0. (4.36)
Burada
U:iZ::aiF‘:a0+a1F+a2F2+~--+anF“, (4.37)
F'=bF+dF", b0, d=0, M eR-{0,1,2}, (4.38)

(4.37) denkleminin birinci ve ikinci tlirevini alip (4.38) esitligini de yerine koyarsak
asagidaki esitlikleri elde ederiz;

U ' ~ F n-1+M
U " Fn—2+2M .
Balans prensibi geregi,
M =n-+1 (4.39)

olarak elde ederiz.

Durum-1:

Eger (4.39) denkleminde M =3ve n=2 alinirsa, u, u’ve u”denklemleri
U=a,+aF+a,F? (4.40)
U’ =abF +adF°®+2a,bF? +2a,dF*, (4.41)

ve

U” =b’Fa, +4bdF3a, +3d°F°a, +4b*F?a, +12bdF *a, +8d*F°a,, (4.42)

olarak yazilabilir. Burada F'=bF +dF® b=0, d =0, M e R—{0,1,2} dir. (4.40), (4.41)

ve (4.42) denklemleri (4.36) denkleminde yerine yazilirsa, (4.36) denklemi i¢in F ’nin
ayni kuvvetlerinin bir denklemler sistemi elde edilir. Mathematica 9 programi kullanilarak

bu sistemin ¢oziilmesiyle farkl katsayilar asagidaki sekilde bulunur;

19



Durum la. b= d i¢in katsayilar asagidaki sekilde bulunur:

i,|=—b’a
2d 2
ao=—1,a1=0,a2=—T,c=—T,b=b,d:d. (4.43)
(4.43) katsayilart (4.40) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin istel
fonksiyon ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir;

2d
Yo (X’t) =-1- _d + pe-2itNe-ave o (4.44)

Sekil-15 (4.44) denkleminin reel kisminin b=-2, d =-3, a=-2, EE =0.6,

-10<x<10, —2<t<2 i¢in ii¢ boyutlu goriiniimii ve t =0.1 i¢in iki boyutlu goriinimii

‘ ‘ ‘ ‘
10 5 “ 5 10

Sekil-16 (4.44) denkleminin imajiner kisminin b=-2, d =-3, a=-2, EE =0.6,

-10<x<10, —2<t<2 i¢in ii¢ boyutlu goriiniimii ve t =0.1 i¢in iki boyutlu goriinimii

20



Durum 1b. b #d i¢in katsayilar asagidaki sekilde bulunur:

i,|[=—b’a
2d X2 pop,d=d. (4.45)

a0=1,a1=0,a2=T;c=—

(4.45) katsayilart (4.40) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin istel

fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde elde edilir;
2d (4.46)

U, (xt)=1+

_d + be—be—itx/Z—M)za EE '

Sekil-17 (4.46) denkleminin reel kisminin b=-2, d =-3, «=-2, EE =0.6,
-10<x<10, -2<t<2 i¢in ii¢ boyutlu goriiniimii ve t =0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Sekil-18 (4.46) denkleminin imajiner kisminin b=-2, d =-3, a=-2, EE =0.6,
-10<x<10, -2<t<2 i¢in ii¢ boyutlu goriiniimii ve t =0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

21



Durum 1c. b #d igin katsayilar asagidaki sekilde bulunur:
N
od I,|-—b°x

a,=—-14a =0,a, =——,C=ZT,b=b,d =d.

. (4.47)

(4.47) katsayilart (4.40) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin istel
fonksiyon ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir;

d_____ (4.48)
_d + be—be+lt\/2—4b a EE

U, (x,t)=-1-

Sekil-19 (4.48) denkleminin reel kisminin b=-2, d =-3, a=-2, EE=0.6,

-10<x<10, -2<t<2 i¢in i¢ boyutlu goriiniimii ve t =0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Sekil-20 (4.48) denkleminin imajiner kisminin b=-2, d =-3, a=-2, EE =0.6,

-10<x<10, —-2<t<2 i¢in ii¢ boyutlu goriiniimii ve t =0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii
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Durum-2:

Eger (4.39) denkleminde M =4ve n=3 alinirsa, u, u’ve u”denklemleri
U =a,+aF +a,F?+a,F°, (4.49)
U’ =bFa, +dF“*a, + 2bF*a, + 2dF°a, + 3bFa, + 3dF °a,, (4.50)

ve

U” =b’Fa, +5bdF*a, +4d*Fa, +4b’F?a, +14bdF°a, +10d*F°a,
+9b%F°a, + 27bdF °a, +18d°Fa,, (4.51)

olarak yazilabilir. Burada F'=DbF +dFM, b#0, d =0, M eR—{O,l, 2} dir. (4.49), (4.50)

ve (4.51) denklemleri (4.36) denkleminde yerine yazilirsa, (4.36) denklemi i¢in F ’nun
ayn1 kuvvetlerinin bir denklemler sistemi elde edilir. Mathematica 9 programi kullanilarak

bu sistemin ¢oziilmesiyle farkli katsayilar asagidaki sekilde bulunur;

Durum 2a. b #d i¢in katsayilar asagidaki sekilde bulunur:

a,=-1a =0,a, =0,
Wad(-Cra) B e s

T ey afeay

(4.52) katsayilar1 (4.49) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin {istel

fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde elde edilir;

V2(ct-x)N-c2+a

_ o _
5 1ﬂ(cz—oc)z ' 2 2
Uy (X,t)=-1+6 3_\/_e EE (" -a) : (4.53)

d (—02 + a)glz

23



ux,t)

|

T B T S S S T S S | X
-10 10 20 30

-30

-20

Sekil-21 (4.53) denkleminin ¢=-0.1,d =3¢ =5EE =4; -30<x<30, —22<t<22 i¢in ii¢

boyutlu goriiniimii ve t=0.1 i¢in iki boyutlu gortiniimii

Durum 2b. b #d i¢in katsayilar asagidaki sekilde bulunur:
a8,=La =0,a,=0,

32d(¢* +a)” o N2N—Cita (4.54)

(4.54) katsayilar1 (4.49) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin {istel

fonksiyon ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir;

i ﬁ(—cmx)m T
e T gg, ](c2 —a)
Uy, (x,t)=1-6| 3+ ~ . (4.55)
d (—c2 + a)
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Sekil-22. (4.55) denkleminin ¢=-0.1,d =—3,¢ =5,EE =4; —~30<x <30, —22<t<22 i¢in ii¢

boyutlu gériiniimii ve t=0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Durum 2c. b = d i¢in katsayilar asagidaki sekilde bulunur:

a,=-14a =0,a,=0,
- 3J§d(—cz+a)3/2 b__,\/ia/_CZ ps

(4.56) katsayilar1 (4.49) denkleminde yerine yazilirsa,

(4.56)

PHI-four denkleminin {istel

fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde elde edilir;

V2(~ct+x)N-c?+a
(¢"-a)

U (X,t)=—1+6

J2e

EE(c? )

d (—C2 +a)3/2
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Sekil-23. (4.57) denkleminin ¢=-0.1,d =-3,a =5EE =4; -30<x<30, —-22<t<22 i¢gin ii¢
boyutlu goriiniimii ve t=0.1 i¢in iki boyutlu gériiniimii

Durum-3:

Eger (4.39) denkleminde M =5ve n=4 alinirsa, u, u’ve u”denklemleri
U=a,+aF+a,F°+a,F®+a,F*, (4.58)
U’ =bFa, +dF°a, +2bF?a, + 2dF°a, + 3bF°a, + 3dF 'a, + (4.59)

4bF*a, +4dF°%a,, '
ve
U” =b*Fa, + 6bdF°a, +5d°F°a, + 4b’F?a, +16bdF°a, +12d°F*a,

+9b*F%a, +30bdF 'a, + 21d*F*'a, +16b*F *a, + 48bdF ®a, (4.60)

+32d°F*a,,

olarak yazilabilir. Burada F’'=bF +dFM, b=0, d =0, M eR—{O,l, 2} dir. (4.58), (4.59)
ve (4.60) denklemleri (4.36) denkleminde yerine yazilirsa, (4.36) denklemi igin F ’nin
ayn1 kuvvetlerinin bir denklemler sistemi elde edilir. Mathematica 9 programi kullanilarak

bu sistemin ¢oziilmesiyle farkl katsayilar asagidaki sekilde bulunur;

Durum 3a. b = d igin katsayilar asagidaki sekilde bulunur:
a,=-1a =0,a,=0,a, =0,

4Vad(c+ 0‘)3/2 b N C+a (4.61)

)

(@-af = 202c-a)
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(4.61) katsayilar1 (4.58) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin {istel

fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde elde edilir;

ﬁ(ct—x —C°+a

W ]
4_J§e V) EE«/(CZ—OZ)Z

d(-c*+a)”

(4.62)

u(x,t)

>

—40 -20 20 40

_4k
Sekil-24. (4.62) denkleminin c=-0.1,d =4,a =1 EE =5 —40<x <40, —15<t<15 icin ii¢

boyutlu goriiniimii ve t=0.1 i¢in iki boyutlu goriiniimii

Durum 3b. b= d igin katsayilar asagidaki sekilde bulunur:

a,=-1a =0,a,=0,a, =0,
3/2

. 42d (—¢* + ) ] N (4.63)

4 )

©-af  202fc-af

(4.63) katsayilar1 (4.58) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin {istel

fonksiyon ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir;

«ﬁ(—ct+x) —t+a

o _
" J2e \(¢*-2) EEJ(C2 —a)2

d (—Cz +05)3/2

U, (x,t)=-1+8 (4.64)
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u(x,t)
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-4
Sekil-25. (4.64) denkleminin ¢=-0.1,d =—4,¢ =1 EE =5 —40<x <40, —15<t<15 icin ii¢

boyutlu goriiniimii ve t=0.1 i¢in iki boyutlu gortiniimii

Durum 3c. b = d i¢in katsayilar asagidaki sekilde bulunur:

a,=1a =0,a,=0,a, =0,

42d (¢ + ) J=c*+a (4.65)

a, = b=

(¢ —a) AR

(4.65) Kkatsayilar1 (4.58) denkleminde yerine yazilirsa, PHI-four denkleminin {istel

fonksiyon ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir;

P(~ct+x)N-c?+a T

2e 1 ge (e -a)f
U (X,t)=1-8 4+J_e (C a) . (4.66)

d (—C2 + a)m
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Sekil-26. (4.66) denkleminin ¢=-0.1,d =—4,a =1 EE =5 —40<x <40, —15<t<15 icin ii¢

boyutlu goriiniimii ve t=0.1 i¢in iki boyutlu gériiniimii

Yorum-2. Bu ¢aligmada, elde edilen u,,,u,;,u;,,U5,, U, U, Ug, U, Ve U, c¢oziimleri

(4.1) denklemi i¢in analitik ¢oziimlerdir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde, literatiir ¢alismasi yapilarak ele alinan denklemler hakkinda daha fazla
bilgi elde edildi. Daha sonra, bu ¢alismada kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verildi.
Bernoulli Alt-Denklem fonksiyon (BSEFM) metodunun genel 6zellikleri ayrintili bir
sekilde incelendi. Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerden VVakhnenko-Parkes
ve PHI-four denklemlerine BSEFM’u uygulanarak istel fonksiyon, rasyonel fonksiyon,
kompleks trigonometrik fonksiyon ve kompleks periyodik fonksiyon gibi bazi yeni analitik
coziimler elde edildi. Elde edilen analitik ¢oziimlerin Vakhnenko-Parkes ve PHI-four
denklemlerini saglayip saglamadigi Wolfram Mathematica 9 programi kullanilarak kontrol
edildi. Vakhnenko-Parkes ve PHI-four denklemlerinin fiziksel 6zelliklerinin incelenmesi
icin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri parametrelerin uygun fiziksel degerleri géz oniine alinarak
cizildi.

BSEFM’u her iki denklem i¢in ¢ok sayida katsayr verdigi goriilmiistiir. Elde edilen
katsayilardan bazilar1 kullanilarak Vakhnenko-Parkes denklemi i¢in yeni analitik ¢oziimler
elde edilmistir.Ayrica (4.8) esitliginde dengeleme teriminde bulunan M ve n degerleri
icin M =4ve n=06aldigimizda

U=a+aF+aF°+a,F*+a,F'+aF°+aF°,

F’'=bF +dF*,
seklinde daha farkli analitik ¢6ziimler elde ederiz. Benzer sekilde, PHI-four denkleminin
dengeleme teriminde M ve n degerleri icin M = 6 ve n=5aldigimizda
U=a,+aF+a,F*+a,F°+a,F*+aF°
F'=bF +dF°,
seklinde daha farkl analitik ¢oziimler elde ederiz.

Bu ¢alismada Vakhnenko-Parkes denklemi igin elde edilen analitik ¢6ziimler, bu
denklemin temsil ettigi dalga yayiliminin 6zellikleri ile uyumlu oldugu iki ve ii¢ boyutlu
grafiklere bakilarak goriilmektedir. PHI-four denklemi i¢in elde edilen analitik ¢oziimler,
bu denklemin literatiirde var olan ve daha farkli 6zelliklerini ortaya ¢ikarmistir.

Ele alinan bu metodun, algoritmasinin rahat yapilmasi, bilgisayar hesaplamalarinin
kolay olmasi ve ¢ok sayida birbirinden farkl katsayilar vermesi gibi bir¢ok dnemli 6zellige

sahip olmasi, bu tiir diferansiyel denklemler i¢in gii¢lii bir metot oldugunu gostermektedir.
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