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B gahzms dirt boliim halinde diizenlanmigtir.
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This thesis contains four chapters.
The first chapter deals with some basic definitions and thearems.

tn the second chapter; convergence, almost convergence, strongly almwost convergence,
imvariant convergence, strongly invariant convergence, statistically convergence, g-statistically
eonvergence and absolutely almost convergence are examined.

tn the third chapter, some sequence spaces and some relations between these spaces are given.
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and the inclusion relations between some generalized difference sequence spaces are mentionad.
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1. BOLUM

TEMEL TANIM YE TEOREMLER

Tamm.1.1. ¥ =@ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun.
XXX X, . :KxX—> X

fonksiyonlan agsfidaki ozellikleri sadhiyorsa, ¥ ciimlesine K cismi Uzerinde bir vektsr (lineer) uzay
ath verihir. ¥ a,bek ve v x,y,zeX igin,

{L1) x+y=y+x
(L2} {(x+y)+z=x+iy+2z)
{L3} x + 8 =x olacak sekilde bir tek 8eX vardir.
{L4) Herbir xeXigin x + {-x) =9 olscak sekilde bir tek (-x)eX vardir.
(LS} 1.x=x
(L) a{x+y)=ax+ay
(L) (a+b)x=ax+bx
{L8) a{bx)=(ab)x
dir.
Tamim.1.2. X @ bir ciimle olsun.
d:¥xX—R
%, yh—sdix, y}

fonksigeny ssafidaki sartlan ssihyorsa d ye bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay denir.

v, Y,2eX igin,



(MY dix, ) =0
(M2) dx,y) =0 x=y
(M3} dlx, u) =d{y,
Ml A, ) Sdix, 2) + diz, )
dir

Tamim.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve x=(x;), X de bir dizi clsun.Eder ve =0 igin ¥ n,m >
iken

A, %) < €
olacak gekilde en az bir ng= n,{€ JeN varsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Tamm.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve x=(x,}, X d& bir dizi olsun. Ejer v€=Diginvn> n, iken
GLETE )
olacak sekilde bir seX varsa (x;) dizisi % de yskinsaktir denir ve oS veus  lim X, = s waaihir,
' Ml—3zz
Burads ve bundan sonrs lim  yerine lim ve limitsiz toplsm 1 °den o ‘s shinacaktr.
N—3ser n
Tamim.1.5. ¥ bir vektdr uzay olaun.
4% —R*

% — |[x]]

diniigiimii agafidaki gartlary sahiyorsd bu diniigiime bir normve (X, |LJ]) ikilisine de bir normlu
uzay demr. ¥ x,yed inn,

1) [l z 0
(H2) flxlj=0ex =8

CN3) e l] = el =] © e skaler )

e Y]
———

CHAY ] serg ] st + Nl
Jir

CHEY Jwx]] = lc.;lp‘H::-::H {w shaler ) seklinde olursa bu taktirde ¥ bir p-normlu uzay olur.



Tamm.1.6. Bir (X, d) metrik uzayinds her Cauchy dizisi yskinsak ise bu metrik uzeya tam
metrik uzay denir.

Tamim.1.7. Tam normly uzaya Banach uzay adi verilir.

Teorem.1.1. Normlu bir ¥ uzayimn tam olmas igin gerek ve yeter sart bu uzaydaki mutlak
yakinsak her serinin i;ak] nsak olmasidir.

Tamim.1.8. ¥ bir vektor uzay olsun.
§:X— rR*
% — g{x)

doniigimii syefdaki sartlar sadliyorsa g ye bir paranormve {X,q) ikilisine de bir paranormiu uzay
denir. ¥ % ,yeX igin,

(g1) g{8) =0

(92} g(x) =g(-x}

(a3} glx+y) £q(x) + afy)

{gd) & = By, X—x, 158 A A,
dir, {Maddox, 1370},

Tamim.1.9. (X, d) metrik uzay ve M. X olsun. M nin noktasy olabilen ya da olmayan bir x,eX
alalim. E§er x5 " 1n herbir komguludu x, " dan farkl enaz bir yeM noktesi igeriyorsa x, noktasina M
nin y1diima noktast denir. “x, *1n bir komguludu * ifadesi ile, X in xg "1nena2 bir € -komgulugunu
igeren herhangi bir altciimlesini anlatmak istiyoruz.

Tamm.1.10. X, d) metrik uzay ve M < X olsun. M nin noktalariyla, M nin yifitma
noktalarindan olugan ciimleye M nin kapams denir ve M ile gisterilir.

Teorem.1.2. M mn kapah olmas igin gerek ve yeter gart M =M olmasudir.

Teorem.1.3. {Tsm &ltuzay} Bir X tam metrik uzayimn bir M altuzayiman ds tam ol mast igin
gerek we yeter gart M nin ¥ de kapal bir climle olmesidir, . Freyszig, 1973),

Teorem.1.4. M, bir (¥, d) metrik uzspmn bog olmayan bir sltciimlesi ve M bu ciimlenin
kapam3 olsun. Buna gire,



{a) el olmas igin gerek ve yeter sart Mde x, — x olacak gekilde bir {x,) dizisinin meveut
olmasidhr.

(b} M ain kapal simsst wingerek ve yeter gart x aM ve x, - x ise xeM olmssnidir.

Teorem.1.5. R reel sagilsr cimlesi ve € kempleks saytlar climlesi, iizerinde taramlanan
dlx, u) = | x-y|

metrifine gire tam uzaglardir {Kreyszig, 1 978)

+

Teerem.1.6. (Minkowski Egitsizlidi) p 21 ve aq,89,...,8,

=0, bybo,. b, = O oclsun. Bu
taktirde,
1 1 1
L 1 L
n P f p n 1
3 la+by)’ <(Z O I
=1 ' ,‘.L=l k=1

dir.

Teorem.1.7. {(Hilder Egitsizlifi} p =1, !1; + % =1 ve 8(,87,..,8,2 0, by,ba,..,by, = 0olsun.
Bu taktirde,

L L
n nop AP n q 9
Taby s T | |3 bk {1.1)
k=1 =1 =1 J,
fn l(.ll %
T by z:’ 2 %k l.max by, {1.2)
k=1 \k‘=1 }

dir.

Teorem.1.8. {Seriléf i¢in genel yak nsaklik prensibi)

I wekinsakbir = v €>0igin JkyeN dyle ki vk kg ve ¥p= D igin
ko
Z Zn

o B
Il S
=K

dir, CMadden:, 19700,



Tamm.1.11. {Schauder Baz1) Eder normiu bir X uzay, her xeX igin, n = oo iken

[l % - (aqeq + apep + .. + ey ) || — O olacak gekilde birtek () skaler dizisi varolmak iizere
bir {e,) dizisi ieriyorsa, bu {e,) dizisine X uzayimn bir Scheuder baz denir.

Teorem.1.9. {’p uzayl, e, = (snj) = { l' r::tjj 1‘:::2 ol mak iize're,
&=(1,0,0,.)
Eq= ( U, 1, ﬂ,...)

...........................

seklinde tammlanan bir (e,) Schauder bazina sahiptir, Kreuséig_.I??&).

Tamm.1.12. (Lineer Fonksiyonel) ¥, K cismi iizerinde témmh lineer bir uzay olsun. X den
K yaolan bir fdoniisiimi , ¥ a,bsK ve ¥V x,yeX igin

f{ ax + by ) =af{x) + b f{y)
dzellifini safliyorsa f'e X lizerinde lineer bir fonksiyonel denir.

Tamm.1.13. (Simrh Lineer Fonksiyonsl} D{f) tamm bilgesi normlu bir X uzayinda, deder

bolgesi ise bu normlu X uzayimn skaler cismi iizerinde bulunan simirh lineer bir f operatiriine
simrh lineer fonksiyonel adi verilir. Buna gére, ¥ xeD(f) igin,

Iix = cfxll
olacak yekilde reel bir ¢ =0 sayis1 vardir. Ayrice ' in nermu,

Hen= sup 9L o g i)
xeD{f} lix] xeD(f)
ey lxll=1

dir  Eder T 31il'lll’h lineer fonksiyane) ise, ¥ xeD(f) igin,
MESESIRAIRIB ]
dir (Kreyszig,1978).
Tamim.1.14, ¥ vbi rvektir uzam olsun. P: X — R diniizimi verilsin, ¥ x,ysX igin,

Pix+ y) < PO + Py)



e P ye alt toplamsal fonksigonel; ¥ xe¥ ve o« = 0 skaleri igin
Plux) =a Plx)

ise P ye pozitif homojen denir. P fonksiyonel alt toplamsal we pozitif homojen ise slt linser
funksiyonel denir,{Kreysig, 19780,

Tanim.1.15. X ve ¥ iki normlu uzey olmak dzere, X den ¥ nin igine olan tiim simrh lineer
operatirierin cimlesi B(X,Y) ile gisterilir.

Teorem.1.10_ {Tamhk Teoremi} Normiu bir ¥ uzayindan normlu bir ¥ uzayina olan biitiin
lineer operatiirlerin B{Y, ¥} vektir uzay,

(7 =2up LIl o sup 117xI]
xe XL =1

normy ile bir pormiy uzaudir. Eder ¥ lineer bir Banach uzayi ise E(X,Y) de bir Bansch vzapdir.

Tamm.1.16. Normlu bir ¥ uzayindsn, normlu bir ¥ uzay iizerine olan bir izemorfizem,
nor Y koruyan, yani, ¥ Xex igin

1 T = el

egitlidini gergekleyen, birebir ve rien lineer bir T:X — Y operatiriidiir. Dolagisigls T izometriktir.
Budurumda, X vzap ¥ ile izamorfikti rve X ile Y uzaylaring izomarfik normlu uzsylar denir.



il. BOLUM

YAKINSAKLIK CESITLERI

Tamm.2.1. Bir x=(xp) dizisi verilsin. Efer her €> 0 sayisina kargihk v n> n, igin
[#n-s]<€

olacak gekilde bir ny = ng{ €)M varsa x=(x,) dizisi s 'e yakinsaktir denirve lim xp=s yszihr.
Nz

Biitiin yakinsak dizilerin uzapint ¢ ile gdsterecediz. Yani,

c={x=0p) lim X mewcut}
fipec

dir.

Tanim.2.2. Asafidaki sartlar sadlayan bir L:-{J@—»R lineer fonksiyoneline bir Banach limiti
denir. ‘

Ltz 0 (n=1,2,. 3 =Ll{x)z0

(i) e=(1,1,1,.) = L{e)=1

{1ii} L{ox) = L{x}

Burada o: 6 — £, {otn) =(xpe1) seklinde tammh kaydirma operatiridir {Banach, 1932).

Bijtiin Banach limitleri ciimlesini 5 ile gosterecediz. Q bir alt lineer fonksiyonel olmak izere,
vxel. icin L{x) £ A(x) olacak gekilde &, lzerinde temmh biitin L lineer fonsiyoneNerinin
ciimlesini {} -, 53} ile gisterecediz. Yani,

(f.. 0} ={Led. : vxeb. icin LGO s n(x) )
dir Burada L, . 1" min cebirsel duslidir.

i murm dodal saytlarin biitiin n 13,002 ,.06r) climlelert iizerinden alinmak izers,
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- LIRS
q{x)=1nf lim sup T2 X+n(i)
ko i=

{Lorentz, 1 948),

wix)=sup{ G{x}: Gefi }
{Simons, 1969) ve

By={ala:f.—R alttineer ve {{,,0}<h }
olmak iizere,

S(xd=sup { A{x): Neby }

(Dolak ve Cakar, 1939) fonksiyonelleri £, iizerinde alt lineerdir.
Lemma.2.1. Her }IE-&@ igin qix) = wix) = @{x) dir,(Simons, 1969; [olak ve Cakar, 1989).
Teorem.2.1:LeR = Her xef., igin L(x) sq{x) dir,{Lorentz, 1945).
Tamim.2.3. ¥, £, iizerinde bir alt lineer fonksiyonel olsun.

{i} {fﬂ., ¥} B ise ¥ Banachlimitleri dodurur denir.

(i B {f;’w, ¥} ise ¥V biitin Banach limitlerine baskindir denir.

Eder ¥ hemn Banach limitleri dodurur hem de biitin Banach limitlerine baskinsa, bu taktirde
(B, ¥y =5 dir,{Simons, 1969).

Teorem.2.2. L™: f"e,—; R, L¥(x)= lim sup x, seklinde tammlansin. x,yes ve vyneN igin
. fpes

L2y, 1se x £y yazahim. Lei3 oldugunu kébul edelim, Bu taktirde,

{a) L{x) = L¥(x) {Yani L® biitiin Banach limitlerine baskindir.)

{b) Eder xec ise L{x)= lim x, dir.
Ny

{c) Eﬁer:«:,usf;’,_, ve x =y ise L{x) = L(y) dir,(Simons, 1969).
ispat. Ejer vef. ve neN ise, bu taktirde Tamm. 1.2 (i1} den ve Teoream.1.1 den,

Lixd = Liox) = . = L{g™) = qlaMx) ,



inf, lim sup ve sup dzellikleri gazoniine ahndidinds,

glemx)= inf limsupAli‘o"thm(i))
n(1),...,nlr) k T

r
< lim sup -‘-Exl«-n(i)i-m
k M=t

£ lim sup X, =1lim supxn=L*(x)
K~ N2k

egitsizlidi yazilabilir. Biylece (a) ispat]anmﬁ olur.
L(x) = L*(x)
L{-x) 3 L¥{-x)=s -L{-x) 2-L*(-x)
dir.
L¥-x) 2 -L(-x) = L{x) S L*(0)
egitsizlidini gozoniine alalim. xec olmas halinde
limxn = L*(xl) = -L¥{-x) =limx, =limx,
ol acaél ndan,
limx,, = lim x, < L(x) < limxa =limx,
alur e buradan
L{x)=limx,
bulunur. |
Eder x<y ise x-y= 0 dir. Bu taktirde,
L¥x-y)=L¥{0) =0
olur ve {a) dan,

Liz-y) s L*{x-y) 5 0
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elde edilir ve L lineer oldudundan
L{x) = L{w)
bulunur.

Tamm.2.4. x=(xn}e&, olsun. Eder her LeB igin L{x)=s ise x dizisi s sayisina hemen
hemen yakinsaktir denir ve f-limx =s yazilir,(Das ve Mishrs,1951).

.....

olarak verecediz.

'Teorem.2.3. x=(xn)ef;’m olsun. x dizisinin hemen hemen yakinsak olmast igin gerek ve yeter
gart q{x) = -q{-x} olmasidir (Lorentz,1948).

Teorem.2.4. x hemen hemen yak nsaktires wix) = -w{-x) dir (Simons,1969).
Teorem.2.5. x hemen hemen yakinsaktires @{x) = -@{-x) dir {Colak ve Cakar,1989).

Teorem.2.6. Bir x=(x,,}ei’.,, dizisi verilmis olsun. X' in 3" e hemen hemen yskinsak olmast
igin gerek ve yeter gart n'e gire diizgiin olarak, '
ntr
lim — % Xj =3
Fdex i=ndd

olmasidir {Lorentz,1948).

ispat.(i) Yeterlilik. Eder tsoremin hipotezi sajlanirsa, bu tsktirde her €x0,¥r>ryve ¥n
icih

olacak gekilde bir ry vardir Buradan q{x) $s +€ kalir. Benzer sekilde, her £igin -q{-x) s -€
oldufu gasterilebilir. Buradan q{x) = -q{-x) oldujuve x ‘ins ‘e hemen hemen yskinssk oldugu -
goridliir.

{ii)Gereklilik. Tersine, q{x) = -q{-x) =& cldujunu kabul edelim. Eder € =0ize,

I
lim sup - T REtnl) 5+ €
k—i—:-:v i=1



11

olacak sekilde n{1), n{2)

n{r) ve kvardir. Bunun, her § > D, uéterince biiyiik biitiin p ' ler ve
v igin, |

p-1
-:3- E Xptm<s + 8

esitsizlidini gerektirdidini gostermeliyiz. k yerine k-kg ve n{i) yerine n{i)+ko {i=1,..,r) alimrsa
bu taktirde her k igin

-
— T Xken(i) <5+ €

i=1

saflamr. Simdi, her nve her pigin

pyr r n(iYp
¥ — 2 Xk#n(iden --—Z 2 Xmn
ket Uiy izt men(i+1

r [xn+(nf1 )Xol 1)42)F -+ Xnt{n(11+p)

* Xnt(n(2)+ 1) Xp(n(2)4 20 Xpt(n(2)+p)

+ Xnt{a(e 1 Y Xl 2% Xl Hop)
elde ederiz. Egitlifin saj tarafindaki birbirinden farkh terimlerin 38Y181 N
fonksiyonudur, yani

in osimrh bir

1 r olidp 1 n(i)+p
T > Xm#n =T Z  Xmtn +0(1)
=t menli)+1 m=n(i)+1
y ol .
== 3 Xm#n +0{1}
P m=0

dir Simdi, her nigin

! .
i -"k+n(i]+n <5+ €
j

,!'.[‘«1"
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oldugjundan, yeterince biigu'k pve her nigin,
1

— 3 Xm#n <3+ 2¢€
m=0

oldudu giriiliir. Benzer gekilde, yeterince biiyik p ve her nigin,

1t
— 2 *m#n >3- 2¢€
m=0

olduju giisterilebilir. Buradan, x teeremin gartlarim saflar. Boylece ispat tamarmlanms olur,

Hemen hemen yakinsak biitiin dizilerin uzayim T ile gosterecediz. Ozel olarak s=0 olmas haline
karsihik gelen sifira hemen hemen yakinsak dizilerin uzayim 1, ile gisterecediz. Yani,

1 ntr

f={x=0x;): lim — ¥ Xj =3%,n " euqire dizqln }
r—e  i=nti

) ‘ nHr
fo={x=0x): lim — T X =0,n " egdre diizgiin }
F—e = i=ntl
dir.
q{x) intamminda Xp4nc) Yerine bunun mutiak dederini ahrsak,
. | 1 r .
Q{xd=inflimsup — 3 | Xpangi | {2.1)
kit
olarak elde edilen 0 f'«.-eﬂ fonksiyoneli bir alt lineer fonksiyoneldir.

Tamm.2.5. x={x,)ef.. olsun. n ' ¢ gire dizgiin olarak

. 1 e
lim — T [xj-s]=0
Fes=> * i=p+l

almas1 halinde x dizisine s * e kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir ve [f]-lim x = & yszihir,
{ Maddox, 1978,
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Kuvvetli hemen hemen yakinsak butiin dizilerin uzeyim [f] ile gosterecediz. s=0 ise sifira
kuvvetli hzmen hemen yakinsak dizilerin [flg uzagim elde ederiz. Yani,

ntr
[f] = { x=(x;): lim 1 T Ixi-s|=0,n"egoredizgiin }
F—e = i=ntl

[flg = { x=(x;): lim 1 "§ Ixj| =0, n" e gire diizgiin }
¢ F=3e  i=ntd
dir.
Teorem.2.7. cc [fl c fc f. dir,(Maddox,1978).
ispat. x=(x,)ec olsun. Bu taktirde ¥ €3> 0 igin ¥Ynny iken
¥ -sl<€
olacak gekilde ensz bir ng=ny(c)eM vardir. ro=no{e), ¥ r 2 roigin
|xp - 8] < e
alimrsa,

ntr '
T I
= 2 1% -8l == (fxqeq — 8l #IXpe - 8l +o4 Ix . - 8] )
i=nt1 g

5-:7re=e

olur. Buradan x=[f] bulunur. Yani ¢ c [f] dir.

xe[f] olsun. Bu tektirde, v €> 0, ¥r z ryve ¥ neNigin

{ N nér
= 2 Ix-oll= 7 2 Ix-sl <€
i=n+1 i=n+1

kalacak gekilde bir rpeN vardir. ¥rzr, ve ¥ neNigin,

TRROAE ntt

- ‘

I+ Z xi-sl=l¢ Z {xi-ra)
=ntl i=ntd
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1 n+r 1 n+r
€= 2 Ix.-rs]s— 2 Ix.-sj<€
r. i r. i
=nt+1 _ i=n+1

olur. Buradan, n‘e g'dre' diizqiin olarak

. 1 nr
lim — T y=s
F—poe i=n+1{

bulunur. Demek ki [f] < f dir.
Maddox, bir M-limitini; Q, {2.1) ile tammlanmg olmak iizere, .. iizerinde her xef.,it;i n
M{x) <0(X}
olacak zekilde bir Mlineer fonksiyoneli olarak tantmlamsghr.
}:E{{.-, nins'e M-yakinsak olmasim, biitiin M-limitleri igin,
M{ x - se }=0

olmas s2klinde tammlarmg ve butiin M-yakinsak dizilerin uzayim [M) ile gostermigtir. Ancak G.DAS
ve S.K.MISHRA (1951) [f] = [M] oldujunu ispatlamglardir.

Simdi;
l n+tm .
tma{xd==— 2 % ve ~ tx)=limsuptny p(x) : (2.2)
? m,_ . +
i=ntl m 0

fonksiyonellerini gozoniine alahm. ¥ xefs igin g(X) = t{x) oldujunu, Sucheston (1964) ve
Jerison (1957) ispatlamiglardir.

Herhangi bir x=(x,,}:-fm dizisi igin tm, n(x) , (2.2) de tammilanan fonksiyonel olmak izere,
m,nz 1igin
i, nlx) =tm,nlx) - tm1,nlx); to,nix) =x,
tammlayalim.

Tamm.2.6. Bir x={x,) dizising, ejer

4"1 u

K

< I "‘m, ﬂ{'\“:”
1

[

11
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n ' e gore dizgiin uakmégg ise mutlak hemen hemen yakinsakhir denir. Mutlak hemen hemen yakinsak
biitiin dizilerin vzayim £ ite gisterecediz,{ Dss, Kuttner ve Nanda,1984).

Lemma.2.2. [fl-limx =s olmas1 igin gerek ve yeter sart

{(a) f-limx=s

m

(b) -[:-1- 2 Xn+r - tr-1,n{x)]= 0 ( m— oo, n"egire diizgiin )
r=1

olmasidir {Das ve Mishra,1981).

ispat. [fl-lim x =% oldufunu kebul edelim. f-limx = s olduju

1o i M
laixn+r'3|5‘n§'z|xn+r’sl
r=1 r=1

egitsizlidinden goriiliir. Buradan (8} ispatlanmig olur.

1S 13 135
‘,‘,'.,"Z-lxnﬂ"tr-l,n(xﬂfﬁ{zIxnﬂ'“sl*Fl.l'z|tr-1,n':><)'$|
=1 r=1 r=1
=Z1*zz

diyzlim. Hipotezden, m — e iken n ' e gire diizgiin olarak 21 — 0 dir. Aym 2amands {a) dan, r— o
iken n ' e gire diizgiin olarak, '

te-1,n{x) -s{>0
olduﬁ'ﬁ giriliir ve m — s iken n ' e gore diizgiin olarak 22 — 0 dir. Buds (b) ninispshdir.
Tersine; (a) ve {b) sartlarimn saflandifim kabul edelim. Bu taktirde,

I 1]

1 m ) 1]
Fn'ralxn-l-r‘ﬂi}irg"xni-'r‘tr-l,nix) l ""'"Triltr—l,n(x) -s|

egitsizlidinden [f1-limx =3 oldugy gorifliir.

Teorem.2.8. £ < [f] ve eder x=[f] ise, bu taktirde [f]-lim x = f-lim x = s dir,
{ Das ve Mishra,1981),
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ispat. xef oldujunu kabul edelim. Eder

3
s

f“"k,n':?'i} = 4| tom, nlX) - ti-t, nx)]
=k ‘

yazarsak, ¥y, o{x} herbir k= 1igin sonludur ve k — o iken n " e gire diizgun olarsk ¥, ,{x) — 0 dir.
Mutlak heren hemen yakinssk her dizi hemen hemen yakinsak oldujundan f-lim x = s dir. Baylece
teorermi ispatlamak igin, Lermma.2.2 geredince m — o iken, n '’ e gire diizqiin olsrak,

-' m
‘,;-,‘E | %p+r-te-1,nlx) | =0
r=1

oldudunu gastermek ysterlidir. r = 1 igin
Ener - tper, qfx) =0ty qlxd -ty plxd)

oldujundan, m— o 1ken, n ' e gare dilzqin olarak,

i ] m )
T2 xner - te, 0O = Tty () -ty f 00 ]
r=1 r=1
[P .
= _n:‘-r%1 r( ‘l‘r' n(:’:} = “"r-l»] . l‘qu) }
Y1 n(x) ) { wd
= e N0 Y X))+ — ¢ {
= m+ 1, 00X P -E Yooy plx) 0

olduju gariiliir. Bu da ispat tamamlar.

Tamm.2.7. =N - N, biitiin m,n pozitif tamssylan igin o™{n)=n olacak sekilde birebir bir
doniigiim vlsun. Sirekli bir £. 5 R lineer fonksi yoneline, asafidaki gartlan saflamas) halinde
1nvarysnt limdt ys da o-limit denir.

(dxpz0 (n=1,2,.) =e{x) 20
{ii) "=( 1 ,1_.»1 e =ple)=1
Ciii ) plx gyl = pix)

fizel alarak o{n)=n+1 olmast halinds ¢ bir Banach imiti olur, {Schaerer, 1972,



Tamm.2.8. invaryant limitleri esit olan simrh bir diziye invaruysnt yekinsek veys
a-yakinsaktir denir. o-yakinsak dizilerin ciimlesini ¥, ile gisterecediz Yani,

m
W I P % i - LY [T
Vo= {x=(x): lim —= _E X, (n) = 8, N & gire diizgiin }
Mi—yee =1

dir. Eder x=(x.} ise;

Tx = (Tx) = (), T2x = (T2x0) = (% %) o, T = (T ) = (x M)
alalim.

Fm, n{x) = (X + Txy 4. Ty s oy o(x) =0

m+1
olmak tizere, xe¥, olmas igin gerek ve yster gart n * e gire diizqiin olarak,

lim fg plxd =3

M—3e
limitinin meveut olmasnidir (Schaefer 1972). Bu s limitine x=(x;} dizisinin o-limiti denir ve
o-lim x =3 yaahr. Aynica, o(n)=n+1 olmas halinde o-limitleri £.. iizerindeki Klasik Banach

limitlere ve ¥ ciimlesi de hemen hemen yakinsak dizilerin f uzayina indirgenir. xec ise o™(n)=n
almak Gzere, her invaryant ¢ limiti igin p{x)=limx olur.Yani ¢ c ¥, dir.

Mursaleen (1983), Banach limitleri yerine invaryant limitleri alarsk kuvvetli invaryant
yakinsak diziler uzapm

. IS, e e e
[V ] ={ x=(x): lim —— _E % 4'¢ny = #l= 0, n " e giire diizgiin }
M—-3ce i=1

seklinde tammlady, ﬁze}l‘a.ﬂarak, s=0 ise sifira kuvvetli invaryant yakinsak diziler uzag [V,] o lle
gosterilir. a{n)=n+1 cimas halinde [¥_} =[f] olur.

Tamm.2.9. Pozitif tamsaylardsn olugan bir K ciimlesinin dodal yojuniugu, |{n<k:nek}|
k. mn k dan biiyiik olmayan elemanlarimn sayisim gostermek izere,

5(K)= Tim -:;l{ruiék: nek } |
begee

seklinds tammlanir ,{Fridy,1985).
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Efer 8(K)=0 ise, K clmlesine sifir yojunluklu ciimle denir. Eder bir x={x,} dizisinin

terimleri, s101r yoduniukly bir ciimle harig dider ‘bijtijn n “ler igin bir p Gzellidini sadlworsa, bu
taktirde {x,} dizisi hemen hemen her nigin p dzelligini safhiyor denir.

Sifie yodunluklu ciimle tammindan esinlenerek istatistiksel yakinssk dizi tamma agafdaki
sekilde verilmigtir,

Tamm.2.10. x=(x) kompleks saplarin bir dizisi olsun. Eder her €>0igin,

lim %—l{n:ﬂ:: %, -Llz€e}]=0

ke

ise xéfx,‘) dizisi L sapsina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu limiti gostermek igin - S-limx =L
veya %, —L{S) ysahr,(Fridy,1985).

Iztatistiksel yakinsak diziler uzaw S ile, dzel olarak L=0 olmex halinde ise Sy ile
gusterilecaktir. Yani,

$={x=(x): lim ~|{nk:|x,-Llz€}|=0}

| G k

S = {x=(xe): Tim = {ngk: x|z €}=0)
ke
dir.

Tamm.2.11. x={x}) kompleks saynlanin bir dizisi ve 0 < p < o olsun. m ' ye gb‘i’e diizgiin
olarak, ‘

Y 1 k w n - P_
Hm F b3 I’“U‘m,LI =0

ke D=1

olacak gekilde bir L sayis varss x--(xn)‘dizisi L " ye kuvvetli invaryant p-yakinsskhir denir. Kuvvetli
invaryant p-yakinsak biitiin dizilerin uzay [¥qlp ile gisterilecektir Yani,

. K P ' ira wien i
[x"q]p={x=(xn;; lim ':Z‘E lx,,"(m,-Ll =0 , ™' yegdre dizgiin }
k_;«. n=1

dir. p=1 clmax halinde (¥l = (Vo] olur. [¥gl, {Ldir, (Mursgleen, | 953,

Tamm.2.12. x={x,} kompleks saplarin bir dizisi olsun. Eder her € =0 igin, m * ye gire
diizqun olarak,
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L ‘ ‘ . ) ) ' ' -
‘:lm T{I‘""L'Ixo"(m) Ljze}}=0
—p3c

is8 x=(x,) dizisi L sayisina o- istatistiksel yakinsaktir denir ve bu limit S,-lim x = L veya
%y~ L{S4) geklinde gisterilir. o-istatistiksel yakinsak diziler uzay S ile, Gzel olarak L=0 olmas
halinde S,  ilegosterilecektir. Yani,

Sg = {x=0x,): S,-iim x=L}
55, = 1x=(x3): Sg-limx =0}
dir.e{m})=m+ 1 olmas halinde, m ' ye gore diizgiin olarak,

Yim '—I{nsk;l
k k
—

;"In+rn-|‘|':'.€}|=£l

olur. Bu zart saflayan bir x dizisine hemen hemen istatistiksel yak nsak dizi denir,(Fridy,1935).



1. BOLUM

GENELLESTIRILMIS BAZI DiZi UZAYLARI

Bu biliirnde; baz1 dizi uzaylarim verdikten sonrs bu dizi uzaylan dzerinde tammh metrik, norm
weys parshormadsn kisaca bahsedecediz. Dahs sonra bu uzaylarin genellestirilmis hallerini verip, yine
bunlar iizerinde tammh paranormdan kisaca bahsettikten sonra, bunlarin siirekli duslini, e— p- ve

w-duallerini inceleyecediz.
Teorem.3.1. Biitiin x=(x,) dizilerinin uzayr s ile gisterilir. s highir Gzellidi olmayan bir

kolleksiyon ah:lu»jundan,‘n'u:atrik. igin apagrk bir fonksiyon yoktur. Bununla beraber encok kullamlan

metrik; x,yssigin,

S
[<n= ynl

.
.

A
dlx,y)= 2 2n 14|xp - Un|

=4
-

dir,{Krayszig, 19730,
ispat. M1, M2 ve M3 sartlan kolayhikla seflamr. M4,

aebl o Lol , bl
t+la+ b| ~1+la| 1+]|b}

egitsizlidinden gikar. Gergekten x,y2esigin
L ) <o . . =%
e 5 Xn-Unl <1 o2l 5 1 120 Ul
dx, 0= 2 R ol S A TRTITTTT Y A e
¥ = 7." 1+|3‘"~n' Uni- - 2" l+|-!'l'l~"'l'll < ?n l+|2r," ':lnl
' =1 & n=1 n={ <

=d(x,2) + diz, y}

dir.
% uzayy by retride gore tamdir,

Js¢r, |

bl
=

Qfx) =

-

n"_'
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ile paranormludur.
Tamm.3._1_ Biitiin x=(x,} simrh dizilerinin uzay €., ile gisterilir. Yani,

{.= { x=0xp): sup x| < ==}
n

fir,(Kreyszig, 19780
Teorem.3.2. £.. aimrh diziler uzay

4{x, y) = sup [x, - ygl
n

metrigi ile biv tam uzaydir.

ispat. M1, M2 ve M3 zartlar kolayhkla saflamr. M4 * i ispatlamak igin 2=(z,) ef, alalim. Bu
taktirde, v x4,z e&. igin

d{x, ) = sup [X, - Ul < sup {ix, - 2,] + 12, - usDd
n n

Z 3up [x, - 2] + sup |z, -yl
fi n

=d{x,2) + d(z, u)
bulinur
I;L uzaytmn bu metride giire tarm oldudunu gostermek icin, bir Cauchy dizisi ahip bu dizinin

.‘ . " (o) . . L
yakinsak oldufunu goster mek yeterlidir. {x,3, x,,=(x i )i=1 glmak Uzere, f@ da bir Cauchy dizisi
olsun. ¥ £ 0 igin ¥ n,m> N 1ken

d(%n, %p) = €

olacak gekilde ensz bir NeN vardir. Buna gire ¥ n,m= N igin,
ny  (m)
sup | Xi - Xy <&
i

kalir. Buradan, ¥ n,m= N ve her j igin,

L i)
i -~ ¥j =g

-
A2 |
—
gt



A
(58]

-
I

in) ‘ ny
¥, € de bir Cauchy dizisidir. C tarm oldufundan { 5 ) yskinssktir.

LAY
bulunur. Her sabit j igin { X

e . {n) - i
Her sabit j igin, n oo iken x; —x; digelim. x = {y, x-z,...,:(i,...) olsun. (3.1) den dolsy, n= N

igin, m— oo iken, herbir jigin,

(n
| xj -xjl<e

: (n) (n)
yazabiliriz. x,=( ¥j Yed . oldudundan, her § igin | X5 | € K, olacak sekilde bir K, sayis1 vardir.

n=Nign,
“{n) (n) .
Fxjl= Ixj- xj |+|xj [£E+K,

bulunur. Buradsn ds,

sup | xjfeee
i

e x={xi}e{"ﬂ bulunur. n= Migin,

(n)
dixg, %) =sup | %" -xj |<€
- ]

w8 f—roc iken xp—x olur, Biiylece £, tamdir.
Teorem.3.3. Pa uzay,

[1]] = sup Ixpl
n

ile normiu bir Banach uzamidir,{ Maddox, 1970},
Tamm.3.2. Biitiin x=(x,) yakinssk dizilerin wzay ¢ ile gdsterilir. Yani, -
¢ =1{ x=(xp#: lim %, mevcuttur }
n
dir, (Kreyszig, 19780,
Teorem.3.4. ¢ yakinssk diziler uzay, x=(x,), y=(y,) olmak iizere
d(x, u) = 3up %, - ugl
n
metridi 1le bir tam uzaydir.
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ispat. Metrik dzellikleri £, uzauindaki gibidir.

¢ nintam oluUnjur:ugtistarelim.cc‘ﬂ,ve f.,, da tam oldujundan TeoremJ.S den dolayr ¢ nin
kapah oldujunu gostermek yeterlidir. Bunun igin de c=c oldujunu gostermeliyiz. ¢ cc oldudu

agikardir. ¢ < ¢ oldufunu gosterelim.

- , ()
x=(x;)ec olsun. Bu durumda, Teorem.1.4 (a) geredince x,=( Xj ) olmak Uzere xp — x

olacak jekilde bir (x,) dizisi mevcuttur. ¥ €= 0 sapisina kargilik her nx N igin,

. (n) £
d{xg, x} = sup [ x5 -xj | < 5
)

kalacak gekilde bir NeN vardir. Buna gore her nz N ve her j igin,

(n)
Pxy -xjl<

wi|

gy . Wy ; .
kalir. ::;.,=(:':j L-:‘ ec aldujundan (\:J )J-=1 dizisi € de bir Cauchy dizisidir. Bu nedenle, j k = Ny
iGin
I} .

olacak sekilde bir MyeN vardir. Boylece ),k = Ny igin

N (M) .
iomXg P+l -xpl=< It

(/.
[xj-xel=lx- x5 [+
) ]

wi] o
wi| ea

+%=¢
3

kahr. Biylece {xj) dizisi R deveya € de bir Cauchy dizisidir. R veya C tam oldujundan x=(xj)ec dir.
Buradanda ¢ ¢ bulunur. Demek ki ¢ = ¢, usni, ¢ kapahdir. O halde ¢ tamdir.

Teorem.3.5. ¢ uzay,

[x1] = sup |x,]
n

1le normiu bir Bansch u2amdir, | Maddox, 19700,
Teorem.3.6. Sifira yakinssyan dizilerin ¢y uzaw
dix, yd = max [x, - gl

fi
metriding gire tamdir,



ispat.c ninispatt ile symadrir.
Teorem.3.7. ¢y u2ay,

[t} = max |
fi

ile normiu bir Banach uzandir, { Maddox,1970).
Tanim.3.3.0< p' ~ nlmak iizere 1.’;. uzay

) = 1o P
é { *’t“-n .f:. |-"?n| < o }
n=1

seklinde tamrlanir, { Maddos 197 .

Teorem.3.8. f'p uzayy, px 1 igin

. 1/

» p\'l )}p ‘

d(x, y)= lexn - Un| J (3.2)
i /

ve d<p=<1igin,
. i p

d{x, y)= T |Xn - Unl {3.3)

n

ile bir tam metrik uzaydir, { Maddox, 19703,

ispat. (3.2} igin M1, MZ ve M3 sartiart kolayhkla sadlamr. Md i ispatiamak igin, x,u,zefy
alip Minkowski egitsizlifini uygulayahim.

/ [ 1 ;- ‘. p\t /';
iz, y)= lz,- - ol” | s| 3 xn-zol” | | Slzn-ual |
\n=1 } \n=1 J \n=1 J
=d{x,2) + ﬁ(z, y)

buluruz. Buda f'p nin bir metrik uzay olduduny ispatlér.
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o - , ® Q) M @ )
Simndi l’p uzapnmn tamhidim gisterelim. x,=( Xj ), Xj =(xy , x3 ,..,%j ,..) olmak

iizere, £p uzayinds herhangi bir Cauchq dizisi olsun. Buna gore, verilen her € > O sayisina kargihk,
her n,m> Nigin, ‘

i
Y
() (m)
I -x; 1 | <e (3.4)

A

138

!
d{x,, X = I'

J

[[}
—

olacak sekilde bir N sayis vardir. Buradan, her j=1,2,...i¢in, n,m > Niken

| (n)‘ (mll'{ c
*joT X (3.5)

(n) '
yszabiliriz. Simdi, her bir j igin (3.5) geredinice X,=( Xj ) terimleri reel veya kompleks sayilar

olan bir Cauchy dizisidir. R veya € nin tam olmast nedeniyle, bu dizi yskinsaktir. n — o igin,
{n}
Xj  —jdiyelim. §imdi de bu limitleri kullansrak, x=(x;} dizisini tammlayshm. xe{’p Ve Xp — X

olduduny gi:ister&cénjiz.

(3.4} den, her n,m > Nigin,

ko ()
Ty o-xj | <€ (k=1,2,.)
=1

yaeabiliriz. Buradan da, n = Nolmak lzere, m — o igin,
k@ F
2 bl <€ (k=1,2,.)
J.=

elde ederiz. Buradan, n> N olmak iizere, k — oo igin,

P »
Ixj -xjl < (3.6)

v

buluruz. Buise,
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oldudunu gisterir, x.-.a{'p oldujundan, Minkowski egitsizlidi geredince,
) s ,I
%= ¥g +xx:-:c:n}e{p
elde edernz. Aynica, (3.6} daka seri, [d{xq, 2P biiyiiklidini verdidinden, 3.6} ifadesi x, — x

sonucuny gerektirir. {xn) nin 1;";, de keyfi bir Cauchy dizisi olarak segildidini de gqozoniinde
bulunduruyrsak, 1 < p <o olmak ijzers f,“p nin tamhidi izpatlamis oluruz, {Erwin Kreyszig,1978).

Tearem.3.9. f’.p ljzal_u, 12 p<o igin,

1

) p‘.'l"/;
“;{“: l z I-’f-n| l
\n=1 !

ile verilen norm altinds bir Bansch wzayidir. Gergekten bu norm ¢ 3.3) deki metridi dodur maktadir:

1
Y
x, 4 3 lxn - unl”
dix, )y =llx-yll = | %0 - unl” |

et }

Ejer D=p=1 138, 1;’;. uzay,

(x| = 2 fxql

n=

ile p-normiy bir uzaydir, { Mzddox ,1970).

(:F. nin p=1 ve p=2 dzel hali igin elde edilen uzaylanin dizi uzaylst srasnds dzel bir Gnermi
vardir.

Tamim.3.4. wp uzayr, p= 0 olmak Uzere,
1 k ) P f] .
wp =1 x={xp): lim EZ [xa- £ 1 = 0, enaz bir £ iging
k n=1
seklinde tammiamr, Kreyszig 19780

Teorem.3.10.wp uzap, 1 Zp == ise

SR
l1 " ]:. F
Il = sup |7 Z Pl
% 'u_ n=1 ‘,l



ile normiu bir Banech uzayidir. Eder D<p< 1 ise,
lxl] = sup 'F‘Z Ixnl
: k n=t
ile p-normlu bir tam uzaydir.

Tamim.3.5. v ile yakinsak seri tegkil eden biitlin x=(x;,) dizilerinin uzay gisterilir. Yani,

v={x=(xy): X X, yakinsak }
n=1

dir,{ Maddax, 1970).
Teorem.3.11. v uzay,

ko .
T (Xn- Un)
n=1

d(x, y) = sup
k

metridine gare bir tam uzaydir, ¢ Maddox,1970).

Tanim.3.6. BY ile samrh salimmbh diziler uzaw gosterilir. Buna gore,

BY = {. x={3(n): E IXn = Xnti I < o0 }
n=1
olur, { Maddox, 1970),

Teorem.3.12. BY uzayl, Ax, =X, Xp+1 olmak iizere,
A o
d{x, u) =%y -yl + 2‘ |ax,, - &y
n=

ile bir metrik uzay ve

L4
lxll = lim fxgl + Z |xp - Xpeql
f—3cc n=1

ile normly vzaydr, | Maddas, 1 9 f-'nj) .

Teorem.3.13.§, = LUkl el vl £ dir (tadda, 19700,
. 1 0 7



[
D)

ispat. >:=(w:n}e'f:'| alsun.Bu durumds 2 [%] vakinsaktir. Teorem. .8 den, € =0 verildidind:
ayle bir kg bulunabilir ki, ¥ k= kyve ¥pz Digin,

kip

S Pl <€

n=k
olur, Dider taraftan,
k+p

7 ¥n
n=k

k+p ‘
£ 3 |xl
n=k

oldujundan, vykzky we vYpz 0 igin

ktp

b B
o
&5

< E

n=k

bulunur. Bu ds  Zx, serisinin yakinsak oldufunu gisterir. Buradan x=(x )=y bulunur. Biylece
\ ,
f.’, S alur. '

x={x )ey olsun. Bu taktirde .'E.':-:n “serisi yakinsaktir. Yakinsak bir serimin genel teriminin
Himiti sinir olacafindan  lim xp = 0 dir. Bu da x=(x;)ecq olmast demektir. Buradsn v < gy
M=
bulunur.
Cq = ¢ oldufu agikardir.

Kes v lim ¢, =5 olsun. Butaktirde, ¥ €> 0 igindyle bir ngeM vardir ki ¥ n= ng igin
M=z

¥ - 5| < €
k:aln‘:Burad#aru, Yo fig igin
$-€ <X 3+ €
bulunur.
K = mix {Xy, %2,..., %, 3 + €}

B =mingxy, €z, n,. ¥ - €}



olsun. Budurumda, ¥ neNigin
k< % =K
olur. 0 halde, x ;jizisi stmrhdir. Yani _xe{L ve buradan ¢ < £.. bulunur.
lTeorem.3.I4. & < BY ce dir,('Maddox,IQm},

Ispat. x=(x,) &€ olsun. Bu taktirde,

L--4
z [xp] < o=
n=1 »

dir. Bundan dolayi,

L3 < <o
2l -xpr] = Xlxnl+ 2 et <
n=1 n=1 n=1

olacafindan xeBY bulunur. Boylece ﬂ c BY olur.

x=(x,,)eBY olsun. Bu tektirde,

E '{xn - Xnﬂ)
n=1

serisi yakinsakhr. O halde,

k
limsg = lim 2 (xp = Xpet)= lim {x,-x,, d=x, - lim x,
K—p= e K=o k—yoe

meyvcuttur. Buds xec demektir. Dolayisiyla BY < ¢ bulunur.

yimdi tammlanan bu uzaylardan E’m ¢, Cp, {"p Ve Wp uzaylarimn genellestirilmis halleri olan
Pm(p}, c{pl, colpl, l.’(p} ve w(p) uzaylarindan bahsedecediz.

Eder, pn> 0 ve sup pp < oo olacak gekilde bir p=(p,)} dizisi shmrsa, bu uzaylann
genellegtirilmig halleri azsfidaki gibi tammilamr.

: . o Fn
E-f,ip) =4 =g sup Ixn] "< e}

n



. y p .
spd =4 =00 Vi 1% - l:'l “ap , enaz bir £ igin }
li—poe

‘ . ; P
sl p) = {x=(xyd tim [x, | =0}
M=y

' pl
o) = {x=0x): Thxy | " e}
n

l

a—

X k P
wip) ={ x=(x): lim ':' % 1%y - ‘?l " =g , enaz bir # igin }
(—

M = max {1, sup pn) olsun. Bu taktirde co(p),

. Pn
a{x)= 3up [xnl
It

ile bir paranormiy lineer metrik uzaudlr.ﬂ@(p) vec(p) nin,

. {PnfM
g(x}: sup If“-ﬂ'
n

tle paranormlu olmast igin gerek ve yeter gart inf py> 0 olmasidir.
f;’{p) ve wi{p) uzaylart, sirastyla,

nﬁ) e

.-,

v | Thepi
g(x)-—(-;—‘; n

e

4

o % 1{{4

)

k
g{x)= sup (-:- by lxnlp"]
k"ot '}

e paranormiudur. Yukarida tammlanan bu uzaylar paranormun dodurdudu topolojilere giire tamdir,
Genel olarak {"{.:.(p} LONPD, salpd, P p) ve w(p) uzaylar normiu uzay dedi ldirler.

Eder her nigin pn = pise, by taktirde Ex.(p)J;’m elpd=t, colph=eg, &% p)=f  ve wip)=w

dir,{ Maddoe, 1970 ve Simons, 1965)
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Teorem.3.15. £{p) uzay, M = max {1, H=sup pp) olmak iizere,

Y.
g<x>=(z|xn|"") '

seklinde tammi g ile paranormlu bir tam lineer metrik uzaudur,(Manda,1 983).

ispat. Herhangi bir A kompleks saps ve x,gef(p) igin,

( AL M e

n M n n
Z|Xn"‘4n|p) 5(2|xn|p) +(E|Un'p (3.7)
n ‘ n n

A3 ¢ L4 hJ L4 ~ Id

wa
[a "™ < max (1, [4M)

egitaizlikleri saflamr. Yukardaki egitsizliklerden l;’(p) nin noktassl lineer iglemlers gire lineer bir
uzay oldudy girilliir. g{0)=0 ve her xeé‘{p) igin g{x}=q(-x} oldudu agiksrdir. Aym zamanda,
yukaridaki iki egitsizlikten g * nin alt toplamsal ve

g{hec) = max {1, [3] daix)

oldufu giriiliir. Bundan dolayr, (A, x} — Ax fonksiyonu A=0 da siireklidir. x=0 ve A sabit iken .

% — Ax fonksiyonu x=0 da siireklidir. Eder x sabitve €> Oise,

Z ™ £
nxM

olacak gekilde N sayisim segebilirizve 5> 0 igin A < § olmam

Z |l €
ns :

egitsizlidini verir. Bundan dolay, [A] < min (1, §) olmest g{Ax) < € olmasim gerektirir. Biylace
fonksiyon %=0 da sreklidir ve bu nedenle f’(p) paranermiu bir uzaydir.

. G G o N .
{"{p,‘.- nin tam olduduny gistermek igin, 2V = {xy",x2", ., %, ..} olmak lzere  (x(D) pin

{’{p) de bir Cauchy dizisi oldufunu kabul edelim. Bu taktirde, herbir sabit nigin,
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. :
oldujundan,  x, ) nin kompleks sagplann bir Cauchy dizisi oldudu giridliir ve bu nedenle herbir n
it i =00 tken X, -3 olur. x=(x,) slahim. 11k olarak xef{p) oldugunu gisterecediz. o{x(V)
nin simrh olduduny biliyoruz, yani, g{xm) < Kdir. Simdi herhangi bir kigin

P

g(xMy <k

olur.Once i = o0, sonra k — oo igin limit ahirssk,

1
(51 l”" Ve
l Xn <K
elde ederiz ve bu xef’(p} oldudunu verir. Geriye g{x) - x) — 0 oldudunu ispatlamak kalir. € >0
verilsin, bu taktirde i,i = N igin gu('] - ¥y < £ olacak gekilde bir N tamsapns vardir. Bundan

"= [‘«1

dolaiy, herhann;n bir kve i,j =N igin,

L
P A
£ g(x(i) - ;((J]) <£

v’] -~
%

=
y

=4

kalir. j — ~ yazarsak,i = N igin,
1/
) Pnj M
| “:n - Xnl ' <€
1 -

.

T

A

S

esitsizligini elde ederiz. k keyfi oldudundan, k — o« slabilirizve 1= N icin g{xWV - ) £ € buluruz

Bu da ispati tamamlar.

Tamm.3.7. {Sirekli Dual) ¥ normlu bir uzay colsun. ¥ izerindeki tiim simrh lineer
fonksiyonellerden olusan climle,
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IF = gyp |f(x3]

Tl = sup
Xed [1fl =1
LR Hxfl=1

seklinde tammlanan norma sahip normiu bir uzay olugturur. Bu uzaya ¥ in siivekli duali {dual uzay)
ath verilir ve X7 ile gsterilir, (Kraysaig, 1978}
¥ dual uzaw bir Banach uzampdir.

Teorem.3.16. ¥ normlu uzay tarm olsun ya da olmasin, &

ispat. x*=s(x, K dir. K ise reel ya da kompleks samnlar cismidir ve bu cisim lineer bir tam
uzaydir. Tamhk teoreminden biliyoruz ki, ¥ bir Banach uzay ise B(X, ¥) uzay da bir Banach uzagidir.

Dolanzyla, X¥=B(X, K) da bir Banach uzayidir.

Teorem.3.17. f‘\ uzapump siirekli duali l";, vzayidir (Erwin Kreyszig,1978).

iapat. {’1 igin bir Schauder bazimn {e,) olduguny biliyoruz.

1, j=n ise
en=ﬁnj= 'I
0, j=n  ise
dir. Buna gire, her xeﬂ
£--2
x='Z ¥ntn (3.8)
n=1

seklinde bir tek gosterime sahiplir. {ﬂ *, {"1 in dual uzayr olmak zere, herhangi bir fel‘.”1 ¥ goziniine
a]a]\rn. T lineer ve simrh oldudundan, -, = f{e,) sswlany  tarsfindan tek anlamh olarak

belirlenmis olmak tzere,

f{x) = E n n (3.9
n=1
yazabiliriz. Aynca, |} e, [|=1 ve
wnl =Ifendl 21T enll =11 F1, suplanlzllfll (3.10)
n

dir. Dolayisiygla {ve)ehy 2lde ederiz.
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Diger taraftan, her b=(f,)efs ivin, £ izerinde buns kersihk gelen simrh lineer bir g
fonkeiyoneli bulunabilir. Gergekten #y iizerinde, x=(xp) ey olmsk izere, g * i

3

g(x)‘-‘ : E Xn l}n
n=1.

seklinde tam mlauabﬂir_iz.' Budurumda g lineerdir ve simrhhidi

- e
lalx} £ Z xnBnig sup [By)-Z [ xnl =1Ixll. sup | Byl
j n=1{ j

—

=

den qoriilir. O halde gef * dir.
Son alarak, T " in normunun l’ﬂ. uzay iizerindeki norm oldudunu gisterecediz. {3.9) dan,

[TOM =1 Z %neni= sup [45]. Z x| = Ixl].sup ]
n=1 i n=1 i

yazabiliriz. Normu 1 olan tiim x ' ler izeri nden supremum ahirsak,
ell= sup [0 < sup |l
Hxl]=1 i
oldudunu goriiriiz. Bundan ve (3.10) dan yararlanarak,

HEll=sup |l {3.11)
]

buluruz ki bu .. iizerindeki normdur. Dolaysiyla bu egitlik, c=(vpi}le£", olmak tzere, || Tl =1l ¢ ]|
seklinde yazilabilir. Bu ise 1’1* n ‘f;’@ izerine f — c=‘{~,~j) ile tammlanan birebir, drten linger
diniigiimiiniin bir izomorfizm oldujunu gisterir.
g . . .1 ¢ izere b . . -é’ }
Teorem.3.18. | = p < o, F+q—--1 olmak Uzere £, nin dusl uzsyp £y dur,
{Erwin Kreyszig, 1978).

Ispat. en=(8,;) olmak tzere f"p nin bir Schauder bazi {er,) dir. Buna giire, her :w:e!‘.’;. eleman,
birtek

-1 4

*nén L3

Y|
—
3
ot

n=1

]
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gisterimine sahiphir. Pp* . f.jp nin dual uzay olmak iizére, herhangi bir feijp* gozoniine alahm. f

lineer ve sinirl oldujundan,

f{x)= E Xn ¥n (Tn=f(en) ) (313)
n=1 :
yazabiliriz. 1.1 { olmak iizere,
P 9q

' hsk v
Yol ngk ve w0
¥n

()

Xy = {3.14)

g, n>k veys wy,=0

(K '
seklinde x,=( %, )) y1 goziiniine alalim. Bunu (3.13) de yerine yazarsak,

k

. i (9
fx) = % Xy W= 2|
. n=1 n=1

lq

elde ederiz. syrica, £3.14) " iive (q-1)p=q egitlidini kullamrsak,

/ v
] as P
~ _ ‘ | k | Lk)l |
a1 LI =PI 2 Fn
k k '.\n=1

i
4

1/

e P
=||,f||,( Z bl )
\n=l

/ \1,{;
LA
et 2 tval
= y

buluruz. Bu sonuglar birlikie giziniine alirsak,
B ‘4“‘.

k
k n=1

{ A\

ok qi P
ln | 5 ufn.[ Z Il )
,,\r|=l b,
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yazabiliriz. Sun ¢arpan e balip, 1- %= :T egitlidini kullanmamiz halinde ise,

1 AL
& '\1-_’ &
S Pl %
| £ vl z. ol ] 2|t}
Ln=1 ),' n=

elde ederz, k keyfi oldudundan, k — oo igin

N
(n tal )"'_“,.“

\ /

{3.15)

T pas

buluruz. O halde, ',nnel,’q dur.

Tersing, herhangi bir b= m[in)e:{qn,,m{p. de buns kargihk gelen stmitl lineer bir g fonksiyoneli
elde edebiliriz. Gercekten, A{p iizerindeki g fanksiyonelini, x=(ﬂn)e£’p olmak iizere,

S

g(}i} = E Xn I.jn
n=1

yazarak tammmilayabiliriz. Bu durumda g lineer olup, simrhhdh, Hilder egitsizlidinden elde edilen

1 1

. ‘_ i W

) @ 4 [‘ oo X q q
G| £ ;x,,;a,,u:( % Ixnl ] | £ 1l ]
=t =t a ),

ifadesinden garilir. O halde gefy* dir.
Son olarak, f * in normunun fz’q'uzaul tzerindeki norm oldudunu gosterecediz. (3.13) den ve

Hilder estaizlidinden faydalanarak,

1 1
- . v e q;
N P
] =1 S %ovnl< | T 1%nl [: 'l )
n=1 n=1 n=1 |
\ K
A
q

l 3
= ”‘(' l E I"lﬂl
In=1

wazabiliriz. Buradsn da, normu 1 olan tim x ' ler lizerinden supremum alarak,
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1
I NT
o q q
HEll= sup If(x)IS( % lvnl ]
lix}|=1 =1

elde ederiz. (3.15) deﬁ,

. i
4 NT
oo q q
Nl = zl-.vnl)
Al J

[

-dir. Buise, c=(-yn}e{"q ve yn=f{en) olmak izere, || f]lp = [l c lq seklinde yamlabilir. {’p* dan f'q
iizeripe, f—c¢ ile tammlanan diniigiim lineer, birebir ve drtendir. Ayrica, bu diniigimiin normu
koruyan bir dontiziim oldudunu garmekteyiz. Dolayisiyla bu bir izomorfizmdir,

Teorem.3.19.c* =cp* =& ve D<p<1 oimakizere £,% =f. dir.
ispat. Bir inceki ispata benzer bigimde yapihir.

Tamim.3.8. X bir dizi uzay olsun ve

(i) x% = {a=(8,): Z|ap x| <, her xeX igin }

(i) ¥ = {a=(8,}: 2 &%y vakinsak, her xeX igin }

k
(iii) X¥ = {a=(a,): sup| = 8n*%n |< o, her xeXigin }
' k=t

tamrﬁlagahm. Bu taktirde, ¥%, xf’ ve X uzaylarina, swﬁsuﬂa,x ina-, B~ ve - dual uzaylan denir.

Aym 2amands, X ya Kithe-Toeplitz dusl uzam' ve )t:‘3 ya da genellestirilmig Kothe-Toeplitz dual uzayr
denir.

| goted oy aldujunu gistermek kolaydir,(Kamthan ve Gupta,1981).
‘Lemma.3.1. =2, veysy olmak Uzere agafidaki tzellikler vardir.

(i) Her X< s igin X" ,s ninlineer bir altuzayidir.

(i) Her XY s igin, XY dse Yk dir.

(iii) Her X s igin XM= XM % dir.

(i¥) Ejc s olmak iizere her {E;} ailesi igin {qu}“zﬁﬁjﬂ dii’,{Lﬂfn::it‘id&S,l9?1}.



Tamm.3.9. Gir ¥ dizi uzayl igin n=c,p veyay olmak Uzere, eder ¥ = XM ize bu taktirde ¥ &
bir n-uzau denir. Ozel olarak bir e-uzawna Kithe uzaWn veya bir perfect dizi uzawn denir, {Kamthan
we Gupta, 1981,

Tanim.3.10. X bir dizi uzay olsun. Bu taktirde ¥ ° e,
(i) Enaz bir xeXicin [up] £ x| iken yeX ise normal,

(i) ¥ ' in biitin basamak uzaylammn kanonik gosterimlerini kapsiyorss monoton denir,
{ Kamthan ve Gupta,1951).

' Lemma.3.2. ¥ bir dizi uzam olsun. Bu taktirde,
(i) % perfect = X nﬁrm&l = *( monoton
(ii) X normal = X% =x¥
: (idi) ¥ monotan = %% = %P
dir,{ Kamthan ve Gupta,1981).

Teorem.3.20. Her niin pp > 1 olsun. Bu taktirde, e Lot jken
Pn 4n

an,,"9n/p
MGp) = U {a=(ap): Zlanl N

 Nst n

<X,

olmak iizere #£%(p) = M{p) dir,{Maddox,1969).
ispat. aeM{p) ve x=f{p) olsun.
'lbn}Jrll = |bn|qn+ |Unlpn

extsizlifinden,

lanxal < lan] N " PR N [x 1P

—

elde ederiz. Buradan 2. s, X routlak yskinsaktir ve bundan dolaypn Mip) }?"’(p} olur.

Sirndi aef‘ﬁipu) olsun, dyle ki her ei" {p) igin 28n X uskinsaktir. Bu seMi{p) demektir. Dider

yandan s=1,2,... i¢in
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Ms= z la“lﬂn(3+ I}"anpn}i
Is)

olacak gekilde 0 = k(0) < k(1) < k(2) <... tamsayilarim tammlayabiliriz. Tamimlanan Mg toplam
Isy={ n:k{s-13+1 £ n<kis) } ciimlesinde n Gzerindenahmr. Simdi I¢s) deki nigin,

-1 gy 1
Xp = {50n 8n) lonl ™ (s + 17 Mg

tammlayalim. Bu taktirde,

- ~{ q
§‘-f‘l'n3‘f|1=zI’inlql"(t"‘n‘ﬂ(""I“'Is {-Z2=-qp+ 1)
Xs) ‘ Pn

-1 -Gn, /Pn ¢ -1
=My Zlag|M s+ )P )

oo -
s+ 17V M, Mg=(s+ 1)

elde ederiz ve

P Qn o P
zlxdpn 4 Z lanqul (3"‘ 1) P 4n Ms n
Ts)
-1 X - ) e
g My (s+1)7 T oM s+ 13”0
Is) .
-1 -2 qn =qn/pPn
=M, {s+1)¢ X lanl " {3+ 1)
Xs)
=(s+ 1)72

dir. Boylece x=£(p) fakat ., x 1raksak olur. Buradan asM(p) elde ederiz.

Teorem.3.21. Eder 0 < Pn £ 1 ise, bu taktirde t‘.“’(p) =f.(p) dir {Simens,1965).

Teorem.3.22. Her n igin py> | olsun. Butaktirde, 1+ L= 1 oimak zere £5(p) = M(p)

Pn dn
dir (Colak, Srivastava ve Mande,1993).

Ispat. aeM{p) ve xef(p) olsun.

~ ‘ 4 n Fn
I;'f.r. Ul’ll z |3€n| '+ lunl



Ely]

egitsizliginden, ensz iir N> | igin
AR W Y- Pn
fanxe ] 2 lanl N + N xp
elde ederiz. Buradan 2)a, s < o olur ve ae#x{p) bulunur. Yani  M{p) < {“:"{p) dir.

= pref By oldujundan é"*(p) = Mip) oldudu qiriiliir.

Fimdi # p} nin sirekli dualinin M{p) oldujunu Teorem.3.20 den gister mek kolaydir,

SUp Pn < o olsun. Bu taktirde £%(p), M(p) ue

-

Tearem.3.23. Her n igin 1= py, 2
izomorfiktir {Maddox, 1969,

Ispat. eq=(0, 0, ., 1{nterim),..) (n=1,2,..) olsun. Bu taktirde £ p) deki her x, yani,

14

*n €n
1

m=

ft

i A‘.’*{p} dekt herhangi bir figin fien)=a, olmak izere,

0]

-

i :‘ = an Xp

2

olur. Teoren.3.20 den, her :{ef,"(p) igin x &n Xn Yakinsskhr. Buradan seM{p} bulunur.

Simdi, efer xe€{p) ise ve herhangi bir asM{p) alirsak, bu taktirde Teorem.3.20 den, Zap Xq
yakinzakhr ve agikar olarak £¢ p) iizerinde lineer bir Tonksiyonel tammlar. Teorem.3.20 deki yol
Eullamlarak, gix) < 11ken
. = f" o
| Sonxa | € S lanl NP4 w00

aldufu qériiliir. Buradan  2.aq xp, | { *_{p} nin bir elemamm tammlar. Simdi T(f) =a ile verilen

T: £ *(p) 5 Mip) diniiziimii lineer, birebir, srten bir homeamorfizmdir.

Teorem.3.24.(i) p, = | olsun. f."{p'} nin perfekt olmas igin gerek ve yster sart pef..

ol masydir .

i

(i)Y < py = 1 olsun. £Cp) nin perfekt olmss igin gersk ve yeter gart £ip)= { Mlmasvdr,
Cholak, 19920
Teorem.3.25. p=ipn kesin pocitif reel saplarin simrh bir dizisi olsun. Bu taktirde A{’{ gl

aormal we monotondur (Colak 19920
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ispat. Her nigin pp =1 olsun.Bu taktirde {’(p} perfekttir ve Lemma.3.201) den normaldiv.

Fimdi 0= p, = 1, her n ve enaz bir x= (xn)ef(p) igin fup] = x| dir. Bu taktirde

Lyl = 1 r,I nodir. & L\r,l N : o olacak jekilde xef(p) oldujurdan y={ unlehp' olduju agrktir.
n
Bundsn dolayy # {p) nﬁrmalgii r ve bursdan ds monoton oldudu giriitiir,

Teorem.3.26. p={p.}, her nigin py> 1 sekhndekl reel ssyplarin stmrh bir dizisi olsun. Bu
taktirde § W) = M{p} dir {iolak, 1992).

ispat. Teorem.3.25, Lemma.3.2 {i}- (i) ve Teorem.3.20 den giriiliir.
Teorem. 3 27 pn= 0 olsun. Bu taktirde,

l-'pn

Mlpd = v {a={ap): 2 IanIN <o
N> 1 n
olmak iizere c:n“( p)=Hlp) dir,(Maddox,1969).
. . -1 ‘
Ispat. ach,(p) ve xecy(p) olsun. Bu taktirde ensz bir N> 1 igin 2 |ag| N U o dir ve
n

bu nedenle yeterince biiyiik her nigin lxnlpﬂc N1 dir. Buradan
- i)
lan x| < lag I N 148

dir. Sonug olarak, My{p} <c P(p} bulunur. Her xecy(p) isin Lanxn in yskinsak olmasi aeMy(p)

olmas dermektir. Dider ysndan Teorem.3.20 nin ispatindski gibi Ean Xn 1raksak olacak gekilde bir
xacy(p) dizisi teakil edebiliriz. Buradan da cc,"’{p)= Mqip) oldudu goriilir.

‘Teorem.3.28. Her p=ipy,} igin,

R V)
Eg = ™ {x={xp): sup |xn| N P"{@}
N> 1 on

olmak lizere ¢, BF{;-‘- E dir (Lascarides,1971).

. . . -17p . .
ispat. By ={ a=(an): T lanl N " ¢ s } olsun. Bu taktirde e (p)= Mplpd= U E dir,
f | N1
Lemma. 3. 1{iv) den :-'m'p"- M. "fp“ M E® eldeederiz. Simdi her N1 igin
Ml



‘t.‘
(£

. 14
E® = { %=(xq): sup |xp| N Phee }
fi

oldudy kontrol edilebilir. Buradan cn':‘"’(ll}= E bulunur.
Teorem.3.29. Her p={py,) icin,
(i) ¢ {p)=Mylp),
(it} c,"“(pl=E,

dir,{Colak Srivastava ve Nands,1993).

ispat.(i) aelﬂo(p) ve xecQ(p) olsun. Bu taktirde enaz bir N =1 igin

-1/pn
2 lanl N Pn < oo
i

dir ve yeterince bijyik nigin Ixn]p" < H"’ dir. Buradan,
lo o | % g | W7 14P

oldudu giriilir. Boylece
Tt % | 5 Zlag | W Pr< oo

olur ve bursdan Mg(p) < co™(p) bulunur. cy*(p) < c*(p) oldujundsn Teorem.327 den
cg"‘f.b.f'= Malp) oldudu goriilir.

(ii) aekg ve xaco“(p'} olsun. Bu taktirde her N =1, her nwve enaz bir K=0igin,
lag | NP
dir. Ensz bir N=1 igin,

: :1fpn
Ez'xnl H - N
n

olur. Buradan

fan % | = K g | wtiFn

olur £1 b da,
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zlan e K.zl'x,, | T .

olmast demektir. Sonug olarak aesy™{p) bulunur. Boylece Ey < 55™(p) oldufu giriilir. {i) den

e ipl= c‘._l"i(p) oldujundan, o *(p} € cnﬁlﬁ{‘p) olur. Bu taktirde Teorem.3.25 den co"’ﬁ(p}= E, elde

edilir.
Teorem.3.30. sup pp < o iken; tzn*{p} » Mglp) e jzomorfiur. inf pn > 0 otmas) halinde

c:a*(ﬁ) , 31 uzaying linear homeammoritur,{ Maddox,1969).

Teorem.3.31. Her nigin pp> 0 olsun. Bu taktirde, '

1-'
Molp) = M {a=(an: 3 lanl N T o)
’ Ny 1 fi .

ol mak iizere .5 (=M. p) dir,{La&caritli&s ve Maddox,1969).
ispat. aeM.(p) ve }:ef«(p} olsun. Bir N> max(1, sup lxnlp“} tamsayis1 secelim, Bu taktirde,
S8, %, | = lag] NP0 < o0
olur ve bundan dolayn M..{p} < ﬂf(p} bulunur.
Dider yandan, efer ach P{p) fakat seM.{p) ise bu taktirds

T >
Tlag| N1 =0

olacak gekilde bir N =1 tamsayist meveuttur. Xp = N!/Pn, sQn s, yszarak, xef..( p) oldudunu fakat
Tk, iniraksak oldufunu elde ederiz. Buradan, £.5{py=M(p) oldudu gbriir.

Teorem.3.32. Her p={p,) i¢in,

. -1/
.= u { x=(xp):sup [xnl N P“{w}
N1 n

almak tzere L8 p)=E. dir.
“{spat. E:,,c FECpY oldudu gisterilebilir. Dider yandan, eder vef JP{p)-E,, ise bu taktirde
n=n{N} igin I:@nl.N""' Pn » N° olacak gekilde kesin artan bir (n{N)} pozitif tamsayrlar dizisi

'(.:-'"" .".p nJ

meveuttur. Eder ne2nl{N) iken a,=0 wve n=n{N) iken an =N 5qn Xp , (N=2,3,..) geklinde
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bir a={ay, dizisi tammlsrsak, bu taktirde herhangi bir R =1 tamsayis ve her N = R igin n=n{N) iken

. =, = i .
ian!.F:”p" < N ° dir. Buradan xef.PP(p) olur. Bununle beraber, n=n{N) i¢in &, x5 >1 olmas
el PPCp) slmast ile gelizir. O halde £.79(pi=E., dir.

Teorem.3.33. Her p={pp) icin,
(i) £5(p)=Matp),
(i) £.5%(p)= k.

dir (Colak, Srivastava ve Nanda,1993),

ispat.(i)Teorem.3.31 geredince €.F(p)= M(p) oldujundan, Teorem.3.29 (i} nin ispatine
benzerdir.

‘(ii)Teorem.E.sz geredi nt;é £.78{p)= E.. oldujundan, Teorem.3.29 {ii) nin ispatina benzerdir.
Teorem.3.34.(i) cgip) perfekttir = pecg
{ii) éj%{p) perfekttir « pe&@

{Colak, Srivastava ve Nanda,1993).

Teorem.3.35. p=(p,? kesin pozitif reel saplarin simrl bir dizisi olsun. Bu taktirde, co(p)
ve bl pi, normal ve monotandur,(Colak,1992).

ispat. Ejer p={pn)ecp ize bu taktirde Teorem.3.34 (i) ger.e:jince calp) perfekitir. Bundan
dolaw Lemma.3.2 (i) denco(p) normal ve monotondur. Simdi p=(p,)efu-co , xecol(p) ve n 21 igin
bynl = x| elsun. Bu taktirde yecq{p) olur.Biylece pecg iginde cg{p) normal ve manoton olur.

Eder p={pn) samrh ise Teorem.3.34 (ii) den f@(p) perfekttir ve Lemma.3.2 (i) den normal ve
morotondur.

Teorem.3.36. p=‘( Pt kesin pozitif reel sayilarin ssmrh bir dizisi olsun. Bu taktirde,
(i) co¥(p)= Malp},
(i) £3(p)= Maulp)

dir {Colsk 1992).

ispat.(i) Teorem 3.35, Lemma.3.2 (i) ve Teorem.3.29 (i) den qdriiliir.
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(ii) Teorem.3.35, Lemma.3.2 {ii} ve Teorem.3.33 (i} den géritiir.

Teorem.3.37. Her p=(pq) igin c*{p}=co™( p)n{’, dir,{(olak, Srivastava ve Nanda,1993).

ispat. asnsco“’(plw'ué'1 ve xec(p) olsun. xec{p) ise enaz bir £ igin [xn - £1F" = 0 olur. Bu
taktirde T |ap| < co ve xectp) oldudundan (xq -& )eco(p) dir. Buradan,
n .

E lanlxg - E )'-:: oo
n

olur Simdi,

lan %n] < lon (xn - €3] + 1€ L.fen |

egitsizlidinden,
Ll xnl <
oldufu giriiliir. Biylece asc™(p) alur.

cotpy = c{p) oldujundan c={p) < cg™(p) olur. aec™{p) olaun. e={1,1,...)ec{p) oldujundan,
Zlan] = = oldudu garilir ve buradan ae.‘," elde edilir. Edylece éue'::,_-f‘(pl"nf1 olur. Bu da ispah

tamamiar.
Teorem.3.38. Her p={py) igin c®¢pd=cpP(p)ny dir (Lascarides,1971).

Ispat. acepf{plry ve |y - & I‘p"—‘p 0 olsun. Bu taktirde £% a, ve T a,ix, - £) iy
tammhidir. Bu nedenle 2.3y %, uakinsakhir. Buradan cg®(pdny < cf(p) bulunur. Dider yandan,
aec®(p) olsun. Bu taktirde e=(1,1,.)ec(p) ise ey dir ve colp) < c{p) oldujundan
Pipy < eg®(p) bulunur. Biylece ispat tamamlanmsg olur.

Teorem.3.39. Kesin pozitif reel saplann her p={pp) dizisi igin,

k
me={a=(a,): SUp| Z 3n | <}
; k !n=t

olmak tizere ¢¥{p)=cg¥{plrimg dir,(Colak,1992).

‘l."an

o

ispat. a={ay) =cp"{(pirimg ve xec{p) olsun. Bu taktirde sup
k

.k
% <o ye enaz bir fl igin

n=1

{x, - £ yecg{p) dir. Buradan,



46

, k
sup| T an{xp- £
ko tn=t
olur. Bundan dolaiy,
k- .
sup| 2 3n¥n 12 syp z an {Xp - f“ Yl efysup| T 3 <
g o=l k o=t k I n=t
olur. Buradan aec™{p) olduju giriiliir.
| k
Simdi, aec¥{p) olzun. e=(1,1,. Jec(p) oldujundan, 3Up 280 [T wu gemg oldudu
k o=l

girilir. syrca ¢p) cep{p) oldujundan seca¥plnmg elde edilir.
S0 nug.3.1. c(p} fie monoton, e normat, n:;: de perjfectti i',{l;u:dakj a3z},
Teorem.3.40.(i) 1| < p < igin P *= ), dir.
(ii) 0 < p<tigin £,%= L. dir.
(iii) l':ﬂ*‘=l3*= {5 1;’1 dir.
' Teorem.3.41.(i) 1 <p< igin £ = &f = v = &, dir.

(i) 0«p<tigin B =B =dy= L, dr.



i¥. BOLUM

DiZi UZAYLARI ARASINDA BAZI KAPSAMA BAGINTILARI

Bu biitiimde ., ¢ ve cg uzaylarimn genellestirilmis uzayiar olan ay{€.), 8, (c) ve ay(c)
uzaylarim tammlayip, bunl_ar arasindski kapsama badintilarim verecediz.

AX={Xy-Xg+1 ) 0lmak iizere £.08), c(a) ve cola) dizi vzaylen
(8 ={x=(x): axef}
ofa) ={ x=(x): axec}
cplay ={ x=(x): Axecq}
seklinde tammlamr,{Kizmaz, 1981).
v=(vi);
lim infh'klwk =r{0<r<e)
gartim saflayan, sifirdan farl;h kompleks sayrlarin herhangi bir sabit dizisi olsun.

Av{x) = (Av(Xe)) = (W XKk - Vier1 Xket) olmak iizere {);(&}, c{a) ve cg{a) uzeylanmn
genellegtirilmiz uzaylan olarak '

(i) = { x=00): sup |ay{xi)] <=}
k

aled = { x=0x): M= &, k>, enaz bir § igin }
A {cgd ={ .x=ka}: Ay{X)—= 0, k > o iken }

seklinde tammiamr. (we)=01,1,.) ise ‘m‘-(é’wk {’ﬁ{:&}, ay(e)= c{ad ve av{co)=ca(a) olur,
{Cnlak,1989).



Lemma.4.1. sup | ¥ - %pet | = o olmas igin gerek ve yeter sart
k ‘

(i) supkl|x|=e
k ‘

(i) sup | - k{k+ 17Ty 2o
k

olmaswdhr {Kizmaz, 1981).

Lemma.4.2. sup | i Xk = Yiewt Kiert | < o almas) igin qerak ve yeter gart
k

GY sup K vieoge] ==
K

(1) sup | viexe - kCRR1) T vy xpeq | <o
" ,

almasidir (Colak,1989). .

Lemma.4.1 de X = kv ve xp = kv~ ahimrsa, sirasiyla, asadidaki lemmalar elde edilir,

Lemma.4.3. sup | kv - (k+1) v;,;+| | <o olmasi igingerek ve yeter sart
-

(i) suplw|<w
k

(ii} SUD k l Vi = YR+1 | oo
k

olmasidir.

Lemma.4.4. sup | kw~? - (k+ 1) viey™1| < = olmasi igin gerek ve yeter sart
k

(i} sup [w ] <o
k

Gii) sup kvl - vy V] <o
k '

almasidr.



49

Tanim.4.1. Xy ={ x=(xg): {vi x)eX } olmak iizere ¥y =¥ ise X dizi uzayina v-invarysnttr
denir,{Colak,1989).

Teorem.4.1.¢i) £.(a) c a,(£.) olmes igin gerek ve yeter sart

sup | kKvg = (k1) viay [ <o {4.1)
k

olmasidir.
(i) au(f.) c £.(a) olmasi igin gerek ve yeter sart

sup L kw! - (ke ) w7 <00 (4.2)
k

olrnasrdir.

'ispat.{ii(c=:) sup | kv - (k+1) vieq | < ve xef..(a) olsun. Bu taktirde Lemma.4.3
‘ k

{i) ve {ii) ozellikleri saflamr. xeb.(a) ise sup | Xk = Xke1 | <<= olur.
k

Pt i = viert Xt 1S k7T Lo Lk | v = wier |+ [vit Lo - ey |
egitsizliginden, Lemma.4.1{i}, Lemma.4.3(i)-(ii)} ve xef.(A) olduju kullamlarak

SUp | i Xy - Vi) Xiket [ <@
k

elde edilir. Boylece xea (F.) olur.

(:=) £.(8) < o, () olsun. Farzedelim ki sup [ k vy - (k+1) kst | = = olsun. Eder
k

(xe)=(k) segersek (x)efo({a) olur. Halbuki,

SUp | vie X - Vieet Xt | = sup kv - (k1) vy | =
k. : k

yani ey (b)) qikar. Buise fw(é) < a(0.) olmas ile geligir. Demek ki gart gerektir.
(iid(e=d sup| kvl - (ke1d vag™l] <o ve xed,(F.) olsun. Bu taktirde Lemma.4.4
k
(i3 ve (i1} dzellikleri saflamr. xedy(£..) ise sup | ¥ Xk = ¥ieat Xiwd | <o dir.

k

Lt = et SR v L o = v ™V T Dvind ™ L v i = Wieet et |



egitsizlidinden, Lemma. 4.4 (i)-{ii), Lemma. 4.2 {i) ve xeaytE.) oldudu kullamlarak

SUp |t - Xpeay 2w
k

bulunur. Bu da xef(A) slmas demektir,
(:=0) A‘,.(f,’”}i < §.(a) olsun. Farzedelim ki sup | kvt - (k1) vpar™t | = = olsun. Eder
k

2=k v alimrse (xk}ea-ﬁf{f,’@} grkar. Halbuki,

sup | 3 - et | =sup [ kvt - (k1 vpag ! | =0

1gani xeh..(a) ;kar. Bu ize &«(f;’w}-  £..(8) olmas ile gslisir. Biylece ispat tamamlanmg olur.

Senug.4.1. £.6a) mn v-invarysnt olmast igin gerek ve yeter gart {4.1) ve (4.2) nin
saflanmazdir.

Lemma.4.5. lim | 5 - Xpe1 | =0 olmast igingerek ve yeter gart
k ‘

GY tim k™ x| =0
k

(i) lim [ - kik+ 1) ey [ =0
k

olmandir.

ispat. lim | x - ¥p+1 [ =0 olsun. Bu taktirde

k
k k
Py =Xt | =] 2 0= xS 2015 = e |
i=1 i=1

dir. Egitsizlidin her iki tarafima K ile bidliip, k —» o i¢in limit alirsak,

lim k™ g - %11 =0
K

buluruz. Buise lim k™Y | x| =0 demektir.

g = (ke U Vg | = ) ke 17000 = g )+ (ke 1) T |
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SRk 1) X - Ky |+ (ke 171 e |
egitsizlifinden,

lim | % - k{k+1) Txpe1 | =0
K ‘

bulunur.
(i) ve (ii) saflansin.
| % - kCk+ 1) Dxpaq |2 k(e 171 e = it | = ke 171 e |
egitsizlidinden,
Hm | -xue1 | =0
k
bulunur.

Lemma.4.6. lim | vy X - Vel X+t | =0 olmas igin gerek ve yeter gart
k

G limk ! wex|=0
k

i) lim | viexy - kEke 1)1 Vias Xt | =0
\ |

olmasidir.

Teorem.4.2.(i) sup | kvi - (k+ 1) vieq | <= ise co(a) < 8y(cp) dir.
' 3

(i) sup | kvl - ke 1) viay ™V | < o ise Ay(cp) copla) dir.
k

ispat.{i) sup| kwg - (k+1) vy | < o ve xecg{a) olsun. Bu taktirde Lemma.4.3(i) ve
k .
{ii) dzellikleri saflamr.
bvi i = vicrt Xiet |2 1 LD~ Xt |+ K0T Xiwr Lk ] v - vicet |

&3i§sizli{iinden, Lemma.4.5 (i), Lemma.4.3 {i)-(ii} ve xecala) olduju kullamlarak



i | i % = et Xeet | =0
k

elde edilir. Biylece xeady{cg olur.

(i) sup | kvl - (k4 1) veet™V | = @ ve xedy{cg) olsun.
k

T - ket PR e Lk b it - vt ™04 D™ L] e K - Wit Rt |
egitsizlifinden, Lemma. 4.4 {i)- {31}, Lemma.4.6 (i) ve xedy{co) oldudu kullamlarak,

Vim | g - xpe1 | =0
k

elde edilir. Baylece xecgld) olur,
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