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OZET

Bulanik Say1 Dizileri icin
Genellestirilmis Lacunary Ideal Yakinsaklik

Bu calismada dizi uzaylari ve toplanabilme teorisinde genis uygulama alanlarina
sahip istatistiksel yakinsaklik kavraminin genellestirilmis hali olan ve temeli dogal
sayilarin ideal ve siizge¢ tanmimlarina dayali olan ideal yakinsaklik kavramindan bahse-
dilmistir. Pek cok tiirii olan ideal yakimsakligin bulanik say1 dizileri i¢in /—yakimsaklig
ve [*—yakinsaklig1 verilmis ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Ayrica 6 = (k)
bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 olmak tizere a—dereceden [—istatistiksel yakinsaklik,
I—lacunary istatistiksel yakmsakhk ve Np (I)® —yakinsaklik tanimlar verilmis ve bu

kavramlar arasindaki bazi1 kapsama bagintilar: incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lacunary dizisi, Bulanik say1 dizisi, Ideal yakinsaklk, Ista-

tistiksel yakinsaklik, Cesaro toplanabilme.
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SUMMARY

Generalized Lacunary Ideal Convergence

for Sequences of Fuzzy Numbers

In this study, we mention the concept of ideal convergence which is based on the
concepts of ideal and filter in the set of natural numbers and general case of the statis-
tical convergence with wide application areas in the sequence spaces and summability
theory. We give [ —convergence and I*—convergence of ideal convergence that has sev-
eral convergence kinds for sequences of fuzzy numbers and examine relations between
them. Furthermore, we give the notions of [ —statistical convergence, I —lacunary sta-
tistical convergence of order « for a € (0,1] and Ny (I)" —convergence and examine

some inclusion relations between these concepts.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Lacunary sequence, Statistical conver-

gence, Ideal convergence, Cesaro summability.
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1. GIRIS

1951 ve 1959 yillarinda Fast [1] ve Schoenberg [2] birbirlerinden bagimsiz olarak
yakinsaklik kavraminin genel hali olan istatistiksel yakinsaklik tanimini vermis ve bu
iki yakmsaklk tiirii arasindaki bazi bagintilar: incelemislerdir. Istatistiksel yakinsaklik
kavrami Ergodic teori, Say1 teorisi ve Fourier analiz gibi matematikteki pek ¢ok teoriye
uygulanabilme imkani bulmus olup ileriki zamanlarda dizi uzaylari, fonksiyon uzay-
lar1, topolojik gruplar ve toplanabilme teorisi ve olasilik teorisiyle iligkilendirilmigtir.
([31,[4],[5],[61,[7],[8],[9)-

1986 y1ilinda Matloka [10] tarafindan bulanik say1 dizisi tanimi verilmis ve bu dizilerin
yakinsaklig1 ve sinirliligiyla ilgili baz1 temel teoremler ve 6zellikler agiklanmistir. Mat-
loka’nin bu ¢alismasindan sonra istatistiksel yakinsaklik tanimi Nuray ve Savag [11]
tarafindan bulanik say1 dizileri i¢in verilmistir. Nuray ve Savas [11] bu galigmasinda
istatistiksel Cauchy dizisinin tanimim vererek istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel
Cauchy dizisi arasindaki iligkileri aciklamigtir. Ayrica reel dizilerinde tanmiml olan
l, uzaymin bulanik say1 dizilerinde tanmimi yapilmis ve bu uzaym tam metrik uzay
oldugu gosterilmistir. Bu ¢alisma yapildiktan sonra o giine kadar reel say:1 dizileriyle
ilgili bu alanda yapilan calismalar bulanik say1 dizilerine uygulanmaya baslamigtir
([12],[13][14][15].[16]).

2010 yilinda, bir o € (0, 1] reel sayist icin klasik istatistiksel yakinsaklik tanim
Colak [17] tarafindan genellestirilerek bir reel say1 dizisi i¢in a—dereceden istatistiksel
yakinsaklik tanimlanmigtir. Bu tammla birlikte istatistiksel yakimsaklik o nin (0, 1]
araliginda alacag1 degerlere gore daha da hassas hale gelmis ve daha zengin sonuglar
elde edilmistir. Colak [17] tarafindan yapilan bu ¢aligma 2012 yilinda Altinok vd. [18]
tarafindan bulanik say1 dizilerine uygulanarak genellestirilmigtir.

Ideal yakinsaklik tanimu istatistiksel yakmsakligin genel bir hali olup reel say1 dizileri
icin Kostyrko vd. [19] tarafindan tanimlanmig daha sonradan Kumar ve Kumar [20] ile
Nuray [21] tarafindan bulamk say1 dizilerine uygulanmigtir. Halen ¢ogu matematikgi
tarafindan hem reel hem de bulanik say1 dizileri icin ideal yakinsaklikla ilgili bilimsel

cahgmalar yapilmaktadir ([22],[23],[24],[25]).



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. ([26]) F bostan farkh bir kiime ve K da R ya da C cismi olsun. Eger

+: FxF—=F,
KX F—F

fonksiyonlar1 agagida verilen sekiz sart1 sagliyorsa, F kiimesine K skaler cismi iizerinde
bir lineer uzay (vektor uzayi) denir. Her A, Ay € K ve her f, g, h € F i¢in

Df+g=g+/f

i) (f +9)+h=f+(9+h)

iii) Her bir f € F igin f + (—f) = 6 olacak sekilde bir (—f) € F vardir.

iv) Her f € F igin f + 6 = f olacak sekilde bir § € F vardir.

v)L.f=f

vi) (A4 X)) f = Af + Aof

vii) AL (f +9) = Af + g

viii) Ay (Ao f) = (A1 Ae) f.

Tanim 2.2. ([26]) X bostan farkli bir kiime olmak iizere her «, 8,7 € X i¢in
i) d(a,a) =0
i) d(a, ) =0=>a=0
i) d (o, ) = d (8,0)
iv) d(a,y) < d(a, ) +d(5,7)
sartlarin saglayan d : X x X — R fonksiyonuna bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir

metrik uzay denir.

Tanim 2.3. ([27]) s tiim kompleks terimli (x)) dizilerinin kiimesini gostersin. s

kiimesinde tanimh herhangi iki (z) ve (yx) dizisi ve bir «v skaleri igin

r+y = (zr) + (yr)

axr = (oxy)

seklinde tanimlanan iglemler altinda s kiimesi bir lineer uzaydir. s lineer uzayinin her

bir alt lineer uzayina bir dizi uzay: denir.



Tanim 2.4. ([28]) N dogal sayilar kiimesinin bir K alt kiimesi verilsin. [{k <n:k € K}|

ifadesi K kiimesinin n den biiyiik olmayan elemanlarmin sayisini olmak iizere K nin
dogal yogunlugu
1
J(K)=lm —{k<n:ke K}

n—oo 1,
limitiyle tanimlanir. Eger 6zel olarak § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime

denir.

Tanim 2.5. ([3]) Bir x = (z}) dizisi verilsin. Eger bu dizinin terimleri herhangi bir
A ozelligini sifir yogunluklu bir kiimenin elemanlar: hari¢ diger tiim £ lar icin saghyorsa,
x = (zy,) dizisi hemen hemen her k i¢in A 6zelligini saghiyor denir. Bu durum kisaca

“h.h.k” seklinde gosterilir.
Tanim 2.6. ([3]) Kompleks terimli bir x = (z}) dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim —{k<n:|oy—L| >} =0

n—oo M,

limiti varsa (z3) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve S — limz, = L
seklinde gosterilir.
S ile istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 gosterilecektir. L = 0 durumunda (xy)
dizisine istatistiksel sifir dizisi denir ve bu sekildeki dizilerin kiimesi S ile gosterilir.
Yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak olacag: aciktir. Fakat tersi gecerli degildir.

Simdi bununla ilgili bir 6rnek verecek olursak, (zy) dizisini (m = 1,2, ...) olmak iizere

1, k=m?ise

0, k# m?ise

T =

seklinde tamimlayalim. Her € > 0 igin
Hk<n:|og| >e}| <Hk<n:z, #0} <Vn

yazilabileceginden n — oo i¢in limit islemine gecilirse

1
lim 2 [Tk < n s oy 20} < lim X = 0
n n n n

elde edilir. Bu da (xj) dizisinin sifira istatistiksel yakinsak oldugu anlamina gelir.
Halbuki (xy) dizisi yakinsak bir dizi degildir. Bu dizinin yakinsak olmadigi kolaylikla

gosterilebilir.



Ayrica sinirhl diziler uzayi olan £, ile istatistiksel yakinsak diziler uzayi olan S uzay1
birbirini kapsamazlar. Yani ne smirh bir dizi istatistiksel yakinsaktir ne de istatistiksel
yakinsak bir dizi sitmirhdir. Fakat bu iki uzayin ortak elemanlar: vardir. Bunun i¢in bir

ornek verelim: (m = 1,2, ...) olmak tizere

VEk, k=m?ise
1, k#m?ise

T =

bi¢iminde tamimli (xy) dizisi 1 sayisina istatistiksel yakimsaktir, fakat bu dizi sinirli bir
dizi degildir.
Tersine simdi de x = (—1,1,—1,1,...) dizisini alalhm. Bu dizi sinirli olmasina rag-

men istatistiksel yakinsak bir dizi degildir.

Yakinsak dizilerde oldugu gibi istatistiksel yakinsak bir dizinin bir tek limiti mev-

cuttur.

Tanim 2.7. ([3]) Kompleks terimli bir # = (z;) dizisini gtz oniine alahm. Eger
e > 0 olmak tizere

1
lim —{k<n:|zy —an| >} =0

n—oo M,

limiti mevcutsa (z;) dizisine bir istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.8. ([1]) (xx) ve (yx) reel say1 dizileri sirasiyla s ve s, sayilarina istatis-

tiksel olarak yakinsasinlar ve A da keyfi bir skaler olsun. Bu durumda
i) S —lim Az, = Asp dur.
ii) S —lm (zx + yx) = s1 + s dir.

Bu teoremden dolay: istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 olan S bir vektor uzay:

olur.

Tanim 2.9. ([29]) 0 = (k,), artan bir pozitif tamsay1 dizisi olsun. Eger r — oo
icin h, = k. — k,_1 — o0 ise § = (k,) dizisine bir lacunary dizisi denir . 6 = (k,)
lacunary dizisi yardimiyla belirlenen araliklar I, = (k,_1, k.| seklinde gosterilecektir.

(alismamiz boyunca

k.
> lnl =2l
’i:k:r_l—‘rl i€l



olarak alinacak ve kisaca Y |z;| ile gosterilecetir. Diger yandan ¢, terimi ile k—kLl orani
I, "

gosterilecektir.

Tanim 2.10. ([30]) = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim — [{k €I, : |z — (| > €} = 0 (3.2)

r—oo

limiti mevcutsa x = (xy) dizisi £ sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.
Bir (zy) dizisi lacunary istatistiksel yakinsaksa Sy — limz = ¢ ya da x — £(Sp)
ifadeleri ile gosterilir.

Tiim lacunary istatistiksel yakimsak (zy) dizilerinin uzay:
.1

seklinde gosterilir.



3. BULANIK SAYI DiZIiLERIi

3.1. Bulanik Kiimeler ve Bulanik Sayilar

Geleneksel kiime teorisinde kesin sinirli kiime kavrami kullanihir. Bu kavram bir
nesnenin bir kiimenin elemani olmasi ya da olmamasi gibi iki secenekli bir mantiga
dayanmaktadir.

Bulanik kiime kavrami, 1960 ’larin ortasinda Zadeh ’in [31], klasik kiime kavraminin
matematiksel metotlarinin gercek diinyadaki 6zellikle insanlar: igeren kismen karmasgik
sistemlerle ugrasirken yetersiz kalmasindan, hognut kalmayigsindan dogdu. Zadeh, nite-
liklerin ikili iiyelik fonksiyonuyla ifade edildigi klasik kiimeler yerine, dereceli iiyelik
fonksiyonuyla ifade edildigi bulanik kiimeler tanimlamasini énerdi.

Bir cesit ¢ok degerli kiime kurami olan bulanik kiime kuram, belirsizligin bir cesit
formiillegtirilmesidir. Fakat iglemleri, diger kiime kuramlarminkilerden farklhiliklar gos-
terir. Kiimedeki her bir birey, klasik ¢ift degerli kiime kuramlarinda oldugu gibi “iiye
ya da tiye degil” olarak degil, bir dereceye kadar iiye olarak goriiliir.

Bulanik kiime kavrami, duyarhligin arttirilmasi acisindan, klasik kiimelerinkine gore
daha uygun olan yeni bir ara¢ sagliyor olarak goriilebilir. Getirdigi yaklagim, klasik
kiime kuramlarmmda kullamilan tiyelik kavramini bir kenara birakip yerine tamamen

yenisini koymak degil, iki-degerli {iyeligi cok-degerlilige tasiyarak genellestirmektir.
Simdi Zadeh’in [31] tanimin verdigi bulanik kiime kavramindan bahsedelim:

Bulanik kiimeler de klasik kiimelere benzer sekilde iki yontemle gosterilir. Bunlar-
dan birincisi kiime elemanlarinin iiyelik derecelerine gore siralanmasi, digeri de mate-
matiksel olarak iiyelik fonksiyonu tanimlamak seklindedir.

Bulanik kiimelerde tiyelik dereceleri arasindaki gecis yumusak ve siirekli bir sekilde
olmaktadir. Ogeler bulanik kiimeye kismi derecede aittir. Bulamk kiimelerde klasik
kiimelerdeki karakteristik fonksiyon, X, : F — {0,1}, yerini iiyelik fonksiyonuna
birakir. Bu da;

XAIE—>[O,1]

seklinde gosterilir.



Genel olarak kiime iiyelerinin degerlerine gore degisiklik gosteren egriye iiyelik
fonksiyonu (6nem egrisi) adi verilir. Uyelik fonksiyonu grafiginde x ekseni iiyeleri gos-
terirken, y ekseni de iiyelik derecelerini gosterir. A bulamk kiimesi, X4 : £ — [0, 1]
A 'nin iiyelik fonksiyonu ve X4 (z) € [0,1], x € E 'nin A daki iiyelik derecesi olmak

izere;

A={(Xa(z),2)}

olarak yazilabilir. Bu durumda E ’deki bulanik kiime olan A;

= {(Xa(@),2)} = {Xa(2),2}
= {XA (.’L‘l) /.’L'l +XA (.’L'Q) /.’L'Q + ... —|—XA (.’L‘n) /.’L'n}

ve bu da

A= {3 Xa (i) /i

olarak gosterilebilir. Bulanik kiimenin siirekli olmas1 durumunda gosterim
A—{/XM@H%}

Boliim isareti bu notasyonda bolme iglemini degil alttaki sayiya yani kiime 6gesine

seklinde olacaktir.

tistteki tiyelik derecesinin karsilik geldigini gostermektedir. Y ve [ isaretleri de kiime

ogelerinin toplulugunu gostermektedir.

Tanim 3.1.1. £ de bir F' bulanik kiimesini goz oniine alahm. £ bulanik kiimesi
normaldir ancak ve ancak X (xy) = 1 kalacak sekilde en az bir zy € E elemani mev-

cuttur.

Tanim 3.1.2. F bir bulanik kiime olsun. F' bulanik kiimesinin a—kesim (a—seviye)
kiimesi F'* semboliiyle gosterilir. Bu kiime o dan az olmayan iiyelerden kurulmustur.

Burada « sayis1 0 < o < 1 seklinde keyfi bir degerdir. Buna gore F'* kesim kiimesini

F*={z e E: Xp(z)>a}



biciminde gosterebiliriz. Burada > yerine > oluyorsa, buna giiclii o kesim kiimesi adi

verilir. F° kesim kiimesi 6zel olarak

cd{r e E: Xr(z)>0}

bigiminde tamimlanir. Bu kiime {x € E : X () > 0} kiimesinin kapamsin gostermek-

tedir.

Tanmim 3.1.3. Bir F' bulanik kiimesini goz oniine alalim. F' kiimesinin dayanagi

(support), iiyelik derecesi sifirdan farkl olan tiim noktalarin kiimesi olup
supp (A) ={z € E: Xp (z) > 0}
biciminde tanimlanir.

Tanim 3.1.4. F ve G gibi iki bulanik kiime verilsin. Eger her z € E i¢in X (z) <

X¢ () ise F kiimesi G kiimesinin alt kiimesidir. Bu durumda F' C G yazilir.

Tamm 3.1.5. E ile R” uzayini gosterelim. E nin bir /' bulanik alt kiimesi verilsin.
Eger her 0 < a < 1 i¢in F“ kiimesi konveks oluyorsa F' bulanik kiimesine konvekstir

denir.

Tanim 3.1.6. ([32]) Eger X : R — [0, 1] seklinde bir iiyelik fonksiyonuyla tanimh
olan bir bulanik kiime normal, konveks ve iist yar1 siirekli ise ayrica cl {x € R : X () > 0}

kiimesi kompakt ise X bulanik kiimesine bir bulanik say1 adi verilir.

Ornek 3.1.7. X : R — [0, 1] fonksiyonunu

x—1, x € [1,2] ise
X(x)=4q —z+3, x€]2,3] ise
0, diger durumlarda

bi¢iminde tanimlayalim. Bu fonksiyon yukaridaki sartlari sagladigindan dolay: bir bu-
lanik sayidir.
Reel terimli tiim bulanik sayilar kiimesini L (R) ile gosterecegiz. Bu kiime iizerinde

tanmiml olan bazi aritmetik iglemler su sekildedir:



X ve Y herhangi iki bulanik say1 ve 0 < a < 1 olsun. [X]* = [X* X" ve
Y] = {X“,?a} reel araliklar: ile X ve Y kiimelerinin a—kesim kiimelerini gosterelim.

Bu durumda toplama ve ¢ikarma islemleri

[)(_%}qa — [gga_%lia’j?a_%37a}’

(X =Y = [X"-Y X" Y],

seklinde tanimlanir.

k bir reel say1 olmak iizere [k - X]® garpim kiimesi de

(k- X% k-X"], k>0ise

[k - X]* = N
(k- X" k- X%, k<0ise

seklinde tanimlanir.

t € R igin t = [t, t] olmak iizere bir ¢ bulanmk sayist

1, x=1tise
t(r) =
0, = F#tise

bi¢iminde tanimlanir. Bu tanimdan anlasilacagy gibi herhangi bir bir reel say1 ken-
disinin karakteristik fonksiyonu yardimiyla temsil edilebilir [33].
L (R) kiimesinde X ve Y gibi iki bulanik say1 arasindaki kismi siralama bagimtisi

"<" ile gosterilir ve
X<Y&eHeac0l] igh X*<Y*ve X <Y

bi¢iminde tanimlanir [34].
Eger ne X <Y nedeY < X oluyorsa X ve Y fuzzy sayilarina kargilagtirilamaz

denir ve bu durum X ~ Y geklinde gosterilir.

Simdi de bulanik sayilarla ilgili cahismalarda siklikla kullamlan d metriginden kisaca
bahsedelim: X,Y € L (R) bulanik sayilar verilsin. d : L (R) x L (R) — R fonksiyonunu
goz oniine alahm. dy (X*,Y*) = max (| X* — Y], }ya - ?a}) bir Hausdorff metrigi
olmak {izere

d(X,Y) = sup {max (|X* - Y|, [X" - V"[)}

0<a<l
seklinde tanimli olan d fonksiyonu bir metrik olup (L (R) ,d) bir tam metrik uzaydir
[35].



3.2. Bulanik Say:1 Dizileri ve Temel Ozellikleri

Bulanik say: dizisi tanimu ilk defa Matloka [10] tarafindan yapilmig ve bu dizinin

baz1 6zellikleri agagidaki gibi verilmistir:

Tanim 3.2.1. Her bir £ dogal sayisina bir bulanik say1 kargilik getiren X : N —
L (R) fonksiyonuna bir bulanik say: dizisi ad: verilir ve X = (X}) seklinde gosterilir.

Tanim 3.2.2. Bir X = (X}) bulanik say:1 dizisi verilsin. Ve > 0 igin k& > ky iken
d (X, Xo) < ¢ kalacak sekilde ¢ sayisia bagh bir kg sayis1 bulunabiliyorsa (Xj) dizisi
Xo bulanik sayisina yakinsaktir denir. Bu durumda X, — X, ya da kh_)rglo X = X
yazilir.

¢ (F) ile tiim yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesi gosterilecektir.

Ornek 3.2.3. Uyelik fonksiyonu

kil 2 2 .
il T 3r1r T E [k+1’3} 15€
_ )kt 6k+2 6kt+2]
X () 31l T a1y TE [3’ k—&-l} 15€
0, diger durumlarda

seklinde tanmimlanmug bir (Xj) bulanik say1 dizisini alahm. & — oo igin limit alimirsa

(X}) dizisinin limiti

% x €10,3] ise
Xo(z)=q —£+2, =z€[3,6] ise
0, diger durumlarda

bulanik sayisidir (Sekil 3.1).

0 2753 1 3 4 143 6

Sekil 3.1. (Xy) fuzzy say1 dizisinin X, fuzzy sayisina yakinsamasi

Teorem 3.2.4. Yakinsak bir X = (X}) bulanik say1 dizisinin limiti tektir.
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Tanim 3.2.5. Bir (X} ) bulanik say1 dizisi verilsin. Her k& dogal sayisi i¢in L < X, <
U olacak sekilde L ve U bulanik sayilart mevcut ise X = (Xj) bulanik say:1 dizisine
sinirhidir denir. £ (F') ile tiim smurh bulanik say: dizilerin kiimesi gosterilecektir.

Yukaridaki drnekte verilmis olan (Xj) dizisi siirhdir.

Tanim 3.2.6. ([11]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger

117131% [{k <n:d(Xy,Xo) >e}| =0, (Ve >0)

kalacak gekilde bir X, bulanik sayis1 varsa, (X}) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir. (Xj) dizisinin X, sayisina istatistiksel yakimsamas
S(F) —lim X} = X, seklinde gosterilir.

Istatistiksel yakinsak olan tiim (Xj) bulanik say1 dizilerinin kiimesi S (F) ile gos-
terilecektir. Xy bulanik sayisi eger 0 olarak alinirsa bu sekildeki dizilerin kiimesi Sy (F)
ile gosterilecektir.

Sonlu kiimelerin dogal yogunluklarinin sifir olmasi sebebiyle yakinsak bulanik say1
dizilerin kiimesi olan ¢ (F') kiimesi istatistiksel yakimsak dizilerin kiimesi olan S (F')
kiimesinin bir alt kiimesidir ve bu kapsama bagintis1 agagidaki ¢rnekte goriilecegi gibi

kesindir.

Ornek 3.2.7. X = (X},) bulanik say1 dizisini

3z —(3k—1), we[k—1ik] ise
5 (3k 1) [k ) 1} ) k = n? ise
-3z + +1), z€ |k, k+ 3| 18€
X (z) = s (n=1,2,3,...)
0, diger durumlarda
\ Xo (), k # n? ise

olacak bicimde tanimlayalim. Burada

3r — 2, T € [%,1} ise
Xo(x) =14 —3x+4, T € [1, %] ise
0, diger durumlarda

olup, her € > 0 igin

{keN:d(X;, Xo) >e} C{4,9,16,..}
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oldugundan 6 ({k € N : d (X, Xo) > €}) = 0 dir. Bu nedenle X = (X;) dizisi X, 'a
istatistiksel yakinsaktir, fakat (X}) dizisi yakinsak degildir.

S (F) ve {y (F) dizi kiimeleri birbirlerini kapsamazlar. Ornek 3.2.7 deki (X}) dizisi
istatistiksel yakinsak olmasina ragmen smirli bir dizi degildir. Diger yandan sinirh
oldugu halde istatistiksel yakinsak olmayan diziler de vardir. Bunlardan birisini agagi-

daki 6rnekte goz oniine alalim:

Ornek 3.2.8.

20 — 1, T € [%,1} ise
Ui(z) =49 —20+3, az¢€l[l,3] ise
0, diger durumlarda

ve
20— 17, T € [%,4} ise

Us(z) =¢ —2249, =z¢€ [4, g] ise
0, diger durumlarda
olmak tizere
Uy, k tek ise
X (z) =
Uy, k cift ise

bi¢iminde tanimlanmig olan (X}) bulamk say: dizisi sinirh oldugu halde, istatistiksel

yakinsak bir dizi degildir.

Yakinsak bir dizinin sinirh ve istatistiksel yakinsak oldugunu biliyoruz. Bu nedenle
S (F)Nly (F) kesigim kiimesi bog kiimeden farklidir. Bununla birlikte ¢ (F') C S (F)N
U~ (F') kapsama bagmtisinin kesin oldugunu asagidaki rnekte gorebiliriz:

Ornek 3.2.9. X = (X;) bulanik say1 dizisini

.

k 2-2k 2k—2 :
el t i, TE [7,3} ise b2 i
k 4k+2 4k+27
Xk (l’) _ _k—-&-Qx—i_k—-‘r?’ T < [3’ T} 1€ (n: 1.2.3 )
0, diger durumlarda Y
\ Xo (), k # n? ise

seklinde tamimlayalim. Burada
r+3, xe[-3,-2] ise
Xo(r) =4 —ov—1, x€[-2 —1] ise

0, diger durumlarda
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olup X = (X) dizisi hem sinirhidir, hem de X, bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.
Ancak bu dizi yakinsak degildir (Sekil 3.2).

\4

3 02 -1 ol 32 169 3 389 92 6

Sekil 3.2. Istatistiksel yakinsak, fakat yakinsak olmayan bir bulanik say1 dizisi

Tanim 3.2.10. ([36]) Bir X = (X}) bulanik say1 dizisi ve p > 0 reel sayisi verilsin.
Eger
lim — Z (X, X0)]" =0

n—oo M,

olacak sekilde bir X, bulanmk sayisi varsa (Xj) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina
kuvvetli p—Cesaro yakisaktir denir. Bu sekildeki dizilerinin kiimesi kisaca w (F, p)
ile gosterilecektir. (Xj;) nin X, 'a kuvvetli p—Cesaro yakinsamasi durumunda X, —

Xo (w (F,p)) yazilacaktir.

Teorem 3.2.11. ([36]) 0 < p < oo olmak iizere bir (Xj;) bulanik say1 dizisi
Xy bulanik sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise X, bulanik sayisina istatistiksel

yakinsaktir.

Teorem 3.2.12. ([36]) 0 < p < oo olmak iizere X = (Xj) bulank say:1 dizisi
sirl bir dizi olsun. Eger (X},) dizisi Xy bulank sayisina istatistiksel yakinsak ise bu

durumda X, ’a kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir.

Ornek 3.2.13. Uyelik fonksiyonu asagidaki gibi verilen bir (X%) bulanik say:

dizisini alalim:

kx + 1, T € [—%,O} ise
— 0,1 k = n? ise
—kx 4+ 1, r € |0,%] ise
X (v) = g (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda,

Bazi aritmetik iglemler sonucunda (X}) nin a—seviye kiimesi
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[Xk]oz _ [QT_I’ 1_Taj| ’ k= n2 ise
0,0], diger durumlarda

olarak bulunur. p = 1 6zel hali icin
JEE
lim — " [d (X, Xp)]" =0
n—oo N,
k=1

oldugundan dolay1 (X}) dizisi 0 bulanik sayisia kuvvetli p—Cesaro yakinsak olur. Bu

dizinin smirh bir dizi oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Bulanik say1 dizileri i¢in 5 —dereceden istatistiksel yakinsaklik ve 5 dereceden kuvvetli

p—Cesaro toplanabilirlik Altinok vd. [18] tarafindan asagidaki gibi tanimlanmigtir:

Tanim 3.2.14. X = (X},) bir bulanik say1 dizisi ve 8 € (0, 1] olsun. Eger her ¢ > 0
icin
lim — }{k <n:d(XgXo) >e}| =0
n— 00 n
limiti meveutsa X = (Xj) bir bulamk say1 dizisi X, bulanik sayisina S—dereceden

istatistiksel yakimsaktir denir. Bu durumda S” (F) — lim X}, = X, yazihr. Biitiin

3—dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S? (F) ile gosterilir.

Tanim 3.2.15. X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve 5 € (0, 1] olsun. Eger

olacak sekilde bir X bulanmk sayisi varsa (Xj) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina
[—dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir ve bu gekildeki dizilerin kiimesi
w? (F,p) ile gosterilir. S = 1 durumunda [S—dereceden kuvvetli p—Cesaro toplan-

abilirlik tanim1 kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik tanimiyla denk olur.

Sonug 3.2.16. X = (Xj) bir bulanik say1 dizisi ve 5 € (0,1] olsun. Eger bir
(X}) dizisi X bulanik sayisina S—dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise X a

[—dereceden istatistiksel yakinsaktir.
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4. GENELLESTIRILMIS /-LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAK-
LIK

4.1. Bulanik Say1 Dizilerinde [—Yakinsaklik

Bu boliimde ilk olarak caligmamizin temelini tegkil eden ideal ve siizgeg tanimlarim

verelim:

Asagidaki tanmimlarda herhangi bir X kiimesi i¢in P (X) sembolii ile X in kuvvet

kiimesi gosterilecektir.

Tanim 4.1.1. ([19]) Eger bir I C P (X) ailesi agagidaki sartlar1 sagliyorsa bu [
ailesine N ’in bir ideali denir.

(a)0 el

(b) AABelise AUB€I

(c)Acl,BCAise Bel

Tanim 4.1.2. ([19]) Eger bog olmayan bir F' C P (X) ailesi agagidaki tzellikleri
sagliyorsa bu F' ailesine N ’nin bir siizgeci denir.

(a) 0 ¢ F

(b) ABC Fise ANBE€F

(c) Ac F;ACBise BeF

Eger I # () ve X ¢ I ise I ya agikar olmayan (proper) ideal ad1 verilir. Bu tamma
gore I C P(X) nin agikar olmayan ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart F'(I) =
{X — A: A€} simfinin X iizerinde bir siizgeg olmasidir. F' (I) siizgecine I idealiyle
birlegtirilmis siizge¢ denir. Eger X kiimesinde agikar olmayan bir I C P (X) ideali tiim
singleton noktalar1 ihtiva ediyorsa bu I idealine uygun (admissible) ideal denir. Bu

durumda her bir € X i¢in {z} € I olur.
Bu boliimde X = N alinacak, I da N nin alt kiimelerinin idealini gosterecektir.

Bulanik say1 dizileri igin [—yakinsaklik kavrami, 2008 de Kumar ve Kumar [20]
ve Nuray [21] tarafindan birbirinden bagimsiz olarak tanimlanmigtir. Dért kisimdan
olugan bu boliimiin ilk ii¢ kisminda Kumar ve Kumar [20] in bu ¢aligmasimin sonuglarina

yer verilecektir.
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Tanim 4.1.3. I C P(N), N kiimesinde agikar olrnayan bir ideal ve X = (X,,)
bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger her bir ¢ > 0 i¢in A (¢) = {n eEN:d(X,, Xy > 5}
kiimesi [ ya ait ise X = (X,,) bulanik say1 dizisi, bir X, bulanik sayisina [ —yakinsaktir
denir. Xy bulanik sayisina (X,,) bulamk say1 dizisinin /—limiti denir ve / — lim X,, =

n—oo

Xy ile gosterilir. I; ile I-yakinsak olan tiim bulanik say1 dizilerin kiimesi gosterilecektir.

Ornek 4.1.4.

(i) Eger I = Iy = {A C N: A sonlu bir alt kiime} alimirsa I, asikar olmayan bir
uygun ideal olur ve bu durumda kargilik gelen yakinsaklik, L (R) deki d metrigine gore
adi yakinsaklhiga denk olur.

(17) 6 (A), A kiimesinin asimptotik yogunlugunu gostermek iizere
I=L={ACN:§(4) =0}

alinirsa I5 ideali agikar olmayan bir uygun ideal olur ve karsilik gelen yakinsaklik,
bulanik say1 dizilerin istatistiksel yakinsakligiyla denk olur.

(13i) Eger I = I;, = {A CN:0;(A) =0} alimursa I;,, asikar olmayan bir uygun
ideal olur ve karsilik gelen bulanik say1 dizilerin logaritmik istatistiksel yakisakligiyla
denk olur. Burada d; (A) , A kiimesinin logaritmik yogunlugunu gosterir ve s,, = i =

olmak {izere
XA
h(A)=1
1 ng%z

ile tanimlanair.

Teorem 4.1.5. X = (X,,) bulank say1 dizisi, bir X, bulanik sayisina /—yakinsak
ise bu takdirde X limiti tektir.

Ispat.Kabul edelim ki (X,) bulanik say1 dizisi, X, ve Yj gibi iki farkh bulanik
sayisma [ — yakinsak olsun. Ilk olarak teoremin hipotezi altinda X ve Y, i karsilastirila-

bilir olduklarmi ispatlayalim. Kabul edelim ki Xy ve Y kargilagtirilamaz olsun. Bu

takdirde

X80 < Y90 ve X30 > Y00 (4.1)

veya
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X80 > Y90 ve Xg0 < Y0 (4.2)

olacak sekilde ag € [0, 1] vardir.

Sadece (4.1) ’i ispatlayacagiz, (4.2) benzer sekilde yapilir. Kabul edelim ki (4.1)
dogru olsun.

g =Y 50 — X5° ve g5 = X§° — Yy segelime; > 0 ve g5 > 0 oldugu agiktir.
¢ =min{e;,e,} olsun. 0 < ¢ < 5—2/ olacak gekilde e secelim. (X,,) dizisi X, ve Yy a [—

yakinsak oldugundan

Ki={neN:d(X,,Xy) <e} e F(I)

Ky={neN:d(X,,Yy) <e} e F(I)
elde ederiz.

F(I),N de bir siizgeg¢ oldugundan K; N K, kiimesi F' (/) da bog olmayan bir
kiimedir. m € K; N K, olsun. Bu takdirde d (X,,, Xo) < € ve d(X,,,Yy) < ¢ elde
edilir. Bu da her bir a € [0,1] igin d (X3, X§) < € ve d (X3, Yy") < € olmasim gerek-
tirir. Boylece d (X0, X§°) < € ve d (X2°,Y;®) < ¢ elde edilir. Diger yandan d nin

tanimi

(X0 — X5 < eve | X7 Y0l <e (4.4)
| X0 — X5 < eve | X2 — Y| <e (4.5)

olmasim gerektirir. (4.4) denklemi X9° € (Xg° — e, X3° +e)N(Yy° —&,Y%4+¢) = ¢
oldugunu gosterir. Bu yontemle bir ¢eligki elde edilir. Boylece X ve Y, karsilagtirilabilir

bulanik sayilardir.

Xo <Yy kabul edelim. X ve Y 1n
A={neN:d(X,, X,) <e}

ve

B={neN:d(X,,Yy) <e}

komguluklar1 ayrik olacak sekilde ¢ = w > 0 alalim.(X,,) dizisi X, ve Yy a I—

yakinsak oldugundan /— yakinsakhigin tanimindan A ve B kiimeleri F' (/) ya ait olur.
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Bu ise AN B # () olmasimi gerektirir. Bu sekilde Xy ve Yo in A ve B komguluklarimin

ayrik olmasiyla ilgili bir geligski bulunur. Bu nedenle X, sadece bir tane olur.

Teorem 4.1.6. X = (X,,) ve Y = (Y,,) iki bulanik say1 dizisi olsun. Bu takdirde
(i) lim X, = Xo = I — lim X, = X,

(17) I — lim X,, = Xgvec€ R = [ — lim ¢X,, = ¢Xj
(#4i) I — lim X, = Xove [ — lim Y, = Yy = I — lim (X, +Y,) = (X + Yp) dir.

Ispat. (7) lim X,, = Xy olsun. Bu takdirde herbir ¢ > 0 i¢in ve her n > m i¢in

d (X,, Xo) < € olacak sekilde pozitif bir m sayisi vardir. € > 0 igin

Ale)={neN:d(X,,X,) >¢e}

olsun. Bu takdirde agikardir ki A (¢) sonlu bir kiime olup / uygun idealine ait olur.
Boylece I — nh_)nolo X,, = Xj elde edelir.

(17) o € [0, 1] olsun ve ¢ herhangi bir reel say1 olsun. X2, X kiimeleri sirasiyla X, ve
Xo 1n a-seviye kiimeleri olsun. Eger ¢ = 0 ise ispat asikardir. Bunun icin ¢ # 0 oldugunu
kabul edelim.c > 0 verilsin. d (cX2,cX§) = |¢|d (X2, X§) oldugundan d (cX,,, cXy) =
| d (X, Xo) dir. T — lim X, — X, oldugundan A (e) = {neN:d(X,,Xo) >¢}
kiimesi [ ya aittir.

B(e) ={neN:d(cX,,cXy) > e} olsun. En az bir &; > 0 i¢in B (¢) nin A (&;) de

ihtiva edildigini ispatlayacagiz. m € B (g) olsun. Bu takdirde
e <d(cXpm,cXo) = |c|d(Xm, Xo)

dir.Bu da

Ci(XTmXO) 2 £| =¢&1
C

|
olmasim gerektirir ki boylece m € A (g1) olur. (X,,), I— yakinsak oldugundan A (¢,) €
I dir. Buda B (¢) € I olmas: demektir.
(131) a € [0,1] igin X V> X§ ve Y7 kiimeleri sirasiyla X,, ve Y, bulanik say1

dizileri ile X, ve Yy bulanik sayilarinin o — seviye kiimeleri olsun.
d(XS+Y2 X+ YY) <d(X2,X§)+d Y, Yy
oldugundan
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d (X 4 Yy, Xo + o) < d(X,, Xo) +d (Y, Yy)

elde edilir. € > 0 verilsin.

in
s
+
§< |
o
+
=
V4
)
—

alalm. Sonuca ulasmak i¢in C'(g) C A (§) U B (%) oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunun i¢in m € C (¢) olsun. Bu takdirde

< d (X + Yo, Xo + Y0) < d (X, Xo) +d (Yo, Yo)

elde edilir. Hem d (X,,, X;) hem de d (Y,,,Y;) nin degeri £ den kiigiik kalamayacag
icin ya d (X, Xo) > £ yada d(Y,,Yy) > < dir. Budam € A(5) UB (%) oldugu
anlamima gelir. I — lim X,, = Xy ve [ — lim Y,, = Y} oldugundan A ( ) UB (g) el

n—o0 n—0o0

dir. [ ideailinin tamimindan C'(¢), I ya aittir ve boylece (#ii) ispatlanmig olur.

Teorem 4.1.7. X = (X;) ve Y = (Y},) dizileri agagidaki sartlar saglanacak sekilde
iki bulanik say1 dizisi olsun.

(1) K € F(I) olmak iizere her k € K C N i¢in X <Y} dir.

(17) I —lim Xy = Xo ve I —lim Y, =Y} dur.
Bu takdirde X, <Yy dir.

Ispat.Her bir £ > 0 igin (ii) den dolay

:{nEN:J(Xn,Xo)25},K2:{n€N:J(Yn7Yb)25} (4‘6)

kiimeleri [ ya aittir. Xy ve Yy 1n karsilagtirilabilir olduklar1 Teorem 4.1.5 ’deki gibi
gosterilebilir. Boylece ya Xy < Yy yva da Xy > Yy bulunur. Kabul edelim ki X, >
Yp olsun. Bu takdirde X§° > Y§° veya XJ° > Y olacak sekilde bir ap € [0, 1]
mevcuttur. Kabul edelim ki X§° > Yg° olsun.)_(g‘o > }700‘0 durumu benzer sekilde

Y

gosterilir.e = 503—0— alalim. (4.6) dan K € F (I) oldugundan K N KN K nin F (1)

da bosgtan farkli bir kiime oldugu anlagilir. m € K N K¢ N K§ olsun. Bu takdirde
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X <Y, d(X,,, Xo) <eved(Y,,Yy) <e (4.7)

elde edilir. (4.7) nin son iki esitsizliginden

[ X0, XG0 < e ve |[YI0, VG| <e (4.8)
ve
| Xoo — X§°| <eve [V20 -V <e (4.9)

bulunur. (4.8) denklemi X/° > Y% oldugunu gosterir. Buna gore X,° > Y° olacak
sekilde a € [0,1] vardir. Bu da Y,, < X, oldugunu gerektirir ve boylece m € K iken

(1) sartiyla bir geliski bulunur. Boylece Xy < Y dir.

Teorem 4.1.8. X = (X;) , Y = (Vi) ve Z = (Z)) bulanik say1 dizileri verilsin ve
asagidaki sartlar saglansin.

(1) K € F(I) olmak iizere her k € K C Nigin X} <Y} < Z,

(i) T —lim Xy = I — lim Z; = Xo.

Bu takdirde I — lim Y, = X, dir.

ispat.e > (0 verilsin.

= {keN:d(X: X,) > ¢}
= {keN:d (Y, Xo) > ¢}
C = {keN:d(Z,X,) >¢}

diyelim. Sonuca ulasmak icin B C AU C U K¢ oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun
icin m € B herhangi bir keyfi say1 olsun. Bu durumda ya m € K ya da m € K¢ dur.

Kabul edelim ki m € K olsun.Buradan X,, <Y, < Z,, bulunur.

d (Y, Xo) = sup max {|Y% — X§|,|Ve — Xg|} > ¢

a€el0,1]

oldugundan supremum tanimindan her 0 < &' < ¢ icin
max {[Y2 — X§°|  |Ve0 — X5°|} >e—¢
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olacak sekilde ag € [0, 1] vardir.Bu da

Yoo — X80 >e—¢ (4.10)

veya

Voo — X§o| > e — £ (4.11)

olmasini gerektirir. Genelligi bozmadan (4.10) un saglandigim kabul edelim. Y, ve X,
m karsilagtirilabilir ya da karsilagtirilamaz olmasina gore asagidaki durumlar mevcut

olur.

Y2 < X5° ve Y20 < X§° veya Y20 > X0 (4.12)

Yoo > X5 ve YO0 < X§° veya Y20 > X (4.13)

(4.12) nin saglandigim kabul edelim. (4.13) iin ispat1 da benzer sekilde yapilir. X, <
Y,y < Z,, oldugundan X% < Y elde edilir. (4.10) esitsizligi | X% — X5°| > ¢ — ¢
olmasini gerektirir.c” saysi d (X, Xo) > € saglanacak sekilde keyfi olarak segilmisti.

Bu m € A oldugunu ve boylece B C AUC'UKY olacagim gosterir ki ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.9. I C P (N), N de bir uygun ideal olsun. Bu takdirde I; N /¢y, uzayi,

{+ normlu lineer uzayinin kapal bir lineer alt uzayidir.

Ispat. Teorem 4.1.6 'den aciktir ki I; N 4o, £oo normlu lineer uzayimm bir lineer alt
uzayidir. Sonuca ulagmak ic¢in I3 N/, un kapali oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun
icinm = 1,2, 3, ... olmak tizere X(™ = (X,(lm)) dizisi I; N/ da yakinsak bir dizi olsun.
Kabul edelim ki X(™ dizisi X e yakimsak olsun. X € I; oldugundan I — nh_{go XM =

Y,, olacak sekilde Y,, bulanik sayilar1 mevcuttur. X — X oldugundan X(™ bir

Cauchy dizisidir. Boylece € > 0 igin

d(X®, xm) < % (Vp > m > ng icin) (4.14)

olacak sekilde bir ny pozitif tamsayisi mevcuttur.
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[— lim X = Y, ve I — lim XM = Y., oldugundan /— yakinsakhgin tanimindan

n—0o0 n—0o0

{neN:d(xp.v,) >z}

n P 3
ve

{neN:d(xim,y,) >

)

wlm

kiimeleri [ ya aittir.

K, = {n eEN:d(XPY,) < %} ve Ky = {n eN:d(XMY,) < %} (4.15)

olsun. Bu takdirde K ve K, kiimeleri F' (1) ya aittir. F'(I), N de bir siizge¢ oldugundan

K; N K, kiimesi F' (1) da bogtan farkhdir. k; € K; N K3 segelim, bu takdirde (4.10)
den

a(X2.%,) <5 ved (X V) < (4.16)

yazilabilir. Bu nedenle her bir p > ng i¢in (4.14)—(4.16) dan

AV, Vo) < (Y, XP) +d (X0, x0) +d (X7, 0)
< = + = + £ = €
33 3
elde edilir. Bu ise (Y;,) nin bir Cauchy dizisi, dolayisiyla yakmsak oldugunu gosterir.

Simdi de

lim Y, =Y (4.17)

olsun. X dizisinin Y de I— yakinsak oldugunu gostermeliyiz. X, ¢, da X e yakim-

sak oldugundan /., un yapisindan dolay1 ayni zamanda koordinatsal yakinsaktir. Bu

nedenle her bir € > 0 i¢in

d(X™ X,) < g (Vn > ny (2)) (4.18)

olacak sekilde pozitif bir n, (¢) tamsayist mevcuttur. (4.17) den her bir € > 0 i¢in

d(Y,,Y) < (Vn > ng (€)) (4.19)

Wl M
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olacak gekilde pozitif bir ny (¢) tamsayist mevcuttur.ng (€) = max {ny (¢),n2 (¢)} olsun

ve mg > ng () segelim. Bu takdirde herhangi bir n € Nigin (4.18) ve (4.19) kullanilarak

d(X,,Y) < d(Xp, X)) +d (X, Vo) +d (Yo, Y) (4.20)

n

S d (X)) Y,) + =

<
3

w

elde edilir.

Ang (5) = {neN:d(x{™.y,,) > <}
Ae) = {neN:d(X,,Y)>e¢},
AS (%) = {neN:cZ(X,gmo),Ymo)<§},

C

s

= {neN:d(X,Y)<e}

—
™M
~—

olsun. Boylece herhangi bir n € AS (%) icin (4.20) den d(X,,Y) < ¢ elde edilir

ve bu nedenle AS (£) € A%(e) olur. Buda A(e) C Ay, (£) olmasim gerektirir.

Ao (£) € I oldugundan A () € I elde edilir. Boylece X, Y ye I— yakinsak olup

X € I, bulunur. Bu da I} N/ un ¢, un kapal bir lineer alt uzay1 oldugunu gosterir.
4.2. Bulanik Say1 Dizilerinde [*—Yakinsaklik

Tanim 4.2.1. Bir X = (X,,) bulanik say1 dizisinin bir X, bulamk sayisina [*—
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart K € F (I) ve n — oo iken d (X, , Xo) — 0

olacak sekilde bir K = {m; < ms < ...} C N kiimesinin mevcut olmasidir.

Teorem 4.2.2. ] bir uygun ideal olsun. Eger I* — lim X,, = Xy ise I — lim X, =

n—oo n—oo
Xy dir.

Ispat. X = (X,) bulanik say1 dizisi I*— lim X,, = X, olacak sekilde bir dizi olsun.

n—0o0

Bu takdirde tamimdan K € F (1) ve kK — oo igin

d (X, Xo) — 0 (4.21)

olacak sekilde bir K = {m; < my < ...} C N kiimesi mevcuttur. ¢ > 0 verilsin.(4.21)

den my, > n, sartin saglayan her m;, € K icin d (X, » Xo) < € olacak gekilde bir pozitif
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say1 mevcuttur. A = {1,2,...,n1} olsun. K € F (I) oldugundan K = N — H olacak
sekilde bir H € I kiimesi mevcuttur. Agktir ki A(e) = {n € N:d(X,,Xo) >¢} C
AU H dir. I bir uygun ideal oldugundan A € I dir. Bu AU H € [ olmasini gerektirir

ki boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. Herhangi bir X = (X,,) bulank say1 dizisi i¢in eger n — oo iken
d(Y,,Xo) — 0, suppZ = {ne€N:Z,#0} € [ ve X =Y + Z olacak sekilde iki
Y = (Y,) ve Z = (Z,) bulanik say1 dizisi mevcut ise (X,,) dizisi X, a [*— yakinsaktir.

Ispat.Kabul edelim ki Y = (Y;) ve Z = (Z,,) dizileri verilen 6zellikleri saglasm.

K ={neN:Z, =0} olsun. supp Z € I oldugundan K € F'(I) dir ve ayrica K
sonsuz bir kiimedir. (Ciinkii diger durumlarda K, I ya aittir.)

K = {m; <my < ... < my...} olsun. Her bir n € Nicin X,,,, = Y,,,, ve d(Y,, Xo) —
0 oldugundan n — oo i¢in d (X,,, , Xo) — 0 dir.Béylece d (X, , Xo) — 0 olacak sekilde
F (I) da bir K = {m; < my < ... < my...} kiimesi elde edilir. Bu da gosterir ki (X,,)
dizisi Xy a I*— yakinsaktir.

4.3. I—Cauchy Bulanik Say:1 Dizisi

Tanim 4.3.1. X = (X,,) bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger her bir ¢ > 0 i¢in
{n EN:d(X,, X,) > 5} kiimesi I ya ait olacak sekilde pozitif bir m tamsayist mevcut

ise (X,) dizisi I— Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.3.2. I, N de bir uygun ideal olsun. Bir X = (X,,) bulanik say1 dizisinin

I— yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart /— Cauchy olmasidir.

Ispat.(Gereklilik):Kabul edelim ki X = (X,,) dizisi X, a I— yakmsak olsun. £ > 0

verilsin. I — lim X,, = X oldugundan

A(g) — {neN:J(Xn,XO) zg} el
dir. Bu da
AC (g) — {neN:J(Xn,XO) < g} e F (1)

olmasim gerektirir ki bu nedenle bostan farkhdir. Boylece m ¢ A (%) olacak sekilde m
pozitif tamsayilarim secebiliriz, fakat d (X,,, Xo) < £ dir. B={n € N:d(X,, X,,) > ¢}

olsun. BC A (%) oldugunu gosterecegiz. n € B olsun. Bu takdirde
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™
IA

d (X, Xpn) < d(Xp.Xo) + d (X, Xo)

< J(Xn, Xo) +

DO | ™

yazilabilir. Bu § < d(X,, Xo) olmasm gerektirir ki bu nedenle n € A (g) dir. B C
A (£) oldugundan ve A (£) € I oldugundan B € I dir.Buise X = (X,,) nin /— Cauchy
dizisi oldugunu gosterir.

Tersi icin kabul edelim ki X = (X,,) dizisi /— Cauchy dizisi olsun. X in /-yakisak
oldugunu gosterecegiz. Bunun icin (e,) dizisi sifira yakinsayan kesin azalan bir say1
dizisi olsun.

X, I—Cauchy oldugundan

Ay={neN:d(X,,X,,)>¢,} €1, (p=1,2,3,..)

olacak sekilde pozitif tamsayilarin kesin artan bir (m,) dizisi mevcuttur. Bu ise

0#{neN:d(X,, X)) <e} € F() (p=1,2,3,..) (4.22)

olmasini gerektirir.

p ve q , p # q olacak sekilde iki pozitif tamsay1 olsun.(4.22) den

{neN:d(X,, Xn,) <ep} ve {neN:d(X,, Xn,) <&q}

kiimelerinin F' (/) da bogtan farkl iki kiime oldugu anlagihr. F'(I) , N de bir siizgeg

oldugundan

{neN:d(X,,X,,) <etN{neN:d(X,,X,,) <c}

kiimesi F'(I) ya ait bogtan farkli bir kiimedir. Buna gore p # ¢ sartim saglayan her
bir p ve ¢ pozitif tamsay: ¢ifti icin

J(anq, mp) < g, Ve J(anq, mq) < gq

olacak sekilde bir n,, pozitif tamsayis: segebiliriz. Buradan
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d (Xomys Xmy) < d (Xinps Xnyy) +d (Xiny, X,

Tpq

)§5p+5q_>07 (p,q—>OO)

Pq

elde edilir. Bu ise (me) p=1,2,3,... dizisinin adi bir tek indisli bulanik Cauchy dizisi
oldugunu gerektirir. (L (R) ,d) bir tam metrik uzay oldugundan Cauchy yakinsaklik
kriterini saglar. Buna gore aligilmis anlamda bu dizi X, sonlu limitine yakinsar,yani
lim X,, = X olur. Ustelik p — oo icin gp — 0 bulunur. Boylece her bir € > 0

p—00

€pp = g ve J(me,Xo) < g icin p > po (4.23)
olacak sekilde bir py pozitif tamsayisi segebiliriz.
Simdi de A = {n € N: d(X,, Xo) > ¢} kiimesinin A, da ihtiva edildigini gostere-
lim. n € A olsun. Bu takdirde (4.23) den

g S J(Xn,XO) S J(X’II’meO) + d_(meo’XO)
< d(Xp X, ) +g

elde edilir. Bu da § < d (X, X, ) olmasm gerektirir ve bu nedenle (4.23) iin ilk
yarisindan e,, < d (Xn, meo) elde edilir. Bu n € Ay olmasim gerektirir ki boylece A,

A,, da ihtiva edilir. A

Po>

I ya ait oldugundan A da I ya aittir. Boylece X = (X,)

dizisi Xy a I— yakinsak olur.
4.4. a—Dereceden [—Lacunary Istatistiksel Yakinsakhik

Bulanik say1 dizileri i¢in o« —dereceden [— istatistiksel yakimsaklik, /—lacunary
istatistiksel yakinsaklik ve Ny (I)* — yakinsaklik tanimlar1 Savag [37] tarafindan ver-

ilmigtir. Bu kisimda Savag'm [37] elde ettigi sonuglara yer verilmistir.

Tanim 4.4.1. X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun ve 0 < a < 1 verilsin. Eger

her bir ¢ > 0 ve § > 0 icin

{neN;n_la;{kgn;J(xk,X@zg};zé}ez

ise X = (Xj) bulamk say1 dizisi X, bulanik sayisimma o —dereceden I— istatistiksel
yakinsak veya S (I)* —yakinsaktir denir. Bu durumda X; — X, (S (I)*) yazilir. Bu

sekildeki tiim bulanik say1 dizilerinin kiimesi S (I)* ile gosterilecektir.
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Uyar1 4.4.2. Eger [ = I; = {A CN: A sonlu bir alt kiime} almirsa I, N nin
agikar olmayan bir uygun ideali olur ve bulanik say1 dizilerinde S (1) — yakinsaklik,
a— dereceden istatistiksel yakinsak ile denk olur. I = I ve o = 1 aliirsa bulanik say1

dizilerinde istatistiksel yakisaklik elde edilir.

Tanim 4.4.3. 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger herhangi bir e > 0 ve 6 > 0

icin

{reNzh—lg}{keIT:J(Xk,XO)ze}}25}6[

ise X = (Xj) bulanik say1 dizisi X, bulanik say1 dizisine a—dereceden I—lacunary
istatistiksel yakinsak veya Sy (I)“ —yakinsaktir denir. Bu durumda X; — L (Sp (1))

yazilir. Boyle dizilerin kiimesi Sy (I)” ile gosterilecektir.

Uyar1 4.4.4. Eger [ = I; = {A C N: A sonlu bir alt kiime} alinirsa I¢, N nin
agikar olmayan bir uygun ideali olur ve bulanik say1 dizilerinde Sy (1) — yakinsaklik, a—
dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik ile denk olur. I = Iy ve o = 1 oldugunda

ise bulanik say1 dizilerinde lacunary istatistiksel yakinsaklhiga dontistir.

Tanim 4.4.5. 6 bir lacunary dizisi olsun. Eger her £ > 0 igin

1 _
{reNzﬁZd(Xk,Xo)ze} el

T kel,

ise 0 < o < 1 olmak iizere bir X = (X}) bulamk say1 dizisi X, bulanik sayisia
Ny (I)* — yakmsaktir denir. Bu durumda X, — X (Ny (I)®) yazilir. Bu sekildeki tiim

dizilerin sinift Ny (1) ile gosterilecektir.

Bu kisimda yukarida verilen tanim genellestirilip baz1 kapsama teoremleri verile-

cektir.

Tanim 4.4.6. 0 = (k,) bir lacunary dizisi ve p = (py) bir pozitif reel say1 dizisi ve
X = (Xk) bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger herhangi bir £ > 0 i¢in
1 _
. P
{reN. thd(Xk,Xo) ’“25} el
kel
ise X = (X}) bulanik say1 dizisi Xy bulanik sayisina p dizisi i¢in a— dereceden kuvvetli

I— lacunary yakimsaktir denir veya Xy a N} (I)* — yakinsaktir denir. Bu durumda
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Xy — Xo (Vg (1)7) ile gosterilecek ve bu gekildeki tiim dizilerin simfi Ny (1) ile gos-
terilecektir.

Eger her k € N igin py = p almirsa NJ (I)® kiimesi Ny (I)® kiimesine indirgenir.

Tanim 4.4.7. p = (pi) pozitif reel say1 dizisi olsun. Eger herhangi bir £ > 0 i¢in

1 «— -
{neN: EZd(Xk,XO)Pk 25} cl
k=1

ise X = (X}) bulanik say1 dizisi Xy bulanik sayisina p dizisi i¢in a— dereceden kuvvetli
I— Cesaro yakinsaktir denir veya Xy a o}, (1)” — yakinsaktir denir. Bu durumda X —
Xo (0P (I)") yazilacak ve bu sekildeki tiim dizilerin simfi o? (1) ile gosterilecektir.

Eger her k € N igin p;, = p almwrsa o? (1) simfi o (1) simfina indirgenir.

Teorem 4.4.8. 0 = (k,) bir lacunary dizisi ve X = (X},) de bir bulanik say1 dizisi
olsun. Bu takdirde X — X, (Ny (1)) ise X — Xo (Sp (1)) dir.

Ispat.c > 0 ve X3 — Xo (N (I)?) olsun. Bu durumda

o d(XeXo)> > d(Xk, Xo)

kel kEIr,J(Xk,Xo)ZE

>el|{k el d(Xy,Xo) > e}

ve boylece
1 . 1 :
— > A (X Xo) > e [{k € I, : d(Xy, Xo) > ¢}

" kel

yazilabilir. Bu taktirde herhangi bir 4 > 0 i¢in

{reN: % {k el :d(Xy,Xo) > e} 25}

1 _
- {TEN:ﬁZd(Xk,XO)EE-é} el

T kel

dir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.4.9. 0 = (k,) bir lacunary, X = (X}) da bir bulanik say1 dizisi, i%f Dr =
h ve sup pr = H olsun. Bu takdirde o = 1 6zel hali i¢in
k

Xi, — Xo (NP (1)) = X5, — Xo(Ss (1))
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dir.

Ispat. Farzedelim ki X; — X, (N} (I)®) ve & > 0 olsun. Bu takdirde

" kel
1 _
=0 > d(Xi X"
r k€l
dCXkSXO)ZE
1
+— Y d(X X
r kel,
d(Xy,Xo)<e
1
> Yo d (X, Xo)
T kel
d(Xy,Xo0)>e
S EDICL
T kel
d(Xy,Xo0)>e
1
>— Y min{@E"©)"]
T kel
d(Xk,Xo)>6
1 _
>—amin{(e)h,(e)H}}{kEL:d(Xk,XO)25}}

ve

{reN:hig}{keIr;J(Xk,Xo)25}} za}g

1 _
{7" eN:— Y d(Xg, Xo)"* > dmin(e)", (E)H} el
ho

" kel
olur. Boylece Xj, — X (Sp (1)) elde edilir.

Teorem 4.4.10. [ bir ideal ve # = (k) lacunary dizisi olsun. Bu taktirde
liminf¢® > 1 ise
o (I)" < Ny (I)"

dir.
Ispat.ilk olarak kabul edelim ki liminf ¢* > 1 olsun. Bu taktirde

he o
— >
kx>~ 1+o0o
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esitsizligini saglayan yeterince biiyiik 7 ler icin ¢ > 1 + o olacak sekilde o > 0 vardir.

e > 0 verilsin. Simdi de

o
N

1 - 1 _
— d (X, Xo)P* > — d (X5, Xo)P*
k?éz ( ks 0) —k?é ( ks 0)
k=1 kel
he 1 -
2 —— d (X/mXO)pk
ke he
kel,

yazilabilir. Boylece

ifadesinin

esitsizligini gerektirdigini elde ederiz. Boylece

k
1 <« -
{TGNIE E d(Xk,Xo)pk<5}C

T k=1

{reN:%ZJ(Xk,XO)W<5(1;”’)}

T kel

sonucuna varilir.
Sonug olarak ilk kapsamada tamiml olan kiime F'(I) siizgecinin i¢inde oldugun-
dan ikinci kapsamadaki tanimlh kiime de F'(I) siizgecinin icinde kalir. Bu da teoremi

ispatlar.
Teorem 4.4.11. 0 = (k,) dizisi herhangi bir C' € F'(I) kiimesi i¢in
U{n:k_1 <n<k,reC}eF(I)

sartin1 saglayan bir lacunary dizisi olsun. Eger

r—1 @
il
sgpz(k 1)04*B<oo
i=0 \

ise

NP (I)* C o? (1)
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dir.
Ispat. Eger limsupg, < oo ise bu takdirde her r» > 1 icin ¢, < B olacak sekilde

B > 0 mevcuttur. X € Ny (1) olsun.e > 0 i¢in T ve R kiimelerini

1 _
T = {TENI ﬁzd(X/mXO)pk <51}

T kel
ve

1 e -
R= {neN:EZd(Xk,XO)p’“ <52}
k=1

seklinde tamimlayalhim. Her j € T' icin

1 -
Aj = ﬁ Zd(Xk,Xo)pk <&

J k'EI]'
olsun. Agikca T € F(I) dir. r € T olmak iizere k,_1 < n < k, sartim saglayan

herhangi bir n tamsayisini secelim. Boylece

yazilabilir.
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g2 = % segelim ve T' € F' (1) olmak tizere U{n : k,_y <n < k,,r € T} C R gergegi
kullanilirsa @ iizerindeki kabuliimiizden R kiimesininde F' (/) ’ya ait oldugu goriiliir,

boylece ispat tamamlanir.

32



5. SONUCLAR

Bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligina pek ¢ok matematikgi tarafindan
calisilmaktadir. Istatistiksel yakmsakligin daha genel bir tanimi olan ideal yakimsaklik
kavrami da son zamanlarda sik caligilan konulardandir. Bu ¢alismada bulanik say:
dizileri i¢in Kumar ve Kumar [20] tarafindan tanimlanan ideal yakimsakhik ve ideal
Cauchy dizisi kavramlar1 incelenmis ve bunlar arasindaki bagmtilara yer verilmistir.
I—yakinsaklik ve I*—yakinsaklik arasindaki iligkiler incelenmigtir. Ayrica 0 < o < 1
bir reel say1 ve bir 6 lacunary dizisi olmak iizere Savag'in [37] tanimladigi c—dereceden
istatistiksel yakisaklik ve I— lacunary istatistiksel yakinsaklk kavramlar1 verilerek

bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir.
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