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ÖZET

Bulan¬k Say¬ Dizileri için

Genellȩstirilmi̧s Lacunary ·Ideal Yak¬nsakl¬k

Bu çal¬̧smada dizi uzaylar¬ ve toplanabilme teorisinde geni̧s uygulama alanlar¬na

sahip istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n genelleştirilmi̧s hali olan ve temeli do¼gal

say¬lar¬n ideal ve süzgeç tan¬mlar¬na dayal¬ olan ideal yak¬nsakl¬k kavram¬ndan bahse-

dilmi̧stir. Pek çok türü olan ideal yak¬nsakl¬¼g¬n bulan¬k say¬ dizileri için ¡yak¬nsakl¬¼g¬

ve ¤¡yak¬nsakl¬¼g¬ verilmi̧s ve bunlar aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir. Ayr¬ca  = ()

bir lacunary dizisi ve 0   · 1 olmak üzere ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k,

¡lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k ve  ()
¡yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬ verilmi̧s ve bu

kavramlar aras¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Lacunary dizisi, Bulan¬k say¬ dizisi, ·Ideal yak¬nsakl¬k, ·Ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k, Cesàro toplanabilme.
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SUMMARY

Generalized Lacunary Ideal Convergence

for Sequences of Fuzzy Numbers

In this study, we mention the concept of ideal convergence which is based on the

concepts of ideal and …lter in the set of natural numbers and general case of the statis-

tical convergence with wide application areas in the sequence spaces and summability

theory. We give ¡convergence and ¤¡convergence of ideal convergence that has sev-

eral convergence kinds for sequences of fuzzy numbers and examine relations between

them. Furthermore, we give the notions of ¡statistical convergence, ¡lacunary sta-

tistical convergence of order  for  2 (0 1] and  ()
¡convergence and examine

some inclusion relations between these concepts.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Lacunary sequence, Statistical conver-

gence, Ideal convergence, Cesàro summability.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Aşa¼g¬da tez içerisinde geçen baz¬ semboller verilmi̧stir:

 (R) : Reel de¼gerli bulan¬k say¬lar kümesi

 :  bulan¬k kümesinin ¡kesimi

 : hemen hemen her 

 () :  kümesinin kuvvet kümesi

 : ·Ideal

 : Süzgeç

 () :  ¡dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin s¬n¬f¬

 ()
 :

¡dereceden ¡lacunary istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬

dizilerinin s¬n¬f¬


 ()

 :
¡ dereceden kuvvetli ¡ lacunary yak¬nsak bulan¬k say¬

dizilerinin s¬n¬f¬
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1. G·IR·IŞ

1951 ve 1959 y¬llar¬nda Fast [1] ve Schoenberg [2] birbirlerinden ba¼g¬ms¬z olarak

yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n genel hali olan istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ vermi̧s ve bu

iki yak¬nsakl¬k türü aras¬ndaki baz¬ ba¼g¬nt¬lar¬ incelemi̧slerdir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬ Ergodic teori, Say¬ teorisi ve Fourier analiz gibi matematikteki pek çok teoriye

uygulanabilme imkan¬ bulmuş olup ileriki zamanlarda dizi uzaylar¬, fonksiyon uzay-

lar¬, topolojik gruplar ve toplanabilme teorisi ve olas¬l¬k teorisiyle ili̧skilendirilmi̧stir.

([3],[4],[5],[6],[7],[8],[9]).

1986 y¬l¬ndaMatloka [10] taraf¬ndan bulan¬k say¬ dizisi tan¬m¬ verilmi̧s ve bu dizilerin

yak¬nsakl¬¼g¬ ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬yla ilgili baz¬ temel teoremler ve özellikler aç¬klanm¬̧st¬r. Mat-

loka’n¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ Nuray ve Sava̧s [11]

taraf¬ndan bulan¬k say¬ dizileri için verilmi̧stir. Nuray ve Sava̧s [11] bu çal¬̧smas¬nda

istatistiksel Cauchy dizisinin tan¬m¬n¬ vererek istatistiksel yak¬nsakl¬k ve istatistiksel

Cauchy dizisi aras¬ndaki ili̧skileri aç¬klam¬̧st¬r. Ayr¬ca reel dizilerinde tan¬ml¬ olan

 uzay¬n¬n bulan¬k say¬ dizilerinde tan¬m¬ yap¬lm¬̧s ve bu uzay¬n tam metrik uzay

oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bu çal¬̧sma yap¬ld¬ktan sonra o güne kadar reel say¬ dizileriyle

ilgili bu alanda yap¬lan çal¬̧smalar bulan¬k say¬ dizilerine uygulanmaya başlam¬̧st¬r

([12],[13],[14],[15],[16]).

2010 y¬l¬nda, bir  2 (0 1] reel say¬s¬ için klasik istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬

Çolak [17] taraf¬ndan genelleştirilerek bir reel say¬ dizisi için ¡dereceden istatistiksel

yak¬nsakl¬k tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu tan¬mla birlikte istatistiksel yak¬nsakl¬k  n¬n (0 1]

aral¬¼g¬nda alaca¼g¬ de¼gerlere göre daha da hassas hale gelmi̧s ve daha zengin sonuçlar

elde edilmi̧stir. Çolak [17] taraf¬ndan yap¬lan bu çal¬̧sma 2012 y¬l¬nda Alt¬nok vd. [18]

taraf¬ndan bulan¬k say¬ dizilerine uygulanarak genelleştirilmi̧stir.

·Ideal yak¬nsakl¬k tan¬m¬ istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n genel bir hali olup reel say¬ dizileri

için Kostyrko vd. [19] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s daha sonradan Kumar ve Kumar [20] ile

Nuray [21] taraf¬ndan bulan¬k say¬ dizilerine uygulanm¬̧st¬r. Halen ço¼gu matematikçi

taraf¬ndan hem reel hem de bulan¬k say¬ dizileri için ideal yak¬nsakl¬kla ilgili bilimsel

çal¬̧smalar yap¬lmaktad¬r ([22],[23],[24],[25]).
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1. ([26]) F bo̧stan farkl¬ bir küme ve  da R ya da C cismi olsun. E¼ger

+ : F £F ! F

¢ :  £F ! F

fonksiyonlar¬ aşa¼g¬da verilen sekiz şart¬ sa¼gl¬yorsa, F kümesine  skaler cismi üzerinde

bir lineer uzay (vektör uzay¬) denir. Her 1 2 2  ve her    2 F için

i)  +  =  + 

ii) ( + ) +  =  + ( + )

iii) Her bir  2 F için  + (¡) =  olacak şekilde bir (¡) 2 F vard¬r.

iv) Her  2 F için  +  =  olacak şekilde bir  2 F vard¬r.

v) 1 = 

vi) (1 + 2)  = 1 + 2

vii) 1 ( + ) = 1 + 1

viii) 1 (2) = (12)  .

Tan¬m 2.2. ([26])  boştan farkl¬ bir küme olmak üzere her    2  için

i)  ( ) = 0

ii)  ( ) = 0)  = 

iii)  ( ) =  ()

iv)  ( ) ·  ( ) +  ( )

şartlar¬n¬ sa¼glayan  :  £ ! R fonksiyonuna bir metrik ve ( ) ikilisine de bir

metrik uzay denir.

Tan¬m 2.3. ([27])  tüm kompleks terimli () dizilerinin kümesini göstersin. 

kümesinde tan¬ml¬ herhangi iki () ve () dizisi ve bir  skaleri için

+  = () + ()

 = ()

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda  kümesi bir lineer uzayd¬r.  lineer uzay¬n¬n her

bir alt lineer uzay¬na bir dizi uzay¬ denir.
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Tan¬m 2.4. ([28])N do¼gal say¬lar kümesinin bir alt kümesi verilsin. jf ·  :  2 gj

ifadesi  kümesinin  den büyük olmayan elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬ olmak üzere  n¬n

do¼gal yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

limitiyle tan¬mlan¬r. E¼ger özel olarak  () = 0 ise  kümesine s¬f¬r yo¼gunluklu küme

denir.

Tan¬m 2.5. ([3]) Bir  = () dizisi verilsin. E¼ger bu dizinin terimleri herhangi bir

 özelli¼gini s¬f¬r yo¼gunluklu bir kümenin elemanlar¬ hariç di¼ger tüm  lar için sa¼gl¬yorsa,

 = () dizisi hemen hemen her  için  özelli¼gini sa¼gl¬yor denir. Bu durum k¬saca

“” şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.6. ([3]) Kompleks terimli bir  = () dizisi verilsin. E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

limiti varsa () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve S ¡ lim = 

şeklinde gösterilir.

 ile istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬ gösterilecektir.  = 0 durumunda ()

dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir ve bu şekildeki dizilerin kümesi 0 ile gösterilir.

Yak¬nsak her dizinin istatistiksel yak¬nsak olaca¼g¬ aç¬kt¬r. Fakat tersi geçerli de¼gildir.

Şimdi bununla ilgili bir örnek verecek olursak, () dizisini ( = 1 2 ) olmak üzere

 =

8
<
:

1  = 2 ise

0  6= 2 ise

şeklinde tan¬mlayal¬m. Her   0 için

jf ·  : jj ¸ gj · jf ·  :  6= 0gj ·
p


yaz¬labilece¼ginden !1 için limit i̧slemine geçilirse

lim


1


jf ·  :  6= 0gj · lim



p



= 0

elde edilir. Bu da () dizisinin s¬f¬ra istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu anlam¬na gelir.

Halbuki () dizisi yak¬nsak bir dizi de¼gildir. Bu dizinin yak¬nsak olmad¬¼g¬ kolayl¬kla

gösterilebilir.

3



Ayr¬ca s¬n¬rl¬ diziler uzay¬ olan 1 ile istatistiksel yak¬nsak diziler uzay¬ olan  uzay¬

birbirini kapsamazlar. Yani ne s¬n¬rl¬ bir dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r ne de istatistiksel

yak¬nsak bir dizi s¬n¬rl¬d¬r. Fakat bu iki uzay¬n ortak elemanlar¬ vard¬r. Bunun için bir

örnek verelim: ( = 1 2 ) olmak üzere

 =

8
<
:

p
  = 2 ise

1  6= 2 ise

biçiminde tan¬ml¬ () dizisi 1 say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r, fakat bu dizi s¬n¬rl¬ bir

dizi de¼gildir.

Tersine şimdi de  = (¡1 1¡1 1 ) dizisini alal¬m. Bu dizi s¬n¬rl¬ olmas¬na ra¼g-

men istatistiksel yak¬nsak bir dizi de¼gildir.

Yak¬nsak dizilerde oldu¼gu gibi istatistiksel yak¬nsak bir dizinin bir tek limiti mev-

cuttur.

Tan¬m 2.7. ([3]) Kompleks terimli bir  = () dizisini göz önüne alal¬m. E¼ger

  0 olmak üzere

lim
!1

1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

limiti mevcutsa () dizisine bir istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.8. ([1]) () ve () reel say¬ dizileri s¬ras¬yla 1 ve 2 say¬lar¬na istatis-

tiksel olarak yak¬nsas¬nlar ve  da key… bir skaler olsun. Bu durumda

i) S ¡ lim = 1 d¬r.

ii) S ¡ lim ( + ) = 1 + 2 dir.

Bu teoremden dolay¬ istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬ olan  bir vektör uzay¬

olur.

Tan¬m 2.9. ([29])  = ()  artan bir pozitif tamsay¬ dizisi olsun. E¼ger  ! 1

için  =  ¡ ¡1 ! 1 ise  = () dizisine bir lacunary dizisi denir .  = ()

lacunary dizisi yard¬m¬yla belirlenen aral¬klar  = (¡1 ] şeklinde gösterilecektir.

Çal¬̧smam¬z boyunca
X

=¡1+1

jj =
X

2

jj

4



olarak al¬nacak ve k¬saca
P


jj ile gösterilecetir. Di¼ger yandan  terimi ile 
¡1

oran¬

gösterilecektir.

Tan¬m 2.10. ([30])  = () bir lacunary dizisi olsun. E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0 (3.2)

limiti mevcutsa  = () dizisi  say¬s¬na lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Bir () dizisi lacunary istatistiksel yak¬nsaksa  ¡ lim =  ya da  !  ()

ifadeleri ile gösterilir.

Tüm lacunary istatistiksel yak¬nsak () dizilerinin uzay¬

 =

½
 = () : lim

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0

¾

şeklinde gösterilir.
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3. BULANIK SAYI D·IZ·ILER·I

3.1. Bulan¬k Kümeler ve Bulan¬k Say¬lar

Geleneksel küme teorisinde kesin s¬n¬rl¬ küme kavram¬ kullan¬l¬r. Bu kavram bir

nesnenin bir kümenin eleman¬ olmas¬ ya da olmamas¬ gibi iki seçenekli bir mant¬¼ga

dayanmaktad¬r.

Bulan¬k küme kavram¬, 1960 ’lar¬n ortas¬nda Zadeh ’in [31], klasik küme kavram¬n¬n

matematiksel metotlar¬n¬n gerçek dünyadaki özellikle insanlar¬ içeren k¬smen karma̧s¬k

sistemlerle u¼graş¬rken yetersiz kalmas¬ndan, hoşnut kalmay¬̧s¬ndan do¼gdu. Zadeh, nite-

liklerin ikili üyelik fonksiyonuyla ifade edildi¼gi klasik kümeler yerine, dereceli üyelik

fonksiyonuyla ifade edildi¼gi bulan¬k kümeler tan¬mlamas¬n¬ önerdi.

Bir çeşit çok de¼gerli küme kuram¬ olan bulan¬k küme kuram¬, belirsizli¼gin bir çeşit

formülleştirilmesidir. Fakat i̧slemleri, di¼ger küme kuramlar¬n¬nkilerden farkl¬l¬klar gös-

terir. Kümedeki her bir birey, klasik çift de¼gerli küme kuramlar¬nda oldu¼gu gibi “üye

ya da üye de¼gil” olarak de¼gil, bir dereceye kadar üye olarak görülür.

Bulan¬k küme kavram¬, duyarl¬l¬¼g¬n artt¬r¬lmas¬ aç¬s¬ndan, klasik kümelerinkine göre

daha uygun olan yeni bir araç sa¼gl¬yor olarak görülebilir. Getirdi¼gi yaklaş¬m, klasik

küme kuramlar¬nda kullan¬lan üyelik kavram¬n¬ bir kenara b¬rak¬p yerine tamamen

yenisini koymak de¼gil, iki-de¼gerli üyeli¼gi çok-de¼gerlili¼ge taş¬yarak genelleştirmektir.

Şimdi Zadeh’in [31] tan¬m¬n¬ verdi¼gi bulan¬k küme kavram¬ndan bahsedelim:

Bulan¬k kümeler de klasik kümelere benzer şekilde iki yöntemle gösterilir. Bunlar-

dan birincisi küme elemanlar¬n¬n üyelik derecelerine göre s¬ralanmas¬, di¼geri de mate-

matiksel olarak üyelik fonksiyonu tan¬mlamak şeklindedir.

Bulan¬k kümelerde üyelik dereceleri aras¬ndaki geçi̧s yumuşak ve sürekli bir şekilde

olmaktad¬r. Ö¼geler bulan¬k kümeye k¬smi derecede aittir. Bulan¬k kümelerde klasik

kümelerdeki karakteristik fonksiyon,  :  ! f0 1g  yerini üyelik fonksiyonuna

b¬rak¬r. Bu da;

 :  ! [0 1]

şeklinde gösterilir.
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Genel olarak küme üyelerinin de¼gerlerine göre de¼gi̧siklik gösteren e¼griye üyelik

fonksiyonu (önem e¼grisi) ad¬ verilir. Üyelik fonksiyonu gra…¼ginde  ekseni üyeleri gös-

terirken,  ekseni de üyelik derecelerini gösterir.  bulan¬k kümesi,  :  ! [0 1]

 ’n¬n üyelik fonksiyonu ve  () 2 [0 1]   2  ’nin  daki üyelik derecesi olmak

üzere;

 = f( ()  )g

olarak yaz¬labilir. Bu durumda  ’deki bulan¬k küme olan ;

 = f( ()  )g = f ()  g

 = f (1) 1 + (2) 2 + + () g

ve bu da

 =
nX

 () 

o

olarak gösterilebilir. Bulan¬k kümenin sürekli olmas¬ durumunda gösterim

 =

½Z
 () 

¾

şeklinde olacakt¬r.

Bölüm i̧sareti bu notasyonda bölme i̧slemini de¼gil alttaki say¬ya yani küme ö¼gesine

üstteki üyelik derecesinin kaŗs¬l¬k geldi¼gini göstermektedir.
P

ve
R
i̧saretleri de küme

ö¼gelerinin toplulu¼gunu göstermektedir.

Tan¬m 3.1.1.  de bir  bulan¬k kümesini göz önüne alal¬m.  bulan¬k kümesi

normaldir ancak ve ancak  (0) = 1 kalacak şekilde en az bir 0 2  eleman¬ mev-

cuttur.

Tan¬m 3.1.2.  bir bulan¬k küme olsun.  bulan¬k kümesinin ¡kesim (¡seviye)

kümesi  sembolüyle gösterilir. Bu küme  dan az olmayan üyelerden kurulmuştur.

Burada  say¬s¬ 0   · 1 şeklinde key… bir de¼gerdir. Buna göre  kesim kümesini

 = f 2  :  () ¸ g
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biçiminde gösterebiliriz. Burada ¸ yerine  oluyorsa, buna güçlü  kesim kümesi ad¬

verilir.  0 kesim kümesi özel olarak

 f 2  :  ()  0g

biçiminde tan¬mlan¬r. Bu küme f 2  :  ()  0g kümesinin kapan¬̧s¬n¬ göstermek-

tedir.

Tan¬m 3.1.3. Bir  bulan¬k kümesini göz önüne alal¬m.  kümesinin dayana¼g¬

(support), üyelik derecesi s¬f¬rdan farkl¬ olan tüm noktalar¬n kümesi olup

supp () = f 2  :  ()  0g

biçiminde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.1.4.  ve  gibi iki bulan¬k küme verilsin. E¼ger her  2  için  () ·

 () ise  kümesi  kümesinin alt kümesidir. Bu durumda  ½  yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.1.5.  ile R uzay¬n¬ gösterelim.  nin bir  bulan¬k alt kümesi verilsin.

E¼ger her 0   · 1 için  kümesi konveks oluyorsa  bulan¬k kümesine konvekstir

denir.

Tan¬m3.1.6. ([32]) E¼ger  : R ! [0 1] şeklinde bir üyelik fonksiyonuyla tan¬ml¬

olan bir bulan¬k küme normal, konveks ve üst yar¬ sürekli ise ayr¬ca  f 2 R :  ()  0g

kümesi kompakt ise  bulan¬k kümesine bir bulan¬k say¬ ad¬ verilir.

Örnek 3.1.7.  : R! [0 1] fonksiyonunu

() =

8
>>><
>>>:

¡ 1  2 [1 2] ise

¡+ 3  2 [2 3] ise

0 di¼ger durumlarda

biçiminde tan¬mlayal¬m. Bu fonksiyon yukar¬daki şartlar¬ sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬ bir bu-

lan¬k say¬d¬r.

Reel terimli tüm bulan¬k say¬lar kümesini  (R) ile gösterece¼giz. Bu küme üzerinde

tan¬ml¬ olan baz¬ aritmetik i̧slemler şu şekildedir:
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 ve  herhangi iki bulan¬k say¬ ve 0   · 1 olsun. [ ] =
£
 

¤
ve

[ ] =
£
  

¤
reel aral¬klar¬ ile  ve  kümelerinin ¡kesim kümelerini gösterelim.

Bu durumda toplama ve ç¬karma i̧slemleri

[ +  ] =
£
 +   


+ 

¤


[ ¡  ] =
£
 ¡ 


 

 ¡  
¤


şeklinde tan¬mlan¬r.

 bir reel say¬ olmak üzere [ ¢] çarp¬m kümesi de

[ ¢ ] =

8
<
:

£
 ¢  ¢¤

  ¸ 0 ise
£
 ¢

  ¢
¤
   0 ise

şeklinde tan¬mlan¬r.

 2 R için ¹ = [ ] olmak üzere bir ¹ bulan¬k say¬s¬

¹ () =

8
<
:

1  =  ise

0  6=  ise

biçiminde tan¬mlan¬r. Bu tan¬mdan anlaş¬laca¼g¬ gibi herhangi bir bir reel say¬ ken-

disinin karakteristik fonksiyonu yard¬m¬yla temsil edilebilir [33].

 (R) kümesinde  ve  gibi iki bulan¬k say¬ aras¬ndaki k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬

"·" ile gösterilir ve

 ·  , Her  2 [0 1] için  ·   ve 
 · 



biçiminde tan¬mlan¬r [34].

E¼ger ne  ·  ne de  ·  oluyorsa  ve  fuzzy say¬lar¬na kaŗs¬laşt¬r¬lamaz

denir ve bu durum  ¿  şeklinde gösterilir.

Şimdi de bulan¬k say¬larla ilgili çal¬̧smalarda s¬kl¬kla kullan¬lan ¹ metri¼ginden k¬saca

bahsedelim:   2  (R) bulan¬k say¬lar¬ verilsin. ¹ :  (R)£ (R)! R fonksiyonunu

göz önüne alal¬m.  (  ) = max
¡
j ¡  j 

¯̄


 ¡ 
¯̄¢

bir Hausdor¤ metri¼gi

olmak üzere

¹ (  ) = sup
0··1

©
max

¡
j ¡  j 

¯̄


 ¡ 
 ¯̄¢ª

şeklinde tan¬ml¬ olan ¹ fonksiyonu bir metrik olup
¡
 (R)  ¹

¢
bir tam metrik uzayd¬r

[35].
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3.2. Bulan¬k Say¬ Dizileri ve Temel Özellikleri

Bulan¬k say¬ dizisi tan¬m¬ ilk defa Matloka [10] taraf¬ndan yap¬lm¬̧s ve bu dizinin

baz¬ özellikleri aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir:

Tan¬m 3.2.1. Her bir  do¼gal say¬s¬na bir bulan¬k say¬ karş¬l¬k getiren  : N !

 (R) fonksiyonuna bir bulan¬k say¬ dizisi ad¬ verilir ve  = () şeklinde gösterilir.

Tan¬m 3.2.2. Bir  = () bulan¬k say¬ dizisi verilsin. 8  0 için   0 iken

¹ ( 0)   kalacak şekilde  say¬s¬na ba¼gl¬ bir 0 say¬s¬ bulunabiliyorsa () dizisi

0 bulan¬k say¬s¬na yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  ! 0 ya da lim
!1

 = 0

yaz¬l¬r.

 ( ) ile tüm yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin kümesi gösterilecektir.

Örnek 3.2.3. Üyelik fonksiyonu

 () =

8
>>><
>>>:

+1
3+1

¡ 2
3+1

  2
£

2
+1

 3
¤
ise

¡ +1
3¡1+ 6+2

3¡1   2
£
3 6+2

+1

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanm¬̧s bir () bulan¬k say¬ dizisini alal¬m.  ! 1 için limit al¬n¬rsa

() dizisinin limiti

0 () =

8
>>><
>>>:


3
  2 [0 3] ise

¡
3
+ 2  2 [3 6] ise

0 di¼ger durumlarda

bulan¬k say¬s¬d¬r (Şekil 3.1).

 

0       2/3         1        3        4       14/3      6 

X2     

X1     

X0     

1  

Şekil 3.1. (Xk) fuzzy sayı dizisinin X0 fuzzy sayısına yakınsaması   

Teorem 3.2.4. Yak¬nsak bir  = () bulan¬k say¬ dizisinin limiti tektir.

10



Tan¬m 3.2.5. Bir () bulan¬k say¬ dizisi verilsin. Her  do¼gal say¬s¬ için  ·  ·

 olacak şekilde  ve  bulan¬k say¬lar¬ mevcut ise  = () bulan¬k say¬ dizisine

s¬n¬rl¬d¬r denir. 1 ( ) ile tüm s¬n¬rl¬ bulan¬k say¬ dizilerin kümesi gösterilecektir.

Yukar¬daki örnekte verilmi̧s olan () dizisi s¬n¬rl¬d¬r.

Tan¬m 3.2.6. ([11])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. E¼ger

lim


1



¯̄©
 ·  : ¹(0) ¸ 

ª¯̄
= 0 (8  0)

kalacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa, () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. () dizisinin 0 say¬s¬na istatistiksel yak¬nsamas¬

( )¡ lim = 0 şeklinde gösterilir.

·Istatistiksel yak¬nsak olan tüm () bulan¬k say¬ dizilerinin kümesi  ( ) ile gös-

terilecektir. 0 bulan¬k say¬s¬ e¼ger ¹0 olarak al¬n¬rsa bu şekildeki dizilerin kümesi 0 ( )

ile gösterilecektir.

Sonlu kümelerin do¼gal yo¼gunluklar¬n¬n s¬f¬r olmas¬ sebebiyle yak¬nsak bulan¬k say¬

dizilerin kümesi olan  ( ) kümesi istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi olan  ( )

kümesinin bir alt kümesidir ve bu kapsama ba¼g¬nt¬s¬ aşa¼g¬daki örnekte görülece¼gi gibi

kesindir.

Örnek 3.2.7.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

3¡ (3 ¡ 1)   2
£
 ¡ 1

3
 
¤
ise

¡3+ (3 + 1)   2
£
  + 1

3

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

( = 1 2 3 )

0 ()   6= 2 ise

olacak biçimde tan¬mlayal¬m. Burada

0 () =

8
>>><
>>>:

3¡ 2  2
£
2
3
 1
¤
ise

¡3+ 4  2
£
1 4

3

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

olup, her   0 için

©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª
µ f4 9 16 g
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oldu¼gundan 
¡©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª¢
= 0 d¬r. Bu nedenle  = () dizisi 0 ’a

istatistiksel yak¬nsakt¬r, fakat () dizisi yak¬nsak de¼gildir.

 ( ) ve 1 ( ) dizi kümeleri birbirlerini kapsamazlar. Örnek 3.2.7 deki () dizisi

istatistiksel yak¬nsak olmas¬na ra¼gmen s¬n¬rl¬ bir dizi de¼gildir. Di¼ger yandan s¬n¬rl¬

oldu¼gu halde istatistiksel yak¬nsak olmayan diziler de vard¬r. Bunlardan birisini aşa¼g¬-

daki örnekte göz önüne alal¬m:

Örnek 3.2.8.

1 () =

8
>>><
>>>:

2¡ 1  2
£
1
2
 1
¤
ise

¡2+ 3  2
£
1 3

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda
ve

2 () =

8
>>><
>>>:

2¡ 7  2
£
7
2
 4
¤
ise

¡2+ 9  2
£
4 9

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

olmak üzere

 () =

8
<
:

1  tek ise

2  çift ise

biçiminde tan¬mlanm¬̧s olan () bulan¬k say¬ dizisi s¬n¬rl¬ oldu¼gu halde, istatistiksel

yak¬nsak bir dizi de¼gildir.

Yak¬nsak bir dizinin s¬n¬rl¬ ve istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu biliyoruz. Bu nedenle

 ( )\1 ( ) kesi̧sim kümesi boş kümeden farkl¬d¬r. Bununla birlikte  ( ) ½  ( )\

1 ( ) kapsama ba¼g¬nt¬s¬n¬n kesin oldu¼gunu aşa¼g¬daki örnekte görebiliriz:

Örnek 3.2.9.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:


+2

+ 2¡2
+2

  2
£
2¡2


 3
¤
ise

¡ 
+2

+ 4+2
+2

  2
£
3 4+2



¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

( = 1 2 3 )

0 ()   6= 2 ise

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada

0 () =

8
>>><
>>>:

+ 3  2 [¡3¡2] ise

¡¡ 1  2 [¡2¡1] ise

0 di¼ger durumlarda
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olup = () dizisi hem s¬n¬rl¬d¬r, hem de0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Ancak bu dizi yak¬nsak de¼gildir (Şekil 3.2).

 
X1     

X4     
X9     

-3        -2       -1      0         3/2    16/9      3       38/9    9/2        6  

1  

Şekil 3.2. İstatistiksel yakınsak, fakat yakınsak olmayan bir bulanık sayı dizisi 

X0     

Tan¬m 3.2.10. ([36]) Bir  = () bulan¬k say¬ dizisi ve   0 reel say¬s¬ verilsin.

E¼ger

lim
!1

1



X

=1

£
¹ ( 0)

¤
= 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na

kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r denir. Bu şekildeki dizilerinin kümesi k¬saca  ( )

ile gösterilecektir. () n¬n 0 ’a kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsamas¬ durumunda  !

0 ( ( )) yaz¬lacakt¬r.

Teorem 3.2.11. ([36]) 0    1 olmak üzere bir () bulan¬k say¬ dizisi

0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak ise 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.2.12. ([36]) 0    1 olmak üzere  = () bulan¬k say¬ dizisi

s¬n¬rl¬ bir dizi olsun. E¼ger () dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise bu

durumda 0 ’a kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r.

Örnek 3.2.13. Üyelik fonksiyonu a̧sa¼g¬daki gibi verilen bir () bulan¬k say¬

dizisini alal¬m:

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

+ 1  2
£
¡1


 0
¤
ise

¡+ 1  2
£
0 1



¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

( = 1 2 3 )

¹0 di¼ger durumlarda

Baz¬ aritmetik i̧slemler sonucunda () n¬n ¡seviye kümesi
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[]
 =

8
<
:

£
¡1

 1¡



¤
  = 2 ise

[0 0]  di¼ger durumlarda

olarak bulunur.  = 1 özel hali için

lim
!1

1



X

=1

£
¹ ( 0)

¤
= 0

oldu¼gundan dolay¬ () dizisi ¹0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak olur. Bu

dizinin s¬n¬rl¬ bir dizi oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir.

Bulan¬k say¬ dizileri için ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve  dereceden kuvvetli

¡Cesàro toplanabilirlik Alt¬nok vd. [18] taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r:

Tan¬m 3.2.14.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  2 (0 1] olsun. E¼ger her   0

için

lim
!1

1


¯̄©
 ·  : ¹ ( 0) ¸ 

ª¯̄
= 0

limiti mevcutsa  = () bir bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  ( ) ¡ lim = 0 yaz¬l¬r. Bütün

¡dereceden istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  ( ) ile gösterilir.

Tan¬m 3.2.15.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  2 (0 1] olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

=1

£
¹ ( 0)

¤
= 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na

¡dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir denir ve bu şekildeki dizilerin kümesi

 (F  ) ile gösterilir.  = 1 durumunda ¡dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplan-

abilirlik tan¬m¬ kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirlik tan¬m¬yla denk olur.

Sonuç 3.2.16.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  2 (0 1] olsun. E¼ger bir

() dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise 0 a

¡dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ ¡LACUNARY ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAK-

LIK

4.1. Bulan¬k Say¬ Dizilerinde ¡Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde ilk olarak çal¬̧smam¬z¬n temelini teşkil eden ideal ve süzgeç tan¬mlar¬n¬

verelim:

Aşa¼g¬daki tan¬mlarda herhangi bir  kümesi için  () sembolü ile  in kuvvet

kümesi gösterilecektir.

Tan¬m 4.1.1. ([19]) E¼ger bir  ½  () ailesi aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yorsa bu 

ailesine N ’in bir ideali denir.

() ; 2 

()  2  ise  [ 2 

()  2 ,  ½  ise  2 

Tan¬m 4.1.2. ([19]) E¼ger boş olmayan bir  ½  () ailesi aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼gl¬yorsa bu  ailesine N ’nin bir süzgeci denir.

() ; 2 

()  ½  ise  \  2 

()  2  ,  ½  ise  2 

E¼ger  6= ; ve  2  ise  ya aşikar olmayan (proper) ideal ad¬ verilir. Bu tan¬ma

göre  ½  () n¬n aşikar olmayan ideal olmas¬ için gerek ve yeter şart  () =

f ¡  :  2 g s¬n¬f¬n¬n  üzerinde bir süzgeç olmas¬d¬r.  () süzgecine  idealiyle

birleştirilmi̧s süzgeç denir. E¼ger  kümesinde aşikar olmayan bir  ½  () ideali tüm

singleton noktalar¬ ihtiva ediyorsa bu  idealine uygun (admissible) ideal denir. Bu

durumda her bir  2  için fg 2  olur.

Bu bölümde  = N al¬nacak,  da N nin alt kümelerinin idealini gösterecektir.

Bulan¬k say¬ dizileri için ¡yak¬nsakl¬k kavram¬, 2008 de Kumar ve Kumar [20]

ve Nuray [21] taraf¬ndan birbirinden ba¼g¬ms¬z olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Dört k¬s¬mdan

oluşan bu bölümün ilk üç k¬sm¬nda Kumar ve Kumar [20] ¬n bu çal¬̧smas¬n¬n sonuçlar¬na

yer verilecektir.
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Tan¬m 4.1.3.  ½  (N)  N kümesinde aşikar olmayan bir ideal ve  = ()

bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. E¼ger her bir   0 için  () =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª

kümesi  ya ait ise  = () bulan¬k say¬ dizisi, bir 0 bulan¬k say¬s¬na ¡yak¬nsakt¬r

denir. 0 bulan¬k say¬s¬na () bulan¬k say¬ dizisinin ¡limiti denir ve  ¡ lim
!1

 =

0 ile gösterilir. 1 ile -yak¬nsak olan tüm bulan¬k say¬ dizilerin kümesi gösterilecektir.

Örnek 4.1.4.

() E¼ger  =  = f ½ N :  sonlu bir alt kümeg al¬n¬rsa   aşikar olmayan bir

uygun ideal olur ve bu durumda karş¬l¬k gelen yak¬nsakl¬k,  (R) deki ¹ metri¼gine göre

adi yak¬nsakl¬¼ga denk olur.

()  ()   kümesinin asimptotik yo¼gunlu¼gunu göstermek üzere

 =  = f ½ N :  () = 0g

al¬n¬rsa  ideali aşikar olmayan bir uygun ideal olur ve kaŗs¬l¬k gelen yak¬nsakl¬k,

bulan¬k say¬ dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬yla denk olur.

() E¼ger  = 1 = f ½ N : 1 () = 0g al¬n¬rsa 1 aşikar olmayan bir uygun

ideal olur ve kaŗs¬l¬k gelen bulan¬k say¬ dizilerin logaritmik istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬yla

denk olur. Burada 1 () ,  kümesinin logaritmik yo¼gunlu¼gunu gösterir ve  =
P

=1

1


olmak üzere

1 () = lim
!1

1



X

=1

 ()



ile tan¬mlan¬r.

Teorem 4.1.5.  = () bulan¬k say¬ dizisi, bir 0 bulan¬k say¬s¬na ¡yak¬nsak

ise bu takdirde 0 limiti tektir.

·Ispat.Kabul edelim ki () bulan¬k say¬ dizisi, 0 ve 0 gibi iki farkl¬ bulan¬k

say¬s¬na ¡ yak¬nsak olsun. ·Ilk olarak teoremin hipotezi alt¬nda0 ve 0 ¬n kaŗs¬laşt¬r¬la-

bilir olduklar¬n¬ ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 ve 0 karş¬la̧st¬r¬lamaz olsun. Bu

takdirde

0
0   0

0 ve ¹0
0  ¹ 0

0 (4.1)

veya
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0
0   0

0 ve ¹0
0  ¹ 0

0 (4.2)

olacak şekilde 0 2 [0 1] vard¬r.

Sadece (4.1) ’i ispatlayaca¼g¬z, (4.2) benzer şekilde yap¬l¬r. Kabul edelim ki (4.1)

do¼gru olsun.

1 = 0
0 ¡ 0

0 ve 2 = ¹0
0 ¡ ¹ 0

0 seçelim.1  0 ve 2  0 oldu¼gu aç¬kt¬r.


0
= min f1 2g olsun. 0    

0

2
olacak şekilde  seçelim. () dizisi 0 ve 0 a ¡

yak¬nsak oldu¼gundan

1 =
©
 2 N : ¹ ( 0)  

ª
2  ()

2 =
©
 2 N : ¹ ( 0)  

ª
2  ()

9
>>>=
>>>;

(4.3)

elde ederiz.

 () N de bir süzgeç oldu¼gundan 1 \ 2 kümesi  () da boş olmayan bir

kümedir.  2 1 \ 2 olsun. Bu takdirde ¹ ( 0)   ve ¹ ( 0)   elde

edilir. Bu da her bir  2 [0 1] için  (
 


0 )   ve  (

 

0 )   olmas¬n¬ gerek-

tirir. Böylece  (0
  0

0 )   ve  (0
   0

0 )   elde edilir. Di¼ger yandan  nin

tan¬m¬

j0
 ¡0

0 j   ve j0
 ¡  0

0 j   (4.4)
¯̄
¹0
 ¡ ¹0

0

¯̄
  ve

¯̄
¹0
 ¡ ¹ 0

0

¯̄
  (4.5)

olmas¬n¬ gerektirir. (4.4) denklemi 0
 2 (0

0 ¡ 0
0 + ) \ ( 0

0 ¡   0
0 + ) = 

oldu¼gunu gösterir. Bu yöntemle bir çeli̧ski elde edilir. Böylece0 ve 0 kaŗs¬laşt¬r¬labilir

bulan¬k say¬lard¬r.

0 · 0 kabul edelim. 0 ve 0 ¬n

 =
©
 2 N : ¹ ( 0)  

ª

ve

 =
©
 2 N : ¹ ( 0)  

ª

komşuluklar¬ ayr¬k olacak şekilde  =
¹(00)

3
 0 alal¬m.() dizisi 0 ve 0 a ¡

yak¬nsak oldu¼gundan ¡ yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan  ve  kümeleri  () ya ait olur.
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Bu ise  \ 6= ; olmas¬n¬ gerektirir. Bu şekilde 0 ve 0 ¬n  ve  komşuluklar¬n¬n

ayr¬k olmas¬yla ilgili bir çeli̧ski bulunur. Bu nedenle 0 sadece bir tane olur.

Teorem 4.1.6.  = () ve  = () iki bulan¬k say¬ dizisi olsun. Bu takdirde

() lim
!1

 = 0 )  ¡ lim
!1

 = 0

()  ¡ lim
!1

 = 0 ve  2 R )  ¡ lim
!1

 = 0

()  ¡ lim
!1

 = 0 ve  ¡ lim
!1

 = 0 )  ¡ lim
!1

( + ) = (0 + 0) dir.

·Ispat. () lim
!1

 = 0 olsun. Bu takdirde herbir   0 için ve her  ¸  için

¹ ( 0)   olacak şekilde pozitif bir  say¬s¬ vard¬r.   0 için

 () =
©
 2 N : ¹ (0) ¸ 

ª

olsun. Bu takdirde aşikard¬r ki  () sonlu bir küme olup  uygun idealine ait olur.

Böylece  ¡ lim
!1

 = 0 elde edelir.

()  2 [0 1] olsun ve  herhangi bir reel say¬ olsun. 
  


0 kümeleri s¬ras¬yla ve

0 ¬n -seviye kümeleri olsun. E¼ger  = 0 ise ispat aşikard¬r. Bunun için  6= 0 oldu¼gunu

kabul edelim.  0 verilsin.  (
  


0 ) = jj  (

  

0 ) oldu¼gundan ¹ ( 0) =

jj ¹ ( 0) dir.  ¡ lim
!1

 ! 0 oldu¼gundan  () =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª

kümesi  ya aittir.

 () =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª
olsun. En az bir 1  0 için  () nin  (1) de

ihtiva edildi¼gini ispatlayaca¼g¬z.  2  () olsun. Bu takdirde

 · ¹ ( 0) = jj ¹ (0)

dir.Bu da

¹ ( 0) ¸


jj = 1

olmas¬n¬ gerektirir ki böylece 2  (1) olur. ()  ¡ yak¬nsak oldu¼gundan  (1) 2

 d¬r. Bu da  () 2  olmas¬ demektir.

()  2 [0 1] için 
  


  


0 ve  

0 kümeleri s¬ras¬yla  ve  bulan¬k say¬

dizileri ile 0 ve 0 bulan¬k say¬lar¬n¬n  ¡ seviye kümeleri olsun.

 (
 +  

  

0 +  

0 ) ·  (
 


0 ) +  ( 

  

0 )

oldu¼gundan
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¹ ( +  0 + 0) · ¹ ( 0) + ¹ ( 0)

elde edilir.   0 verilsin.


³
2

´
=

n
 2 N : ¹ (0) ¸



2

o


³
2

´
=

n
 2 N : ¹ ( 0) ¸



2

o

 () =
©
 2 N : ¹ ( +  0 + 0) ¸ 

ª

alal¬m. Sonuca ula̧smak için  () ½ 
¡

2

¢
[ 

¡

2

¢
oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Bunun için  2  () olsun. Bu takdirde

 · ¹ ( +  0 + 0) · ¹ ( 0) + ¹ ( 0)

elde edilir. Hem ¹ ( 0) hem de ¹ ( 0) nin de¼geri 
2
den küçük kalamayaca¼g¬

için ya ¹ ( 0) ¸ 
2
ya da ¹ ( 0) ¸ 

2
dir. Bu da  2 

¡

2

¢
[ 

¡

2

¢
oldu¼gu

anlam¬na gelir.  ¡ lim
!1

 = 0 ve  ¡ lim
!1

 = 0 oldu¼gundan 
¡

2

¢
[ 

¡

2

¢
2 

d¬r.  ideailinin tan¬m¬ndan  ()   ya aittir ve böylece () ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 4.1.7.  = () ve  = () dizileri aşa¼g¬daki şartlar sa¼glanacak şekilde

iki bulan¬k say¬ dizisi olsun.

()  2  () olmak üzere her  2  ½ N için  ·  d¬r.

()  ¡ lim = 0 ve  ¡ lim = 0 d¬r.

Bu takdirde 0 · 0 d¬r.

·Ispat.Her bir   0 için (ii) den dolay¬

1 =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª
 2 =

©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª
(4.6)

kümeleri  ya aittir. 0 ve 0 ¬n karş¬la̧st¬r¬labilir olduklar¬ Teorem 4.1.5 ’deki gibi

gösterilebilir. Böylece ya 0 · 0 ya da 0  0 bulunur. Kabul edelim ki 0 

0 olsun. Bu takdirde 0
0   0

0 veya ¹0
0  ¹ 0

0 olacak şekilde bir 0 2 [0 1]

mevcuttur. Kabul edelim ki 0
0   0

0 olsun. ¹0
0  ¹ 0

0 durumu benzer şekilde

gösterilir. = 
0
0 ¡ 0

0

3
alal¬m. (4.6) dan 2  () oldu¼gundan \

1 \
2 nin  ()

da boştan farkl¬ bir küme oldu¼gu anlaş¬l¬r.  2  \
1 \

2 olsun. Bu takdirde
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 ·  ¹ (0)   ve ¹ ( 0)   (4.7)

elde edilir. (4.7) nin son iki eşitsizli¼ginden

j0
 0

0 j   ve j 0
   0

0 j   (4.8)

ve

¯̄
¹0
 ¡ ¹0

0

¯̄
  ve

¯̄
¹ 0
 ¡ ¹ 0

0

¯̄
  (4.9)

bulunur. (4.8) denklemi 0
   0

 oldu¼gunu gösterir. Buna göre 0
   0

 olacak

şekilde  2 [0 1] vard¬r. Bu da    oldu¼gunu gerektirir ve böylece  2  iken

() şart¬yla bir çeli̧ski bulunur. Böylece 0 · 0 d¬r.

Teorem 4.1.8.  = () ,  = () ve  = () bulan¬k say¬ dizileri verilsin ve

aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n.

()  2  () olmak üzere her  2  ½ N için  ·  · ,

()  ¡ lim =  ¡ lim = 0

Bu takdirde  ¡ lim = 0 d¬r.

·Ispat.  0 verilsin.

 =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª

 =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª

 =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª

diyelim. Sonuca ulaşmak için  ½  [  [ oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bunun

için  2  herhangi bir key… say¬ olsun. Bu durumda ya  2  ya da  2  d¬r.

Kabul edelim ki  2  olsun.Buradan  ·  ·  bulunur.

¹ (0) = sup
2[01]

max
©
j 

 ¡
0 j 
¯̄
¹ 
 ¡ ¹

0

¯̄ª
¸ 

oldu¼gundan supremum tan¬m¬ndan her 0  
0
  için

max
©
j 0

 ¡0
0 j 

¯̄
¹ 0
 ¡ ¹0

0

¯̄ª
¸ ¡ 

0
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olacak şekilde 0 2 [0 1] vard¬r.Bu da

j 0
 ¡0

0 j ¸ ¡ 
0

(4.10)

veya

¯̄
¹ 0
 ¡ ¹0

0

¯̄
¸ ¡ 

0
(4.11)

olmas¬n¬ gerektirir. Genelli¼gi bozmadan (4.10) un sa¼gland¬¼g¬n¬ kabul edelim.  ve 0

¬n kaŗs¬laşt¬r¬labilir ya da kaŗs¬laşt¬r¬lamaz olmas¬na göre aşa¼g¬daki durumlar mevcut

olur.

 0
  0

0 ve ¹ 0
  ¹0

0 veya ¹ 0
  ¹0

0 (4.12)

 0
  0

0 ve ¹ 0
  ¹0

0 veya ¹ 0
  ¹0

0 (4.13)

(4.12) nin sa¼gland¬¼g¬n¬ kabul edelim. (4.13) ün ispat¬ da benzer şekilde yap¬l¬r.  ·

 ·  oldu¼gundan 0
 ·  0

 elde edilir. (4.10) eşitsizli¼gi j0
 ¡0

0 j ¸  ¡ 
0

olmas¬n¬ gerektirir.
0
say¬s¬ ¹ ( 0) ¸  sa¼glanacak şekilde key… olarak seçilmi̧sti.

Bu  2  oldu¼gunu ve böylece  ½ [[ olaca¼g¬n¬ gösterir ki ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.9.  ½  (N), N de bir uygun ideal olsun. Bu takdirde 1 \ 1 uzay¬,

1 normlu lineer uzay¬n¬n kapal¬ bir lineer alt uzay¬d¬r.

·Ispat. Teorem 4.1.6 ’den aç¬kt¬r ki 1\ 1 1 normlu lineer uzay¬n¬n bir lineer alt

uzay¬d¬r. Sonuca ula̧smak için 1 \ 1 un kapal¬ oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bunun

için  = 1 2 3  olmak üzere () = (
()
 ) dizisi 1\ 1 da yak¬nsak bir dizi olsun.

Kabul edelim ki () dizisi e yak¬nsak olsun.  () 2 1 oldu¼gundan ¡ lim
!1


()
 =

 olacak şekilde  bulan¬k say¬lar¬ mevcuttur.  () !  oldu¼gundan () bir

Cauchy dizisidir. Böylece   0 için

¹
¡
 () ()

¢




3
(8 ¸  ¸ 0 için) (4.14)

olacak şekilde bir 0 pozitif tamsay¬s¬ mevcuttur.
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¡ lim
!1


()
 =  ve ¡ lim

!1


()
 =  oldu¼gundan ¡ yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan

n
 2 N : ¹

¡
 ()

  
¢
¸ 

3

o

ve n
 2 N : ¹

¡
()

  
¢
¸ 

3

o

kümeleri  ya aittir.

1 =
n
 2 N : ¹

¡
 ()

  
¢




3

o
ve 2 =

n
 2 N : ¹

¡
()

  
¢




3

o
(4.15)

olsun. Bu takdirde1 ve2 kümeleri  () ya aittir.  (), N de bir süzgeç oldu¼gundan

1 \ 2 kümesi  () da boştan farkl¬d¬r. 1 2 1 \ 2 seçelim, bu takdirde (4.10)

den

¹
³
 ()

1
 
´




3
ve ¹

³
 ()

1
 

´




3
(4.16)

yaz¬labilir. Bu nedenle her bir  ¸ 0 için (4.14)¡(4.16) dan

¹ ( ) · ¹
³
 

()
1

´
+ ¹

³


()
1
 

()
1

´
+ ¹

³


()
1

 

´




3
+



3
+



3
= 

elde edilir. Bu ise () nin bir Cauchy dizisi, dolay¬s¬yla yak¬nsak oldu¼gunu gösterir.

Şimdi de

lim
!1

 =  (4.17)

olsun.  dizisinin  de ¡ yak¬nsak oldu¼gunu göstermeliyiz. () 1 da  e yak¬n-

sak oldu¼gundan 1 un yap¬s¬ndan dolay¬ ayn¬ zamanda koordinatsal yak¬nsakt¬r. Bu

nedenle her bir   0 için

¹
¡
()

  

¢




3
(8 ¸ 1 ()) (4.18)

olacak şekilde pozitif bir 1 () tamsay¬s¬ mevcuttur. (4.17) den her bir   0 için

¹ (  ) 


3
(8 ¸ 2 ()) (4.19)
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olacak şekilde pozitif bir 2 () tamsay¬s¬ mevcuttur.3 () = max f1 ()  2 ()g olsun

ve0 ¸ 3 () seçelim. Bu takdirde herhangi bir  2 N için (4.18) ve (4.19) kullan¬larak

¹ (  ) · ¹
¡
 

(0)


¢
+ ¹

¡
(0)

  0

¢
+ ¹ (0  ) (4.20)




3
+ ¹

¡
 (0)

  0

¢
+



3

elde edilir.

0

³
3

´
=

n
 2 N : ¹

¡
 (0)

  0

¢
¸ 

3

o

 () =
©
 2 N : ¹ (  ) ¸ 

ª



0

³
3

´
=

n
 2 N : ¹

¡
 (0)

  0

¢




3

o


 () =
©
 2 N : ¹ (  )  

ª

olsun. Böylece herhangi bir  2 
0

¡

3

¢
için (4.20) den ¹ (  )   elde edilir

ve bu nedenle 
0

¡

3

¢
½  () olur. Bu da  () ½ 0

¡

3

¢
olmas¬n¬ gerektirir.

0

¡

3

¢
2  oldu¼gundan  () 2  elde edilir. Böylece   ye ¡ yak¬nsak olup

 2 1 bulunur. Bu da 1 \ 1 un 1 un kapal¬ bir lineer alt uzay¬ oldu¼gunu gösterir.

4.2. Bulan¬k Say¬ Dizilerinde ¤¡Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 4.2.1. Bir  = () bulan¬k say¬ dizisinin bir 0 bulan¬k say¬s¬na ¤¡

yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart  2  () ve  ! 1 iken ¹ (
0) ! 0

olacak şekilde bir  = f1  2  g ½ N kümesinin mevcut olmas¬d¬r.

Teorem 4.2.2.  bir uygun ideal olsun. E¼ger ¤¡ lim
!1

 = 0 ise ¡ lim
!1

 =

0 d¬r.

·Ispat.  = () bulan¬k say¬ dizisi ¤¡ lim
!1

 = 0 olacak şekilde bir dizi olsun.

Bu takdirde tan¬mdan  2  () ve  !1 için

¹ (
0)! 0 (4.21)

olacak şekilde bir  = f1  2  g ½ N kümesi mevcuttur.   0 verilsin.(4.21)

den  1 şart¬n¬ sa¼glayan her 2  için ¹ (
0)   olacak şekilde bir pozitif
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say¬ mevcuttur.  = f1 2  1g olsun.  2  () oldu¼gundan  = N ¡ olacak

şekilde bir  2  kümesi mevcuttur. Aç¬kt¬r ki  () =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª
½

 [ d¬r.  bir uygun ideal oldu¼gundan  2  d¬r. Bu  [ 2  olmas¬n¬ gerektirir

ki böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.3. Herhangi bir  = () bulan¬k say¬ dizisi için e¼ger  ! 1 iken

¹ ( 0) ! 0, supp = f 2 N :  6= 0g 2  ve  =  +  olacak şekilde iki

 = () ve  = () bulan¬k say¬ dizisi mevcut ise () dizisi 0 a ¤¡ yak¬nsakt¬r.

·Ispat.Kabul edelim ki  = () ve  = () dizileri verilen özellikleri sa¼glas¬n.

 = f 2 N :  = 0g olsun. supp 2  oldu¼gundan  2  () d¬r ve ayr¬ca 

sonsuz bir kümedir. (Çünkü di¼ger durumlarda   ya aittir.)

 = f1  2    g olsun. Her bir  2 N için  =  ve ¹ ( 0)!

0 oldu¼gundan !1 için ¹ ( 0)! 0 d¬r.Böylece ¹ ( 0)! 0 olacak şekilde

 () da bir  = f1  2    g kümesi elde edilir. Bu da gösterir ki ()

dizisi 0 a ¤¡ yak¬nsakt¬r.

4.3. ¡Cauchy Bulan¬k Say¬ Dizisi

Tan¬m 4.3.1.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. E¼ger her bir   0 için
©
 2 N : ¹ ( ) ¸ 

ª
kümesi  ya ait olacak şekilde pozitif bir tamsay¬s¬ mevcut

ise () dizisi ¡ Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.3.2.  N de bir uygun ideal olsun. Bir  = () bulan¬k say¬ dizisinin

¡ yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart ¡ Cauchy olmas¬d¬r.

·Ispat.(Gereklilik):Kabul edelim ki  = () dizisi 0 a ¡ yak¬nsak olsun.   0

verilsin.  ¡ lim
!1

 = 0 oldu¼gundan


³
2

´
=
n
 2 N : ¹ ( 0) ¸



2

o
2 

d¬r. Bu da


³
2

´
=
n
 2 N : ¹ ( 0) 



2

o
2  ()

olmas¬n¬ gerektirir ki bu nedenle bo̧stan farkl¬d¬r. Böylece  2 
¡

2

¢
olacak şekilde 

pozitif tamsay¬lar¬n¬ seçebiliriz, fakat ¹ ( 0) 

2
d¬r.  =

©
 2 N : ¹ ( ) ¸ 

ª

olsun.  ½ 
¡

2

¢
oldu¼gunu gösterece¼giz.  2  olsun. Bu takdirde
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 · ¹ ( ) · ¹ (0) + ¹ (0)

 ¹ ( 0) +


2

yaz¬labilir. Bu 
2
 ¹ ( 0) olmas¬n¬ gerektirir ki bu nedenle  2 

¡

2

¢
d¬r.  ½


¡

2

¢
oldu¼gundan ve 

¡

2

¢
2  oldu¼gundan  2  d¬r.Bu ise  = () nin ¡ Cauchy

dizisi oldu¼gunu gösterir.

Tersi için kabul edelim ki  = () dizisi ¡ Cauchy dizisi olsun.  in -yak¬nsak

oldu¼gunu gösterece¼giz. Bunun için () dizisi s¬f¬ra yak¬nsayan kesin azalan bir say¬

dizisi olsun.

, ¡Cauchy oldu¼gundan

 =
©
 2 N : ¹

¡
 

¢
¸ 

ª
2  ( = 1 2 3 )

olacak şekilde pozitif tamsay¬lar¬n kesin artan bir () dizisi mevcuttur. Bu ise

; 6=
©
 2 N : ¹

¡
 

¢
 

ª
2  () ( = 1 2 3 ) (4.22)

olmas¬n¬ gerektirir.

 ve  ,  6=  olacak şekilde iki pozitif tamsay¬ olsun.(4.22) den

©
 2 N : ¹

¡
 

¢
 

ª
ve
©
 2 N : ¹

¡
 

¢
 

ª

kümelerinin  () da bo̧stan farkl¬ iki küme oldu¼gu anlaş¬l¬r.  () , N de bir süzgeç

oldu¼gundan

©
 2 N : ¹

¡


¢
 

ª
\
©
 2 N : ¹

¡
 

¢
 

ª

kümesi  () ya ait bo̧stan farkl¬ bir kümedir. Buna göre  6=  şart¬n¬ sa¼glayan her

bir  ve  pozitif tamsay¬ çifti için

¹
¡
  

¢
  ve ¹

¡
  

¢
 

olacak şekilde bir  pozitif tamsay¬s¬ seçebiliriz. Buradan
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¹
¡
 

¢
· ¹

¡
 

¢
+ ¹

¡
  

¢
·  +  ! 0 (  !1)

elde edilir. Bu ise
¡


¢
 = 1 2 3  dizisinin adi bir tek indisli bulan¬k Cauchy dizisi

oldu¼gunu gerektirir.
¡
 (R)  ¹

¢
bir tam metrik uzay oldu¼gundan Cauchy yak¬nsakl¬k

kriterini sa¼glar. Buna göre al¬̧s¬lm¬̧s anlamda bu dizi 0 sonlu limitine yak¬nsar,yani

lim
!1

 = 0 olur. Üstelik !1 için  ! 0 bulunur. Böylece her bir   0

0 =


2
ve ¹

¡
 0

¢




2
için  ¸ 0 (4.23)

olacak şekilde bir 0 pozitif tamsay¬s¬ seçebiliriz.

Şimdi de  =
©
 2 N : ¹ ( 0) ¸ 

ª
kümesinin 0 da ihtiva edildi¼gini göstere-

lim.  2  olsun. Bu takdirde (4.23) den

 · ¹ (0) · ¹
¡
 0

¢
+ ¹

¡
0

 0

¢

 ¹
¡
 0

¢
+



2

elde edilir. Bu da 
2
 ¹

¡
 0

¢
olmas¬n¬ gerektirir ve bu nedenle (4.23) ün ilk

yar¬s¬ndan 0  ¹
¡
 0

¢
elde edilir. Bu  2 0olmas¬n¬ gerektirir ki böylece 

0 da ihtiva edilir. 0   ya ait oldu¼gundan  da  ya aittir. Böylece  = ()

dizisi 0 a ¡ yak¬nsak olur.

4.4. ¡Dereceden ¡Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bulan¬k say¬ dizileri için  ¡dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k, ¡lacunary

istatistiksel yak¬nsakl¬k ve  ()
¡ yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬ Savaş [37] taraf¬ndan ver-

ilmi̧stir. Bu k¬s¬mda Sava̧s’¬n [37] elde etti¼gi sonuçlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 4.4.1.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun ve 0   · 1 verilsin. E¼ger

her bir   0 ve   0 için

½
 2 N :

1


¯̄©
 ·  : ¹ (0) ¸ 

ª¯̄
¸ 

¾
2 

ise  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na  ¡dereceden ¡ istatistiksel

yak¬nsak veya  ()¡yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  ! 0 ( ()) yaz¬l¬r. Bu

şekildeki tüm bulan¬k say¬ dizilerinin kümesi  () ile gösterilecektir.

26



Uyar¬ 4.4.2. E¼ger  =  = f µ N :  sonlu bir alt kümeg al¬n¬rsa   N nin

aşikar olmayan bir uygun ideali olur ve bulan¬k say¬ dizilerinde  ()¡ yak¬nsakl¬k,

¡ dereceden istatistiksel yak¬nsak ile denk olur.  =  ve  = 1 al¬n¬rsa bulan¬k say¬

dizilerinde istatistiksel yak¬nsakl¬k elde edilir.

Tan¬m 4.4.3.  = () bir lacunary dizisi olsun. E¼ger herhangi bir   0 ve   0

için

½
 2 N :

1



¯̄©
 2  : ¹ ( 0) ¸ 

ª¯̄
¸ 

¾
2 

ise  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬ dizisine ¡dereceden ¡lacunary

istatistiksel yak¬nsak veya  ()
¡yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  !  ( ()

)

yaz¬l¬r. Böyle dizilerin kümesi  ()
 ile gösterilecektir.

Uyar¬ 4.4.4. E¼ger  =  = f µ N :  sonlu bir alt kümeg al¬n¬rsa  , N nin

aşikar olmayan bir uygun ideali olur ve bulan¬k say¬ dizilerinde  ()¡ yak¬nsakl¬k, ¡

dereceden lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k ile denk olur.  =  ve  = 1 oldu¼gunda

ise bulan¬k say¬ dizilerinde lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga dönüşür.

Tan¬m 4.4.5.  bir lacunary dizisi olsun. E¼ger her   0 için

(
 2 N :

1



X

2

¹ ( 0) ¸ 

)
2 

ise 0   · 1 olmak üzere bir  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na

 ()
¡ yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  ! 0 ( ()

) yaz¬l¬r. Bu şekildeki tüm

dizilerin s¬n¬f¬  ()
 ile gösterilecektir.

Bu k¬s¬mda yukar¬da verilen tan¬m genelleştirilip baz¬ kapsama teoremleri verile-

cektir.

Tan¬m 4.4.6.  = () bir lacunary dizisi ve  = () bir pozitif reel say¬ dizisi ve

 = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. E¼ger herhangi bir   0 için
(
 2 N :

1



X

2

¹ ( 0)
 ¸ 

)
2 

ise  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na  dizisi için ¡ dereceden kuvvetli

¡ lacunary yak¬nsakt¬r denir veya 0 a 
 ()

¡ yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda

27



 ! 0 (

 ()

) ile gösterilecek ve bu şekildeki tüm dizilerin s¬n¬f¬  
 ()

 ile gös-

terilecektir.

E¼ger her  2 N için  =  al¬n¬rsa 
 ()

 kümesi  ()
 kümesine indirgenir.

Tan¬m 4.4.7.  = () pozitif reel say¬ dizisi olsun. E¼ger herhangi bir   0 için
(
 2 N :

1



X

=1

¹ (0)
 ¸ 

)
2 

ise  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na  dizisi için ¡ dereceden kuvvetli

¡ Cesaro yak¬nsakt¬r denir veya0 a 

 ()

¡ yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  !

0 ( ()
) yaz¬lacak ve bu şekildeki tüm dizilerin s¬n¬f¬  () ile gösterilecektir.

E¼ger her  2 N için  =  al¬n¬rsa  () s¬n¬f¬  () s¬n¬f¬na indirgenir.

Teorem 4.4.8.  = () bir lacunary dizisi ve  = () de bir bulan¬k say¬ dizisi

olsun. Bu takdirde  ! 0 ( ()
) ise  ! 0 ( ()

) dir.

·Ispat.  0 ve  ! 0 ( ()
) olsun. Bu durumda

X

2

¹ ( 0) ¸
X

2 ¹(0)¸

¹ ( 0)

¸ 
¯̄©
 2  : ¹ ( 0) ¸ 

ª¯̄

ve böylece
1



X

2

¹ ( 0) ¸
1



¯̄©
 2  : ¹ ( 0) ¸ 

ª¯̄

yaz¬labilir. Bu taktirde herhangi bir   0 için
½
 2 N :

1



¯̄©
 2  : ¹ (0) ¸ 

ª¯̄
¸ 

¾

µ
(
 2 N :

1



X

2

¹ ( 0) ¸ 

)
2 

d¬r. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.4.9.  = () bir lacunary,  = () da bir bulan¬k say¬ dizisi, inf

 =

 ve sup


 =  olsun. Bu takdirde  = 1 özel hali için

 ! 0 (

 ()

))  ! 0 ( ()
)
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d¬r.

·Ispat. Farzedelim ki  ! 0 (

 ()

) ve   0 olsun. Bu takdirde

1



X

2

¹ ( 0)


=
1



X

2
¹(0)¸

¹ (0)


+
1



X

2
¹(0)

¹ ( 0)


¸ 1



X

2
¹(0)¸

¹ ( 0)


¸ 1



X

2
¹(0)¸

()

¸ 1



X

2
¹(0)¸

min
n
()  ()

o

¸ 1


min

n
()  ()

o ¯̄©
 2  : ¹ ( 0) ¸ 

ª¯̄

ve
½
 2 N :

1



¯̄©
 2  : ¹ ( 0) ¸ 

ª¯̄
¸ 

¾
µ

(
 2 N :

1



X

2

¹ ( 0)
 ¸ min ()  ()

)
2 

olur. Böylece  ! 0 ( ()
) elde edilir.

Teorem 4.4.10.  bir ideal ve  = () lacunary dizisi olsun. Bu taktirde

lim inf

  1 ise

 () ½ 
 ()



dir.

·Ispat.·Ilk olarak kabul edelim ki lim inf

  1 olsun. Bu taktirde



¸ 

1 + 
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eşitsizli¼gini sa¼glayan yeterince büyük  ler için  ¸ 1 +  olacak şekilde   0 vard¬r.

  0 verilsin. Şimdi de

1



X

=1

¹ ( 0)
 ¸ 1



X

2

¹ (0)


¸ 


1



X

2

¹ ( 0)


¸
µ



1 + 

¶
1



X

2

¹ ( 0)


yaz¬labilir. Böylece
1



X

=1

¹ ( 0)
  

ifadesinin
1



X

2

¹ ( 0)
  

µ
1 + 



¶

eşitsizli¼gini gerektirdi¼gini elde ederiz. Böylece

(
 2 N :

1



X

=1

¹ ( 0)
  

)
½

(
 2 N :

1



X

2

¹ ( 0)
  

µ
1 + 



¶)

sonucuna var¬l¬r.

Sonuç olarak ilk kapsamada tan¬ml¬ olan küme  () süzgecinin içinde oldu¼gun-

dan ikinci kapsamadaki tan¬ml¬ küme de  () süzgecinin içinde kal¬r. Bu da teoremi

ispatlar.

Teorem 4.4.11.  = () dizisi herhangi bir  2  () kümesi için

[f : ¡1      2 g 2  ()

şart¬n¬ sa¼glayan bir lacunary dizisi olsun. E¼ger

sup


¡1X

=0

+1

(¡1)
 =  1

ise


 ()

 ½  ()
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d¬r.

·Ispat. E¼ger lim sup   1 ise bu takdirde her  ¸ 1 için    olacak şekilde

  0 mevcuttur.  2  ()
 olsun.  0 için  ve  kümelerini

 =

(
 2 N :

1



X

2

¹ ( 0)
  1

)

ve

 =

(
 2 N :

1



X

=1

¹ ( 0)
  2

)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Her  2  için

 =
1



X

2

¹ (0)
  1

olsun. Aç¬kça  2  () d¬r.  2  olmak üzere ¡1     şart¬n¬ sa¼glayan

herhangi bir  tamsay¬s¬n¬ seçelim. Böylece

1



X

=1

¹ ( 0)
 · 1

¡1

X

=1

¹ ( 0)


=
1

¡1

ÃX

21

¹ ( 0)


!

+

ÃX

22

¹ ( 0)
 + +

X

2

¹ (0)


!

=
1
¡1

Ã
1

1

X

21

¹ ( 0)


!

+
(2 ¡ 1)



¡1

Ã
1

2

X

22

¹ ( 0)


!
+ 

+
( ¡ ¡1)



¡1

Ã
1



X

2

¹ ( 0)


!

=
1
¡1

1 +
(2 ¡ 1)



¡1
2 + +

( ¡ ¡1)


¡1


· sup
2

 sup


¡1X

=0

(+1 ¡ )


¡1

 1

yaz¬labilir.
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2 =
1

seçelim ve  2  () olmak üzere [f : ¡1      2 g ½  gerçe¼gi

kullan¬l¬rsa  üzerindeki kabulümüzden  kümesininde  () ’ya ait oldu¼gu görülür,

böylece ispat tamamlan¬r.
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5. SONUÇLAR

Bulan¬k say¬ dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬na pek çok matematikçi taraf¬ndan

çal¬̧s¬lmaktad¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n daha genel bir tan¬m¬ olan ideal yak¬nsakl¬k

kavram¬ da son zamanlarda s¬k çal¬̧s¬lan konulardand¬r. Bu çal¬̧smada bulan¬k say¬

dizileri için Kumar ve Kumar [20] taraf¬ndan tan¬mlanan ideal yak¬nsakl¬k ve ideal

Cauchy dizisi kavramlar¬ incelenmi̧s ve bunlar aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lara yer verilmi̧stir.

¡yak¬nsakl¬k ve ¤¡yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir. Ayr¬ca 0   · 1

bir reel say¬ ve bir  lacunary dizisi olmak üzere Savaş’¬n [37] tan¬mlad¬¼g¬ ¡dereceden

istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¡ lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬ verilerek

bunlar aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir.
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