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OZET

Bes boliimden olusan bu c¢alismanin ikinci boliimiinde KdV denklemi ve Sturm-
Liouville problemi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde: Adomian Ayrisim Metodu, Homotopi Pertiirbasyon Metodu ve
Homotopi Analiz Metodu KdV denklemine uygulanmistir.

Dordiincii boliimde fark operatorleri tanitilmis ve Sturm-Liouville problemine
uygulanmistir.

Besinci ve altinc1 bolimlerde ise potansiyelin degisik durumlarina goére ters
problemin niimerik ¢oziimleri ele alinmustir. Farkl 6z degerlere karsilik gelen potansiyeller
arasindaki farklar incelenip, bu sonuclara gore ters problemin kararli olup olmadigi
gosterilmistir. Dolayisiyla diferansiyel durumlar icin Levitan ve Hochtadt tarafindan
verilen bazi teoremlerin sonuglar1 niimerik yontemlerle verilmistir.

Anahtar Kelimeler: KdV Denklemi, Adomian Ayrisim Metodu, Homotopi Pertiirbasyon
Metodu, Homotopi Analiz Metodu, Sturm-Liouville Problemi,
Difilizyon Denklemi



SUMMARY

Application of the Numerical Methods for KdV Equation and Inverse Strum-
Liouville Problems

In second part of this study, which consist five part, there given basic definitions
and theorems of KdV equation and Sturm-Liouville problem.

In third part, Adomian Decomposition Method, Homotopy Perturbation Method
and Homotopy Analysis Method was applied to KdV equation.

In fourth chapter, difference operators was introduced and applied to Sturm-
Liouville Problem.

In fifth and sixth chapters, different numerical solutions of inverse problems are
discussed according to their potential. Differences between potential corresponding to
different cores are examined and according to these results it is determined to whether
opposite problems are stable or not. Therefore, results of some theorems given by Levitan
and Hochtadt for differential cases are given with numerical methods.

Keywords: KdV Equation, Adomian Decomposition Method, Homotopy Perturbation
Method, Homotopy Analysis Method, Sturm-Liouville Problem, Diffusion
Equation
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SEMBOLLER LIiSTESI

Bu c¢alismada kullanilan ©6nemli semboller, aciklamalar1 ile birlikte asagida
sunulmustur.

L : Sturm-Liouville Operatorii
€ : Ebsilon

(0] : Phi

A : Lamda

& : Xi

o : Alpha

q(x) : Potansiyel Fonksiyon

u(x) : C6ziim Fonksiyonu

v(x) : C6ziim Fonksiyonu

y(x,A)  : Oz Fnksiyon
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1. GIRIS

Yiiz elli y1l1 askin zaman 6nce, John Scott Russell isimli geng bir Isko¢ miihendis,
kanal botlari ile ilgili en etkin dizayn1 saptamak i¢in deneyler yaptigi esnada, kayda deger
bir bilimsel kesifte bulundu.1834 yilinda gerceklesen bu olay ilk olarak 1845 yilinda

Russell tarafindan bir metinde aktarilmistir. Orijinal metin su sekildedir:

“Dar bir kanalda bir ¢ift at ile ¢ekilen bir botun hareketlerini g6zlemliyordum.
Hareket ettigi suyun hacmi fazla degildi. Bot cekilirken, sular botun pruvasi etrafinda
birikti ve sonra onu ardinda birakarak biiyiik bir hizla ileri siiriiklendi. Yuvarlak ve diizgiin
bir su kiimesi kendi seyrinde, kanal boyunca, gozle goriiliir bir bicim ya da hiz diisiisi
olmaksizin devam ediyordu. Onu at {istiinde takip ettim ve yetistigimde, 300 feet
uzunlugunda ve 1,5 foot yiiksekligindeki orijinal seklini koruyarak saatte sekiz veya dokuz
mil ile siiriiklendigini gordiim. Yiiksekligi giderek azalmaya bagladi. Bir iki
kovalamacadan kanalin donemecinde onu kaybettim. Bu olay Riccarton Heriot-Watt

Universitesi, Edinburgh yakinlarindaki Hermiston’da Union kanalinda gergeklesti.”

Salmim yapan diger dalga tiirlerinden farkli hareket bigimi nedeniyle Russell
tarafindan bunlara “solitary waves (bagimsiz dalga)” adi verilmistir. Russell hayati
boyunca bagimsiz dalgalarin 6nemine inandi. Fakat bu konuda daha fazla ilerleme
kaydedemedi. On dokuzuncu yiizyil deniz mimarisini tamamen degistiren bir govde insaat
sistemi olan dalga hattin1 gelistirdi ve Edinburgh kraliyet toplulugu altin madalyas: ile
odiillendirildi.1834°te Glasgow ve Paisley arasi buharli tasima hizmetine basladi ve ilk
deneysel gozlemi tren gegisi gibi ses frekansmin doppler kaymasini yapti. Sanatsal kraliyet
toplulugunu yeniden organize etti. Deniz enstitiisiiniin temellerini att1 ve 1849 da Londra
kraliyet toplulugu tiyesi se¢ildi. Brunel ile birlikte biiyiik doguyu tasarladi ve inga etti.
Vienna Rotunda’y1 inga etti ve Britanya’nm ilk zirhli savag gemisinin yapimina yardim
etti. Britanya’da teknik egitim i¢in miifredat gelistirdi ve yasamimin son zamanlarinda

amerikan i¢ savasi esnasinda goriismelere katilmis biri olarak tanindi.

Russell’in hayat hikayesi boyle sonlansa da bagimsiz dalgalarm hikayesi boyle

bitmedi.



1847 yilinda Stokes ve 1872 yilinda Boussinesq gibi bircok matematik¢i kisaca bu
konudan bahsetmis olsa da, s1g sulardaki bagimsiz dalgalarm profilini gézlemleyen Scott
Russell’dan sonraki ilk teorik c¢aligmalar 1895 yilinda alman matematik¢i Diederik

Korteweg ve 68rencisi Gustov de Vries tarafindan gergeklestirilmistir.

Korteweg ve de Vries s1g bir kanalda tek yonde ilerleyen dalgalarin olusumuna dair
glinimiizde oldukc¢a ilgi c¢eken ve kendi adlar1 ile adlandirilan KdV denklemini
bulmuslardir. Bu modele gore sig suda hareket eden dalgalardan yiiksekligi fazla olan
dalga daha hizli hareket eder, 6ndeki kiiclik dalga ile ¢arpisir ve onu geger. Ancak ilging
olan bu iki dalganin da carpismadan sonra, carpismadan Onceki durumlarina geri

donmeleridir.

Hatirladigimiz gibi en basit matematik dalgast u (x,t) = f (x-ct) formunun, 6rnegin
Uugt+c u,,=0

u ¢oziim olarak c¢’nin dalga hizini belirttigi fonksiyonudur. Iyi bilinen dalga esitligi
U CP Uy =0

Iki dalga yiiziine dnciiliik eder. Bundan dolay1 burada bir deneme ¢dziimii yaparsak:
ulx,t) =Z(x - pt) = Z(§)

Onceki sayfada c ile gosterilen parametre burada P ile ve f fonksiyonu Z ile
gosterilmektedir. Ve bu sartlar altinda su esitlik elde edilir:

dz d3z
_+ -

dzZ
-k w Yt T

Bu denkleme integral uygulanir ve ¢; integrasyon sabiti olarak alinirsa:

2
—Bz+3zz+2—;= c1

Z i¢in birinci dereceden bir esitlik elde etmek amaciyla Z—é yani Z' ile garpim yapilirsa:

dz d%z dz dz
—_ + e

_p7 % 2 _ . az
BZdE+3Z pr: TP _Cldf

—BZZ +37%2'+ 2"7 =c¢,Z'



Buradaki Z' ve Z" ifadeleri & ye gore Z in birinci ve ikinci tiirevlerini ifade eder.

Esitligin her iki tarafinin & ye gore integrali alinirsa:
—B jZZ’d$+ 3 jZZZ’dE +]Z”Z’d§ = cljZ’dE

elde edilir. Integral islemi yapilir ve yeni integrasyon sabiti ¢, olarak kabul edilirse

_B 2 3 4 1.4z
2Z + Z +2(d§

)2 = Clz + Co
& ye gore tiirev alinip zincir kurali uygulanirsa sonug¢ kolayca dogrulanabilir. Burada :

x—+oo iken

az d
Z—0 . d—§—>0 veE d_fz_)o

olmasi gereklidir. Bu gerekliligi
C1=C = 0

takip eder.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim.2.1

Bagimlhi bir degiskeni ve bu bagimli degiskenin bir ya da daha ¢ok bagimsiz

degiskene gore tiirevlerini iceren bir denkleme “diferansiyel denklem” denir [3].
Tamim.2.2

Bagimlhi degiskenin yalniz bir bagimsiz deg§iskene gore tiirevlerini igeren bir

diferansiyel denkleme “adi diferansiyel denklem” denir [3].
Tanim.2.3

Denklemi gergekleyen bilinmeyen fonksiyondaki keyfi sabitlere 6zel degerler
verilerek elde edilen ¢dzliime “6zel ¢6ziim”, denklemin biitiin ¢oziimlerini kapsayan

¢cOzilime ise “genel ¢6ziim” ad1 verilir.
Tanim.2.4

Diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri lizerinde bagimsiz
degiskenin ayni degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oziimlerinin problemine “baslangic-

deger problemi” denir. Verilen sartlara da “baslangi¢ sartlar1” adi verilir.
Tanim.2.5

Diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri lizerinde bagimsiz
degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢éziimlerinin problemine “sinir deger

problemi” denir. Verilen sartlara da “sinir sartlar1” adi verilir.
Tanim.2.6

Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon y ve bagimsiz degisken x olmak

uzere,

D BY® + by = g
j=1



biciminde yazilabiliyorsa bu diferensiyel denkleme “lineer diferensiyel denklem” denir.
Tanim.2.7

Bir degiskenin skaler bir fonksiyon i¢gin Adomian polinomu asagidaki sekilde
verilir. Fonksiyon n defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde “Adomian

polinomlarr”

m=tr(Y )

n=0

formiilii ile tanimlanir [22].

Tanim.2.8
S1g bir kanalda tek yonde ilerleyen dalgalarin olusumuna dair genel formu
U +aUUy + LUy, =0

seklindeki denkleme “Korteweg ve de-Vries denklemi” veya kisaca “KdV denklemi” adi

verilir. Daha genel olarak ele alinirsa:
€ : kanalin derinligi
£+n : (n kiiglik olmak iizere) ylizeyin dipten itibaren yiiksekligi
a : stvinin diizglin hareketi ile ilgili kiigiik bir sabit

82T .
0 : — - — bir parametre
3 pg

T : yiizey gerilimi
g : yer ¢cekimi ivmesi
p : stvinin yogunlugu

olmak iizere , dalganin hareketi ile ilgili kismi diferensiyel denklem:

_3 99 2 12,1 9
nr—z\ﬁax [ om +5n° +3 0 =] (2.8.1)



bi¢imindedir.

3
pau e [y 7o 2y

doniisiimleriyle (2.1.1) denklemi

Ur U € U UgTU Usgee=0 (2.8.2)
seklini alir. Burada szg B ve p bilinen parametrelerdir. (2.8.1) denkleminde x=&-T
dontistimii yapilir ve T yerine t yazilirsa

UpT€ U Uyt 1 Uy =0 (2.8.3)
KdV denklemi elde edilir.

Bununla birlikte bu denklemin pratik uygulamalarinda biz sadece basit olan mesafe
degiskeni x ve t degiskenlerine bagh u (x,t) fonksiyonu dalga uzamasini, alanda x,

zamanda t olarak ifade eder ve

_ou(x,t) _ou(x,t)
ut(x,t)——at , Uy (X’t)_—ax
_9%u(xt) _d3u(xt)
uxx(xat) axz > uxxx(xat) ax3

olarak tanimlarsak problem su sekilde formiilize edilebilir:

U (X,0)16 ulx, t) Uy (0, £) Fypn (X,£)=0 (2.8.4)
Tanim.1.9

Ly(x) = =y" + q(x)y = Xy (2.9.a)

y(a)cosa + y'(a)sina =0 (2.9.b)

y(b)cosB + y'(b)sinB =0



Buradaki a,B,a ve b bilinen sayilar olmak iizere literatiirde (2.9.a) ve (2.9.b)
problemine “Sturm-Liouville problemi” denir. Ayrica (2.9.a) denklemine de ‘“Sturm-

Liouville denklemi” denir (Levitan, 1990) [3].

Tanim.1.10
0%u _ cpou
0x? k ot

Denklemi bir ¢ubuk boyunca sicakligin uclardaki sartlara bagli olarak zamanla nasil

degistigini temsil etmektedir. Buradaki ¢, p, k parametreler olup sirasiyla 1sil kapasite,

L‘Cp 13

yogunluk ve 1s1l iletkenlik katsayisini1 belirtmektedir. Bu denklemde yerine “ D “

diflizyon katsayis1 olmak tizere “ % “ konulmasi halinde elde edilen denkleme “difiizyon
(yaymim) denklemi” denir [3].

Lemma.2.1

KdV Denkleminin Simetri Ozelligi

U +aUUy +PUyy =0

formundaki U(x, t) denklemine Korteweg-de Vries denklemi adi verilir. Burada a ve 5’

lar keyfi sabitler olmak tizere ilk olarak

x = AX
ve benzer sekilde

t =BT
seklinde tanimlayalim. Zincir kuralin1 uygularsak,

0 dx9 10

dx dxox AdX
ve

9 dra 19

gt dtoT BT



olur. Ve bdylece esitlik su hali alir:

1 o 5
EUT+ZUUX +FUXXX =0

daha sonra B ile carpilirsa,

af BB
UT+7UUX +FUXXX =0

elde edilir. Lineer olmayan KdV denklemi i¢in
U=Cu
olarak tanimlarsak

aBC BB
UT +TUUX +FUXXX =0

denklemi elde edilir. Tiim katsayilar 1 olacak sekilde A,B,C degerleri segersek

aBC BB
ot wml
olur ki bu da 6rnegin,
1
A=1 B =~ C = é
B a

secilebilir. Bu 6nemli bir noktadir. Fakat farkina varmaliyiz ki bu degerleri saptamak i¢in
fazla bilinmeyenimiz bulunmaktadir. Bunlar1 saptamak icin esitligin simetri grubu ispati

olan esitliklerimiz bulunmaktadir. Her A # 0 i¢in U(x, t) ifadesi
U +aUUy + LUy, =0
denkleminin bir ¢oziimii oldugunda KdV denklemi degismez.
A2U(AX, 23t)

seklindeki her degisken i¢in A # 0 dir. Bu ¢esit simetri gruplarina “dlgeklenme simetri
gruplar” veya “benzerlik doniisiim gruplar1” adi verilir. Unutulmamalidir ki bu grubu
kapsayan A = +1 olarak tanimli farkli doniistim gruplar1 vardir. U(x, t) ¢6ziim fonksiyonu

oldugunda U(—x, —t) de bir ¢6ziim fonksiyonudur.

8



KdV esitliginin bir diger simetri grubu cesidi ise C sabit hizi ile hareket eden referans

cercevesine gidisi icerir. Bu bagimsiz degiskenler x ve t” yi kullanmak yerine
E=x—-Ct ve T=t

bagimsiz degiskenlerini kullanmak anlamina gelir. Daha sonra zincir kurali kullanilarak,

d 0¢d OdT 0 d

9x  9x0¢ T oxaT _ 0¢
Ve

d 0§00 0T 0 o 0

ot —atot " ataT  Catar
elde edilir. KdV esitligi su hali alir:
UT + ((ZU - C)Ust +‘BU§§§ =0
Fakat bilmeliyiz ki eger U ya bir sabit eklersek
C
U=u+-—
o
Uy + auug + Pugs =0
Bu ylizden U(x, t),
UL' + OCUUX +ﬁUXXX =0

denkleminin bir ¢6ziimii oldugunda U(x — Ct, t) + g da bu denklemin bir ¢oziimiidiir. Bu

cesit simetri gruplarma “doniisiimlii simetri grubu” veya “Galilean doniisiim grubu” adi

verilir.



3. ADOMIAN AYRISIM METODU, HOMOTOPi ANALiZ METODU,
HOMOTOPi  PERTURBASYON METODUNUN TANITILMASI  VE
UYGULANMASI

3.1. Adomian Ayrisim Metodu (ADM)

Adomian Ayrisim Metodu (ADM) Amerikali bilim adami G. Adomian (1923-1996)
tarafindan tasarlanmis bir modeldir. Metot seri bigiminde bir ¢dziim elde edebilmek icin
yapilan caligmalara dayanir. Miithendislik, fizik, biyoloji gibi bir¢ok farkli alanda yapilan

bilimsel ¢aligmalarda kullanilan bir yontemdir [3].

Yapilan calismalarla; ADM kullanilarak, geleneksel yontemlere gore yaklasik
cOzlimleri olusturan serilerin elemanlarmin hesaplanmasinda daha hassas ve daha hizli
olundugu goézlemlenmistir. Ayrisim metodu yalnizca baslangi¢c sartinin kullanilmasiyla

¢Oziimiin elde edilmesini saglar.

Metod minimum hesaplama ve yiiksek dogruluklu, etkili bir acik ¢6zlimii iiretir ve bu
yoniiyle de bir¢ok bilim adamu tarafindan da giivenilir bir yontem olarak goriiliir. Ayrisim
metodu; lineer, lineer olmayan, homojen veya homojen olmayan gibi degisik tipteki
diferansiyel denklemler i¢in kullanilabilir. Yontemin geleneksel yontemlere gore bircok

avantaji vardir.

Bu metotla lineer ve lineer olmayan problemlerde dogrusallastirmalara ve araliklara
thtiya¢ duyulmaksizin yakinsak ¢6zimii elde edebiliriz. Bazi durumlarda ¢6ziim
elemanlarinin tam degerlerini bulmak miimkiin olmayabilir, bu tiir durumlarda sayisal
olarak yaklasik elemanlar almir. Bu diisiince sayisal olarak ADM’ nin uygulanmasimni

amaclar.

Yine Adomian yonteminde 6nemli bir yeri olan birbirini goétiiren terimler (noise
terms) olgusu, yalnizca iki iterasyon kullanilarak ¢6ziimiin bulunmasini saglar. Yalnizca
homojen olmayan problemlerde olusan noise terimler, ¢oziimiin ¢esitli elemanlarinda

olusabilecek karsit durumlu 6zdes terimler olarak tanimlanir.

Ayrisim yonteminin bir seri metodu oldugu ve birgok cebirsel, lineer veya lineer

olmayan diferansiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi bilinmektedir. Genel



olarak bu metodu verecek olursak; kabul edelim ki F, hem lineer hem de lineer olmayan

terimleri igeren bir genel lineer olmayan adi diferensiyel operator olsun;
F(u) = g(x) (3.1.1)

denklemini ele alalim. (3.1.1) denklemindeL; verilen diferansiyel denklemin en yiiksek
mertebeden tlirevini, R; lineer operatoriin kalan kismin1 ve N; ise lineer olmayan terimi

gostermek tlizere denklemi;
Lu+Ru+Nu=g (3.1.2)
seklinde ayristirarak yazalim. L bir lineer operator ve tersi de mevcut olsun. (3.1.2) esitligi;
Lu=g—Ru—Nu (3.1.3)
seklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafina soldan L™ operatdrii uygulanirsa
Lu=L'g—L*Ru—L"Nu (3.1.4)
elde edilir.

L’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatdr oldugunu kabul edelim.

(3.1.4) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra;

u=u(0)+tu'(0) — L 'Ru— L *Nu (3.1.5)
¢Oziim fonksiyonu bulunur. (3.1.5) ile elde edilen esitlikteki Nu lineer olmayan terim

Nu = Yy An

seklinde ifade edilmektedir. Buradaki A,, polinomlar1 6zel polinomlardir ve bu polinomlar
daha sonra incelenecektir. (3.1.5) esitligindeki u ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonudur.
Bu seri ¢6ziim fonksiyonunun birinci terimi u,, verilen baslangic degeri sag taraf

fonksiyonun integrali olmak iizere
uy=a+bt—L1g

ile bulunur daha sonra u, terimi kullanilarak wuq,u,,us, ... terimleri elde edilerek

ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonu,

ulx, t) = Yo Un(x, t) (3.1.6)
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yazilabilir. Bu seri ¢6ziimii kullanilarak (3.1.5) esitligi tekrar yazilirsa;
mmoUn = U — LTH X qun — LM X0 A (3.1.7)
genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (3.1.7) esitligi agik sekilde;
u; = —L'Ruy, — LA,

uZ = _L_lRul - L_lAl (318)

Uppy = —L'Ru, —L7'4,, , n=>0

formunda yazilabilir. Buradaki A,, polinomlar1 her bir lineer olmayan terim i¢in
genellestirilebilir ve bu genellestirmede A, sadece uy'a , A; ise uy ve u;’e , A, ise ug , Uy
ve u,'ye baglh ve benzer sekilde (3.1.8) esitligindeki biitiin A,, Adomian polinomlar1 elde

edilebilir. A, Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise literatiirde
Ao = f(uo)

A=y (ddTO) f(uo)
Ay =uy (ddTO) f(ug) + (l;_?) (j_:g) f(uo)

Az =u3 (ddTO) f(uo) +uqu, (j_:%) f(uo) + (Z—?) (j_ljg) f(uo)

ar .
n = o [ DT M) (3.1.9)

ile verilmektedir. Baz1 problemlerin sayisal ¢oziimlerinin daha hassas olmasinin istenildigi
durumlarda ayrisim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi
durumlarda (3.1.9) genel formiiliiniin kullanilmasi, (3.1.6) ayristirma serisinin ¢ok sayida

teriminin hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir.

Ayrisim metodu kullanilarak u(x, t) kapali ¢6ziim fonksiyonunun bu fonksiyona ait sayisal

¢cOzlimlerin elde edilmesi i¢in;

12



D(x,t) =20 Tu,(x,t), n=0 (3.1.10)
olmak tizere;
lim,, o @, = u(x,t) (3.1.11)

ifadesini (3.1.8) indirgeme baZntis1 géz Oniine almarak kolayca hesaplanabilir. Buna
ilaveten (3.1.11) seklindeki ayrisim seri ¢6ziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok
hizli olarak yakinsayan sonuclar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsakligi literatiirde bir
cok yazar tarafindan arastrilmistir. Ayrisim serisinin yakinsakli§i teorik olarak

Y.Cherruault ve arkadaslar1 tarafindan incelenmistir

3.2. Adomian Ayisim Metodunun Genel KdV Denklemine Uygulanmasi

U -6UU, +U,._ =0 (3.2.1)

U (x,0) :é(x—l) (32.2)
1

U(0,£)= ) >0 (3.2.3)

U(1,¢)=0

seklinde baslangi¢ ve smir sartlar1 ile verilmis ayrica analitik ¢6ziimii de;

U (x,1) =é(’l%1j (3.2.4)

seklinde olan lineer olmayan KdV Denklemini ADM ile ¢ozelim. Oncelikle (3.2.4)

denklemini operatdér formunda yazalim:
LU =6UU_-U_, (3.2.5)

Buradan

1

=9 L0<t<l
ot

olarak ifade edilmektedir. L, operatoriiniin ters operatorii L' integral operatorii olup

13



t

L' = [ (e

0

seklinde gosterilir. Burada parantez igindeki ifadeler tanim kiimesinde var olan ifadelerdir.

Bu durumda (2.2.5) denkleminin her iki tarafina soldan L' uygulanirsa:
L'(LU)=L'[6uU,-U,,] (3.2.6)
elde edilir. Buradan
U (x.0) =U(x,0)+ L' [6UU,]- L' [U..] (32.7)
olur. Burada lineer olmayan terim:

6UU, = 6i A
poi
scklinde tamimlanarak 4, Adomian polinomunun ilk birkag terimi:
4=U,(U,, )
4=U, (U)+U,(U,,)
4 =0, (U,)+U, (U)+U,, (U,)

4,=U, (U3)+U1X (U2)+U2X (Ul)+U3X (UO)

olarak alabilir. (3.2.7) denklemi i¢in

-1
U(x,0 _r=
(x.0) (3.2.8)

6
Upi (68)=L'[(U,) yy =64, ], k20

seklinde rekiirans bagintisi1 yazilabilir. Elde edilen bu bagintidan,
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(x—1)7 (3.2.9)

seklinde ayrisim serisinin ilk dort terimi bulunur. Bulunan U ,U,,U,,U, terimleri

yerlerine yazilirsa:

u(x,t) = iun (x,t)

n=0
=U,+U, +U,+U,+...

= + t+ r+ r+...
6 6 6 6

=x—_1(1+z+z2 +7 +)
6
olarak elde edilir.

l+t+2+E+... = , O<t<l

b
-1

oldugundan (3.1.1) denkleminin ADM ile ¢6ziimiiniin kapali formu:

(=12

seklinde olur.
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3.3. Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)

Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM) alisilmamis etkileyici bir metottur ve cesitli
lineer olmayan denklemleri ¢ozer. Ozetle bu yeni metodun ana fikri, asagidaki lineer

olmayan denklemin,

A(u)-f(r)=0 reQ (3.3.1)

A nin genel diferansiyel operatérii oldugu, B nin sinir operatorii oldugu, f (r) nin

bilinmeyen analitik fonksiyon oldugu, I' 'nun € tanim kiimesinin simnir1 oldugu
B(u,0u/on)=0, rel (3.3.2)
siir kosullariyla g6z onilinde bulundururuz.

A operatorii Lve N gibi iki parcaya ayrilabilir, L lineer iken N lineer degildir.
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(3.3.1) denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

L(u)+N(u)—f(r)=0
(3.3.3)

Homotopi tekniginden dolays
H (v, p)=(1=p)[L(v)=L() ]+ p[ 4(v)- 1 (r)] =0
Bu denklemi diizenleyecek olursak
L(v)~ Ly )= pL(v)+ pL(uy )+ pAW) - pf (r) =0
= L(v)= L(u) - p[ L(v)~ L)+ A(v)~ £ (r)]=0

= L(v)= Ly )+ pLluy )= pILEY)+ 4(v)- £ ()] =0

olup A(u) -f (r) =0 oldugundan bunu yukaridaki denklemde yerine yazarsak

L(v)~ Lluy)+ pL(u, )= pIL(Y)] =0

elde ederiz ve buradan
L(u)+N(u)-f(r)=0
= N(u)=—L(u)+ f(r)
= L(u)==N(u)+ f(r)
bu son esitligi yukaridaki denklemde yerine yazarsak
= L(v)=L{uy )+ pL(uy )= p[= N(v)+ £ (r)] = 0

boylece

H(v,p):L(v)—L(u0)+pL(uO)er[N(v)—f(r)}:0,

17
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(3.3.4a) denklemi yeniden elde edilir. Bu denklemleri saglayan bir parametre olan p €(0,1)

ve genel sinir kosulunu saglayan (3.3.1) denkleminin baglangi¢ yaklasimi uy’m oldugu
v(r,p): Q x [0,1]xR bir homotopi kurariz.

Acikga, (3.3.4a) veya (3.3.4b) denklemlerinden

H(v,0)=L(v)—L(u,)=0 (3.3.5)
ve

H(v,1)=4(v)-f(r)=0 (3.3.6)
denklemleri elde edilir.

Gayet acik ki p=0oldugunda (3.3.4) denklemi lineer bir denklem haline gelir;

p =loldugunda lineer olmayan orijinal bir denklem olur. Bu yiizden 0’dan 1’¢ p nin
degisim islemi L(v)—L(u,)=0 denkleminin A(v)—f(r) denklemine doniisiir.
L(v)—L(u0)=0asikar problemi gibi 0’dan 1’e monoton olarak artan p parametresi,

stirekli olarak A(v) -f (r) = 0 problemine deforme olur.

Homotopi metodunun temel amaci zor problemi bu caligmalar altinda ¢ozebilecek

kolay probleme indirmektir.

HPM kiiciik bir parametre olan p parametresini kullanir. (3.1.4) denkleminin

¢Ozlimii basit bir diisiinceyle p nin bir kuvvet serisi gibi yazilir:
V=V, py + piv, e (3.3.7)
p — 1’e giderken (3.3.1) denkleminin yaklasim ¢6ziim sonucu:

u=lirr11v=v0+vl+v2+--- (3.3.8)
P>

(3.3.7) serisi p nin tiim ¢0zim bolgesinde yakinsak olabilir. Pertiirbasyon metodunun ¢ift

metodu ve homotopi metodu, homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) olarak adlandirilir[3].
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Son zamanlarda HPM oldukca gelistirildi. Bu metod, geleneksel pertiirbasyon metodunun
sinirlandirmalarmi kaldirir. Cesitli pertiirbasyon tekniklerinin tiim avantajlarin1 alarak

gelistirildi.

3.4. Homotopi Pertiirbasyon Metodunun Genel KdV Denklemine Uygulanmasi

Simdi de (3.2.2)-(3.2.3) baslangi¢ kosullar1 ile verilen lineer olmayan (3.2.1) KdV

denklemini HPM ile ¢6zelim. Denklemin yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek i¢in :
A(v)=L(v)+N(v)
L (v) :denklemin lineer kismi

N (v) :denklemin lineer olmayan kismi

olmak tizere

(1—p)[Y—U0}+p[Y—6YY'+Y"1=0 (3.4.1)

Y-U.—pY+pU.+pY—6pYY +pY" =0
4 pYyrp P P (3.42)

Y—U0+pU0—6pYY'+me =0

seklinde bir homotopi kurulabilir. Burada:

3 .
y'":a({’ Y'za_U’yza_U
ox ox ot

ve pe[O,l] olmak tizere,
x—1

U(x,0)=—
(10)="

baslangi¢ sart1 ile verilen (2.4.1) denkleminin ¢Oziimiinii homotopi yapisi geregince

asagidaki gibi yazabiliriz,
Y=Y, +pY+p’Y,+ pYy+--=D p"Y, (x,1) (3.4.3)
n=0

19



toplam1 seklinde yazilabilir. Ciinkii bu toplam terim diferensiyellenebilir dolayist ile de

siireklidir. Benzer sekilde:

Y' — Y(; _+_le' +p2Y2' +p3}73' + .. (345)
Y =Y+ pY 4 pY, + pY e (3.4.6)

seklinde ele alinabilir .(3.4.3)-(3.4.6) denklemlerinin (3.4.2) de yerine yazilmasiyla,
(Yo+le+p2 Y+ p’ 2+-'-)—U0+pUO—6P(% +pY+ P Y, + pYy ) (Y + Yy + p7Y, 4+ Y+
+p(¥, + p¥ + Y, + pY, ) =0

(YﬁpYﬁpzYz+p3Y3+"‘J—Uo+on+(—6pY(J ~6pY,~6p"Y, ~6p'Y, —)(Y, + pX + PV, + PV, +--)
+(pYy +P°X 4 PV + pUYy ) =0
Yot pYit p* Yt p*Yi=Upt pUy=6pY,Y, ~6p° LY, —6p° LY, —6p° XY, ~6p'Y Y, ~6p’,, + pY, (3.4.7)

+p’Y, +p'Y, =0

elde edilir. Bu denklem p nin ayni kuvvetli terimlerine gore diizenlenirse, her bir terim

sifira esit olur. Bunun sebebi ise denklemin sag kisminin sifir olmasidir.

p°Y,-U, =0 (3.4.8)
p Y, +U,—6Y,Y, +Y, =0 (3.4.9)
p2iY,—6Y,Y, —6YY, +Y =0 (3.4.10)
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p’:Y,—6YY, —6XY, —6Y,Y,+Y, =0

bulunur. (3.4.8)-(3.4.11) denklemlerini sirasiyla ¢6zecek olursak,

PO:)}()_UOZO:Y():UO

P Y AU, —6Y, Y, +Y, =0=Y, =-U,+6Y,Y,-Y, ve U,=0

= 7= 6%y, -7, i

o

=¥ =(x-1)r,

PP Y6y —6XY, + Y =0 Y, =6X,Y, +6YY, ¥

=7, = j[6Y0Y; +6YY, -, Jar
0

=Y, = 6](’“ 1éjdt+6j(

21

(3.4.11)

(3.4.12)

(3.4.13)

6 t
~1)t g)dt—'EOdt

(3.4.14)



P Y= 6,1, —6%Y ~6Y,Y, + Y, =0=> ¥, = 6,Y, + 6YY, + 6L,, -V,

=7, =%(x—l)t3, (3.4.15)

seklinde serinin ilk ti¢ terimi elde edilmis olur. (3.4.12)-(3.4.15) denklemleri p —1 iken
(3.4.3) de yerine yazilirsa (3.2.1) lineer olmayan KdV denkleminin HPM araciligiyla

yaklagik ¢oziimii;

U(x,t):YO+le +pZY2 +p3)/3 4oen
U(x,t):lim(YO +le +sz2 +pSY3 +)
p—l

Ux,t)=Y,+Y,+Y, +Y, +---

U(x,t):XT_I+%(x—l)t+%(x—l)t2+é(x—1)t3+---

x—1
U(x,t) =2 (1+t+2+8 +--
(x,1) . (+t+t +£+ )
(3.4.16)

olarak elde edilir. (3.2.1) KdV denkleminin kapali formu ise:

U(x,t)=%(x—_lj

1-¢

seklindedir.

-0.05

-0.15
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3.5. Homotopi Analiz Metodu (HAM)

Ik kez 1992 yilinda Liao tarafindan doktora tezi olarak sunulan, daha sonra 2003
yilinda yine Liao tarafindan bir kitap halinde literatiire kazandirilan homotopi analiz
metodu pek cok lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denkleme basarili bir
sekilde uygulanabilmektedir. Homotopi analiz metodunun uygulanacagi problemin
baslangi¢c fonksiyonu iyi segilirse, cogunda Taylor serisi yardimiyla ¢ok iyi yaklagimlar
elde edilebilmektedir. Metodu agiklamak i¢in

N[U(x,t)]=0 (3.5.1)

olacak sekilde lineer olamayan bir diferansiyel denklem alalim. Burada N hem lineer hem

de lineer olmayan terimleri i¢eren lineer olmayan adi diferensiyel bir operatordiir. x ve ¢

bagimsiz degiskenlerdir. U (x,t) ise denklemin ¢ozliimiidiir. Ayrica
lim,_o ¢(x,t;p) = Up(x,t) = U(x,0) (3.5.2)

seklinde bir ¢(x,t; p) fonksiyonu tanimlansin. pe[O,l] ve U, (x,t) baslangi¢ veya smir

sartin1 saglayan tahmini bir baslangig fonksiyonu olur. Genel homotopi tekniginden

faydalanilarak,
lim,,1 ¢ (x, £;p) = U(x, £) (3.5.3)

yazilirsa Liao’nun sifirinci mertebeden deformasyon denklemi olan

(l—p)L[qS(x,t;p)—UO (x,t)] = hpH (x,t)N[qS(x,t;p)] (3.5.4)
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elde edilmis olur. Burada h yakmsaklik araligini belirlemede kullanilan keyfi bir

parametre, (x,t) keyfi bir fonksiyon, L lineer bir operatordiir.

HAM’ 1 diger metotlar arasinda 6nemli kilan sebep, h parametresinin ve H (x,t)

fonksiyonunun keyfi bir sekilde secilebiliyor olmasidir.

¢(x,t; p) fonksiyonunun p ye gore Taylor seri agilim,

¢(x,t;p)=U0 (x,t)+ZUm(x,t)p"’ (3.5.5)

olarak yazilir. Burada;

Up (x, £) = = L 2Ctp) (3.5.6)

-1
m! ap™ p=0

yazilir. Eger p —1 ise
U(x,t)=U0 (x,t)+ZUm(x,t) (3.5.7)

olarak yazilir. (3.1.4) ile verilen sifirinci dereceden deformasyon denklemi p ye gére m kez

diferensiyellenir, m! ile boliiniir ve sonugta p =0 alinirsa

L{U, (x,t)- XU, (x.t)]=hH (x,t)R,[U,_ (x,1)]

m~ m-1

(3.5.8)

olacak sekilde deformasyon denklemi yeniden yazilabilir. Burada

1 9™ 'N[p(xtp)]

Ron(Um—1) = (o —omer - (3.5.9)
Ve
0, m<l1
Xm =
{1, m>1

seklinde tanimlanir [21].
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3.6. Homotopi Analiz Metodunun Genel KdV Denklemine Uygulanmasi

Simdi ise (3.2.2)-(3.2.3) baslangi¢c ve smir sartlari ile verilen (3.2.1) KdV denklemini
HAM ile ¢6zelim:

L[U,, (%, ) — X,y Up_1 (6, )] = R H(x, R [Upyy (6, )] ,m =1 (3.6.1)

m. mertebeden deformasyon denklemini yeniden ele alalim. (3.6.1) denklemindeki

R, [Up,—1(x, t)] ifadesi,

0 U _ O[Um—1-n(x, 03U —
Rin[Un—1(x,0)] = 2222 — 6 ym=i y, (x, ) 2LmetonCO 8 s (3.6.2)

elde edilir. m=1, H(x,t) = 1 ve

L[U,(x,t)] = h R, [Uy(x, t)]

— p (%% m-1 77 9Uo 63U0)
_h(at 6 X0 Uo dx + dx3

— p (%% 9Uo 63U0)
_h(at 6U, dx + dx3

1—x

Ri[Up(x,t)] = 6

olarak elde edilir. (3.6.1) denklemi yeniden diizenlenirse,
Un (%, 8) = XpqUp_1 (6, t) + A LRy, (Upe 1 (x, )] (3.6.3)
buradan

x—1
U(x,t) = ——

olmak tizere (3.6.3) denklemini seriye agalim:
m=1 i¢in,
Uy (x,t) = XUy (x, ) + h L7Y[Ry (Uy(x, )]
= lht(l —t)
6

m=2 i¢in,
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U, (x,t) = XUy (x, t) + h L™ R, (U (x,1))]
1
= gh(—1 +h(-1+1t)) t(—1—x)

m=3 icin,

Us(x,t) = X3Uy(x, t) + h LY R (Uy(x,1))]

1 2
= —gh(—l +h(-1+1))t(-1+x)
benzer sekilde

Uy(x,t) = %h(—l +h(=1+6)’t(-1+x)

olacak sekilde U,, U;, Uy, U3, U, terimleri elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de

bulunabilir. Boylece,

U;(x,t) = Uy(x,t) + Uy (x,t) + Uy(x,t) + Us(x,t) + Uy(x, t)

4
=0

2

x—1 1 1
=— +€ht(1—t)+gh(—1+h(—1+t))t(—1—x)

1 2
+ —gh(—1+h(—1+t)) t(—1+x)
+ %h(—l +h(=1+8) t(-1+x)

seklindeki ¢6zlim serisi bulunur. h m hangi degerler icin yaklasik sonu¢ verdigini ¢6ziim

serisinin dort terimini kullanarak asagidaki grafik yardimiyla hesaplayabiliriz.
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4. SONLU FARKLAR iLE FARK DENKLEMLERININ TANITILMASI VE
STURM-LIiOUVILLE PROBLEMLERINE UYGULANMASI

Fonksiyonun analitik olarak verildigi durumlarda, istenilen noktadaki fonksiyon
belirli noktalarinda degerlerini hesaplamak, fonksiyonun istenilen mertebeden tiirevlerini
bulmak ya da fonksiyonun belirli araliklardaki integrallerini hesaplamak kolaylikla
yapilabilmektedir. Ancak, fonksiyonlarin bazi ayrik noktalardaki degerleri belli iken bu tiir
hesaplamalar sonlu farklar aritmetigi kullanilarak yaklasik olarak yapilabilmektedir. Hatta,
analitik ¢ozlimlerin belli oldugu durumlarda bile sonlu farklar kullanim kolaylig1 a¢isindan

tercih edilmektedir.

Bu bolimde, fonksiyonun belli bir x; noktasindaki degeri, gosterim kolaylig

bakimindan f(x;) yerine f; ile gosterilecektir.

4.1. Tleri Farklar ve A Operatorii

Bir f(x) fonksiyonunun x; noktasinda f;, x;,, noktasinda fi,q ,... Ve Xjikn
noktasinda ise f;;, degerini aldigmi varsayalim. Bu halde f;,; —f; farkma f

fonksiyonunun x; noktasindaki ileri farki denir [22] ve
Afi =fis1 = fi (4.1.1)
ile gosterilir. Daha agik olarak (4.1.1) formiili,
Af(x) =f(x+h) — fF(x)
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde ikinci mertebeden ileri fark tanimi yapilabilir.
A?f(x) = A[Af ()] = Alf (x + h) — f(O)] = Af (x + h) — Af (%)
Af(x) = fx+2h) — flx+h) — flx+h) + f(x)
veya

Af(x) = f(x+2h) —2f(x+h) + f(x)

elde edilir. Bu sonug kisaltilmig bigimde



Azfi = firz —2firn H fi (4.1.2)

seklinde yazilabilir. Ayni sekilde tiglincii mertebeden ileri fark,

Nf; = fiv3 = 3fieza + 3fis1 — fi (4.1.3)
seklinde hesaplanabilir.

Simdi de fonksiyonun birinci mertebeden tiirevinin, ileri farklar yardimiyla nasil

hesaplanacagini gorelim:

f(x) fonksiyonunun Taylor seri agilimini g6z 6niine alirsak;
h ! hz 14
fiar = fi A Sf + 5 R
yazilabilir ve boylece
! hz 14
framfi = hf{ 4+ 51+

elde edilmis olur. Buradaki h degerinin ¢ok kii¢iik olmasi durumunda h? li ve daha sonraki
terimler ihmal edilerek,
I~ fiva—fi 1

fi =$=2Afi 4.1.4)

h

yazilabilir. Ote yandan
2h ,, | 4h?% .,
fire=fit i 507+

2h ,, . 2h% .,
2fim =2fi + i+ A
taraf tarafa ¢ikartilarak,

fivz = 2fixatfi = R2f/ + -

elde edilebilir. Bu kisimdaki h® ve sonraki terimlerin ihmal edilmesiyle

. _ . . 2F,
fi” ~ fi+2 zhf21+1+fl _ Ah_fl (415)

Bulunur ki bu yolla daha yiiksek mertebeden tiirevler hesaplanmaya devam edilebilir.
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4.2. Sturm-Liouville Probleminin ileri Fark Metodu ile Yaklasik Céziimiiniin
Bulunmasi

y" —y=0 ve y(0) =0, y(1) = 1 smr kosullartyla verilen ikinci mertebeden

diferansiyel denklemi h=0,25 araliginda alarak yaklasik ¢oziimlerini ileri fark metodu ile

bulalim:

fn _fiv2=2fir1+fi
i - hZ

y =y

— Yit2 ~2Yi+1 + Vi

yl hZ

R2y; = Yir2 — 2Vip1 + Vi

(1 =h®)y; = 2Yi41+ Vie2 =0

1=0,1,2,...
(1-15)y—2n+y2 =0
(1—i)3’1 —2y;+y3 =0

(1—i)3’2_23’3 +y,=0

Vo =0 ve 1y, =1 oldugundan,

2 1 . )

15 1

o 2 1flnl= [ 0 ]

0o B _o|ls -1
16

bulunur. Buradan da katsayilar matrisinin determinantu:
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A =0+(—1).1.(‘1—36f’—0)+(—2)(4—5)

16
A =—4725
elde edilir.
0 1 o0 0
-2 0 0 15
0o -2 1 ‘E 0o 1 e 20
15 16 15
-1 =2 =2 0 = -1
y — 16 y — 0 -1 =2 y — 16
1 -4,25 ’ 2 —4,25 ’ 3 —4,25

seklinde hesaplanabilir ki buradan da

y, = 0,235294
y, = 0,470588
y; = 0,720588

olarak elde edilir.

4.3. Geri Farklar ve V Operatorii

Ileri fark metoduna benzer olarak f fonksiyonunun x; noktasindaki geri farki
Vfi=fi— fi (4.3.1)
seklinde gosterilir.(3.3.1) ifadesi daha agik olarak,
Vi) =fx) - fx—h)
dir. f(x) in yliksek mertebeden geri farklar1 da benzer sekilde tanimlanabilir [22].
Vi =V(Vf) =V(fi = fi-1) = fiea = 2fica + fi (4.3.2)
V3f, = —fi_s+3fico = 3fiii + f; (4.3.3)

Simdi de geri farklar ile fonksiyonun tiirevleri arasindaki iliskileri elde etmeye

calisalim:
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hZ

fir=fi—ofl + L
ve buradan da
fi — fi-1 = hf! ——ﬁ”

yazilabilir. Yine h2li terimler ihmal edilerek
JU Ji—=1 1
fi =ll= = 2y, (4.3.4)

bulunur. Ileri fark operatdriine benzer islemler yapilarak,

—_ 2F.
fl”~fl 2f1}121+f12=vh_£l (435)

elde edilir.

4.4. Sturm-Liouville Probleminin Geri Fark Metodu ile Yaklasik Céziimiiniin
Bulunmasi

y"—y=0ve y(0) =0, y(1) =1 smir kosullartyla verilen ikinci mertebeden
diferansiyel denklemi h=0,25 araliginda alarak yaklasik ¢oziimlerini geri fark metodu ile

bulalim:

fll _fi_zfi—1+fi—2
i - hZ

y =y

—_Yi~2Yi-1tYi2

yl hZ

Ry, = y; = 2Yio1 + Yia

(1-h®)y; = 2y;1+ Y-, =0

1=2,3,4,...

(1—i)3’2_23’1 +¥ =0
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(1_i)Y3_23’2 +y;, =0

(1_1)3’4_23’3 +y,=0

16

Vo=0 ve y,=1 oldugundan,

15
2 % Ym 8
1 -2 E112|17] s
16 | |y3 —-——
0o 1 - 16

bulunur. Buradan da katsayilar matrisinin determinantu:
15 15
A=0+(-1).2.(-2) + (-2) (4 _ E)
A =—4,25

elde edilir.

15

15
0 1 O -2 0 0 L, 1
15 15 16
0 -2 1 0 T 1 -2 0
) 0o -2 2 o 1 -2
y, = —e y, = 16 Yy = 16
1 —4,25 ’ 2 —4,25 ’ 3 —4,25

seklinde hesaplanabilir ki buradan da

y, = 0,193876
y, = 0,413603
y; = 0,675552

olarak elde edilir.

4.5. Merkezi Farklar ve 5§ Operatorii
Bir f(x) fonksiyonunda, bagimsiz degiskenin yarim adim ilerisindeki deger ile,

yarim adim gerisindeki deger arasindaki fark, merkezi fark olarak bilinir [22] ve
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SF) =f(x+3)-f(x-3%) (4.5.1)

2

seklinde ya da kisaca
5fl = fi+% - fi—% (452)

bi¢iminde gosterilir.ikinci mertebeden merkezi fark ise yine tanimdan ,

6%f; = 6 (fipa = fi2) = firr = 2fi + fin (453)

seklinde elde edilir.

4.6. Sturm-Liouville Probleminin Merkezi Fark Metodu le Yaklasik C6ziimiiniin
Bulunmasi

y" —y=0 ve y(0) =0, y(1) = 1 smir kosullartyla verilen ikinci mertebeden
diferansiyel denklemi h=0,25 araliginda alarak yaklasik ¢6ziimlerini merkezi fark metodu

ile bulalim:

f'” — fiv1=2fitfi-1
i

h2
"o__
y =Yy
_ Yi+1=2YitYia
Vi = h2

R%y; = Yiy1 — 2y + Yia

Virr— Q+hD)y +y,1=0

1=1,2,3,...
1
vy, — (2 +E)3’1 +y, =0
1
ys — (2 +E)3’2 +y;, =0

1
Va — (2+E)3’3 +y,=0
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Vo=0 ve y,=1 oldugundan,

[-= 1 0 |

| [ Y1 0

| 1 -= 1 iyz =l0
331LY3 -1

| 0 1 =

bulunur. Buradan da katsayilar matrisinin determinantu:

24=0+(-D.L(-E)+(-E)(EE_y)

16 16/ \16 16
A =—-4,648681
elde edilir.
o0 1 o 33 33
3 = 0 o = 1 0
16 1 0 1 1 _33
_ _33 _q 33 16
Y= 1 16 Y, = 0 1 16 y3 = 0 1 -1
1 —4,648681 ’ 2 —4,648681 ’ 3 —4,648681

seklinde hesaplanabilir ki buradan da

y, = 0,215115
y, = 0,443674
y; = 0,699963

olarak elde edilir.

4.7. Analitik Co6ziimiin Bulunmasi

y"—y=0 ve y(0)=0, y(1) =1 siir deger sartlartyla verilen ikinci

mertebeden diferansiyel denklemin h=0,25 araliindaki analitik ¢6ziimlerini bulalim:

Denklem sabit katsayili lineer bir denklemdir. Buradan yola c¢ikarsak, ikinci

mertebeden diferansiyel denklemimizin karakteristik denklemi:
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pk)=k*—-1=0
elde edilir. Buradan
ki=1, k,=-1
kokleri elde edilir.
y(x) =cr.e* +cy.e7*
¢Ozlimiinde sinir sartlar1 yerine koyulursa,
y(x) =c;.e% +c,e? =0
cg+c, =0
Cp, = —C
bulunur.

y(1) =c.el +cet=1

C
e+=2=1
e
C1
ce——=1
1 e
ci = ° c, = ©
1 e2-1 ’ 27 1-¢2
y(x) = 5—.e* + ex
e2-1" 1—e2"°

bulunur. Buradan,
y(0,25) = y; = 0,214952
y(0,5) =y, =0,443409
y(0,75) = y; = 0,699724

elde edilir.



4.8. Tleri Fark, Geri Fark ve Merkezi Fark Metotlarinin Sayisal Sonuglarinin

Karsilastirilmasi

Ileri fark metodu icin:

y, = 0,235294
y, = 0,470588
y; = 0,720588

bulunmustu. Analitik ¢6ziimdeki
y(0,25) = y; = 0,214952
y(0,5) =y, = 0,443409
y(0,75) = y; = 0,699724
sonuglariyla arasindaki fark bize hatay1 vereceginden ileri fark metodunda;
Y, i¢in hata; 0,235294 — 0,214952 = 0,020342
Y, icin hata; 0,470588 — 0,443409 = 0,027179
Y3 i¢in hata; 0,720588 — 0,699724 = 0,020864
olarak elde edilir. Benzer sekilde geri fark metodunda olusan hata;
¥, i¢in hata; 0,214952 — 0,193876 = 0,021076
Y, icin hata; 0,443409 — 0,413603 = 0,029806
Y3 i¢in hata; 0,699724 — 0,675552 = 0,024172
olarak bulunur. Son olarak merkezi fark metodunda olusan hatayi inceleyecek olursak;
y; i¢in hata;0,215115 — 0,214952 = 0,000163
Y, icin hata; 0,443674 — 0,443409 = 0,000265
Y3 i¢in hata; 0,699963 — 0,699724 = 0,000239

sonuglarint buluruz ki buradan da anlasildig1 gibi hata payr en diisiik ve hassasiyeti en

yiiksek metod merkezi fark metodudur.

37



5. STpRM-LiOUViLLE PROBLEMININ FARKLI POTANSIYELLER VE
OZDEGERLER iCIN MERKEZi FARK METODU iLE COZUMU

5.1. Farkh g(x) Potansiyelleri icin Sturm-Liouville Probleminin Merkezi Fark
Metoduyla Coziimii

q(x) = x Igin Sturm-Liouville Probleminin Céziimii

y'—xy=2y , Il ., x =% , x €[0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1 smr

kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢6ziimlerini bulalim:

f'” — fiv1=2fitfi-1
i

3., _Yi+1=2YitYiq
27t h?

3
Yier — (2 +5h%)yi+yi1 =0

i=1,23,..1i¢in
31
}’2_(2"'5 E)M +Y =0
31
3’3_(2"'5 E)YZ +y1 =0

3’4_(24‘2%)3’3 +y,=0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,

67
—pNity: = 0



67
J’2_3_23’3__1
—67 1 0
| 32 . | [V1 0
| 1 3—2 1 i Y21=1 0
lo 1 —_67 Y3 -1

32

Olup katsayilar matrisinin determinanti

b= 013+ () EE) -1
A= —4,991058

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
—67
32 1
-1 1 —67 1
= 32 1 _ —
V1= i oo1058 4991058 0,200358
—67
‘32 0o 0
1 0 1
o -1 2 (3
= 32 — 32 J__
Y2 = T 4991058 “aootoss  0-419500
S 10
1 —67 0
32 (_1)[(__67)(__67)_1]
= 0 1 =1 = 32 32 —
Y3 = 491058 —4,991058 0,677970
elde edilir.
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q(x) = x? I¢in Sturm-Liouville Probleminin Céziimii

y'—x*y=2y , A1, x =% , x €[0,1] olmak tizere y(0) =0, y(1) =1 smir

kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢6ziimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

" 1

y —3y=Yy
" 5

Yy =3y

5. _Yit1=2VitViq
47t h?

5
Yier — (2 +h%)yi+ i1 =0

i=1,23,..1i¢in
5 1
}’2_(2"'; E)M +Y =0
5 1
3’3_(2"'; E)YZ +y1=0

3’4_(24‘%%)3’3 +y.=0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,

133
~ e Y1ty =0

133
Vi— g Y2ty = 0

133
Y2 = V3 = -1
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[—133 1 'I

| o4 133 | [V1 0

| 1 6_4 1 i ;2 = 01
—-133 3 -

lo 1 =+

olup katsayilar matrisinin determinanti
e (0.1 (22) + (22) [22(22) -4

A= —4,818347

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0o 1 0
—133
64 1
SRR I
Y1 = = = 0,207540
—4,818347 —4,818347
—67
- 0 0
1 0 1
o -1 ¥ nEnEE
Y2 = 32- = Cer) = 0,431294
—4,818347 —4,818347
—133
‘ = 0
-133
—133\/—133
— 0 614 =1l _ (_1)[( 64 )( 64 )_1] = 0688743
y3 —4,818347 —4,818347 ’
elde edilir.
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q(x) = x3 I¢in Sturm-Liouville Probleminin Coziimii

y'—x3y=2y , =1, x =% , x €[0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1 smr
kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢6ziimlerini bulalim:

f'” — fiv1=2fitfi-1

2 h2
144 1

Yy —gy=v
144 9

Yy =3y

9., Yi+1=2YitYi—q
gt h?

9
Yier — @+ h)yi+yi1 =0

i=1,23,..1i¢in
9 1
Y2 _(2+§ E)M +y,=0

3’3_(24‘%%)3’2 ty =0

3’4_(24‘%%)3’3 +y,=0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,

265
Y1ty = 0

265
Vi~ Y2tV = 0
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|[128 1 I
—265
IR

—265
l 0 1 128J

0
0
-1

V3

olup katsayilar matrisinin determinanti

A= (_1) 1. (—265) + (—265) [—265

128

A= —4,733135

()]
128 128 128

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
—265 1
128
-1 1 _122685 -1
y, = = =0,211276
—4,733135 —4,733135
—265
128 0 0
1 0 1
—265 —265
0 -1 (-1(-1)
}’2 — 128 | _ (128) — 0,437408
—4,733135 —4,733135
—265
128 0
—265
128 —265\/—265
_ (-1 -1
Y3 = 0_ 1 1l _ [(_128 )( 128 ) ] — 0,694296
4,733135 4,733135
elde edilir.
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q(x) = x* I¢in Sturm-Liouville Probleminin C6ziimii

y'—xty=20y , =1, x =% , x €[0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1 smr

kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢6ziimlerini bulalim:

fn _ fiv1—2fitfi—1
i - hZ

Yy —=y=y
16
17
n_ 17
= 16”7
17 _Yi+1=2YitVia

167t h2

17
Yier — @+ hD)yi + 9124 =0

i=1,23,..1i¢in
17 1
}’2_(2+EE)J’1 +Y =0
17 1
3’3_(2+EE)J’2 +y1=0

3’4_(24‘%%)3’3 +y,=0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,

529
T Y1ty = 0

529
Vi~ YV2 T3 = 0

529

—aevs=-1

Y2

44



—-529

== 1

I 256 _e50 I 3’1 O

| 1 E 1 i ;2 = 01
—-529 31 L—

Lo 1 2=l

olup katsayilar matrisinin determinanti
b= 01.(52) + (G e G) -1

A= —4,690812

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
—529
256 1
S
y, = - =0,213182
—4,690812 —4,690812
—529
256 0 0
1 0 1
—529 —529
0 -1 (-1 (-1)
}’2 — 256 | (256) — 0’440522
—4,690812 —4,690812
—529
256 1 0
—529
256 —529\/—529
_ (-1 -1
ys3 = 0 1 1l _ [( 256 )( 256) ] — 0,697114
—4,690812 —4,690812
elde edilir.

5.2. Farkh g(x) Potansiyelleri icin Sayisal Sonuclarin Karsilastirilmasi

Ix — x| = |§ - ﬂ =2=2 gin y,ler fark |0,200358 — 0,207540| = 0,007182
y,ler farki |0,419500 — 0,431294| = 0,011794

ysler farki [0,677970 — 0,688743| = 0,010773
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x—x3| = |§ - §| =2=2 gin  yler fark: |0,200358 — 0,211276| = 0,010918

y,ler farki [0,419500 — 0,437408| = 0,01790

ysler farki [0,677970 — 0,694295| = 0,016325

x — x4 = |§ - i = é icin  y,ler fark1 ]0,200358 — 0,213182| = 0,012824

y,ler farki |0,419500 — 0,440522| = 0,021022

ysler farki |0,677970 — 0,697114| = 0,010144

olarak bulunmaktadir. Buradan da anlagilacagi gibi q(x) potansiyelleri arasindaki fark
arttikga, bu potansiyellere karsilik gelen fonksiyonlarn yani y degerlerinin arasindaki

fark da artmaktadir.

5.3. Farkh A Ozdegerleri icin Sturm-Liouville Probleminin Merkezi Fark Metoduyla
Coziimii

A =1 l¢in Sturm-Liouville Probleminin C6ziimii

y'—xy=2y , Il , x =% , x €[0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1 smir

kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢6ziimlerini bulalim:

f'” — fiv1=2fitfi-1

3., _Yi+1=2YitYi—q
27t h?

3
Yier — (2 +5h%)yi+yi1 =0
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i=123,..1i¢in

N W

}’2_(2"' i)%"‘J’o:O

N W

3’3_(2"' i)h +y,=0

3’4_(24‘2%)3’3 +y,=0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
67
—5; 1ty =0

67
Yi— ;Y23 =0

67

J’2_3_23’3=_1

=71 0]

| 32 . | [V1 0

|1 3—2 1 i ;2: 01
—671 V3l -

lo 1 —

olup katsayilar matrisinin determinanti

a= 0157+ (5) G -1
A= —4,991058

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢oziimler;

0 1 o
—-67
o =X 1
A 0,200358
Y1 = T ioo10s8  —a091058 "

47



1 0 1
o -1 ¥ nEnEE

Y2 = 32 - = Gz )= 0,419500
—4,991058 —4,991058

=67
—67\[/—67
o % Ll en[E)ED
Y3 = = 0,677970
3 —4,991058 —4,991058 ’

elde edilir.

A = 1,03 i¢in Sturm-Liouville Probleminin C6ziimii

y'—xy=21y , A=1,03, x =% , x €[0,1] olmak {izere y(0) =0, y(1) =1 smr

kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢éziimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

14 1
y' =2y =103y

y" =1,53y

1’53 i:yl+1 hzl i-1

Yir1 — (2 +1,53h%)y; + ;.1 =0

i=1,23,..1i¢in

2= (24153 2y +y,=0
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ys— (24153 )y, +y, =0

ya— (24153 =) ys+7, =0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
—2,095625y;+y, = 0
Y1 — 2,095625y; + y5 = 0

y, —2,095625y; = —1

—2,095625 1 0 Y1 0
1 —2,095625 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0956251 LYzl 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(—2,095625) + (—2,095625)[(—2,095625)(—2,095625) — 1]
A= —5,011989

olarak bulunur.

Buna gore yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 —2,095625 1
-1 1 —2,095625 -1
Vi = = = 0,199522
—5,011989 —5,011989
-2,095625 0 0
1 0 1
0 -1 —2,095625 -1)(-1)(—-2,095625
y, = = (£ )— 0418122
-5,011989 -5,011989
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—2,095625 1 0

1 -2,095625 0
0 1 1l _ (=1)[(-2,095625)(~2,095625)—1]

V3 —5,011989 -5,011989

= 0,676706

elde edilir

A = 1,06 i¢in Sturm-Liouville Probleminin C6ziimii

y'—xy=21y , A=1,06, x =% , x €[0,1] olmak {izere y(0) =0, y(1) =1 smr

kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢6ziimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

14 1
y' =2y =106y

y" = 1,56y

1,56 i:yl+1 h);l Yi-1

Yir1 — (24 1,56h%)y; +y;_1 =0

i=1,23,..1i¢in
1
2= (24156 =)y +y0=0
1
s = (24156 =)y, +y, =0

ya— (24156 =) ys +y, =0
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Yo =0 , y; =1 oldugundan,
—2,097500+y, = 0
Y1 — 2,097500y, + y5 = 0

y, —2,097500y; = —1

—2,097500 1 0 Y1 0
1 —2,097500 1 Y2[=| 0 ]
0 1 —2,0975001 Lyl 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(—2,097500) + (—2,097500)[(—2,097500)(—2,097500) — 1]
A= —5,032964

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 —2,097500 1
-1 1 —2,097500 -1
= - = = 0,198690
1 —5,032964 —5,032964 ’
~2,097500 0 0
1 0 1
0 -1 —2,097500] _ (=1)(=1)(—2,097500)
v, = = DD — 0,416752
—5,032964 —5,032964
—2,097500 1 0
1 —2,097500 0 i y -
_ ~1)[(=2,097500)(~2,097500) -1
ys = —2 L L= = 0,675448
—5,032964 —5,032964

elde edilir.
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A =1,09 i¢in Sturm-Liouville Probleminin C6ziimii

y'—xy=21y , A=1,09, x =% , x €[0,1] olmak {izere y(0) =0, y(1) =1 smr

kosullar1 ile verilen Sturm-Liouville probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu

ile yaklasik ¢6ziimlerini bulalim:

" fiva—2fi+fi-
fi — +1 hz 1
144 1
y' =5y =109
y" = 1,59y

1’569:yl+1 3;1 Yi-1

Yirr — (24 1,590y + ;.1 =0

i=1,23,..1i¢in
1
2= (24159 )y +y,=0
1
ys= (24159 )y, +y, =0

Vo= (24159 =) ys +y,=0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
—2,099375+y, = 0
Y1 — 2,099375y, + 5 = 0

y, —2,099375y, = —1

52



—2,099375 1 0 Y1 0
1 —2,099375 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0993751 Lysl 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(-2,099375) + (—2,099375)[(—2,099375)(—2,099375) — 1]
A= —5,053983

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 —2,099375 1
-1 1 —2,099375 -1
y1 = = — 0,197864
—5,053983 —5,053983
—2,099375 0 0
1 0 1
0 -1 -2,099375 -1)(—-1)(-2,099375
y, = = £ ) = 0,415390
—5,053983 —5,053983
—2,099375 1 0
1 —2,099375 0 [( )( ) ]
_ —-1)[(—2,099375)(—2,099375)—1
y, =10 1 1 G) — 0,674196
—5,053983 —5,053983
elde edilir.

5.4. Farkh 2 Ozdegerleri i¢in Sayisal Sonuclarin Karsilastiriimas:

|1 —1,03] = 0,03 i¢in y,ler fark1 |0,200358 — 0,199522| = 0,000836
y,ler farki |0,419500 — 0,418122| = 0,001378

ysler farki [0,677970 — 0,676706| = 0,001264
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|1 —1,06] = 0,06 igin y,ler farki |0,200358 — 0,198690| = 0,001668
y,ler farki |0,419500 — 0,416752| = 0,002748

ysler farki [0,677970 — 0,675448| = 0,002522

|1 —1,09] = 0,09 igin y,ler farki |0,200358 — 0,197864| = 0,002494
y,ler farki |0,419500 — 0,415390| = 0,004110

ysler farki [0,677970 — 0,674196| = 0,003774

olarak bulunmaktadir. Buradan da anlasilacagi gibi A 6zdegerleri arasindaki fark arttikga,
bu degerlere karsilik gelen fonksiyonlarin yani

artmaktadir.

y degerlerinin arasindaki fark da
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6. DIFUZYON PROBLEMININ FARKLI POTANSIYELLER VE OZDEGERLER
ICIN MERKEZi FARK METODU iLE COZUMU

6.1. Farkh g(x) Potansiyelleri icin Difiizyon Probleminin Merkezi Fark Metoduyla
Coziimii

q(x) = x I¢in Difiizyon Probleminin C6ziimii

V' 2x + x|y =22y , =1, x= 1 , x € [0,1] olmak tizere y(0) =0, y(1) =1
2

siir kosullari ile verilen diflizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

" 1,1, _
-y + lZ\ﬁ + zly =y
y" =0,914214y

0,914214y; = %

i=1,23,..1i¢in
YV, — 2,057138y1 + Yo = 0
V3 — 2,057138y2 + Vi = 0

V4 — 2,057138y3 + YV, = 0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
~2,057138 y,+y, = 0
y1 —2,057138y, +y3 =0

y, — 2,057138y; = —1



—2,057138 1 0 Y1 0
1 —2,057138 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0571381 Lysl 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(—2,057138) + (—2,057138)[—2,057138(—2,057138) — 1]
A= —4,591156

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 —2,057138 1
-1 1 —2,057138 -1
y, = = —0,217810
—4,591156 —4,591156
—-2,057138 0 0
1 0 1
0 -1 —2,057138 -1)(—-1 —2,057138
Y2 = = £ 1 0,448065
—4,591156 —4,591156
—2,057138 1 0
1 —2,057138 0 [( )( ) ]
_ -1)[(—2,057138)(—2,057138)—1
y, =10 1 il _ D — 0,703922
—4,591156 —4,591156
elde edilir.

q(x) = x? i¢in Diflizyon Probleminin Coziimii

Y'H2AWx + x|y =A%y , A=, x = 1 x €[0,1] olmak iizere y(0)=0, y(1)=1
2

siir kosullari ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:
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f” _ fir1—2fitfi—1
i = h2

" 1.1 _
¥ = 0,664214y

0,664214y; = %

i=1,23,..1i¢in
yz - 2,041513y1 + yO = O
ys3 —2,041513y, + y; = 0

y4, - 2,041513y3 + yz = O

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
~2,041513y,+y, = 0
¥1—2,041513y, + y; = 0

y,—2,041513y; = -1

—2,041513 1 0

Y1 0
1 —2,041513 1 y2|=| 0
0 1 —2,041513] Lyl 1—1

olup katsayilar matrisinin determinanti

A= (—1).1.(—2,041513) + (—2,041513)[(—2,041513)(—2,041513) — 1]
A= —4,425541

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;
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0 1 0
0 —-2,041513 1
-1 1 —2,041513 -1
V= = = 0,225961
—4,425541 —4,425541
-2,041513 0 0
1 0 1
0 -1 -—2,041513 -1)(-1)(-2,041513
y, = = £ )= 0,461302
—4,425541 —4,425541
—-2,041513 1 0
1 —-2,041513 0 i ) )=1]
- -1)[(-2,041513)(—2,041513)—1
vy = 0 1 PG = 0,715794
—4,425541 —4,425541

elde edilir.

q(x) = x3 I¢in Diflizyon Probleminin Coziimii

Sy H2Wx + 3y =2y, =1, x =% , x €[0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1

siir kosullari ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

7] 1 1
y" =0,539214y
0,539214y; = L1 20¥ios

Yi+1 — 2,033701y; +y;—1 =0
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i=1,23,..1i¢in
YV, — 2,033701y1 + Yo = 0
y3:—2,033701y, +y; =0

¥,—2,033701y; +y, = 0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
—2,033701y;+y, = 0
¥1—2,033701y, + y; = 0

¥,—2,033701y; = —1

—2,033701 1 0 Y1 0
1 —2,033701 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0337011 Lysl L—-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(-2,033701) + (—2,033701)[(—2,033701)(—2,033701) — 1]
A= —4,343863

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 —2,033701 1
-1 1 —2,033701 -1
Vi = = = 0,230210
—4,343863 —4,343863
—2,033701 0 0
1 0 1
0 -1 -2,033701| _ (-1)(-1)(—2,033701)
Y, = = = 0,468178
—4,343863 —4,343863
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-2,033701 1 0

1 -2,033701 0
0 1 1l _ (=1)[(-2,033701)(~2,033701) 1]

—4,343863 —4,343863

Y3 = = 0,721924

elde edilir.

q(x) = x* i¢in Diflizyon Probleminin Coziimii

V'H2AWx + xtly =22y , A=, x = 1 x €[0,1] olmak iizere y(0)=0, y(1)=1
2

siir kosullari ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

val2 rd]y =
y” = 01476714:}/
0,476714y; = Yer1=2VitViz

hZ

i=1,23,..1i¢in
YV, — 2,029795y1 + Yo = 0
y3—2,029795y2 + Vi = 0

y4—2,029795y3 + Vo, = 0
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Yo =0 , y; =1 oldugundan,
~2,029795y,+y, = 0
¥1—2,029795y, + 5 = 0

¥,—2,029795y; = —1

—2,029795 1 0 Y1 0
1 —2,029795 1 3’2]=[ 0 ]
0 1 —2,0297951 Lysl 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(—2,029795) + (—2,029795)[(—2,029795)(—2,029795) — 1]
A= —4,303303

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 —2,029795 1
-1 1 —2,029795 -1
y, = = = 0,232380
—4,303303 —4,303303
-2,029795 0 0
1 0 1
0 -1 -2,029795| _ (—1)(-1)(—2,029795)
y, = = DD = 0,471683
—4,303303 —4,303303
-2,029795 1 0
1 -2,029795 0 « y -
_ —1)[(-2,029795)(-2,029795)—1
Yy = 0 1 D = 0,724998
—4,303303 —4,303303
elde edilir.
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q(x) = x> I¢in Diflizyon Probleminin Coziimii

V'H2AWx + x5y =A%y , A=l x = 1 , x €[0,1] olmak tizere y(0) =0, y(1) =1
2

sinr kosullar1 ile verilen difiizyon denkleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

" 1.1, =
y" = 0445464y
0,445464y; = Yit172YitYi-q

hZ

YVier —2,027842 +y,_, = 0

i=1,23,..1i¢in
v,—2,027842y, +y, =0
y3;—2,027842y, +y;, =0

Y,—2,027842y; + y, = 0

I
o

Vo , ¥1 = 1 oldugundan,
—2,027842y,+y, =0
y1—2,027842y, + y3 =0

y,—2,027842y; = —1
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—2,027842 1 0 Y1 0
1 —2,027842 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0278421 Lys1 -1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(—2,027842) + (—2,027842)[(—2,027842)(—2,027842) — 1]
A= —4,283092

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢ozliimler;

0 1 0
0 —2,027842 1
-1 1 —2,027842 -1
Y1 = = = 0,233476
—4,283092 —4,283092
—-2,027842 0 0
1 0 1
0 -1 —2,027842 (-1)(—1)(—2,027842)
v, = = DD = 0,473453
—4,283092 —4,283092
—2,027842 1 0
1 -2,027842 0 " Y )-1]
_ —1)[(-2,027842)(—2,027842)—1
Y = 0 1 D =0,726611
—4,283092 —4,283092
elde edilir.

q(x) = x® i¢in Diflizyon Probleminin Coziimii

y'H2AWx + x|y =A%y , A=1, x = 1 x €[0,1] olmak iizere y(0)=0, y(1)=1
2

sinir kosullari ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ
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y" = 0,429838y

0,429838y; = %

YVier — 2,026864 +y;,_; = 0

i=1,23,..1i¢in
v,—2,026864y, +y, =0
y;—2,026864y, +y, =0

Y,—2,026864y; +y, =0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
—2,026864y;+y, = 0
y,1—2,026864y, +y; =0

v,—2,026864y; = —1

—2,026864 1 0 Y1 0
1 —2,026864 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0268641 Lys1 -1

olup katsayilar matrisinin determinanti

A= (—1).1.(—2,026864) + (—2,026864)[(—2,026864)(—2,026864) — 1]
A= —4,272989

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢ozliimler;
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elde edilir.

0 1 0

0 —-2,026864 1
-1 1 —2,026864 -1
y1 = = = 0,234028
—4,272989 —4,272989
—-2,026864 0 0
1 0 1
0 -1 -2,026864 -1)(—-1 (—2,026864)
- ) ) — 0474343
—4,272989 —4,272989
—2,026864 1 0
1 —2,026864 0 [( )( ) ]
_ —-1)[(—2,026864)(—2,026864)—1
=1 L -1 = 0,727401
—4,272989 —4,272989

6.2. Farkh ¢(x) Potansiyelleri icin Sayisal Sonuclarin Karsilastirilmasi

x—x2 = [F=3|=2=2 icin y,ler farki |0,217810 — 0,225961| = 0,008151
y,ler farki |0,448065 — 0,461302| = 0,013237
ysler farki |0,703922 — 0,715794| = 0,011872
3 |t 1 _3 24 .. _
x—®| =[F - =2=2 icin yjler fark [0,217810 — 0,230210] = 0,012400
y,ler farki |0,448065 — 0,468178| = 0,020113
ysler farki [0,703922 — 0,721924| = 0,018002
x — x4 = |§ - i = z—j icin  y,ler fark1]0,217810 — 0,232380| = 0,014570

y.ler farki |0,448065 — 0,471683| = 0,023618

ysler farki [0,703922 — 0,724998| = 0,021076

65



x — x5 = |§ - 312 = 2—2 icin  y,ler fark1]0,217810 — 0,233476| = 0,015666

y.ler farki |0,448065 — 0,473453| = 0,025388

ysler farki |0,703922 — 0,726611| = 0,022689

x — x8| = |§ - 614 = Z—i icin  y,ler fark1]0,217810 — 0,234028| = 0,016218

y,ler farki |0,448065 — 0,474343| = 0,026278

ysler farki |0,703922 — 0,727401| = 0,023481

olarak bulunmaktadir. Buradan da anlasilacagi gibi q(x) potansiyelleri arasindaki fark
arttikga, bu potansiyellere karsilik gelen fonksiyonlarn yani y degerlerinin arasindaki

fark da artmaktadir.

6.3. Farkh 1 Ozdegerleri icin Difiizyon Probleminin Merkezi Fark Metoduyla
Coziimii

A = 1 I¢in Diflizyon Probleminin Coziimii
-y”+[2/1\/9? + x]y =2y , =1, x =% , x €[0,1] olmak tizere y(0) =0, y(1) =1

siir kosullari ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

" 1,1 _
-y + [Z\E + zly =y
y" =0,914214y

0,914214y; = %
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i=1,23,..1i¢in
vV, — 2,057138y1 + Yo = 0
V3 — 2,057138y2 + Vi = 0

V4 — 2,057138y3 + YV, = 0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
—2,057138 y,+y, = 0
Y1 — 2,057138y, + 5 = 0

y, —2,057138y, = —1

—2,057138 1 0 Y1 0
1 —2,057138 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0571381 Lys3l 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(—2,057138) + (—2,057138)[—2,057138(—2,057138) — 1]
A= —4,591156

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 -2,057138 1
-1 1 —2,057138 -1
= : = =0,217810
1 -4,591156 -4,591156 !
—2,057138 0 0
1 0 1
0 -1 —2,057138] _ (=1)(-=1)(—2,057138)
y, = = (DD — 0,448065
—4,591156 -4,591156
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—2,057138 1 0

1 -2,057138 0 i Y 5 )=1]
— -1)[(-2,057138)(—2,057138)—1
Yy = 0 1 PG = 0,703922
—4,591156 —4,591156

elde edilir.

A = 1,03 I¢in Diflizyon Probleminin C6ziimii

y'H24Wx + x|y = 2%y , A=1,03, x = 1 , x € [0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1
2

siir kosullar1 ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fitv1—2fitfi—1
i - hZ

y" = 0,469100y

i=1,23,..1i¢in
v, —2,029319y; +y, =0
y; —2,029319y, +y, =0

Yy —2,029319 y53 + v, =0

I
o

Vo , ¥1 = 1 oldugundan,
—2,029319y,+y, =0
y1 —2,029319y, +y; =0

y, —2,029319 y, = —1
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—2,029319 1 0 Y1 0
1 —2,029319 1 Y2[=| 0 ]
0 1 —2,0293191 Ly3f -1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (—1).1.(—2,029319 ) + (—2,029319 )[ (—2,029319 )(—2,029319 ) — 1]
A= —4,298374

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢oztimler;

0 1 0
0 —2,029319 1
-1 1 —2,029319 -1
y, = = = 0,232646
—4,298374 —4,298374
—-2,029319 0 0
1 0 1
0 -1 -2,029319 (-1)(—-1)(—2,029319)
y, = - ) = 0,472113
—4,298374 —4,298374
—-2,029319 1 0
1 —2,029319 0 DI ) )-1]
_ -1)[(-2,029319 )(-2,029319 )—1
y3 =-—> L L= = 0,725422
—4,298374 —4,298374

elde edilir.

A = 1,06 I¢in Diflizyon Probleminin C6ziimii

-y”+[2/1\/9? + x]y =A%y , A=1,06, x =% , x € [0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1
siir kosullari ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:
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f” _ fir1—2fitfi—1
i = h2

y" = 0,436400y
0,436400y; = %

i=1,23,..1i¢in
v,—2,027275y; +y, =0
y3—2,027275y, +y; =0

V4 —2,027275y3 + YV, = 0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
~2,027275y,+y, = 0
¥1-2,027275y, + y5 = 0

v,—2,027275 y5 = —1

—2,027275 1 0 i1 10
1 —2,027275 1 yzH 0 ]
0 1 —2,027275 1 lys] 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti

A= (=1).1.(=2,027275) + (—2,027275)[ (=2,027275 )(—=2,027275) — 1]
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A= —4,277234

olarak bulunur. Buna gore yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 -2,027275 1
y, = 121 1 —2027275| _ =1 _ (533794
—4,277234 ~4,277234
-2,027275 0 0
1 0 1
y, = 0 -1 -2,027275| _ (-1)(=1)(=2,027275) _ 0,473969
—4,277234 ~4,277234
-2,027275 1 0
1 -2,027275 0
Jy = 0 1 —1l _ CDI(-2027275)(-2027275)-1) _ 79069
~4,277234 ~4,277234
elde edilir.
A = 1,09 I¢in Diflizyon Probleminin C6ziimii
-y”+[2/1\/§ + x]y =A%y , A=1,09, x =% , x € [0,1] olmak iizere y(0) =0, y(1) =1

siir kosullari ile verilen difiizyon probleminin h=0,25 araliginda merkezi fark metodu ile

yaklasik ¢ozlimlerini bulalim:

fn _ fir1—2fitfi-1
i - hZ

—y" + [2(1,09)\E + %l y = (1,09)%y
yII = 0’401900:)]
0,401900y; = %
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i=1,23,..1i¢in
y2—2,025119y1 + Yo = 0
y3—2,025119y2 + Vi = 0

V4 —2,025119y3 +y2 =0

Yo =0 , y; =1 oldugundan,
—2,025119y,+y, = 0
¥1-2,025119 y, + y5 = 0

y,—2,025119y, = —1

—2,025119 1 0 Y1 0
1 —2,025119 1 Y2(=| 0 ]
0 1 —2,0251191 Lysl 1-1

olup katsayilar matrisinin determinanti
A= (-1).1.(-2,025119 ) + (—2,025119)[ (—2,025119)(—2,025119) — 1]
A= —4,254992

olarak bulunur. Buna goére yaklasik ¢oziimler;

0 1 0
0 -2,025119 —2,025119
=1=1 L —— L —0,23501
1 —4,254992 —4,254992 ’ 8
-2,025119 0 0
1 0 1
0 -1 -2,025119] _ (=1)(-1)(—2,025119)
y, = = EDED = 0,475940
—4,254992 —4,254992
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—-2,025119 1 0
1 -2,025119 0 « Y J1]
- —-1)[(—2,025119)(—2,025119)—1
vy = 0 1 il _ (1 = 0,728816
—4,254992 —4,254992
elde edilir.

6.4. Farkh 2 Ozdegerleri icin Sayisal Sonuclarin Karsilastiriimasi

|1 —1,03] = 0,03 i¢in y,ler fark1]0,217810 — 0,232646| = 0,014836
y,ler farki |0,448065 — 0,472113| = 0,024048

ysler farki [0,703922 — 0,725422| = 0,021500

|1 —1,06] = 0,06 i¢in y,ler fark1]0,217810 — 0,233796| = 0,015986
y.ler farki |0,448065 — 0,473969| = 0,025904

ysler farki [0,703922 — 0,727069| = 0,023147

|1 —1,09] = 0,09 igin y,ler farki |0,217810 — 0,235018| = 0,017208
y,ler farki |0,448065 — 0,475940| = 0,027875

ysler farki |0,703922 — 0,728816| = 0,024894

olarak bulunmaktadir. Buradan da anlasilacagi gibi A 6zdegerleri arasindaki fark arttikga,
bu degerlere karsilik gelen fonksiyonlarin yani

artmaktadir.

y degerlerinin arasindaki fark da
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SONUC

Bu calismamizda oncelikle diferansiyel denklemlerin en yaygm kullanilan
problemlerinden KdV denklemi, Sturm-Liouville ve Diflizyon problemleri detayli bir

bi¢imde incelenmistir.

Daha sonra niimerik yontemlerden Adomian Ayrisim Metodu (ADM), Homotopi
Analiz Metodu (HAM), Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM) anlatilmis ve genel KdV
denkleminin bu {ic metot ile yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir. Bu ¢oziimlere gore iki ve
iic boyutlu grafikleri ¢izilmis ve goriilmiistiir ki Adomian Ayrisim Metodu ve Homotopi
Pertiirbasyon Metoduyla elde edilen ¢oziimler ve grafikler ayni olmaktadir. Ve analitik
¢Ozlime en yakin bu iki metot olarak goriilmektedir. Bununla birlikte Homotopi Analiz

Metodunun grafigi diger iki metottan daha farklidir.

Calismamizin ilerleyen kisimlarinda sonlu farklar ile fark denklemleri tanitilmais,
Ileri Fark, Geri Fark ve Merkezi Fark metotlar1 incelenmistir. Ele alman bir Sturm-
Liouville probleminin bu ii¢ sonlu fark metodu ile yaklasik ¢6ztimleri yapildiktan sonra bu
¢cOzlimler ayn1 problem i¢in bulunan analitik ¢6ziim ile mukayase edilmis ve goriilmiistiir
ki; bu iic metot arasindan hassasiyeti en yiiksek ve hata pay1 en diisiik olan metot merkezi
fark metodudur. Bu nedenle ¢alismanin bundan sonraki kisimlarinda merkezi fark metodu

uygulamaya konulmustur.

Farkli potansiyeller icin Sturm-Liouville ve Diflizyon problemi merkezi fark
metodu ile c¢ozilmiis ve goOriilmiistiir ki potansiyeller arasindaki fark arttikca bu
potansiyellere karsilik gelen ¢6ziim fonksiyonlarinin arasindaki fark da artmaktadir. Yine
benzer bicimde farkli 6zdegerler ele alinmis ve Ozdegerler arasindaki fark arttikca bu

0zdegerlere karsilik gelen ¢6ziim fonksiyonlarmin arasindaki fark da artmaktadir.
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