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OZET

Bu calisma iki boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde; Riemann uzay formlari ve helisel egriler incelenmistir. Ayrica, helisel
geodezikler i¢in bazi karakterizasyonlar elde edilip bunlarla ilgili yiizey 6rnekleri

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann Uzay Formu, Birim Kiire, Birim Hiperbolik Kiire, Helis,

Sekil Operatorii, Gauss Egrilik, Ortalama Egriligi



SUMMARY

Surfaces Which Contain Helical Geodesics In The 3-Sphere

This thesis consist of two chapters.

In the first chapter; are given some fundemental definitions and theorems.

In the second chapter; are investigated Riemann space forms and helical curves. In
addition, some characterizations are obtained for helical geodesics and surface example

related to helical geodesics are given.

Keywords: Riemann Space Form, Unit Sphere, Helice, Shape Operator, Gaussian Curvature,

Constant Mean Curvature
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1. GIRIS

Bu yiiksek lisans tezinde M3(c) ile sabit egriligi ¢ olan, (,) metrigine sahip 3-
boyutlu basit irtibatli Riemann uzay formu gosterilmistir. Aksi belirtilmedikge
M3(c) deki tiim yiizeylerin diizgiin (C* sinifindan diferensiyellenebilir ) oldugu
kabul edilmis ve boyutu > 2 olan irtibatli manifoldlar ele alinmistir. Ayrica helisel
geodezik ve helisel geodezik yiizey 6rnekleri verilmistir. M3(c) de tanimlanan

egrilik ve torsiyonun durumuna gore bazi sonuglar elde edilmistir.

2. Birinci Boliim

2.1. Temel Tanmimlar ve Teoremler

2.1.1. Tammm: Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzay: V

olsun. Asagidaki dnermeleri dogrulayan bir

f: A X A >V (2.1)
f fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis afin uzay denir.
(A):VP,Q,R e Aicin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R) (2.2)

(A2):VP € AveVa € Vigin f(P,Q) = a olacak bicimde bir tek Q € A noktasi
vardir [1].

2.1.2. Tammm: M bir topolojik uzay olsun. M i¢in agagidaki 6nermeler dogru ise M bir
n-boyutlu topolojik manifold ( veya kisaca topolojik n-manifold ) dur denir:

(M1): M bir Housdorff uzayidir,

(M3): M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E" nin bir acik alt ciimlesine homeomorftur,

(M3): M sayilabilir ¢oklukta alt climlelerle ortiilebilir [1].

2.1.3. Tamm: Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay1 V olsun. V de bir i¢

carpim iglemi olarak

():VxV->R z = {z1,..., Tn}

(:E!y) — (:c,-,y,-) = 1; Tili y= {yls "'!yn} (23)



Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimu ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar

tanimlanabilir. Bdylece A afin uzay: da yeni bir ad olarak Oklid uzay: adin1 alir [1].

2.1.4. Tammm: E", n-boyutlu Oklid uzayinda bir acik ciimle U olmak iizere bir

f: U >R (2.4)
fonksiyonunun k-yinct mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f
fonksiyonuna C* simifindan ( k-yinc1 smiftan ) diferensiyellenebilir denir ve

C*(U,R) = {f\ f:U - Rve f fonksiyonu ¢* siifindan }

seklinde gosterilir. Ayrica

C*(U,R) = {f\ f:U >R vef € C*(U,R)vek € N} (2.5)
dir [1].

2.1.5. Tamm: E" nin iki acik alt ciimlesi U ve V olsun. Bir

YUV (2.6)
fonksiyonu i¢in asagidaki onermeler dogru ise ¥ ye C* smifindan bir diffeomorfizm ve U ile
V ye de k. dereceden diffeomorfiktirler denir.

(Dy): ¥ € Ck(U,V),

(Dy): ¥~ 1:V—U var ve ¥ 1eCk(U, V) [1]. (2.7)

2.1.6. Tamm: M C E" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
p= {a’, a’, .., a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve va® k> r, icin; akeSp {v}

olmak tizere, ¥den elde edilen {V;, V5, ..., ..} ortanormal sistemine, M egrisinin Serret-
Frenet r-ayakli alan1 ve meM igin {V; (m),V,(m), ..., V,.(m)} ye ise meM noktasindaki

Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her bir V;, 1 <i <r, ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir [1].

2.1.7. Tammm: V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay A olsun, p € Ave ¥ € V igin
(P, ¥) sirali ikilisine A afin uzayinin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir. T, (A) de

toplama ve skaler ¢arpma islemleri, sirasiyla,

@:T(A), X T,(A) - T,(A)

(p, ) X (p,0) = (p, V) + (p,U) = (p,V + U) (2.8)
veya
(5.%) -7 O = G+, 29



ve

®:Rx T,(4) - T,(4) (2.10)
(4, (0, D)= ®( D)

veya

(% 7)o 2@ By =(X, D), (2.11)

seklinde tanimlanir.
Burada R ile A nin birlestigi V vektor uzayinin cismi gosterilmektedir.

{Tp (4),®,R, +,-,®} altilisinin bir vektor uzayi oldugu gosterilebilir.
{Tp (4),®,R, +,-,®} vektor uzayina, A afin uzayinin p € A noktasindaki tanjant uzay

denir ve kisaca Tp (A) ile gosterilir [1].

2.1.8. Tammm: M bir manifold ve M de bir komsuluk V olsun. Bir p € V
noktasindaki tanjant uzay T, (V) olsun. V nin biitiin p noktalar1 {izerindeki tanjant

uzaylarin birlesimi;

U T,(V) (2.12)

seklinde olsun. Bir

AP AR (2.13)
peV

Doniisiimii  V t,€ T, (V) tanjant vektorii igin

ﬂ(tp) =p (2.14)

biciminde tanimlansin.

V € M iizerindeki bir vektor alani operatorii X olmak iizere

xv | Jnw (2.15)

peV

bi¢iminde bir fonksiyondur, dyle ki

ToX=1V-o>V (2.16)

dontistimii bir 6zdeslik fonksiyonudur.

E" de vektor alanlarinin ciimlesini y(E™) le gosterirsek y(E™, +) ikilisi bir Abel

gruptur.
O: R X ((E")— 1(E")
N, X)—-xX (2.17)



seklinde tanimlanan islem X vektor alaninin A skalar1 ile ¢arpim olarak
adlandirilir ve Vpe E™noktasi igin

(N X)P =xX(p)=x X,, (2.18)
bi¢ciminde tanimlanir. Eger bir

f:E"-R

fonksiyonu ile bir y(E™) vektor alaninin ¢arpimi da Vpe E™ igin

(FX)(P) = f(P)Xp (2.19)
seklinde tanimlanirsa,

{x(E™) ,®, R, +,,,®} altslisin bir vektdr uzay: oldugu gosterilebilir.Bu vektor uzaymna E"

lizerindeki vektdr alanlarinin uzay: denir ve kisaca x {E") ile gosterilir [1].

2.1.9. Tammm: M bir C* manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarinin uzayi y (M) reel
degerli C* fonksiyonlarinin halkasi C* (M, R) olmak {izere

()xM) xx(M) -C*(M,R) (2.20)
seklinde bir i¢ ¢carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada,

(, ) donisiimiine M {izerinde i¢ ¢arpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya

diferensiyellenebilir metrik denir [1].

2.1.10. Tammm: M bir C* manifold olsun. M iistiinde vekt6r alanlarinin ctimlesi y(M) ve
reel degerli C*fonksiyonlarinin halkasi da C*(M, R) olmak iizere

fonksiyonu,

1) 2-lineer,

2) Simetrik,

3) Vxe y(M)igin{ X,Y )=0=Y=Y = 0e y(M) (2.21)

ozelliklerini sagliyor ise, M ye yari-Riemann manifoldu denir [1].

2.1.11. Tammm: M bir C* manifold olsun. M tizerinde vektor alanlarinin uzay:1 y (M) olmak
lizere,

D: x(M) X x(M)— x(M)

X , Y)-DIXY)=DyY (2.22)
fonksiyonu i¢in,
DDsx4gvZ = fDxZ + gDyZ, ¥V XY € x(M) , vf,g e C*(M, R), (2.23)
2) Dy (fY)=fDyY + (Xf)Y, VXY e x(M) vVieC*(M,R), (2.24)



ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu tizerinde bir afin konneksiyon ve Dy e de X e

gore kovaryant tiirev operatorii denir [1].

2.1.12. Tammm: M bir yari-Riemann manifoldu ve D, M iistiinde bir afin konneksiyon
olsun. Eger

1) D, C*smufimdandir,

2) M nin bir A bolgesi tizerinde, C* olan V X,Y € y(M) igin,

DyY —DyX = [X,Y] dir. (2.25)
3) M nin bir A bolgesi tizerinde, C* olan V X,Y,Z € y(M) ve VpeA igin
X,(Y,Z) = (DyY,Z), +(Y,D_X Z), (2.26)

ozellikleri saglaniyorsa, D konneksiyonuna, M iistiinde bir Riemann konneksiyonu Dy e de

X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir [1].

2.1.13. Tammm: E" nin bir hiperyiizeyi M olsun. y(M)* bir baz1 {N} ise N ye M nin
birim normal vektor alani denir. (M) nin iki tane birim normal vektor alan1 vardir.

Bunlardan biri {N} ise digeri {-N} dir [1].

2.1.14. Tamm: E" nin bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alan1 N
verilsin. E" de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, VXe y(M) igin
seklinde taniml1 S doniisiimiine M {izerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten

doniistimii denir [1].

2.1.15. Tammm: E" de bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir p
noktasina karsilik gelen S (p) nin karakteristik (eigen) degerleri M nin bu noktadaki asli
egrilikleri olarak adlandirilirlar. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik (eigen)
vektor denen vektorlerin belirttigi dogrultulara da M nin bu p noktasindaki asli egrilik

dogrultular1 denir [1].

2.1.16. Tammm: E" in bir M hiperyiizeyi iizerinde 1 < g <n olmak iizere,
190 (M) X y(M) — C*(M, R)
(X ) Y) =17 (X,Y)=(S771(X),Y) (2.27)

seklinde tanimli 17 fonksiyonuna g-yuncu temel form denir [1].



2.1.17. Tamm: E" de M bir (n - I)-manifold ve p noktasinda M nin tanjant uzayi
T,,(M)olduguna gére M {izerinde Weingarten doniisiimii

S: T,(M)—T,(M) (2.28)
seklindedir. S ile tanimlanan ikinci temel form M iizerinde ikinci dereceden bir kovaryant
tensor olarak VX, YpeT,, (M) icin

(X, Yp) =(S(X,), Yp) (2.29)

seklinde tanimlanir [1].

2.1.18. Tammm: E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir p noktasindaki sekil operatorii
S(p)olmak tizere,
K:M—R

p—K(p)=det S(p) (2.30)
bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (p) degerine de M

nin p noktasindaki Gauss egriligi ( total egrilik ) denir [1].

2.1.19. Tammm: E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir p noktasindaki sekil
operatorii S(p) olmak iizere,
H: M—R
:p—H(p)=Iz S(p)
bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H (p) degerine de M

nin p noktasindaki ortalama egriligi denir [1].

2.1.20. Tamm: E" in bir hiperyiizeyi M olsun. pe M noktasinda M nin sekil
operatorli S olmak iizere,
1) 3 X €R i¢in, S =X I,,_; ise p noktasina M nin bir umbilik noktas1 denir.

2) S = 0 seklinde S bir sifir dontlisiimii ise p noktasina M nin bir diizlemsel noktasidir

(flat noktas1) denir [1].

2.1.21. Tamm: E> de s- yay parametresi ile verilen bir o egrisinin birim teget vektori,
T= (Tl,Tz,T3) olmak tizere,

d%a
kg =l o= | (2.31)

ifadesine « egrisinin a(s) noktasina karsilik gelen, E> deki geodezik egriligi denir [1].



2.1.22. Tamm: E" nin bir hiperyiizeyi M Ve p ¢ M noktasindaki sekil operatorii S
olsun. Eger, X, YpeT,,(M) igin

(S(X,),Yp) =0 (2.32)
ise bu iki tanjant vektore esleniktirler denir. Bir X,, # 0 tanjant vektorii igin,
(S(X,).Xp) =0 (2.33)
ise X,,dogrultusuna, M nin p noktasindaki bir asimptotik dogrultusu veX, yi Vpea

noktasinda teget vektorii kabul eden o egrisine M iizerinde bir asimptotik ¢izgidir denir.
( Su halde M tizerindeki asimptotik ¢izgilerin diferensiyel denklemi,
(S(T),T) = 0dir, burada T aranan asimptotik ¢izginin teget vektor alanidir ) [1].

2.1.23. Tamim: Bir Riemann manifoldunun kesit egriligine uzay formu denir [2].

2.1.24. Tamim: Bir matematiksel nesne etrafinda donen uzaya ambient uzay (ambient

space ) denir.

2.1.25. Tanmm: n = 3 6zel halinde Frenet formilleri

V1: 0 ky 01[V

VZ = _kl 0 kz VZ (234’)
Vsl Lo —ky0llV;

veya

T 0 ki 01[T

N'|=[-k; 0 k| [N (2.35)
B 0 —k,0llB

seklindedir. Bu halde 1-inci egrilik olan k4 (s) degeri sadece egrilik adiyla ve 2-inci egrilik

olan k;(s) degeri de burulma (torsiyon ) adiyla bilinir [1].

2.1.26. Tamm: E uzayinda bir a egrisinin birim teget vektor alan1 T olsun. T vektor alan,
belirli bir u vektoriiyle sabit ag1 yapiyorsa o egrisine bir helis denir, a egrisi i¢in k>0

olmak iizere a nin bir helis olmasi i¢in % nin sabit olmasi gerek ve yeterdir [3].

2.1.27. Tammm: Minimal bir ylizey olan helicoid, diizlem ve katenoidden sonra bilinen 3.

minimal yiizey olup R? diizlemine homeomorftur. ismi, helise benzerliginden dolay



helisoiddir. Helisoid tizerindeki her nokta i¢in bu noktadan gecen helisoid de var olan bir

helis vardur, [4].

2.1.28. Tamm: S3 = {x = {x,x,, x5} € E*/¥3 | x? = 1} € E* boyutlu ciimlesine

3-boyutlu birim kiire denir [4].

2.1.29. Teorem: M, S* de sabit ortalama egrilikli tam yiizey olsun. M nin her bir noktas:
boyunca M iizerinde iki helisel geodezik varsa M ya biiyiik bir kiire, ya kiiglik bir kiire ya

da bir daire iizerinde Hopf torudur [5].
3. Ikinci Béliim
3.1. Riemann Uzay Formlari ve Helisel Egriler

Bu boliim 3 kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda 3-boyutlu Riemann uzay
formlari tanitilmis olup ikinci kisimda Helisel geodezikler i¢in bazi
karakterizasyonlara yer verilmistir ve son olarak tigiincii kisimda ise Helisel
geodezik ve Helisel geodezik ylizey ornekleri verilmistir.

Bu calismada M3(c) ile sabit egriligi ¢ olan, (,) metrigine sahip 3- boyutlu basit
irtibatl Riemann uzay formu gésterilecektir. Aksi belirtilmedikge M3(c) deki tiim
yiizeylerin diizgiin (C* sinifindan diferensiyellenebilir ) oldugu kabul edilecektir ve
boyutu > 2 olan irtibatli manifoldlar ele alinacaktir.

Genelligi bozmaksizin ¢ = 0, 1 secilebilir. Yani M3(c) = E® ( 3- boyutlu Oklid
uzay1 ), M3(1) = S* ( Birim kiire ), M3(-1) = H® ( Birim Hiperbolik 3-uzay )
alinabilir.

M, M3(c) uzay formunda bir yiizey olsun. Burada y(M), M de tiim diizgiin
tanjant vektor alanlarinin Lie cebiri gosterilsin. D, M3(c) nin Levi-Civita
konneksiyonu ve V, (,) i¢ ¢garpimina karsilik gelen M nin Levi-Civita
konneksiyonu olsun. ¢ de M de birim normal vekt6r alan1 olmak tizere, M nin &
den elde edilen ikinci temel formu VX,Y € y(M) i¢in Gauss formiilii asagidaki
gibi tanimlanir:

HH(X,Y) & =DyY-VxY (3.1)

M nin & den elde edilen sekil operatérii S olmak tizere, VX,Y € y(M) igin



I(X,Y)=(S(X),Y) dir ve M iizerinde bir (1,1)- tens6r alamidir. Ayrica
VX € y(M) icin Dxé = — S(X) oldugu bilinmektedir.
S sekil operatorii, M tizerindeki V V, W vektor alanlari igin
(WSHW = (Vy, SV (3.2)
Codazzi denklemini saglar.

K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla, asagidaki formiillerle hesaplanir:

K(p)=det S(p)
H(p)=3izS (3.3)
S nin determinant1 det S, M3(c) iizerinde M nin Gauss-Kronecker egriligi olarak ad-
landirilir ve K, ile gosterilir.
¥ yay uzunlugu ile parametrelendirilen M3(c) de bir helisel egri olsun. Burada Serret-
Frenet formiilleri, y boyunca X ve Y birim vektor alanlari ve sabit x ve T egrilikleri igin,
D, ]/,:KX
D, X=-ky +71Y (3.4)
D, Y=-Tx

olarak yazabilir. Burada ', ¥ nin birim tanjant vektdridiir.

3.1.1. Tamm: y, yay uzunlugu ile parametrelendirilen M3(c) de bir helisel egri olsun.
Bu helisel egrinin t = 0 ve K# 0 ise bu helisel egri Riemann dairesi olarak adlandirilir.

Ayrica hem T # 0 hem de K+ 0 ise bu helisel egriye uygun denir [5].

3.1.2. Ornek: (S3de Helisler) S°, E* Oklidyen-4 uzayda daldiriimis birim 3-kiire olsun.
§3 < E* deki bir helis modeli

a?cos?® +b*sin*d =1 (3.5)
olmak {izere

y(s) =
y(s)(cos @ cos(as), cos @ sin(as), sin ® cos(bs), sin® sin bs) (3.6)

seklindedir. Burada s yay parametresidir.
x2 +x5=cos’® |, xi+xi= (3.7)
seklinde verilen y nin flat torunda yattig1 kolayca gosterilebilir.

Bu flat torun H=cot 2® sabit ortalama egrilikli oldugu aciktir. Burada x egriligi ve T

torsiyonu



k=y (a2 —1)(b2 - 1) , T=ab (3.8)
selindedir. S° deki her proper-hetis-bu-hetislerden birine kongruenttir.
Asagidaki Yardimci Teorem Lioville [6], Teorem 1 ve 2 nin ispatinda temel rol oyna

yacaktir.

3.1.3. Yardimeci Teorem: M bir Riemann 2-manifold olsun. Eger M {izerinde her
yerde sabit bir acida kesisen geodeziklerin iki ailesi varsa, M flattir [5].
Bu kismin sonunda E3deki flat yiizeler ve ¢ > 0 olmak iizere M3(c) deki izoparametrik

yiizeylerin (sabit asli egrilikli yiizeyler) siniflandirilmas1 yeniden ele alinacaktir.

3.1.4. Onerme: M, E3 3-boyutlu Oklid uzayinda bir tam flat yiizey olsun. Boylece M,

diizlemsel egri iizerinde bir silindirdir [5].

3.1.5. Tammm: M, E3 3-boyutlu Oklid uzayinda bir tam flat yiizey olsun. Boylece M,
diizlemsel egri iizerinde bir silindir olmak iizere,

m S - S%(4) (3.9)
doniisiimii ile S3iin egriligi S2(4) olan 2-kiirenin {izerindeki Hopf fiberi gosterilsin ve 7,
S2(4) de k egriligine sahip bir egri olsun. Buradan M = =t (y) ters goriintiisii S°de bir
flat yiizeydir. Bu flat yiizey H = (k ox) /2 ortalama egriligine sahiptir ve ¥, tizerindeki
Hopf silindir olarak adlandirilir. Ozel olarak eger ¥, kapaliysa ozaman M bir tora
diffeomorfik olur ve bu durumda M, ¥, tizerindeki Hopf toru olarak adlandirilir [7]-[8]-[9].
S2(4) deki bir Geodezik iizerinde Hopf silindir Clifford torudur (minimal). S* deki flat

tor Kitagawa tarafindan siiflandirilmistir [10].

3.1.6. Onerme: E* deki izoparametrik yiizey M olsun. Buradan M (total geodezik) bir
diizlemdir, (total umbilik) bir kiire ya da bir dairesel silindirdir [11].

3.1.7. Onerme: S3 de izoparametrik yiizey M olsun. Buna gére M ya total geodezik 2-

kiire ya total umbilik ya da daireler {izerinde bir Hopf torudur [12].
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3.2. Helisel Geodezikler Icin Baz1 Karakterizasyonlar

Bu boliimde Riemann uzaylari, Helisel Egriler ve helisel geodezik kavramlari
incelenmistir. Son kisimda da helisel geodezikler i¢in bazi karakterizasyonlar elde

edilmistir.

3.2.1. Teorem: M3(c) uzay formunda sabit ortalama egriligin bir yiizeyi M olsun. Eger
M umbilik noktalara sahip degil ve M nin her noktas1 {izerinde olusan bir helisel
geodezigin egriligi sifirdan farkli ise, M bir dairesel silindirdir.

Buna gore M3(c) de bir dairesel silindir olarak, ¢+ 0 dir. O zaman S3 deki bir daire
lizerinde bir Hopf silindir ve H3 birim hiperbolik 3-uzaydaki geodezikler etrafindaki tiibler
(esit uzakliktaki ylizeyler) kastedilir.Teorem 2.2.1 negatif ¢ degeri i¢in saglanmaktadir, [13].
Teorem 2.2.1 in ispat1 daha sonra verilecektir [5].

Bu teoremin ispati i¢in 6ncelikle asagidaki iki yardimci teorem ele alinip ispatlanacaklar.

3.2.2. Yardimai Teorem: Kabul edelim ki Ambient uzaydaki geodeziklerin hepsi U
lizerindeki asimptotik egrilerin iki ailesini olustursun. M, M3(c) nin sabit ortalama
egrilikli bir ylizeyi ve U da M de bir agik climle olsun. U iizerinde her biri ambient
uzayin geodezikleri olan asimptotik egrilerin iki ailesinin var oldugunu kabul edelim.
Boylece U ya total geodeziktir ya E3 de bir dairesel silindirin agik bir parcasina

kongruenttir ya da S3 deki bir daire iizerinde bir Hopf torudur [5].

3.2.3. lspat: Eger U total geodezik ise ambient geodezigi olan asimptotik egrilerin iki
ailesini icerir. Boylece genelligi bozmaksizin U nun total geodezik olmama sart1 goz dniinde
bulundurulsun. M3(c) de bir egri iizerinde geodezikler araciligiyla p € U noktasinda U
tizerindeki asimptotik egriler a; ve a, olsun.

A ve 2H-4, M nin E; ve E, vektor alanlarina karsilik gelen asli egrilikleri olsun. Burada
H, M nin ortalama egriligi olarak alinsin. Ayrica 8 da E; ve o arasindaki a¢1 olmak
uzere,
a; = cos 0 E; + sin OF,
ay = —cos 8 E; + sin E, (3.10)

Burada a; ve a'Z sirasiyla a; ve @, nin birim tanjant vektor alanlarim gostermektedir.
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Vi, E1 = aE, ve Vi E; = BE, ayrica V E; =- aE; ve V E, =-BE, seklinde ifade

edersek, Codazzi denklemi (2.11) asagidaki sekildedir.

Vg, A=28(N—H) ,Vg,A=2a(x —H) (3.11)
Ayrica aq ve a, asimptotik egrilerinin ikisi M de geodezik olduklari i¢in

asagidaki denklemler yazilir.

V,, 0+ acos @ + Bsin = 0 (3.12)
V., 6 + acos 6 — Bsin6 = 0 (3.13)
a, ve a, asimptotik egrileri ve I1(Eq, E1)=a, II1(E,, E;) = 2H — A olmak iizere,
Acos? 0+ (2H —2)sin?0 =0 (3.14)
bulunur.

(3.14) ii a; ve a,ye gore diferensiyellersek ve (3.12) ve (3.13) i kullanarak
sirastyla asagidaki ifadeler elde edilir.
asin 6 (3 cos?  — sin® 8) —  cos O(cos? O — 3sin? §) = 0 (3.15)
asin 6 (3 cos? @ — sin® ) +  cos O(cos? O — 3sin? §) = 0 (3.16)

Sonug olarak a veyA [ sifir, 3 cos? 6 = sin? @, veya cos? 6 = 3sin? 6 dir.( 3.11)
ve (3.14) nolu denklemler U {izerindeki geodeziklerin egrilik ¢izgileri oldugunu
gosterir. Boylece U total geodezik degildir.

Bilindigi gibi egrilik ¢izgisinin iki ailesi sabit bir% acist ile kesismektedir. Bu
sebeple Yardimci Teorem 3.1.1 den U bir flattir. Boylece det S=-c dir. Bir baska
ifadeyle U asimptotik egrilerin iki ailesini kabul ettigi i¢in, det S< 0 dir. O halde
¢=0 dir. Ustelik ( 3.11) nolu denklemden U sabit temel egrilige sahiptir.

3.2.4. Teorem: M3(c) negatif olmayan egrilikli M de sabit ortalama egrilige sahip
tam bir yilizey olsun. Eger M nin her bir noktas1 boyunca M iizerinde helisel iki
geodezik varsa, buradan M ya bir total geodezik yiizey, total umbulical ylizey, bir
dairesel silindir (c = 0), ya da bir hopf torudur (c >0) [5].

3.2.5. Ispat: M3(c) = E3 durumu daha 6nce ispatlanmist1 [13]. Bu yiizden

M3(c)= S3 durumunu gdz 6niinde bulundurmak yeterlidir.
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M nin bir helisel geodezigi y olmak iizere asagidaki 3 durum olusacaktir.

1.Durum: k# 0 ve t # 0. Buna gére M ye normal oldugundan Serret-Frenet
formiillerinde X = ¢ alinabilir. D},'y’ =I1(y',y )¢ olmak iizere

D, &=—xy +1Y ve D, Y=—1¢ (3.17)
bulunur.

2. Durum: x# 0 ve T = 0. Serret-Frenet formiillerinde X = £ alinirsa,

D, &=—xy (3.18)
elde edilir.

3. Durum: «=0. Gauss formiilii (2.1) ve Serret-Frenet formiillerinden

Hy,y)=0 (3.19)
bulunur.

Simdi y; ve y, € M noktasi araciligiyla M {izerinde helisel geodezikler olsun. Asagidaki

durumlar elde edilir.

(1) y;1 ve y, ambient geodezikler,

(2) y1 ve y, Riemann daireleri,

(3) y1 ve y, proper helisler,

(4) y, ambient geodezik ve y, bir Riemann daire,

(5) y1 ambient geodezik ve y, bir proper helis,

(6) y1 bir Riemann dairesi ve y, bir proper helis.
Ik olarak Gauss- Kronecker K, egriliginin en az bir noktada pozitif oldugu kabul
edilmek lizere
M, ={p €M /K. (p) > o} (3.20)
olsun.

Buna gore M, in herbir noktasi (2), (3), (4) sartlarinin bir noktasidir. My, M; ve

Mi; =My — My in tiim umbulik noktalarinin climlesi olsun. Eger , burada My, #0,
burada Teorem 2.2.1 den M, iizerinde K, > 0 la ¢elisir. Boylece M; total umbuliktir.

Buradan M; agik ve kapali oldugu i¢in M; total umbilik bir yiizeydir.
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ikinci olarak M iizerinde K¢ < 0 oldugunu kabul edilsin ve
M, ={peM/K.(p) <o} (3.21)
olsun.
Burada M, nin her noktasi (1)-(6) tiplerinin noktas1 olabilir.Bir A ciimlesi igin CIA, A
mn kapanigidir, intA A nin igini gosterir. Boylece M,;ve M,, i¢ noktalara sahip ya da M,
veya M,, , M, de yogundur. Simdi M, nin bir flat diizlem oldugu gosterilecek. Eger
intM,, # @ veya M,; M, de yogun ise o zaman Teorem 3.2.1 den M, flattir. Sonrasinda
eger My, # @ ve My, , M, de yogun ise M, iizerindeki tiim asimptotik egriler ambient
geodeziktir.
M,; ={p E M\ bir daire veya p sayasinde bir proper helisdir}
ve M,, = M,—M,, dir. O zaman M,=M,; U M,, den M, = CIM,; U intM,, ve
M, = ClMy, U intM,4 dir.
Sonug olarak; Yardimei Teorem 3.2.1 den M, {izerinde K = 0 dir. Bu nedenle
M, = {p € M/K,(p) = —1} dir. O halde M, kapalidir. Bu sebeple M, nin a¢ik ve kapal
olmast M nin flat olmasini gerektirir. Buradan da M bir daire tizerinde Hopf torudur.
Ciinkii M tam flat ve izoparametriktir.

Bu da ispat1 tamamlar.

3.2.6. Onerme: H3 hiperbolik 3-uzayda bir tam flat yiizey M olsun. Boylece M ya bir

(total umbilik) horokiire ya da H* deki bir geodizinin ayni uzaklikta olan tiibiidiir[13]
[14].

3.2.7. Onerme: M, H3de izoparametrik yiizey olsun. M ya total bir geodezik
hiperbolik 2-yiizey ya da tam bir umbilical yiizey ya da geodezik etrafinda equidistant
tiiptiir [15].

3.2.8. Teorem 3.2.1’in ispati: y, p € M noktas1 araciligryla M iizerinde bir helisel
geodezik olsun. Gauss formiiliinden M ye normal olan Dy')/' =11(y’,y )elde edilir.
Burada Serret-Frenet formiillerinden X = & alabiliriz. O halde

Hy ,v)=« Gy, Y)=1 (3.22)
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A ve 2H- A, M tizerindeki temel vektor alanlarina karsilik gelen M nin esas egrilikleri

olsun. y' ve E; arasindaki a¢1 8 olmak iizere

Y =cos@E; +sinbE, (3.23)
Y =—sin0E; +cosOE, (3.24)
yazabiliriz. O zaman II(E;,E;)=Ave II(E, E,) = 2H — A oldugu i¢in

(' ,y' ) =2Acos?6 + (2H — N)sin? 6 (3.25)
(Y ,Y) =2Asin?0 + (2H — ) cos? 8 (3.26)
bulunur.

(3.22) ve (3.25) denklemleri k = Acos? 8 + (2H — A) gerektirir. Bdylece
I1I(Y,Y ) =2H-A (3.26) ile bulunur. O zaman M nin K Gauss egriligi
K=c+1y ,v).UY,Y)-{F V)

=c+k(2H — k) — 72
dir. K Gauss egriligi ¢ + (2H — A) esit oldugu i¢in A fonksiyonu y boyunca
sabittir (ve sonug olarak (2H — A) her zaman y boyunca sabittir ).

(3.25) denklemini y ye gore diferensiyellersek M umbulic noktaya sahip

olmadigindan
V,0=0 (3.27)
bulunur. V. E; = aE, ve V E; = BE; olsun.Buradan V; E, = —aE, bir geodezik

oldugu i¢in (2.27) den

acosf + fBsinfd =0 (3.28)
elde edilir. Bir bagka deyisle Codazzi denklemini kullanarak (3.11) elde edilir.
Sonug olarak (3.5) denklemi veD,' (A£) nin normal kisminin sifira esit oldugundan
asinf —fcosf =0 (3.29)
elde edilir.O halde (2.27) ve (2.28) den y boyunca a=£=0 dir. Boylece M nin
egrilik ¢izgileri M iizerindeki geodeziklere karsilik gelir. Sonugta Yardimci

Teorem3.1.1 in ispat1 ve Yardimci Teorem 3.2.1 den M bir flattir.
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Boylece M, A ve 2H- A temel sabit egriliklerine sahiptir. O halde M ya total geodezik bir
ylizey ya total umbulik yiizey ya da dairesel silindirdir. Kabule gore gore M umbilik

noktalara sahip olmadigindan M bir dairesel silindirdir. Béylece tamamlanmis olur.

3.3. Helisel Geodezik ve Helisel Geodezik Yiizeyler

3.3.1. Teorem: M negatif olmayan egrilikli M3(c) de sabit ortalama egrilige sahip tam
bir yiizey olsun. Ayrica ¥ M nin bir helisel geodezigi olsun. M3(c) deki x egriligi sabit
olan a egrisinin tegetleri tizerinde egriden itibaren sabit L uzakliginda alinan 8 noktalarinin
¢izdigi egrigi diistinelim. S egrisiyle a egrisinin karsilikli noktalarindaki B; ve B;

binormalleri arasindaki a¢1 0 ise

_ TL
tanf = NiEcaTo) (3.30)
dir.

3.3.2. 1Ispat: M3(c) deki k egriligi sabit olan bir a egrisinin tegetler iizerinde egriden
itibaren sabit L uzakliginda alinan noktalarin ¢izdigi egri 8 iSe @ nin yay parametresi S
olmak

uzere

B(s) =a(s)+ LT (3.31)
dir. o egrisi tizereindeki Frenet 3-ayaklis1 {T, N, B} ve egrilik ve torsiyonu sirasiyla k ve
T olmak iizere

B (s)=T+LT =T+ kLN (3.32)
f'(s) = kN + kL(—«kT + tB) = —k?LT + kN + ktLB

(B'A B)(s) = k27L2T-k7LN + k(1 + k?L?)B; (TAN = B,NAB = T,BAT = N)
IB'AB" (INBI_ Vi 2L K222

tan 0 = ——— = 3.33
0B AB" B 2 (1 +K2L2)2 +xc4L2T2 4127212 ( )
_ ktLVi2L2+1
ViZ(1+k2L2)2 4, L2T2 +K 27212
KktL V21241
\/(1+K2L2)\/K2(1+K2L2)+K2T2L2
_ kTL _ 7L
kV1+Kk2L21+72L2 V1+x2L21+72L2
TL
= tanfl = ————= 3.34
V1+K2L21+72L2 ( )

16



elde edilir.

3.3.3. Teorem: M negatif olmayan egrilikli M3(c) de sabit ortalama egrilige sahip tam
bir yiizey olsun. Ayrica y M nin bir helisel geodezigi olsun M3(c) deki t egriligi sabit
olan a egrisinin tegetleri tizerinde egriden itibaren sabit L uzakliginda alinan f§ noktalarinin
¢izdigi egrigi disiinelim. S egrisiyle a egrisinin karsilikli noktalarindaki B; ve B»

binormalleri arasindaki a¢1 0 ise

2L
tanf = W (3.35)
dir.

3.3.4. lspat: M3(c) deki t egriligi sabit olan bir « egrisinin tegetler iizerinde egriden
itibaren sabit L uzakliginda alinan noktalarin ¢izdigi egri f iSe a nin yay parametresi S
olmak iizere
B(s) = a(s) + LB (3.36)
L' (s)=T+LB =T —1LN
B'(s) = kN — tL(—«T + tB) = ktLT + kN — t*LB
(B'A B)(s) = kB + T°LN + t?L?kB + t3L*T

= t2L?’T + 12LN + k(1 + t%L*)B

N (ﬂ' A ﬁ”(s)) AB=—03I2N + 72LT = t2L(T — 7L)

cang = B'AB()ABI VIAt6 + 2%
an = n — =
I8 AL NI.IBI \/T6L4+L2T4+K2(1+T2L2)2

_ T2 LV147212

CJTILZ(A402LD) /L2t +k2 (1472 L2)

_ 2L

T JT2L2(2 L2 kD) +ic2 (3.37)
bulunur.
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4.  SONUC

Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 ye bagli li¢ tane sonug elde edildi. Bu sonuglar;

4.1. Sonuc: M, torsiyonu t# 0 ve egriligi k # 0 olan M3(c) de sabit ortalama
egriligine sahip bir ylizey olmak tizere Teorem 3.2.2 nin 1.Durumu Teorem 3.3.1

de g6z Oniine alindiginda tan 6 # 0 elde edilir.

4.2. Sonuc: M, torsiyonu = 0 ve egriligi k # 0 olan M3(c) de sabit ortalama
egriligine sahip bir yiizey olmak iizere Teorem 3.2.2 nin 1.Durumu Teorem 3.3.1

de gbz O6niline alindiginda tan 8 = 0 elde edilir.

4.3. Sonuc: M, torsiyonu t# Ove egriligi k¥ # 0 olan M3(c) de sabit ortalama
egriligine sahip bir yiizey olmak tizere Teorem 3.2.2 nin 1.Durumu Teorem 3.3.2

de goz Oniine alindiginda tan 8 # 0 elde edilir.
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