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OZET

Bes boliimden olusan bu ¢alismanin birinci boliimiinde bu alandaki gelismelerin
tarihgesi verilmistir.

Ikinci béliimiinde temel tanim teoremler verilmistir.

Ucgiincii  boliimde kesirli Sturm-Liouville problemleri i¢cin Adomian Ayrisim
metodu incelenmistir ve ayrica bazi uygulamalar verilmistir.

Dordiincii  bolimde  kesirli ~ Sturm-Liouville problemleri i¢in  Homotopi
Pertiirbasyon metodu incelenmistir ve bazi problemlerin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarmin
bulunmasiyla ilgili sayisal sonuglar verilmistir.

Besinci bolimde ise Mizutani yontemi ve kesirli Sturm-Liouville problemlerine

uygulamalar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Adomian Ayrisim metodu, Sturm-Liouville, Ozdeger, Kesirli
hesap, Kesirli Ozdeger problemi, Caputo, Riemann Liouville, Potansiyel, Normlastirict

sayilar.



SUMMARY

Numerical Solutions for Fractional Eigenvalue Problems

This study consists of five chapters. In the first chapter, it is given historical
development of the topic.

In the second chapter, basic definitions and theorems are presented.

In the third chapter Adomian Decomposition method is studied for fractional Sturm-
Liouville problems and some applications are given.

In the forth chapter, Homotopy perturbation method is studied for same problems
and numerical results are given about the topic.

In the last chapter, Mizutani method is examined . Furthermore, fractional Sturm

Liouville problems are applied to Mizutani method.

Keywords: Adomian Decomposition method, Sturm-Liouville, Eigenvalue,
Fractional calculus, Fractional Eigenvalue problem, Caputo, Riemann Liouville, Potential,

Normalized Numbers.
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1. GIRIS

Tam sayili mertebeden tiirev ve integralin gelistirilmesi ile kesirli hesap teknigi
ortaya ¢ikmustir. Kesirli hesaplama ile hesaplarimizin duyarliligi artmis hatta birgok
denklemin yorumlanmasinda biiyiik 6l¢iide etkili olmustur. 20. yy.dan sonra hizla gelisen
teknoloji ile tip, miithendislik, fizik, ekonomi, eczacilik gibi bircok alanda kullanilmaya

baslanmustir. Kesirli tiirev ve integralin temelleri 300 yila dayanmaktadir. Bu siire¢ 1695

n

d"y
dx"

yilinda L’Hospital’in, Leibniz’e y= f(X) olmak iizere tirevin ifadesindeki n

say1isinin 3 olmasi ile tiirevin sonucunun ne olacagini sormasi ile baslamistir. Daha sonra

bu alanda Euler, Lagrange, Fourier, Laplace, Sturm, Liouville gibi bir¢ok iinlii matematike¢i
calist. Bu matematikc¢iler kendi tanimlarin1 uyguladilar. Bu tanimlarin yaygin olanlar1
Riemann-Liouville ve Grunwald-Letnikov tanimlaridir. Fakat Caputo daha sonradan
baslangi¢c sartlar1 kullanarak Riemann-Liouville tanmmini yenilemistir. Caputo tanimi
baslangi¢ kosullarini fiziksel durumlara en uygun sekilde veren tanim olmustur. Bu sebeple
kesirli diferensiyel denklemlere uygulanabilirligi yoniinden oldukga kullanighdir.

Kesirli hesap konusu ile pek cok teorik ¢alismalar yapilmistir. Son yillarda bu
konuya ilgi olduk¢a artmistir. Fizik ve miihendisligin farkli alanlarina uygulanmistir.
Kesirli tiirev ve integral konusuna temel teskil edecek ¢alismalar Miller-Ross [1], Oldham-
Spanier [2], Podlubny [3], Kilbas-Srivastava [4] ve [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24],
[25], [26], [27], [28].

Operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekanigin ¢esitli alanlarinda
genis bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari
bir yandan lineer cebir olmak {izere diger yandan titresim teorisinin problemleridir (telin
titresimi, zar titresimi, vb.). Lineer cebir problemleri ve titresim teorisi problemleri
arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi cok eskilere dayanir. integral denklemler

teorisinde yapilan calismalarda bu benzerliklerden siirekli faydalanan ilk olarak D. Hilbert
olmustur. Bunlarin sonucu olarak once |, uzayr daha sonralar1 ise genel Hilbert uzayi
meydana gelmistir. Matematikte |, ve H soyut Hilbert uzay1 tanimlandiktan sonra H da

lineer self-adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baslamistir. XIX.—XX. ylizyillarda

birgok matematikgiler sayesinde bu teori miikkemmel bir seviyeye ulasmustir. Ozel olarak



bu caligmalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirici sayilar, gibi
spektral veriler tanimlanmis ve farkli yontemlerle bunlar i¢in asimptotik formiiller
bulunmustur. Regiiler ve singiiler olmak iizere iki tiir diferensiyel operator tanimlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmistir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilari siirekli
fonksiyonlar olan diferensiyel operatore regiiler; tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari
(bazilar1 veya tamami) toplanabilir olmayan (veya her ikisi saglanacak sekilde) diferensiyel
operatorlere singiilerdir denir. Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori
giinlimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden
diferensiyel operatorler igin sonlu aralikta regiiler sinir sartlar1 saglanacak sekilde keyfi
mertebeden adi diferensiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G. D. Birkoff tarafindan
incelenmistir. Diskret spektruma sahip ve uzaym tamaminda tanimli operatorlerin
0zdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok 6nem tagimaktadir. Birinci
mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmistir. Singiiler
operatorler icin spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan incelenmistir. Daha sonra F.
Rietsz, J. Von Neumann, K. O. Friedrichs ve diger matematikgiler tarafindan simetrik ve
self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Simetrik operatorlerin tiim
self-adjoint genislemelerinin bulunmasi problemi Neumann tarafindan bir siire sonra
yapildig1 bilinmektedir. Tkinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir
yaklasim 1946 yilinda E. C. Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan (artan)

potansiyelli

d2
L=——+q(x
e q(x)
Sturm-Liouville operatorleri i¢cin 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafindan

bulunmustur. Son yillarda bu operatore bir boyutlu (X) potansiyelli Schrodinger

operatorii de denir. 1984 yilinda Mizutani spektral veri olarak 6zdegerler ve normlastirici
sayilar1 kullanarak Sturm Liouville problemi i¢in ters problemi tanimlamistir. Daha sonra
ki yillarda Sturm Liouville problemlerinin pek ¢ok tiiriine Mizutani metodu uygulanmustir
[29].

Son yillarda Kesirli Sturm-Liouville problemleri ile ilgili ¢esitli yontemlerle sayisal
sonuglar elde edilmeye baslanmistir [5], [6], [16]. Tam sayili mertebeden Sturm-Liouville
problemleri ile ilgili c¢esitli yOntemlerle sayisal c¢oziimler elde edilmistir. Kesirli
mertebeden Sturm-Liouville problemleri ise 2009 yilinda Mdallal tarafindan Once

Adomian Ayrisim metodu [5], daha sonra Homotopi Pertiirbasyon metoduyla ¢oziilmiistiir



[6]. Yine Diferensiyel Doniisiim metodu yardimiyla benzer ¢oziimler elde edilmistir [16].
Ayrica kesirli regiiler Sturm-Liouville problemleri igin temel teori M. Klimek ve Agrawal
tarafindan verilmistir. Daha sonra 2013 yilinda Bessel operatorii i¢in kesirli Sturm-

Liouville problemlerinin temel teorisi E. Bag tarafindan verilmistir [ 30].



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tamm 2.1. (Gamma Fonksiyonu)

Gamma fonksiyonu faktoriyelin reel sayilara genisletilmis halidir.

Rez > 0 olmak tizere;
F(z)=[e'tdt, zeR
0

seklinde tanimlanir [3].

Gamma Fonksiyonunun Temel Ozellikleri
1. Gamma fonksiyonu,
I'(z+1)=12I(2)
esitligini saglar.
Ispat:
I(z+1)= J.e‘ttzdt ifadesine kismi integrasyon uygulayalim.
0
u=t" = du=2zt""dt ve [dv=[e'dt = v=—e"

T(z+1)=[-e't" | - [-e"zt*"dt

0
- [_e‘ttZ ]: + zTe“tZ‘ldt
0
= ZT e 't*dt
0

I'(z+1)=2zI'(z) kullanilarak

r (1) =1, (2.1) denkleminde kullanilarak,

r(2)=1r(1)=1=1
r(3)=2r(2)=2.1=2!
I (4)=3r(3)=3.2.1=3!

i"(n +1)=nl(n)=n(n-1)!=n!

elde edilir.

(2.1)



Gamma fonksiyonu yardimiyla bazi degerler hesaplanmis olup asagidaki tabloda

verilmistir.

Tablo 2.1. Gamma fonksiyonunun bazi degerleri

r(o) Tanimsiz
L Jz

r(3)

r(1) 1
3 1

r Ej > Vg

r(2) 1
5 3

() 2

r'(3) 2

F(oo) o0

2. Z=-n, (n=0,1,2,...) noktalarinda basit kutba sahip olmak {izere,

1 0
M(z)=[e"tdt+[e" tdt,
0 1

elde edilir.

3. 1l<p<oove eslenigi ¢ ile Holdier esitsizligini

uygulayabiliriz. Séyle ki 0< X, y <o olsun. Oyle ki,

r(ﬁ i Xj - Tt*’ P/l oot (it
P 4) 3%

bulunur. Buradan da

r

fonksiyonuna



< j (e VP dt j e ) dt
0 0

T T ()"
r(i + Xj <T(x)!P T(y)"
P q
|nr(5+¥jg1r(x)+1r(y)
P a) p q

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tamm 2.2. (Hata Fonksiyonu)
2

N

erff () =—=[edt, xeR
0

erf (0)=0
erf (w0) =1

Ayrica erfc ile tanimlanan tamamlayici hata fonksiyonu;

erfc(x)=1—erf (x) seklindedir [3].
Tamm 2.3. (Riemann-Liouville Kesirli integrali)

df(x) 1 J f (t)dt
dx¢  T(q) 3 (x—t)"

, >0, geR, n-1<g<n, neZ

Riemann-Liouville kesirli integrali olarak adlandirilir [2].

Tamim 2.4. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi)

>0, geR, n-1<g<n, neZ olmak lizere Riemann-Liouville kesirli tiirevi

ise,
d'f(x) 1 d" i f(t)dt
dx  T(n—q)dx" (x—t)""
seklindedir [2].



Tamm 2.5. (Mittag-Leffler Fonksiyonu)

e’ iistel fonksiyonu, tamsay1 dereceden diferensiyel denklem teorisinde onemli bir

role sahiptir. Bu fonksiyonun bir parametreli genellesmis hali

(2)= kZ:: I'(ak +1)
seklinde tanimli Mittag-Leffler fonksiyonudur.
2-parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

kZ_;F(ak + /)

seri acilimiyla verilir [3].
Tamm 2.6. (Grunwald-Letnikov Kesirli Tiirevi)

f (t) fonksiyonu alinirsa a ve t noktalar1 limit degerleri olmak iizere

p . -p _ 1\ _
DI =1limh Y (PO (-
esitligi saglanir. Burada m=p ise m. dereceden tiirevi, m=—p ise m—kath integrali

temsil eder. Ayrica sunu da belirtelim ki v reel bir sayr olmak iizere f(t):(t—a)v

seklindeki fonksiyonlarin kesirli tiirevleri Grunwald-Letnikov tarafindan tanimlanan

au%vay—fggggﬁ( 2)""

formiil ile hesaplanir [3].
Tamm 2.7. (Caputo Kesirli Tiirevi)

Caputo kesirli tiirevi,

dz, (n-1<a<n)

cme .1t £7)
D j(t

U I(a-n)? (t—7)“

ile tanimlanir [1].



Tamm 2.8. (Mellin-Ross Fonksiyonu)

E,(v,a) ile gosterilen Mellin-Ross fonksiyonu ™ stel fonksiyonunun kesirli

integralini alirken kullanilir. Bu fonksiyonun &zelligi hem Gama fonksiyonu, hem de

Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden yazilmasidir. Oyle ki,
E.(v,a)=t"e* I (v,at)

e (at)
B )=t D
=t El,v+1(at)

seklinde olup, burada

1

rwn= T)t’

t
je’xxv’l dx, v>0,
0

ifadesine de tamamlanmamis Gamma fonksiyonu denir [3].

Tamm 2.9. (Wright Fonksiyonu)

. N Zk
W(z,a,ﬁ)=§m

bagntisiyla tanimlanan fonksiyona Wright fonksiyonu denir [3].
Tamm 2.10. (Anger Fonksiyonu)

Anger fonksiyonu,
J (2)= i_Tcos (y@—-1zsin0)do
7 \/; .

seklinde tanimlanir [2].
Tamim 2.11. (Adi Diferensiyel Denklem)

Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin bir tek bagimsiz degiskene gore cesitli

mertebeden adi tiirevlerini ihtiva eden bir denkleme adi diferensiyel denklem denir.



Tamm 2.12. (Kismi Diferensiyel Denklem)

Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin en az iki bagimsiz degiskene gore cesitli
mertebeden kismi tiirevlerini ihtiva eden denkleme kismi ( parcali ) diferensiyel denklem
denir.

Tamm 2.13. (Lineer Diferensiyel Denklem)

Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve bunun tiirevlerine gore 1.
dereceden ve katsayilar sadece bagimsiz degiskenin fonksiyonu veya sabit ise denkleme
lineer diferensiyel denklem denir.

Tamm 2.14. (Yan-lineer Diferensiyel Denklem)

Bir diferensiyel denklem denklemde bulunan en yiiksek mertebeden kismi tiirevlere

gore lineer ise bu denkleme yari-lineer diferensiyel denklem adi verilir.

Tamm 2.15. (Operator)

Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan doniisiime operator denir.

Tamm 2.16. (Baslangi¢c Deger Problemi)

Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ile onun tiirevleri {izerinde

bagimsiz degiskenin ayni1 degerleri icin verilen sartlar altinda ¢dzlimlerinin problemine

baslangi¢ deger problemi, verilen sartlara da baslangi¢ sartlar1 adi verilir [17].



Tanm 2.17. (Sinir Deger Problemi)

Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyonun kendisi veya tiirevleri {izerinde
bagimsiz degiskene farkli degerler icin verilen sartlar altinda ¢oziimlerinin problemine

sinir deger problemi, verilen sartlara da sinir deger sartlar1 ad1 verilir [17].

Tanmim 2.18. (Sturm-Liouville Denklemi)

p(x),q(x) ve s(x) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda siirekli olmak iizere

d

L=&(p(x>j—xj+q(x)

seklinde tanimli L operatoriine Sturm-Liouville operatori,
Ly +As(x)y =0

seklinde tanimli denkleme ise Sturm-Liouville diferensiyel denklemi denir.

10



3. ADOMIAN AYRISIM METODU ve KESIRLI STURM-LIOUVILLE
PROBLEMLERINE UYGULAMALARI

3.1. Kesirli Sturm-Liouville Probleminin Coziimii icin Adomian Ayrisim Metodu’nun

Analizi

Kesirli mertebeden diferensiyel denklemleri g6z Oniine alalim. Buna gore kesirli
Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve O6zfonksiyonlarmin bulunmasiyla ilgili sayisal
cOzlimler verecegiz.

Simdi asagidaki 6zdeger problemini ele alalim:

D[p(X)y'(X)]+9(x)y(x) =0, Xe€(0,1), 0<a<l (3.1.1)

ay(0)+by'(0)=0, cy@+dy'@®)=0, (3.1.2)
burada a,b,c,deR, q(x)ve p(Xx) de sifirdan biiyiik siirekli fonksiyonlardir. a.

dereceden kesirli diferensiyeli

X

DY00 = e | 00y et (313)

seklinde verilsin. Bu durumda ke N ve k—1<a <k dir.
Kesirli Sturm-Liouville problemini ¢6zebilmek i¢in asagidaki algoritmay1 verelim.

(3.1.1) kesirli Sturm-Liouville denklemini g6z oniine alalim. Yani,

D[p(x)y'()]+9(x) y(x) = g(x), xe(0,2) (3.1.4)
Burada (3.1.4) denklemini asagidaki formda yeniden yazabiliriz.
Ly(x)=N (3.1.5)

Burada L=L(x,D*,D)=D"pD" seklinde se¢ilen operatdriin tersinin olabilmesi

icin N=N(4,X,Y,Y") seklinde bir lineer operatorii ele alalim. Burada, D'= di dir. L
X

operatoriinii su sekilde segebiliriz,
L(x,D“ D)=D“pD’ (3.1.6)
Tanim 2.3.” te verilen integral operatoriinii g6z oniine alalim ve agagidaki lemmay1

verelim.



Lemma 3.1.1.

keN ve aeR" igineger k—1<a <k Ve yelL[a,b] ise, bu takdirde
D7 I7y() = y(x)
ve

JEDry(X) = y(X) - Zy(k)(0+ (3.1.7)

m=0
olur.
Burada b>a>0 ve x>0 dr.

L operat6riiniin tersini

X

= —J ()dt
! pt)
seklinde ifade edebiliriz. Simdi (3.1.5) denkleminin her iki tarafina L™ operatoriinii
uygularsak,
(L'L)(y(x) = J ()(J o D“pD"y(1))dt (3.1.8)

elde edilir. (3.1.8) esitligini (3.1.7)’de g6z 6niine alirsak
Jo D py'(t) = p(t)y ' (©) - p(0)y'(0)

bulunur. Bu ifade (3.1.8)’de yerine yazilirsa,

X

(L"D(y(x) = fm(p(t)y(t) p(0)y'(0))dt

=y(x)-y(0)- p(O)y(O)j o

elde edilir. Burada y(0) ve y'(0) bilinen baslangi¢ kosullaridir. Bu takdirde

(L'L(y(x))=L"N

ifadesini ele alirsak

Y0)-Y(0) - p©)y'©) | %dt = LN(L XY, Y)
Y0 = Y0+ pO)y'©) | %dt AN X, Y)

=y(0)+ p(0)y (0)j dt+j$ JEN(A, X, Y, y)dt (3.1.9)

p(t)

12



seklinde hesaplanir. Adomian ayrisim metoduna gore Y ( X) ¢Oziim fonksiyonu

y(x) =§yn(x) (3.1.10)

serisiyle ifade edilir ve A ,

A = L d {N(iu‘yﬂ (3.1.11)

_mdy”

seklinde tanimlanan Adomian polinomlar1 ve N terimi bu polinomlarmn bir serisi olmak

uzere

N :iph (3.1.12)

seklinde ifade edilir. (3.1.9) ve (3.1.12) denklemlerini karsilastiracak olursak,
0 ' X 1 o) o
>y, (%) = y(0)+ p(0)y'(0) j Wo|t+zl_ A (X) (3.1.13)
n=0 0 n=0

elde edilir. Burada L™"  operatorii lineer bir operatordiir. Sonu¢ olarak (3.1.13)

denkleminden,

1
=vy(0 0)y'(0)| —dt,
Yo(X) = y(0) + p( )y()!p(t)

You(¥)=L"A(X), n=0 (3.1.14)

esitliklerini yazabiliriz. Burada, A, (x)=-1q(x)y, (X).

13



3.2. Kesirli Sturm-Liouville Problemleri i¢in Ozdegerlerin Hesaplanmasi

Tam sayili mertebeden Sturm-Liouville problemleri ile ilgili ¢esitli yontemlerle
sayisal ¢ozlimler elde edilmistir. Kesirli mertebeden Sturm-Liouville problemleri ise 2009
yilinda Mdallal tarafindan 6nce Adomian Ayrisim metodu [5], daha sonra Homotopi
Pertiirbasyon metoduyla ¢oziilmistiir [6]. Ayrica Diferensiyel Doniisiim metodu
yardimiyla benzer ¢éziimler elde edilmistir [16].

Bu boliimde Kesirli Sturm-Liouville probleminin Adomian yardimiyla ¢oziimiinii
ele alacagiz. Ayrica diflizyon denklemi i¢in kisa bir seri ¢oziimii elde edip, buna gore

ozdegerleri hesaplayacagiz.

3.2.1. Regiiler Sturm-Liouville problemi

—y"(X) +X2y(X) = 2y(X) (3.2.1)
y(0)=h, y'(0)=1 (3.2.2)
problemini ele alalim. (3.2.1) denklemi,
y"=(x*~A)y (3.2.3)
seklinde yazilabilir. Adomian metodunu uygularsak,
4 Y
L=—s L =M(.)dxdx

olmak tizere (3.2.3) denklemi operatér formunda,

Ly =(x*~A)y (3.2.4)
seklinde yazilir. (3.2.4) ifadesinin her iki tarafina L™ uygulanirsa,

L'y = L' [(x* = 2)y] (3.2.5)
olur. (3.2.5) denklemi Yy i¢in ¢oziiliirse,

y(x)=xy'(0) - y(0) = L[(x* = 2) y(x)]
ifadesi elde edilir. Burada (3.2.2) sartlar1 géz oniine alinirsa,

y(x) =x+h+L"[(x* -~ 2)y(x)]

seklinde olup Yy fonksiyonu Z Y, serisine ayristirilip ve y, =X+h olarak tanimlanirsa,
n=0

0

> ¥ = Yo+ LI =AY v,)

n=0

14



olur. Buradan,
Ve = LI =)y, ], k>0

bi¢iminde yazilabilir. y, =X+h olmak {izere ¢oziimler,

¥, (0 = L[ = 2)yo (x)] = j j (x = 2) (x+h) dxx

Y, (9 = LI0¢ = 2)y, (01 = [ [ (* = 2) y,(x) dxlx

8 9 7 512
X 7 e A 13x°A ihx‘%%Xﬂ

yz( )— XA — +
672 1440 360 2520 24 120

Y5 () = L I0C = 2)y, (9] = [ [ (= 2) y, (x) dxdlx

y3(x) =

hx'? . N _211hx1°/1_ 59x* 2 +11hx8/12 1
88704 224640 907200 1108800 10080 90720 720
Yo () = L OC = 2)y, (001 = [ [ (¢ = 2) y;(x) dxdx
00
hx* N 4867hx* 1 4987x°1 1201hx12ﬂL2

Y, (X) =
343x21% @2 XM héat XAt

+ - - + +
222393600 36288 285120 40320 362880

Y5 (0 = L[ = )y, (0] = [ [ (¢ = 2) v, (x) dx o

21288960 61102080 3632428800 18162144000 119750400

6

y.(x) = e % 40301hx®A  718657x"7
°"7 8089804800 25662873600 8892185702400 844757641728000
30973hx"°A° | 24749x7A%  643hx“A’  1123x°A4°

+ + - -
653837184000 3705077376000 3113510400 46702656000

Jlohdat ExAt A xS
47900160 ' 124540416 3628800 39916800

olarak bulunur. Buna gore seri ¢6ziim yaklasik olarak,

15
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WMEZNAnz%UHMUHWAM+%WHNA@+%U)

hx* x> 1,, x3i+hx8 X

=X+h+—+—-=hxA +
12 20 2 6 672 1440
7 592 12
—thﬁﬂ,—lgx A +ihx‘%2 4 X A + hx
360 2520 24 120 88704

Lo X 221hwPA 59xTA 1A 17X°A]
224640 907200 1108800 10080 90720
1 6.5 XA° hx*® X" 4867hx" A
—hx°A" - + + -
720 5040 21288960 61102080 3632428800
__4987x°A  1201hxA°  343xPAT A XA
18162144000 119750400 222393600 36288 285120

. hx®1* . x°2* . hx* . N ~ 40301hx*® 1
40320 362880 8089804800 25662873600 8892185702400
718657x*1 30973hx*1? 24749x' A2 643hx* 13

844757641728000 653837184000 3705077376000 3113510400
L2320 1ohwA' BxPAt 2t xS
46702656000 47900160 124540416 3628800 39916800

seklinde hesaplanir.

3.2.2. Regiiler Kesirli Sturm-Liouville Problemi

D"?y'(x)+ Ay(x) =0, x<(0,1) (3.2.6)
y'(0)=0, y()=0 (3.2.7)
Regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini goz Oniine alalim. (3.2.6) denklemi

operator formunda

Ly =-2y(X) (3.2.8)
seklinde yazilabilir. (3.2.8) iin her iki tarafina L™ uygulanarak, x =0 daki kosul goz oniine
alinirsa,

ﬂ/ X
X)=C— J2y(t)dt
y(x) F(1/2)£ 10

Y XS 7112
=c—ra/a££@—o y(t)dtds

elde edilir. Burada, ¢ =y, olarak almip (3.1.10) serisine uygulandiginda, bu durumda

Yo(X) =c,

16



AWE %j [(s=0 y,(t)dtds

”(s—t)’”z dtds (s—t=u, —dt=du)
00

Y2(%) = % [[s-0"y, () dtds
4

—cA? | [(s-t) "2 t¥* dtds
=3 j!( )

2

ds

3 5 8

Ys(X) = % [[s-0"y, () dtds

- /13 ﬁ(s )2t dt s

A’ 325"
6z 3 35
16cA° 2 /2

1057 9 9"

ds

C13X9/21

y3(x) =-

32
945\

17



X

32 r
X)=———cA*| [ (s—t) Y?t¥? dtds
Va() =g j 0( )

_ 32 .63

= —I s°ds
90457 2567

_ L cx®a’,
720

C X30/120
265252859812191058636308480000000

4294967296¢ x*2 1%
112275575285571389562324404930670903477890625+/7

Ya0 (X) =

Y21(X) ==
C X33ﬂ,22
8683317618811886495518194401280000000

) 34359738368¢ x*/1”
33738248995437774706530672059641953140588743359375+/7

Yo (X) =

Yos (X) =
C X36/124
371993326789901217467999448150835200000000

~ 274877906944 ¢ X 1%
13114900840751548972796135496384318234575359262373046875+/7

You (X) =

Yas (X) =

Yo (X) = 4.90247 1047 ¢ A%%%

26
olarak bulunur. Bdylece, y(x);Y(x):Zyn(x) serisini elde ederiz. Tablo 3.1°de

n=0

(A Ay vedy;) Ozdegerlerin sayisal degerleri verilmistir. Burada i, Adomian serisinde

kullanilan terimlerin sayisini ifade etmektedir.
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Tablo 3.1. Ornek 3.2.2°deki yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

i A’l,i j’Z,i ﬂ’s,i
20 2.11027708 13.76538223 24.24321596
21 2.11027708 13.76538223 24.24329538
22 2.11027708 13.76538223 24.24328578
23 2.11027708 13.76538223 24.24328687
24 2.11027708 13.76538223 24.24328675
25 2.11027708 13.76538223 24.24328676
3.2.3. Singiiler Kesirli Sturm-Liouville problemi
D“Zy'(x){imj y(x)=0, xe(0,1) (3.2.9)
X
y(0)=0, y'@)=0 (3.2.10)
problemini géz oniine alalim. (3.2.10) denklemi,
Ly=—(%+}tj y(Xx) (3.2.11)

operatdrii gibi yazilabilir. (3.2.11)’in her iki tarafina L uygulanarak y(0)=0

kullanildiginda,

y(x)=cx—r(1/2 ! K ﬂ)y(t)}dt

r(1/2 jj t)l’z( /ij(t)dtds

olur. Burada B =y'(0) olarak verilsin. y(X) i¢in (3.1.10) serisi asagidaki sekilde elde

edilir.

Yo(X) = CX

yl(x) =

ﬁ(s t)“2( th dtds

-
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Burada,

||
O ey 0

(s—t) ™2 G l)tdt

(s—t)*(1+4t) dt

Il
O ey 0

j(s t)” ”zdt+ljt (s—t)?dt (s—t=u?)

T( _1)2udU—ﬂI(s—uz)(x‘1)2udu
N3

S

seklinde bulunur. Bu integrali yerine yazarsak,

/1 c (4 81 X
X) = — 2gY2 | ¥ |ds = — | Zg¥2 St 52
o \/_I( j \/;[3 15 )O
:_L(§X3/2+8—;LX5/2J:—L "~ (@ 81 Xj
Jz 15 15 N TRET

4cx¥? (54 2AX)

157

olacak sekilde y, (x) elde edilir. Bu sekilde devam edilirse y,(X)

yz(x)—E”(s )2 (tY2 + 2t7%) (5+24t) dt ds

seklinde olup burada,

j (s—t) ™2 (t"? + At¥?) (5+2At) dt = %;zs(20+ SA(21+5s2))
0

X 442
%nj (20s +21s*21+5s°1%) ds =%[10x2 LA+ A J
0

dir. Son ifadeyi y,(X) ’te yerine yazarsak,

5x*1?
4

4c 7« ) 3
X)=——— 10X +7X°A +
y,(X) 15”8(

) 120(40x +28%31 +5x% 12 )

daha sade olarak,

20



Tablo 3.2. 3.2.3 probleminin yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

i A’l,i /IZ,i /IS,i
20 1.66091840 13.55041801 20.51422606
21 1.66091840 13.55041792 20.51448518
22 1.66091840 13.55041793 20.51445151
23 1.66091840 13.55041793 20.51445562
24 1.66091840 13.55041793 20.51445514
25 1.66091840 13.55041793 20.51445520
Ccx* (40 + 28 XA +5x% 1
Y, ()= ( ) ’
120

elde edilir. Benzer islemler yapilarak asagidaki esitlik elde edilir.

_ 8ox°?(1155+1122x4 +363x” A% + 40x°A°)
51975\

Y3(X) =

Boylece n =26 e kadar seri agilimi1 yapilirsa, bu ¢oztimler

25
y(xX) =Y (X) =Zyn (x) seklinde ifade edilir. Bu ¢oziimlere gore A 6zdegerlerinin

n=0

sayisal sonuglar1 Tablo 3.2°de verilmistir.
3.2.4. Difiizyon operatorii icin Kesirli Sturm-Liouville Problemi

Kesirli diflizyon operatérii igin Sturm-Liouville denklemi

DUy'(x)+[2Ap(X) +a(x)]y = 1"y
seklinde tanimlanir. Ozel olarak p(X) =X, g(X)=x> alalm.

D”Zy'(x)+(22,x+ xz)yzﬂ.zy (3.2.12)

y(©0)=1 y'(0)=0 (3.2.13)
problemini géz oniine alalim. Burada (3.2.12) denklemini,

DY2y'(x) + (2Ax+ x> =A%)y =0 (3.2.14)
formunda yazalim. (3.2.14) denklemini,

Ly =—(2Ax+ x> =A%)y (3.2.15)
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operatorii seklinde yazabiliriz. (3.2.15)’in her iki tarafina L™ uygulanarak, y(0)=1 sart:

kullanildiginda
1
y(x) =1— @iz j 32[at+t? = 22) y(1) ] dt
~1 r(1/ 3 j j (s—t) Y2 (22t +1% =A%) y(t) dt ds
00

elde edilir. Burada Y,(X) =1 dir. O halde,

y, () =— F(1/2 ” (s—t) V2 (2At +12 = 22)y, (t)dtds
00

v, (X) Y jj(s—t)-lfz (22t +1% — 2?)dtds
00

_1 : 2 J_ 2 2 j
=——| | —=+/s (85" +20s1-151°) |ds
Jr {(15 ( :

4X%2 (8% + 28%A —354%)

X)=—
Y1 (%) 1057r
y,(X) = F(1/2) [0 @at+t* = 2%)y,(t) dtds
00
4 (7 3 2 3 4
=057 g™ 2(33s* +1985°4 + 655212 —560s4° + 2404%) |ds
T
7
y,(X) = 4| 337X +2317zx6/1 a X A? 2_245 ax*2® +3—5 XA
1057 128 128 128 32 8
y3(x)=—r(1/2 j j (s—t) Y2 (24t +12 = A2y, (t) dt ds
00
_32X9/2
= Ea770L75 0 (25344x° +266112x° 4 +553280x‘A° —
T

~1329468x°1° — 2407965x° A* + 4408950XA° —1616615/16)

y4(X) =

r(1/2)££(s_t)_ (22t +1* = 2%)y,(t) dtds

22



32 183867757x"  1287074257x31
y4(X): + +
15277011757 65536 32768
4868950457x°A> 5133487457x"'A°
32768 65536
_13662660011axm2ﬁ_+82447365nx915+
131072 4096
2061184125ﬂx826__63047985ﬁx7ﬂ74_33948915nx628
8192 256 512
1 r -1/2 2 2
X)=— s—t 2t +t° -4 t)dtds
Vs (X) F(UZ)!!( )2 ( )Y, (t)
_ 15/2
Yo (X) = 256x [(84787200xw-+1483776000x%a+
149254609748619375\7

+8156834560x°A° + 7228495680’ 1° — 60508151536X° 1" —
—91181492136x°A° + 227364988725x* 1° +156318120000x°A" —
—522037388250X2184—346505166000X19—-736323477751”)]

X

r(1/2)I

0

Yo (X) =— j(s—t)‘”2 (At +t* =A%)y, (t)dtds

256 8492330793375 x*
Yo (X) =

149254609748619375x 16777216

1783389466608757x A4  51493553582336257%"° 1’
16777216 67108864
223418373727683757x°A° 598958871636632857x' "4
134217728 134217728
2659129848855090457X °4° | 352725726979026457x°A°
134217728 33554432

652107952629299257x A7 227131494211109257x3 48
8388608 - 4194304 -

62745805156466257x°2° _47928031490225257x 1 _
524288 262144

6001772667140257x° 1™ 52647128659125zx91”}

+
65536 32768

1
T(L/2)

Y, (X) =— ﬁ(s—t)‘”z (22t +t* = A?)y,(t) dt ds.
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Tablo 3.3. 3.2.4 probleminin yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

i Ao Ao, A,

5 0.307107 0.923288 1.04287
6 0.307107 0.923288 1.04287
7 0.307107 0.923288 1.04287
8 0.307107 0.923288 1.04287
9 0.307107 0.923288 1.04287
10 0.331758 0.975403 1.10254

Y, (X) =— 2048 [ 907984768204800x"

y(x)=Y(x) = Z Yo (%),

144286028261598202601124628125

+22245626821017600x" 1 +198972070236262400%"* 1°

+676375253296512000x"1° — 446830660027011456x'° 1*
—7711286005440329088x° 1° — 6773246735023357680x°A°
+35456789463684089592x" 1" + 29700565961101459515x° 1°
—109988357370427085550x°A° —945181730430102165%* 1"

+174937426063592332140x3 4™ —174894841490548614435%x* 1%

+70264545522134213250x4"° —104940555000590058 754 ]

elde edilen seri ¢o6ziimiine gore hesaplanan 6zdegerlerin bazilar1 Tablo 3.3’te verilmistir.

3.2.5. Bessel denklemi i¢in Kesirli Sturm-Liouville Problemi

denkleminde « =

2
D“y'(x)+[/1+x—v ;21/4}y(x):0
1 alalim.
2
2
D”zy'(x){/ﬂx—v ;}’ﬂy(x):o

24
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y(0)=0, y'®)=0 (3.2.17)

problemini g6z Oniine alalim. (3.2.16) denklemi operatdr formunda

2_
Ly:—[/1+x—v 21/4}y (3.2.18)
X
seklinde yazilabilir. (3.2.18)’in her iki tarafina L™ uygulanarak ve y(0)=0 sart:
kullanildiginda
1 1/4
X) = cx’ ————— | JJ? Art—Y t) dt
Y09 m/z)j ( j y(©)

=cx’°

2 ~1/4
F(1/2)”(S t) (/1+t— - J(t)dtds

ifadesini elde ederiz. Burada Bx = y'(0) olarak verilsin. O halde y,(x) =cx* dr.

Vi (X) =

r(1/2) JJ-0™ (’“t‘ t1/4] Yo ()dtds (k>0)

esitligini kullanarak 6zfonksiyonlar1 elde edelim.

¥ ~1/4
= (s—t)™?| A t—— t)dtd
%) m/Z 710 (+ = jyo() s
V() = — cx¥? (105 —420v* + 64%° +96X° 1)
! 3157
xe ~1/4
= )2 2 t—— t)dtd
Y () r(1/2>££(5 ) [ Ho— jl() s
1 605
X) = ——c| 420(1—4v?)? X + — (1— 4v?)x*
= ( a-ayx+ 2B 0 av)
+33x7 +3x°(86 —344v? +35%°) A +84x5/12)
X e ~1/4
= —t)V? — — " ly,(t)dtd
Vs() r(uzﬂ y [ = jym s
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Tablo 3.4. 3.2.5 probleminin yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

I Ay o, A
4 3.00664 3.16244 3.30174
y.(X) = — ! c [3 JX(x? (18797999221
3 38594556007 | 19

+x(1015003275 + 32X(88%° (46835 + 5376 X%) + 76X(192491 + 30912x%) A
+2907(4433+1344x%) 1% + 2170560%24%)))

+2217072v* (x° (7325x +13566 1) + 33075(-2 + Log[4]))

~1292v? (2x* (5819814 + X(3142425 +16X(12760"

+ XA+ + —<+Lo
45292x1 +3989717%))) +14189175(-2 + L g[4]))

+1527701175(~2 + Log[4]) — 97772875200v°
(—2+ Log[4]) ~1527701175(—1+4v*)* Log[x]) ]

Y00 =Y (= 39, = Yo+ 00 + 1,0+ V(0

Elde edilen seri ¢oziimiine gore hesaplanan 6zdegerlerin bazilar1 Tablo 3.4’te verilmistir.
3.2.6. Hidrojen Atom denklemi i¢in Kesirli Sturm-Liouville Problemi

D“y'(x)+[i+z—w} y(x) =0,
X X

denkleminde 6zel olarak | =2, « =% alalim.

2 11+
X X

DY2y'(x) {/1 + } y(x) =0, (3.2.19)

y(0)=0,

y'@A)+y@LA)=0 (3.2.20)

problemini g6zoniine alalim. (3.2.19) denklemini,

Ly=—(;t+3—%jy (3.2.21)
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operatorii seklinde yazilabiliriz. (3.2.21)’in her iki tarafina L' uygulanarak, y(0)=0 sarti
kullanildiginda

Yo =ox _r(1/2)i H ]y(t)}
f

_S[ )™ (/H———j y(t)dtds

r(1/2

elde edilir. Burada Bx = y'(0) olarak verilsin.

F(1/2)M( t)* (m jyk(t)dtds (k >0)

esitligini kullanarak 6zfonksiyonlar elde edelim.

yk+1(x) =

Yo (X) =X*
40 = -0 (24228 fuenas
C (¢ 0 2 6
:_F(llz)_(['([(s—t) [Mr jt dtds
Burada

S

o'——.

= [(s—t)¥*(At* + 2t —6)dtds

= A[t(s—t) Y dt+2[t(s—t) " dt—6[ (s—t) " dt (s—t=u?)
0 0

0

‘ 1 ‘ 1 1
:—2/1_[(s—uz)z—udu—4j'(s—uz)—udu+12I—udu
* u - u u

0 0 0
z—zﬂ,j(s2—23u2+u4)du—4j(s—u2)du+12jdu
& & &

—2/122“3”504 “30120
=24\ SU-2s0 4o | —A[su-—]| + (U) s

Vs s
— 2&235/2 8 3/2
15

1251/2

seklinde bulunur. Bu integralin sonucunu yerine yazarsak
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Y, (X) = — J(lGl 52 8 2 _125Y2 | ds

X
3/2]
0

:_L(]-G_ﬂ« 287/2 82 52 _19 %

Jr\ 15 7 35
c 16 (2/1 X712 4 52 15X3/2
N

 —160x* [4/1x +14x—105j

|
)

157 14

(0 = —8c x¥?(~105+14x + 44x?)
' 105\

seklinde elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde Y, (X)

yz(x) =

r(l/z) ﬂ(s v (“———j y,(t)dtds

= 4—;0c(112x(180 + (=214 X)X) + X*(-516 +55xX) A + Tx° A%

olarak bulunur ve y,(x),

F(1/2 ﬁ )‘1’2( +—— jyz(t)dtds

y3(X) =

1 1
=—— 16¢+/x (6006 (56700 + x(8505+8(—42 + X)X
N (4729725 Vx( ( ( ( X))

+429x% (20349 + X(—1857 + 74x) ) 1 + 78x* (=1023+ 92X) A*
+560x°2° ~170270100Log[4x]))
seklinde bulunur. Buna goére

YOO =Y ()= 3 Y2 (%) = Yo (X) 4 Yo X) + ¥, (0 + ¥ ()

n=0
,  8AX¥?(-105+14x+44x%)

10547
1

+ o5 A(112X (180 + (—21+ X)x) + X*(~516 +55X) A + 7X° A%

=CX

1 1
— 16C~/X (6006 (56700 + X(8505 + 8(—42 + X)X
N (4729725 Vx( ( ( ( X))

+429%%(20349 + X(—1857 + 74X)) A + 78x* (—1023 + 92X) A2
+560x°4° ~170270100Log[4x]))

seklinde elde edilen Seri ¢oziimiine gore hesaplanan 6zdegerler Tablo 3.5’te verilmistir.
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Tablo 3.5. 3.2.6 probleminin yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

I Ay Ao, A

4 -13.2509 -13.2127 -13.1746
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4. HOMOTOPI PERTURBASYON METODU ve KESIRLI STURM-LIOUVILLE
PROBLEMLERINE UYGULAMALARI

4.1. Kesirli Sturm-Liouville Probleminin Coéziimii icin Homotopi Pertiirbasyon
Metodu

Kesirli mertebeden diferensiyel denklemleri yeniden géz Oniine alip buna gore
kesirli Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve O6zfonksiyonlarinin HPM metoduyla
bulunan sayisal ¢oziimlerini verecegiz.

Simdi asagidaki 6zdeger problemini ele alalim:

D*[p(x)y'(x)]+h(x)y'(x) + () y(x) + Aq(x)y(x) =0, x€(0,1), (4.1.1)

ay(0)+by'(0)=0, cy@)+dy'@®)=0, (4.1.2)
burada a,b,c,deR, O<a<l ve q(X),p(X),o(x) sifirdan biiyiik siirekli

fonksiyonlardir. &. dereceden kesirli diferensiyel operatorii

j'(x—t)"‘“‘ly(k’ (t)dt (4.1.4)

0

D7y (x) =

I'k-«)
ile verilsin. Burada ke N ve k—1<a <k dir.

Kesirli Sturm-Liouville problemini ¢6zebilmek igin asagidaki algoritmay1 verelim.

(4.1.1) kesirli Sturm-Liouville denklemini g6z 6niine alalim. Yani,

D*[p(X)y'(Q1+h(x)y'(x) + o (x) y(X) + 2q(x)y(x) =0, x<(0,1), (4.1.5)
Tanim1.3.” te verilen integral operatdriinii g6z oniline alalim ve asagidaki lemmay1
verelim,
Lemma 4.1.2.

keN ve aeR" igineger k—1<a <k ve yelL][a,b] ise bu takdirde

D7 Jy(3) = y(x)

ve
2205300 =y - 3y ) LT .16
olur.

Burada b>a>0 ve x>0 dur.

Kolaylik i¢in (4.1.5) diferensiyel denklemini agsagidaki genel formda ele alalim.



F,(y)=0, xeQ (4.1.7)
Burada F,, bir diferensiyel operatérdiir. Bir homotopi olusturalim,
¥(x,m7): Qx[0,1]] > R
ki bu (4.1.8) denklemini karsilar.
H(9,7) =(1-B)){Lu[¥ - YoI} +h A7) F (§) =0 (4.1.8)
Burada L,
L.[0]=0,
h=0, A)=B(0)=0 ve Al)=B(@)=1
lineer operatdriinii saglar.
Burada 7 € (0,1) bir parametredir ve y, da baslangi¢ yaklagimudir.

O halde sunu belirtebiliriz;
H(9,0) = L, [§(x,0) - Y, ()1 =0,
H(¥,1) =F,(¥(x,1)) =0,
ve bunlarin sirasiyla karsilikli olarak denk oldugunu g6z 6niine alirsak,
9(x,0) = y,(x),
Y(X’l) = y(X)!
(4.1.9) denklemi sunu gosterir, (4.1.8) denkleminin § ¢6ziimii, baslangic yaklasimi y, dan

(4.1.9)

y ye siirekli olarak degisir. A(r7) ve B(r) tiimii analitik ve 7 kiiciik bir parametre olmak

lizere ¥ nin ¢6zimii oldugunu varsayarak, bunlar1 ifade etmek i¢in pertiirbasyon teorisini

kullanabiliriz.
ym) =2 9.007" (4.1.10)
n=0
A@m)=Y.5,,1n" ve B()=D_S,.n", (4.1.11)
n=0 n=0

(4.1.10) ve (4.1.11), (4.1.8) denkleminde yerine yazilip ve 7" nin katsayilar1 sifira

esitlenip homojen kosullara gore ¢oziildiigiinde

n=0

1) =[1- 38,0 {1503+ 38,00 Fy ()0

HT.7) = LalT Yol - Y. S, Lul§ - Y]+ XS, 1" Fu(9) =0 (41.12)
n=0 n=0
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L, [¥(x,0)—y,(x)] =0 esitligini (4.1.12) denkleminde gz 6niine aldigimizda,

H(T.m) =-3S,. 7" L, [Z 7,007 -3 vH(x)n”}
n=0 n=0 n=0 (4.1.13)

+h281,n n"F.(9)=0
n=0

elde edilir.
(4.1.5) denklemini F,(y)=0, xeQ formunda ele alip (4.1.13) denkleminde uygularsak

¥,(X) (n>1) i¢in denklem elde edilir. A ve B operatdrlerini

A(n)=n ve B(n)=n, (4.1.14)

seklinde se¢elim ve h =1 parametresine gore

ni:,{LH[yn]—LHml]+ DT(0T, T +HT, (005,00, o

+29(X) ¥, (X)}7" =0,

denklemi elde edilir. 7" ’in kuvvetlerinin katsayilarini sifira esitleyerek asagidaki esitligi

elde edebiliriz.
L0901 LaF, a1+ DU IPOOT, 1 (010, 00+ (%) 9,4 () @.116)
+204(x)¥,.,(x) =0,
Baslangi¢ yaklasimi Y, bir ¢6ziim olarak secilirse
L [¥,()]=0, (4.1.17)

olur.

Bununla birlikte y(x)’in tam ¢6ziimii asagidaki gibidir.
Y0 =limY5,007" = 9,9
n=0 n=0

Lineer operatdr L, i¢in birgok secenek vardir, bu nedenle Y,(xX) ’in baslangi¢ yaklagimi

icin birden fazla secenegimiz olabilir, fakat burada asagidaki ifadeyi kullanalim.
L, [¥1=D“[p¥y1.

Simdi (4.1.16) denkleminin her iki tarafina L™ operatoriinii uygulandiginda,

5200 ~,,00+ [ 95D" [pOF 0]+ [ 37 H et =0
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7,00~ 9,0+ j— p(V)y nl(t)—p<0>y'n1(0)]dt+j$J:H dt =0,

1

90 () = 91 () + l y',. ) dt—p(0)§',,(0) j o TJ Hdt =
- - - . . 1 B
Y2 (0= Y1 (0 + 9,2 (0) = §,,(0) = p(0) ¥ n_1(0)£ ottt TJ Hdt=0,

elde edilir. Buradan da

§,(x) = ¥,(0)+ p(0) ¥, (0)j dt+J. JEH dt,

p(®) p(t)

genel ¢oziimiinii elde ederiz. Burada

H =-h(x)¥,.,'(¥) =0(X) ¥, (X) = 2a() ¥, 1 (X),
ve

Y000 =y(0)+ p(0) y'(0)x,
dir.

4.2. Kesirli Sturm-Liouville Problemleri i¢in Homotopi Pertiirbasyon Yontemiyle

Ozdegerlerin Hesaplanmasi

Tam sayili mertebeden Sturm-Liouville problemleri ile ilgili ¢esitli yontemlerle
sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Kesirli mertebeden Sturm-Liouville problemleri ise 2009
yilinda Mdallal tarafindan 6nce Adomian Ayrisim metodu [5], daha sonra Homotopi
Pertiirbasyon metoduyla ¢6ziilmistiir [6]. Ayrica Diferensiyel Doniisiim metodu
yardimiyla benzer ¢ozlimler elde edilmistir [16].

Bu boliimde de Kesirli Sturm-Liouville problemleri (4.1.1) ve (4.1.2)’de Homotopi
Pertiirbasyon metodu kullanilarak dzdegerlerin sayisal hesaplamalarmi yapacagiz. Sayisal
simiilasyonlarin kapsaml bir dizisi ¢ =0.70 ve 1.0 araliginda ger¢eklesmistir. Artan «
etkisinde oOzdegerler ve Ozfonksiyonlar1 incelemek i¢in bu sonuglar1 verecegiz.

o, =0.75, a,=0.85 a;=0.90, o, =0.95ve o, =1.0 olmak iizere o 'nmn bu degerleri

icin agagidaki uygulamalar1 verelim.
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4.2.1. Regiiler Kesirli Sturm-Liouville problemi

DUly'(0)]+y'(x)+1y(x) =0, xe(0,1)
y'(0)=0, y(1) =0,

Regiiler kesirli 6zdeger problemini ele alalim. Burada 0 < <1 dir.

L,, lineer operatoriinii asagidaki gibi segelim.
L [y(x,m]=D[¥].

Metod uygulandiginda §, i¢in kesirli bir diferensiyel denklem elde ederiz.
Da[yn I(X)] + ynfl I(X) + //Lynfl(x) = O’ n= 1!

dolayisiyla §.(0)=Y,'(0) =0 du.

(4.2.3) denkleminin genel ¢6ziimii

- 1 frare o -
AN =—% [35 19, )+ A7, O] dt,

= (S [, '(t) + A9, (D]dt ds.
F( )03

Burada ¥,(x) = y(0).

Dolayisiyla homotopi serisinin ilk birkag terimi,

yo (X) = y(O),
o Y(O)x A
h(x)= (@+)T(a+1)’
7,00 = 272 y(0) J_ X2 (200 + XA + 2)
2 I'a+ )F(a +2)
7.(x) = _2y(0) X A((9ar® + 2XA +5)a + XA(XA+6) +6)[ (2 + 2)

3r(2a+3)'(Ba +3)

(4.2.1)
(4.2.2)

(4.2.3)

seklinde elde edilen Seri ¢oziimiine gore hesaplanan 6zdegerler Tablo 4.1°de verilmistir.
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Tablo 4.1. 4.2.1 probleminde yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

i j_lai lzai ﬂgai

1 3.7921553 19.5210356 42.8785424

2 3.6813513 20.4291319 49.0908959

3 3.6480622 21.2151013 52.9993821

4 3.6287583 22.2173756 57.5810164

5 3.6230893 23.4423372 62.9297232

4.2.2. Kesirli Sturm-Liouville problemi
Dly'(X)]+4Ay(x)=0, xe(0,1) (4.2.4)
y(0)=0, yO+y'®=0, (4.2.5)

kKesirli 6zdeger problemini ele alalim. Burada O<a <1 dir. L, yardimci lineer
operatoriine gore

L, [Y(x,m)]=D[¥1]
ifadesi yazilabilir. § i¢in kesirli diferensiyel denklem ise

D[y’ ()]+4¥,4(x)=0, n=1,
seklindedir. Yine bu denklemin genel ¢6ziimii ise

/12
I'(x)

¥.(x) =— ﬁ (s—t)*'y_,(t)dtds.

Burada ¥,(x)=y'(0)x.

Dolayisiyla yaklasik homotopi ¢ozilimii;

Y09 =lim > 5,007 = 3.5,

ile verilir.
Burada
yO(X) = y'(O)X’
y (X) _ yn(o) Xa+2 /12
! (@ +3a+2)T(a+1)’
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Tablo 4.2. 4.2.2 probleminde yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

i A" A5 A3
1 1.9436127 4.1057524 6.2985200
2 1.9648174 4.3916281 6.8808742
3 1.9822434 45523140 7.2160595
4 2.0036520 4.7259188 7.5815118
5 2.0287578 49131804 7.9786657

. |0 1/X—axa+3ﬂv4

5,00~ Y@/ |

I'2(a+2))
. '(0) 23 A° cse(na
700 YO (21

['(-a)T(a+)C B +5)

seklinde elde edilen Seri ¢oziimiine gore hesaplanan 6zdegerler Tablo 4.2°de verilmistir.

4.2.3. Singiiler Kesirli Sturm-Liouville problemi

D[y '(x)]+ (% zj y() =0, xe(0,1) (4.2.6)

y(0)=0, y@®)+y'®=0, (4.2.7)
Singiiler kesirli 6zdeger problemini ele alalim. Burada O<a <1 dir. L, yardimer lineer

operatoriine gore
L, [Y(x,m)]=D[¥1]

ifadesi yazilabilir. §, icin kesirli bir diferensiyel denklem
DY, ()] +( + ﬂj Y01 (x) =0,
seklinde yazilarak bu denklemin genel ¢6zlimii ise,
1 XS
¥.(X)=- (s— t)“‘l( + ;t) ¥y, (t)dtds.
] 1

Burada yaklasik homotopi serisinin ilk birkag terimi,

yo (X) =Yy I(O)X'
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Tablo 4.3. 4.2.3 probleminde yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

i A A A
1 0.9968539 13.6966325 35.5149952
2 0.8671438 15.4253389 42.8489326
3 0.8247511 16.5498928 47.3349446
4 0.7960983 17.8574076 52.4663825
5 0.7805164 19.3607236 58.3363502
7.(x) = y'(0)x“ ™ (o + XA +2)
! (a® +3a+2)(a+1)’
—20-3 1 2a+1 2 2
5,00 = 2203\ OWIXP (X2 (o + 2) A2 + X(ar + 3) (2 +3) A + 2(a + 2) (2 + 3))
L(X) =

T(a+5/2)T(a+3)

seklinde elde edilen Seri ¢oziimiine gore hesaplanan 6zdegerler Tablo 4.3°te verilmistir.

4.2.4. Kesirli Difiizyon Denklemi i¢in Sturm-Liouville problemi

D“y'(x)+(22x+ xz)y(x) = 2%y(x) (4.2.8)

y(0) =1 y'(0)=0 (4.2.9)
problemini g6z 6niine alalim. Burada (4.2.8) denklemini,

D“y'(x)+(2ﬂbx+x2 —ﬂz)y(x) =0 (4.2.10)

seklinde yazalim. Burada 0 < « <1 dir. (4.2.10) denklemini L, lineer operatdriine gore,

L, [9(x, 0] = D[]
operatorii formunda yazabiliriz.

Yukaridaki analizden sonra Y, i¢in kesirli bir adi diferensiyel denklem elde ederiz.
D[ ¥,(¥)]+(2Ax+x* = 2%)¥,.(x) =0, n>1 (4.2.11)
Dolayisiyla ¥, (0) =¥, '(0)=0 dur.

(4.2.11) denkleminin genel ¢oziimii

X

¥, (x) = —ﬁm [ (2t+8° = 2%)9,,() |,

- _ﬁﬁ(s—t)“‘l(ﬂt +t2 = 4%)§, ,()dtds
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seklinde olup burada ¥,(X) = y(0).

Dolayistyla homotopi serisinin ilk birkag terimi,

)70 (X) = Y(O),
¥.(x )——%M(s ) (24t +t7 - /Iz)yo(t)dtds
y(0) x** ((2x2 +2x(B+a)A—(2 +a)(3+a)/12)

V.00 == (B+a)a(2+3a+a*)[a] |

7 l i a-1 2 2
yz(x)=—r(a ! ! s—1)"* (24t +1” - 2%) §,(t)dt ds
y(0)

V(%) = a(2+3a + o) Ta] 7 + 2]
(X2+2“(X4(4+a)(5+a)+2X3(3+a)(4+a)(5+a)ﬁ

A4 + o]

2(3+a)

. —X*(B+a)5+2a)(-4+a+a’)A?
2(3+ )
. —AX(2+ )3+ a)?(5+2a)A° +2(2+ )(3+ a)(3+ 2a)(5+2a)/14)j

2(3+ )

seklinde elde edilen seri ¢oziimiine gore hesaplanan 6zdegerler Tablo 4.4°te verilmistir.

Tablo 4.4. 4.2.4 probleminde yaklasik ¢6ziim fonksiyonuna gore bazi A degerleri

i P i i

1 0.382809 0.569984 0.700347
2 0.414218 0.588733 0.717327
3 0.443732 0.608099 0.735050
4 0.472051 0.628058 0.753510
5 0.526505 0.669648 0.792593
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5. MiZUTANI YONTEMIi VE KESIiRLi STURM-LIOUVILLE PREBLEMLERINE
UYGULAMALARI

5.1. ki Spektruma Gére Ters Sturm-Liouville Problemi

p(x) ve q(x), 0<x<x araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlar, h ve H reel

sayilar olmak iizere

y+(A4-0q(x))y=0, O<x<z (5.1.1)

y'(0)-hy(0)=0

y'(7)+Hy(7) =0, (5.1.2)

y'+(u-p(x)y=0 O0<x<=zx (5.1.3)
seklindeki iki Sturm-Liouville problemini g6z 6niine alalim.

(5.1.1) - (5.1.2) probleminin 6zdegerleri {4}, ve (5.1.3) - (5.1.2) probleminin
ozdegerleri de {4, }., olsun. (5.1.1) - (5.1.2) probleminin 6zfonksiyonu ¢(x,4,), (5.1.3) -

(5.1.2) probleminin &zfonksiyonu da ¢#(x,,) olsun. (5.1.1) - (5.1.2) probleminin

normlastirici sayilari
P = [#° (%, 4, )dx
0

olacak sekilde 6zdeger ve normlastirict sayilari igin asimptotik formiiller

\/Z=n+%+o(%j, (5.1.4)
o)

p=Zro[L (515)
2 n

formundadir. Ayrica ¢(x,A,) 6zfonksiyonlar:

¢(x,i):cosﬁx+%sin ﬁx+o(%) (5.1.6)

formundadir. Benzer sekilde (5.1.3) - (5.1.2) problemi i¢in de asimptotik formiiller



\/Z:n+ai+0(i2j,
n n

o, =Z+O(i2)
2 n

seklindedir.

Spektral verilere gore g(x) potansiyelinin, h ve H sayilarmin bulunmasina ters

Sturm-Liouville problemi denir. Bu spektral veriler Sturm-Liouville operatoriiniin

spektrumu, normlastirici sayilari, spektral fonksiyonu, nodal noktalar1 olabilir.

q(x) € C'[0, 7] reel degerli bir fonksiyon, h ve H ’m bilinen reel sayilar oldugunu
kabul edelim. Ayrica (5.1.1)-(5.1.2) probleminin spektral karakteristikleri {4,, o}, "lerde
verilsin.  p(x) eC'[0,z] bilinmeyeniyle (5.1.3)-(5.1.2) probleminin {u o}, farkli

spektral karakteristiklerinin verildigini kabul edelim.

Lemma5.1.1. 1 >1 ve 0< X< olmak lizere

|¢(

|p(x, A)| + I m , (5.1.7)

Ja \¢(x,z)\+\¢3'(x,,1)\ <M
olacak sekilde bir M >0 sabiti vardir.
Ispat. 1>1 oldugundan

d(X,A) = cosJ_x+ 5|n\/_x+0[

oo 7

alinabilir. (5.6) esitliginin X ’e ve A ’ya gore kismi tiirevleri alinirsa

#'(x,2) = ¢, (x, 2) = —JAsinAx+ hcos\/szro[%j

. X . hx
(X, A)=¢,(X, 1) = —msm \/Ix+ﬂcos\/zx

O A) = —— i _X
¢'(X, 1) = 2\/_S|n\/2x 2cos\/Zx

—_cosAx— sm\/_x+o(

2«/’ 2J2 \//1_3]
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elde edilir. —1<cos \/Ix <1, -1<s in\/zx <1, 0<x<r esitsizlikleri géz Oniine alinarak
ve yukarida elde edilen esitlikler (5.7) de yazilarak
[6(x, )| +[8'(x, DI NA <M,
VAIB(x, )| +]g'(x )| <M

elde edilir.

Teorem 5.1.1. Eger A= iﬂb‘n — Po|+| 1, = 4, yeterince kiigiik ise
n=0

max | p(x) —q(x)| < CA

0<x<mw
dir. Burada C;h,H ve q(x) ’e bagl pozitif bir sabittir.

Ispat.

Fxs)=3 ¢(x,un; #(s.14) ¢(x,ﬁn/)) ¢(s,zn)} (5.1.8)

olmak tizere F(x,s) fonksiyonu 0<x,s <z de siirekli, iki defa diferensiyellenebilirdir.
K(x,s)+.|. K(x,t)F(t,s)dt+F(x,s)=0, 0<s<x<x (5.1.9)
0

Esas integral denklemi ikinci tiir Volterra integral denklemidir ve her sabit X icin bir tek
stirekli K(Xx,S) ¢oziimiine sahiptir. Ayrica K(x,s) ¢oziimii 0<s<x<raraliginda ikinci

mertebeden siirekli diferensiyellenebilirdir. Ayrica

K,—P(X)K=K,—-q(s)K, 0<x<mr, (5.1.10)
diferensiyel denkleminin
K (X, X) =%j(p(t)—q(t))dt, 0<x<r, (5.1.11)
0
K.(x,00—hK(x,0)=0, 0<x<rx (5.1.12)

smir sartlarimi saglayan bir tek K (X, S) ¢oziim fonksiyonu vardir.

(5.1.9) integral denklemi ardisik yaklasimlar yontemiyle ¢6zelim. Bu denklemde
F(x,s) fonksiyonu bilinen bir fonksiyon olup K(x,s) ¢6ziimii bulunacaktir.

Once F(s,t)’i ele alalm ve asagidaki gibi F® (s,t;x) (n=12,3,...)
fonksiyonlarimi olusturalim:

FO(s,t;x) =F(s,t), (5.1.13)
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[ (n1) (s,t;X) = J' F(s,u)F(”)(U,ti X)du, n>1
0

O ey

T|F(s,t)|2 dsdt <1 (5.1.14)
0
olmak tizere K(X,S) ¢oziimii

K(xs) =3 (-)'F™(xs) 0<s<x<z (5.1.15)
dir. (5.1.11) esitliginin X ’e gore diferensiyeli alinarak

%(q(x)— p(x))=—% K (X, X) (5.1.16)
bulunur. (5.1.16) ifadesi (5.1.15) de yerine yazilirsa

(CI(X) p(x)) ——(Z( D"FO(x,x X)j
(5.1.17)
:—F(x x)+Z( 1) F(”*l)(x X; X)

elde edilir. di F ™ (x, x; X) ’i hesaplayalim:
X

d
Rl F (n+1) (X, X, X) — {Fs(n+l) + Ft(nJrl) + FX(rHl) }S=X
dx t=x

o'—.x O e, <

F.(s,u)F™ (u,t;x)du
F (u, t)F® (s,u; x)du+ F" (s, t; x)

= ZI Fx (X, U)F(n) (X, u; )() du+ Z = (k)(X, X; X)F (n+1-k) (X, X: X)
0 k=1

olup bu esitlik (5.1.17) de yerine yazilirsa

%(q(x) -p(x)) = % F(x,x)+ 2!? F (x,u)K(x,u)du
+i(—1)”zn: F®(x, x; X)F ™9 (x, x; X) (5.1.18)
_d F(x,x)— K?(x, x)+2j F (x,u)K(x,u)du
dx 0

elde edilir.
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1.
=—inf
A =St p,
alalim.

1 .
Oy = E + O( j asimptotik formiiliinden A, ’1n pozitif oldugu bulunur.

A=Y [ Aoy = oo+~ 4] [< A (5.1.19)
n=0
olsun. Bu takdirde her bir n igin
p.22A, o, ZA (5.1.20)

elde edilir.

F(x,s) = i{r/ﬁ(x, ﬂn:ﬁ(s, Hy)  P(% 4, /)O¢(s, /1”)}

esitliginin sag tarafi X ’e gore diferensiyellenirse

F.(x5) = i{(ﬁ'(X,ﬂn)(/ﬁ(S,un) ~ ¢'(x,;tn)¢(s,,1n)}

O-n pn
olur. Bu ifadeye $ (% 2,)4(5, %) ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa
F(0s) = i{w(x,uﬂ)qﬁ(s,un)_¢'(x,zn)¢(s,ﬂn)}

n=0 O, Pn

Z”: ¢'(X p)P(S 1) — P'(% 4,)9(5, 4,)

n=0 O, Pn

LI )¢(sz) ¢(xz)¢(sz)}
O-n

:jK———}é X260, 4)
Ui( (X, 14) (S, 10) =9 (X, 4,) 4(3, 4 ))}

0 1 . .
:ZKE " ]¢(xz)¢(sz)+—j(¢(x,z)¢(s,x))dﬂ]

”in
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© 1 1 ,
=§{[G—n—p—nj¢(x,m¢<s,zﬂ)

[ (#0095, )+ (%, 2) s, z))dz}
n

elde edilir. Buradan

EOED) [“Gij #'(%,20) 9(5. 2,)
+31 [(§100 )65, 2) + 4%, ) (5,2))d2
n=0 n

olup (5.1.19), (5.1.20) ve Lemma 5.1.1 den

|FX(X'S)|SCIZ|:\/Z|O-n _pn|+|/un _)“n”EC A
n=0
elde edilir. Buradan da

d
—F(x,x
‘dx (%,X)

<2C'A (5.1.21)

olur. Benzer sekilde

F(x,5) :i V(X'un)(/ﬁ(s,ﬂn) _¢(X,/”tn)¢(s,,1n)}

On Pn

¢ (X, A,)4(S, 4,)

n

olup bu esitlige

ifadesi eklenip ¢ikarilirsa

F(X,s) = ZK———](»(X 2)6(s, A )+—j(¢(x,z)¢(s,z))‘dﬂ}

n=0 n nin

olup buradan

|F(x,s)|£§:

n

[i—ijmx,znm(s,ﬂn)
oy Py

Gi:jn(qﬁ(x 2)4(s.4)) dA

- f:(—l ——j¢(x,ﬂn)¢(s,zn)
n=0 Gn h
f—j [ (F(x,A)p(5.2)+ (s, 2) $(x, 7)) dA
n=0 n i,
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}SC"A (5.1.22)

Fs)| <X [[o, -l N -

=0
elde edilir. Burada C' ve C" sadece q(x), h ve H ’a bagl sabitlerdir.

0 < x <z oldugundan (5.1.13) esitliginden
F@(s,t:0)|=|[F(s,u)F®(u,t;x)du|< [(C"A)’du<(C"A)’x
0

(C"A)*du < (C" A7

Ot x O =<

[FO(s,t;%)] ={[ F(s,u)F @ (u,t; ) du| <
0

‘F(”)(s,t;x)‘ = iF(s,u)F(”‘”(u,t;x)du < T(C "A)"du
0 0

< %(C "Arx)" (5.1.23)
bulunur.
Eger nC"A yeteri kadar kiiciik ise yani zC “A<% ise, bu durumda (5.1.23)
esitsizliginden

0

D D"F™(x,5%)

n=1

[K(x,s)|=

szl(;zc "A)"<2C"A (5.1.24)
n=1 7

olur. A<min{A,(2zC")*} olmak iizere (5.1.21), (5.1.22) ve (5.124) esitsizlikleri

(5.1.18) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.

[P0 -a(0|<C Y[\l = il it =]
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5.2. Kesirli Sturm-Liouville Problemlerine Uygulamalari

Bu bolimde Kesirli Sturm-Liouville problemlerini Adomian yardimiyla ¢oziip,
Mizutani yaklasiminin bu problemlere uygulanmasimni ele alacagiz.

q(x) ve G(x), 0< x<1 arahiginda reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak tizere

D"?y'+(2-q(x))y =0, O<x<l1 (5.2.1)
y'(0)=0, y@®)=0 (5.2.2)
Dl’zy'+(i—q(x))y=o, 0<x<1 (5.2.3)

seklindeki iki Sturm-Liouville problemini g6zoniine alalim. (5.2.1)-(5.2.2) probleminin

dzdegerleri {4}

=0

ve (5.2.3)-(5.2.2) probleminin dzdegerleri de {/In}wo olsun. (5.2.1)-
n=
(5.2.2) probleminin 6zfonksiyonu ¢(X, 4 ), (5.2.3)-(5.2.2) probleminin &zfonksiyonu

@(x, 1) olsun. (5.2.1)-(5.2.2) probleminin normlastiric1 sayilari

1
o, = [9* (%, 4,) dx
0
ve (5.2.3)-(5.2.2) probleminin normlastirici sayilart da

@, =|@*(x,A,)dx

O ey

olsun.

5.2.1. Regiiler Kesirli Sturm-Liouville problemi

(5.2.1) kesirli Sturm-Liouville denkleminde 6zel olarak ¢(x)=-1 alip ¢oziim

yapalim.
D2y’ (x)+(1+4)y(x)=0, xe(0,1) (5.2.4)
y'(0)=0, y@)=0 (5.2.5)

Regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini goz oOniine alahm. (5.2.4) denklemi
operator formunda
Ly=—(1+24)y (5.2.6)

1

seklinde yazilabilir. (5.2.6) nin her iki tarafina L uygulanarak, x=0daki kosul goz

Oniine alindiginda,
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y(X) = pu— j JV2(1+2) y(t)dt

r(1/ 2)4

_ F(1/2 ” s—t)™2(1+ 1) y(t) dtds
00

elde edilir. Burada, u =y,ve 6zel olarak x=1 sabit say1 olarak alinip Yy(X) =Zyn(x)

serisine uygulandiginda, bu durumda
Yo (X) =1,
4 (1+ 1)

yl(X):_ 3\/; y
yz(x)=%(1+z)zx—

32x"2(1+ 1)°
X)=———=—,
>0 9457

1 6 4
X)=—Xx (1+A4)",
y4()720(+)

v (X) = 256x"2(1+ A)°
° 20270257
x*(L+A)°
X)=——"—,
Y (X) 362880
2048x*2(1+ A)’
y7 (X) =- )
137493105757
12
@+ }t)
12
¥) =
Ve (%) = 39916800 '
16384x*"?(1+ A)°
y9 (X) = '
213458046676875+/7
L+ A)° )1(5
le (X) =T~
87178291200

10
olarak bulunur. Béylece y(x) = (X, 4,) = Z Yy, (X) serisini elde ederiz.

n=0

A, =14.1097 olarak elde edilen A4 6zdegeri i¢in normlastirici say1,
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alo(x, 2’) = J.(yo[x] + yl[x] + yz[x] +..t le[X])2 dx

seklinde hesaplandiginda
oy, =0.125916

elde edilir.

(5.2.3) kesirli Sturm-Liouville denkleminde 6zel olarak §(x) = —% alalim.

Dl’zy'(x)+(/1+ jy(x) 0, xe(0,1) (5.2.7)

y'(0)=0, y(1)=0 (5.2.8)
Regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini goz oOniine alalm. (5.2.7) denklemi

operator formunda
> 1
Ly:—(/1+§jy (5.2.9)

seklinde yazilabilir. (5.2.9) nin her iki tarafina L™ uygulanarak, x=0daki kosul goz

oniine alindiginda,

y(X) = p— J”Z[M jy(t)dt

r(1/ 2)

!
r(1/2 jj —t)‘“z(;wr jy(t)dtds

elde edilir. Burada, g=vy, olup 6zel olarak =1 almnip y(x):Zyn(x) serisine

n=0

uygulandiginda, bu durumda

yo(X):]-f
_4x*(1+32)
X :
y,(X) = T odr
1 X3
X) =— (1+31)* —
Y,(X) 18( )
32x72(1+34)°
)=—— ~ 7
Vo(X) 255157
6
1+32)" %
y4(X)=W,
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256x"°%(1+31)°

X)=— ’
¥s(X) 4925670757
9
(1+32)° %
X -
e (X) 29393280
2048x%"2(1+31)’
Yy (X) == )
30069742227525 7
12
(1+32)° %
ys (X) = )
261894124800
16384x*"2(1+31)°
Yo (X) =- )
4201494732740930625+/7
15
(1432 ’1(—5
X = l
Y10 (%) 5147790917068800

10
olarak bulunur. Boylece y(X) = @(x,4,) = Z y, (X) serisini elde ederiz.
n=0

Ao =14.7764 6zdegeri igin normlastirici say1
1
0~!10(X, A)= I(yo[x] + yl[x] + yz[x] +...+ le[X])2 dx
0

olacak sekilde
a,, =0.125916

elde edilir.

/{n _;tn

10
A=>la, —a,|+
n=1
yeterince kiiciik secildiginde,

max |q(x) —q(x)|<C A

0<x<1
esitliginin saglandigini gosterelim.
A=|0.125916 —0.125916|+[14.7764 —14.1097|
=0.6667
C o ‘ q 2(_>§)
C=2
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alinip ¢6ziim yapildiginda CA=1.334 olarak elde edilir.

) 1
max [q(x) - (x)|= ‘—1—5‘

=1.333

buradan
1.333<1.334

oldugu goriiliir.

5.2.2. Regiiler Kesirli Sturm-Liouville problemi

(5.2.1) kesirli Sturm-Liouville denkleminde 6zel olarak q(x)=§ alip ¢oziim

yapalim.
DY2y(x) +(/1 —gj y(x)=0, xe(0,) (5.2.10)
y'(0)=0, y@®)=0 (5.2.11)

Regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini goz oOniine alalim. (5.2.10) denklemi

operator formunda

Ly=—(/1—§jy (5.2.12)

seklinde yazilabilir. (5.2.12) nin her iki tarafina L™ uygulanarak, x =0 daki kosul goz

Oniine alindiginda,

32 (z —%) y(t)dt

i(s _ty 2 [;L —%) y(t)dtds

elde edilir. Burada, x=y, olup 6zel olarak =1 secilip y(x):Zyn(x) serisine

n=0
uygulandiginda, bu durumda
Yo () =1,
4x¥*(x—54)
X)=——""F7=—"
B0 =—71 N

1 (7x°
X) = —| — —14x*2 +32x312 |,
Y, (X) 192[ c J
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16x72(14x> —210x° A + 975xA? —14301%)

X) = :
Yo(X) 675675\
:I.:|.9X10 _ 9 872 713 614
0 238x°1 +1674x%1% — 4992%" A2 +5376x°A
X)= ,
Y (%) 3870720
64X (2618x° —65450x" 1 + 618125x° 4% )
YS(X) = +
2635284526875
4x™'?(-2797375x° A° + 6118000xA* —52003001°)
2635284526875+ 7 ’

5
olarak bulunur. Béylece y(x) = (X, 4,) = Z Yy, (X) serisini elde ederiz.

n=0

=4612.41 ve A, =26.287 olarak elde edilir.

(5.2.3) kesirli Sturm-Liouville denkleminde 6zel olarak q(x)=§ alip ¢oziim

yapalim.
DV2y'(x) + (i —2) y(x)=0, xe(0,)) (5.2.13)
y'(0)=0, y@)=0 (5.2.14)

Regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini goz oOniine alalim. (5.2.13) denklemi

operator formunda

~ X
Ly=—(/1—zjy (5.2.15)

seklinde yazilabilir. (5.2.15) nin her iki tarafina L™

(1 —%) y(t)dt
i )‘1’2( ] y(t)dtds

elde edilir. Burada, u=y, olup ozel olarak x=1 alinip y(x)=Zyn(x) serisine
n=0

uygulanarak, x =0 daki kosul goz

Oniine alindiginda,

Y(><)=/J—F(l/2

='u_1“(1/2

[
e

uygulandiginda, bu durumda

Yo (X) =1,
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2x¥2(x—104)
X) =" 7
y1(x) 5l

1 (7x°
X) = ——| — —28x*1+128x%1? |,
Y2 (%) 768( 5 ]

4x% (Tx® —210x* 1 +1950x4% —5720.1%)

X) = )
Ya(X) 675675V
119x* 0 812 743 644
0 _476X°1 +6696X° 1% —39936x7 1% +86016Xx° 4
X) =
(%) 61931520
415/ (1309x5 — 65450x* 1 +1236250%312 )
Ys(X) = +
2635284526875
4x1512 (—11189500x2,13 + 489440004 —8320480025)
2635284526875 ’

5
olarak bulunur. Bdylece y(X) = @(x, 4,)=D_Y,(X) serisini elde ederiz.

n=0
&, =3796.21 ve A, =3796.21

olarak elde edilir.

5
A=>la, —a,|+
n=0

yeterince kiiciik se¢ildiginde,

/{n _in

max |q(x) —q(x)|< CA

0<x<1

max|9(0 0| <C Y[ |, — | +|7, ~ 4,
n=0

0<x<1

A=|3796.21- 4612.41+| 23.6008- 26.287

=816.2+ 2.6862
=818.89

_ 4
10*

alinip ¢6ziim yapildiginda CA=0.33 olarak elde edilir.
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|Q(X) Q(X)| ‘E - Z

max

0<x<1

a(x) - q(x)l
= 0.25
buradan
0.25<0.33

oldugu goriiliir.

5.2.3. Singiiler Kesirli Sturm-Liouville problemi

(5.2.1) kesirli Sturm-Liouville denkleminde 6zel olarak q(X)=— alip ¢oziim

yapalim.
D“W'(x){ﬂ—%j y0) =0, xe(0.) (5.2.16)
y'(0)=0, y@®)=0 (5.2.17)

Regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini goz oOniine alalim. (5.2.16) denklemi

operator formunda

Ly:—(l—%jy (5.2.18)

-1

seklinde yazilabilir. (5.2.18) nin her iki tarafina L

1
( - J y(t)dt

[(s )-1’2( —%jy(t)dtds

elde edilir. Burada, ux=y, olup ozel olarak x=1 alinip y(x):Zyn(x) serisine

n=0

uygulanarak, x =0 daki kosul goz

Oniine alindiginda,

y(x) = ﬂ—m/z

[+
!

r(1/2

uygulandiginda, bu durumda
Yo(X) =X,
4x¥?(-5+2x1)

yl(X) == 15\/; )
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2

Y, (x) = ’; (404 XA(-28+5x0)),

_ 8x"?(-1155+x4(1122+ xA(-363+ 40x4)))

X) = ,
¥s(%) 519757
x° {24640 + xA[ ~30360 + X (13860 + XA (~2821+ 220x1)) |}
X) = ,
e(X) 1108800
8X7/2
Yo (X) =— {~11231220+ xA[16713125+ 2xA

13266878625\7
(~4886310+ X (1417885 + 4x(-51697 + 3080x4) ) |}

5
olarak bulunur. Béylece y(x) = (X, 4,) = Z Yy, (X) serisini elde ederiz.

n=0

=0.0253079 ve A, =12.5452.

(5.2.3) kesirli Sturm-Liouville denkleminde 6zel olarak q(x)=2i alip ¢oziim
X

yapalim.
D2y (x) +(Z —2—1)() y(x)=0, xe(0,2) (5.2.19)

y'(0)=0, y®)=0 (5.2.20)
Regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini g6z oniine alalim. (5.2.19) denklemi

operator formunda

-1
Ly:—(}t—ﬂjy (5.2.21)

-1

seklinde yazilabilir. (5.2.21) nin her iki tarafina L™ uygulanarak, x =0 daki kosul goz

Oniine alindiginda,

: 1
Y(X)=ﬂ—r(1/2 ! ( —ij(t)dt
e

j )‘1’2( j y(t)dtds

elde edilir. Burada, ux=y, olup ozel olarak =1 alinip y(x)=Zyn(x) serisine
n=0

=”_r(1/2

uygulandiginda, bu durumda

Yo(X) =X,
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2x¥%(-5+4x1)
X)=— ,
¥1(X) N

5x* 12 ]

1
X)=—| 5x* —7x°4 +
Y,(X) 60[

x5/ [_1155 +4xA (561+ XA(-363+ 80Xﬂ)):|

Y3(X) ==

519757 ’
x* {3080+ XA ~7590+ x (6930 + xA(~2821+ 440x4)) }
Vi) = 2217600 !
_x712
)= = {~5615610-+ xA[16713125+8x

(2443185 -+ x4 (1417885 + 8x4(-51697 + 6160x1) ) |

5
olarak bulunur. Bdylece y(X) = @(x, 4,)=D_Y,(X) serisini elde ederiz.

n=0

@, =0.0204058 ve 4, =11.1815.

5
Azz[|&n—an|+
n=0

yeterince kiiciik se¢ildiginde,
max |q(x) —q(x)|< CA

0<x<1

j; __ﬂh

]

5 ~
max|9(0 09| <C Y[ |, — | +|7, ~ 4,
n=0

0<x<1

A=|0.0204058 - 0.0253079) + [11.1815-12.5452]

=0.0049021+1.3637
=137

c-jae)
2

olup alinip ¢6ziim yapildiginda CA=0.616 olarak elde edilir.
- 1 1
ja(x)—a(x)| = ‘———‘
2X X

max

0<x<1

a9 -a00]=>
=0.5
buradan
0.5<0.616 oldugu goriiliir.
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6. SONUC

Bu c¢aligmada, regiiler ve singiiler kesirli Sturm-Liouville problemi i¢in Adomian
Ayrisim  Metodu ve Homotopi Pertiirbasyon Metodu kullanilarak 6zdegerlerin
hesaplanmasi ile ilgili baz1 sonuglar incelenmistir. Ayrica difiizyon, Bessel ve hidrojen
atom denklemleri i¢in ¢6ziim fonksiyonlar1 elde edilmis ve 6zdegerler hesaplanmistir.
Sonuglar tablolar halinde verilmistir. Sabit mertebeli Sturm-Liouville problemi igin
Mizutani yontemi incelenmistir ve bu yontem kullanilarak kesirli Sturm-Liouville

problemleri i¢in teklik teoremi sayisal sonuclarla verilmistir.
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