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OZET

Bu calisma dort bolimden olusmaktadir. {lk boliimde; bazi temel kavramlar

verilmistir. Ikinci béliimde; spektral teori hakkinda bilgiler verilmistir. Ugiincii béliimde;
C, ve bvy dizi uzaylar iizerinde B(r,s) operatoriiniin ince spektrumu kavrami verilmistir.
Dordiincii boliimde; £, ve bvy dizi uzaylar iizerinde B(r,s,t) operatoriiniin ince spektrumu

kavrami verilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Bir operatoriin spektrumu, ¢, ve bv, dizi uzaylari, Fark

operatorli, Genellestirilmis fark operatorii.



SUMMARY

On The Fine Spectrum of The Difference Operators B(r,s) and B(r,s,t) Over The

Sequence Spaces {, and bv,

This thesis consists of four chapters. In the first chapter some fundamental notions

were given. In the second chapter some information about spectral theory were given. In the

third chapter the fine spectrum of the difference operator B(r,s) over the sequence spaces /
and bv, were given. In the four chapter the fine spectrum of the difference operator B(r,s,t)
over the sequence spaces ¢, and bv, were given.

Key Words : Spectrum of an operator, The sequence spaces ¢, and bvp,

Difference operator, Generalized difference operator.



B(X,Y)

SIMGELER DiZiNi

: X’den Y’ye smurli lineer dontisiimlerin uzay,
: Kompleks sayilar ciimlesi,

: Reel sayilar kiimesi,

1 1< p < olmak iizere p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan

dizilerin uzayz,
. Sinirl salinimli (varyasyon) dizilerin uzayz,

: R veya C ciimlesi,

: Mutlak yakinsak serilerin uzayzi,

: Sinirh dizilerin uzayi,

: T operatoriiniin tanim ctimlesi,

: T’nin ¢ekirdegi,

. T operatoriiniin goriintii climlesi,
: R (T)’nin kapanisi,

:T operatdriiniin spektral yarigapi,
: T “nin resolventi,

: T’nin spektrumu,

- Stuirekli spektrum,

: Nokta spektrum,

> Artik spektrum,

. T operatdriiniin adjointi,

: X normlu uzaymin siirekli duali,

: Kompleks ya da reel terimli biitiin dizilerin lineer uzayz,

Vi



1. GIRIS

Spektrum kavrami, Hilbert uzaymnda siirekli lineer doniisiimiin spektrumu
kavraminin kompleks Banach cebirine genislemesidir. Spektrum kavrami toplanabilme
teorisinde onemli bir yer tutar. Spektrum kavraminin toplanabilme teorisindeki en 6nemli
uygulamasi, tamamen analitik yontemlerle incelenmis olan Mercerian Teoremleri’nin
analitik yontemlerle kisa ve anlagilir bicimde elde edilmesine imkan saglamasidir.

Lineer operatorler i¢in spektral teori, fonksiyonel analizin ve operatdr teorisinin en
onemli konularindan biridir. Aslinda, bir lineer operatorle ilgili pek ¢ok bilgi spektrumda
saklidir ve bundan dolay1 spektrumu bilmek operatorlerin 6zelliklerinin genis bir boliimiinii
bilmek demektir. Lineer spektral teorinin uygulama alanlar1 genistir. Diferansiyel
operatorlerin spektrum uygulamalar1 son derece dnemli olmasinin yani sira diyebiliriz ki,
eliptik sinir deger problemlerinin modern teorisi icin, spektral teori klasik kuantum
mekaniginin kalbidir.

Fizigin, mekanigin ve matematiksel fizigin pek ¢ok problemi operatdrlerin spektral
teorisiyle yakindan iliskilidir. Bu problemlerin ¢ogu degiskenlerine ayirma (Fourier)
yontemi kullanilarak operatorlerin spektral teorisinin incelenmesine doniismektedir.
Uygulamalar agisindan fark operatorlerin spektral teorisini incelemek dnem tagimaktadir.

Normlu uzaylarda lineer operatérlerin spektral teorisi, modern fonksiyonel analizin
ana dallarindan birisi olup, ters operatorlerle bunlarin genel 6zelliklerine ve esas operatorle
olan bagmtilarina iliskindir. Ileride de gdrecegimiz gibi, operatorlerin spektral teorisi
operatorlerin kendilerini anlayabilmemiz acisindan ¢ok dnemlidir.

Genel olarak kompleks bir X lineer vektdr uzayini kendisine doniistiiren bir T lineer
operatdrii verilmis olsun. AEC bir skaler olmak iizere T) = T - Al operatorler demetini
g6zoniine alalim. Bu demeti inceleyerek T operatoriiniin yapisi hakkinda genis bilgi
edinilebilir.

Bu konuda simdiye kadar yapilan ¢aligsmalar1 kisaca gézden gegirelim.

¢, (1< p <oo)dizi uzay: iizerinde Cesaro operatdriiniin ince spektrumu Gonzalez

(1985) tarafindan calisildi. Aguhikli ortalama operatoriiniin /(1< p <o) iizerindeki

spektrumu ise 1978 yilinda J.M. Cartlidge tarafindan incelendi. bvy dizi uzay: tizerindeki
spektrumu 1990 yilinda J.I.Okutoyi tarafindan incelendi. ¢y, ve bv dizi uzaylari {izerinde

Cesaro operatoriiniin ince spektrumu sirasiyla Reade (1985), Okutoyi (1992) tarafindan



arastirildi. Co Ve ¢ dizi uzaylari iizerinde A fark operatoriiniin ince spektrumu Altay ve Basar
(2004) tarafindan ¢alisildi. Ayrica Cp dizi uzayi ilizerinde Cesaro operatoriiniin ince
spektrumu Akhmedov ve Basar (2004) tarafindan incelendi. Son zamanlarda ¢esitli dizi
uzaylar tizerinde B(r,s) ve B(r,s,t) operatorlerinin ince spektrumlar1 Furkan, Bilgi¢ (2008),

Furkan, Bilgi¢ ve Altay (2007) ve Furkan, Bilgi¢ ve Basar (2010) tarafindan incelendi.

Bu calismada Bilgi¢ ve Furkan tarafindan 2008 yilinda verilen B(r,s) ve Furkan,

Bilgi¢ ve Basar tarafindan 2010 yilinda verilen B(r,s,t) operatorlerinin £, ve by, dizi

uzaylar1 tizerindeki ince spektrumu ayrintili olarak incelenecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. B(r,s) ve B(r,s,t) Operatorlerin Spektral Teorisinde Kullanilan Onemli Kavramlar

2.1.1. Tammm (Metrik Uzay) : X bos olmayan bir kiime ve d : X x X —> R bir
fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa d’ ye X iizerinde bir metrik,
(X, d) ¢iftine de bir metrik uzay denir. Her X, y, z € X i¢in

MDd(x,y)=0=x=Yy
M 2)d(x,y)=d(y,x) (simetri 6zelligi)
M2)d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (liggen esitsizligi).

2.1.2. Tammm (Cauchy Dizisi) : (X,d) bir metrik uzay ve (X,), X de bir dizi olsun.
Her & >0 sayisina karsilik, her m,n > ng i¢in d(X_,X,) <& olacak sekilde N, =n,(&) sayisi

varsa ( X,) dizisine bir Cauchy dizisi denir .

2.1.3. Tamim (Tamhik) : X’ deki her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d) metrik uzayina

tam uzay denir.

2.1.4. Tamm (izometri ve Izometrik Uzaylar) : (X,d) ve (Y,d,) iki metrik uzay

olsun. f : X —Y doniisiimii uzakliklar1 koruyorsa yani

d,(x,y)=d, f(x), f(y)

sart1 saglaniyorsa f ’ye izometri denir. f izometrisi lizerine ise f* ye izometrik izomorfi
denir. (X, dy) ve (Y, d) uzaylar arasinda bir izometrik izomorfi varsa bu uzaylara izometrik

uzaylar (es yapili uzaylar) denir ve X =Y ile gosterilir.

2.1.5. Tamm (izomorfizm) : X’ den Y’ ye yapiy1 koruyan birebir ve iizerine bir
dontisiime izomorfizm denir. Uzaylarin cinsine gore bu izomorfizmlere 6zel adlar verilir.
Ormnegin; X ve Y aym cisim iizerinde iKi lineer uzay ise X’ den Y’ ye bir T izomorfizmi

X,y e X i¢in



Tx+y)=Tx+Ty
T(ax) = aTx
sartlarin1 saglayan birebir ve {lizerine bir doniisiimdir. X ve Y uzaylari arasinda bir

izomorfizm varsa bu uzaylara izomorfik uzaylar denir ve X = Y ile gosterilir.

2.1.6. Tamim (Lineer (Vektor) Uzay) : X bos olmayan bir kiime, K (R veya C) bir
cisim olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa X’e K {izerinde bir lineer uzay denir.

A) X, + islemine gore degismeli gruptur.

Gl) vx,ye X i¢in x+y e X ‘dir. (Kapalilik 6zelligi)

G2) Vx,y,ze X iginx+ (y+2z)=(x+Yy) +z (Birlesme 6zelligi)

G3) Wxe X igin X + @= @+ X = x olacak sekilde bir § € X vardir. (Birim Eleman)

G4) vxeX igin X+(=x)=(-x)+x=46 olacak sekilde —x e X wvardir. (Ters
Eleman)

Gb) Vx,ye X i¢in X +y =y + x dir. (Degisme 6zelligi)

B) x,ye X ve «, 8 € K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.

LI) axe X (Skalarla carpmaya gore kapalilik)

L2) a(x+Yy)=ax+ay

L3) (a+ B)x = ax+ BX

L4) (ap)x=a(pX)

L5) Ix=X (1, K’ nin birim elemanidir.)

2.1.7. Tammm (Lineer Operator) : Bir T lineer operatorii, asagidaki 6zellikleri
gercekleyen bir operatordiir:

(1) T 'nin D(T) tanim bolgesi bir vektor uzay olup, R(T) deger bdlgesi, ayn1 cisim
tizerinde bir vektor uzayidir.

(i) Her x,y e D(T) ve a skaleri igin,

T(x+y)=Tx+Ty
T(ax) = aTx

dir.

2.1.8. Tammm (Lineer Fonksiyonel) : Tanim bolgesi bir X vektor uzayinda, deger

bolgesi ise, X 'in K skaler cismi i¢inde bulunan lineer bir f operatdriine bir lineer fonksiyonel
4



adi verilir; dolayisiyla, X reel ise, K=R ve X kompleks ise K=C olmak iizere,
f:D(f)—K

yazilir.

2.1.9. Tamm (Normlu Uzay): X bir lineer uzay olsun. |||| : X — R, fonksiyonunun x'
deki degerini ||| ile gosterelim.
Asagidaki sartlar1 saglamasi halinde bu fonksiyona X iizerinde bir norm denir.

X, || ikilisine de normlu uzay denir.
NI) x>0
N2) [|x|=0<= x=0
N3 x|~ 4] < K)
N4) [[x+y| <[)X]|+]y]| (Usgen Esitsizligi)

Burada x, y birer vektor ve o bir skalerdir.
2.1.10. Tanim (Banach Uzayi) : Tam normlu uzaya bir Banach uzayi denir.

2.1.11. Tanim (Smirh Lineer Operator) : X ve Y normlu uzaylar ve D(T) < X

olmak tizere T :D(T) =Y lineer bir operator olsun. Eger, Vx € D(T) i¢in,
[T ool <c|x|

olacak sekilde bir c> 0 sayis1 varsa, T operatorii sinirlidir denir. X’den Y’ye tanimli biitiin
sinirl lineer doniistimlerin sinifi B(X, Y) ile gosterilir. Eger

X =Y ise B(X,X) yerine kisaca B(X) yazacagiz. B (X, Y ) lineer uzay1

T
fr]=sup
x#0 ”X”

normuyla bir normlu lineer uzaydir. Eger Y bir Banach uzay: ise B(X, Y) de bir Banach

uzayidir .

2.1.12. Tamim (Smirh Lineer Fonksiyonel) : D(f) tanim bolgesi, normlu bir X

uzayinda, deger bdlgesi ise, bu normlu X uzayiin skaler cismi i¢inde bulunan, sinirl lineer



bir f operatdriine, sinirli lineer fonksiyonel ad1 verilir. Buna gore, her x € D(f) ig¢in,
[F00] < c[x]

olacak sekilde reel bir ¢ sayis1 vardir. Ayrica, f' in normu

f(x
1= s
ya da
[£]= sup [ ()
o
dir.

2.1.13. Tanim (Siirekli Dual) : X herhangi bir normlu uzay olmak iizere; X’ den C

(veya R)’ye tiim simirl lineer déniisiimlerin kiimesine X in siirekli duali denir ve X ile

gosterilir. Yani; X = B(X,C)dir .

2.1.14. Teorem: Eger X sonlu boyutlu bir normlu uzay ise T: X — X lineer

operatdriiniin smirli ve T " ’in mevcut olmas1 icin gerek ve yeter sart T’ nin birebir

olmasidir.

2.1.15. Tammm (Adjoint Operator): X ve Y normlu uzaylar olmak iizere,
T : X ——Y sinirli lineer bir operator olsun. X' ve Y', sirasiyla, X ve Y nin dual uzaylari
olmak iizere, T' nin T™:Y '—— X' adjoint operatorii
f(x)=(T"g)(x) = 9(Tx) (geY)

ile tanimlidir.

2.1.16. Tammm (Cebir) : X ciimlesinin alt climlelerinin bir A smifi i¢in asagidaki
Ozellikler saglanirsa A ya X tizerinde bir o-cebir denir.
1.XeA
2.A € Aicin A'=X\A € A
3. Vk e N icin Ax € A olmak iizere U= Ace A
k=1

2.1.17. Tanim (Banach Cebiri) : A normlu uzayi bir cebir olsun. Her X,y e A igin



I3yl =[xl
ve |e| =1ise A’ ya normlu cebir denir. A normlu cebiri, normlu lineer uzay olarak tam ise bu

normlu cebire Banach cebiri ad1 verilir.

2.1.18. Tanim (Regiiler ve Singiiler Elemanlar) : C birim elemani e olan kompleks
bir cebir ve xeC olsun. yx =e(xy =e) olacak sekilde bir y e C varsa y’ye X’in sol (sag)
tersi denir. yx = xy = e olacak sekilde bir y e C varsa y’ye X’in tersi diyecegiz. C’nin tersi
bulunan elemanlarina regiiler (diizenli) denir ve bunlarin kiimesi IR ile gosterilir. C’nin
regiiler olmayan elemanlarina ise singiiler denir ve S ile gosterilir. O halde S, IR’nin C’ye
gore tiimleyeni yani S=C/IR"dir. §, C’nin toplamaya gore dzdes eleman ise 6 € C *dir.
X € C ve x regiiler ise X” in tersi x™* ile gosterilir. Bu taktirde;

IR= xeC:x'mevcut .

C’ nin birim elemani e ise, € € IR’ dir.

2.1.19. Tanim (Matris Doniisiimleri) : X ve Y, w’ nin iki alt kiimesi ve A = (an) reel

yada kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. x = (x,) € X ve ne N ig¢in;
A (x) = Zankxk
k

serisi yakinsak ise y = A .X doniisiim dizisi mevcuttur denir. Eger her X e X igin A, .X
doniistim dizisi meveut ve yeY ise A = (an) matrisi X’ den Y’ ye bir matris doniisiimii
tanimlar. X den Y ye tiim matris donisiimleri sinifin1 (X, Y) ile gosterecegiz ve A, X’ den Y

icine bir matris doniisiimii ise A€ X,Y yazacagiz.



2.2. Sonlu Boyutlu Normlu Uzaylarda Spektral Teori

X sonlu boyutlu normlu bir uzay ve T : X —— X lineer bir operator olsun. Sonlu
boyutlu uzaylardaki T operatorlerin bir matris yardimiyla belirlenebilmesi nedeniyle sonlu
boyutlu uzaylarin spektral teorisi, sonsuz boyutlu uzaylar iizerinde tanimlanan operatorlerin
spektral teorisinden daha basittir. T operatoriiniin spektral teorisinin esas olarak matris
eigen-deger teorisi olmasi nedeniyle, ise matrislerle baslayacagiz.

Reel ya da kompleks terimli, n-satirl karesel bir A= (e, ) matrisinin eigen-deger
ve eigen-vektor kavramlari,

AX = AX (1)

denklemi cinsinden asagidaki gibi tanimlanir:

2.2.1. Tamm (Kreyszig [11]) : Karesel bir A= (a,) matrisinin bir eigen-degeri,

(1) denklemi, x#0 gibi bir ¢6ziime sahip olacak sekilde bir A sayisidir. Bu X' e, A
matrisinin, A eigen-degerine karsilik gelen eigen-vektorii denir. Bu A eigen-degerine karsilik
gelen eigen-vektorlerle sifir vektorii, X in bir altvektor uzayini olustururlar. Bu vektor
uzayma A nin, A eigen-degerine karsilik gelen eigen-uzayr adi verilir. A nim biitlin
eigen-degerlerinin ciimlesi olan o (A)' ya A' nin spektrumu denir. Spektrumun, kompleks

diizlemdeki timleyeni olan p(A) = C —o(A) ciimlesine ise, A nin resolvent climlesi denir.

Ornegin, basit bir hesaplamayla,

SR
¥

matrisinin, sirastyla, 4, =6 ve 4, =1 eigen-degerine karsilik gelen eigen-vektorler oldugu

i¢cin

gosterilebilir. Burada, bu sonucu nasil elde ettigimiz ve genel olarak bir matrisin
eigen-degerlerinin varligi hakkinda neler sdyleyebilecegimiz sorusu ortaya ¢ikmaktadir.

Bu soruyu cevaplandirabilmek i¢in once, (1) denkleminin, I, n-satirli birim matris
olmak tizere,

(A-A)x=0 (2)



seklinde yazilabildigini belirtmemiz gerekmektedir. Bu ise, x in bilesenleri olan, &,...,&,
gibi n tane bilinmeyen iceren n tane lineer denklemden olusan homojen bir sistemdir ve
bilindigi gibi, bu sistemin X#0 gibi bir ¢bziime sahip olabilmesi i¢in katsayilar
determinant1 olan det(A—AI) ' nin sifir olmasi gerekmektedir. Bu ise, bize A' nin

karakteristik denklemini verir:

=i ap,  . o,
a Uy —A ..
det(A-AD=| * % a1=0. (3)
e (209 e O A

det(A— Al)'yada A' nin karakteristik determinanti adi verilir. Bunu agarak elde edecegimiz,

A' ya gore n. dereceden polinoma da A' nin karakteristik polinomu denir. (3) denklemi ise

karakteristik denklemi adini alir.

22.2. Teorem (Kreyszig [11]) : n-satirll karesel bir A=(c;) matrisini

eigen-degerleri, A' nin karakteristik denklemi olan (3)' iin ¢6ziimleriyle verilir. Buna gore, A
en az bir (ve sayisal olarak birbirinden farkli, en ¢ok n tane) eigen- degere sahiptir.
Bu teoremin, n boyutlu normlu bir X uzayi iizerindeki T : X —— X gibi lineer bir

operatore nasil uygulanabilecegi sorunu ortaya ¢ikmaktadir. e ={e,...,€ }, X i¢in herhangi
bir baz ve T, =(«;), T yi baz cinsinden ifade eden matris olsun. T, matrisinin

eigen-degerlerine T operatoriiniin  eigen-degerleri adi verilir. Benzer yolla, T
operatdriiniin spektrum ve resolvent climle tanimlar1 yapilabilir. Bunlara iliskin olarak

asagidaki teoremi verebiliriz:

2.2.3. Teorem (Kreyszig [11]) : Sonlu boyutlu normlu bir X uzay1 {izerinde verilen
bir T : X —— X operatoriinii, X' in ¢esitli bazlara bagli olarak, belirleyen biitiin matrislerin
eigen-degerleri aynidir.

nxn tipinde T, ve T, gibi iki matris verildiginde,
T,=CTC
olacak sekilde singiiler olmayan bir C matrisi varsa T, ve T, matrislerine benzer matrisler

adi verilir. Bu tanimin 1s181nda;



(i) Sonlu boyutlu normlu bir X uzay1 iizerinde ayn1 T lineer operatoriinii, X' in
herhangi iki bazina bagli olarak belirleyen iki matris benzerdir ve

(if) Benzer matrisler ayni eigen-degerlere sahiptir diyebiliriz.

2.2.4. Teorem (Kreyszig [11]) : Sonlu boyutlu kompleks normlu bir X ={0}

uzayinin iizerindeki lineer bir operatoriin en az bir eigen-degeri vardir.

10



2.3. Sonsuz Boyutlu Normlu Uzaylarda Spektral Teori

X #{0} kompleks normlu bir uzay ve T : D(T) —— X lineer bir operator olsun. A
kompleks say1 ve | , D(T) tizerindeki 6zdeslik operatorii olmak tizere T operatorii ile,

T,=T-4 4)
operatorinii esleyelim. T,' nin tersi varsa, bunu R, (T) yani,

R.(M=T"=(T-a1)" (5)
ile gosterip, buna T 'nin resolvent operatorii ya da kisaca T 'nin resolventi diyecegiz. T

operatoriniin belirli olmasi halinde, yazmada kolaylik saglama nedeniyle R,(T) mevcut

olmak iizere X=T,'y =R, (T)y yazabiliriz.

2.3.1. Tammm (Kreyszig [11]): X ={0} kompleks normlu bir uzay ve
T:D(T)—— X lineer bir operator olsun. T 'nin bir A regiiler degeri

(R1) R,(T) mevcut,

(R2) R,(T) smurly,

(R3) X de yogun bir ciimle iizerinde R, (T) tanimli olacak sekilde kompleks bir

sayidir.

T nin bitiin regiiler degerleri olan A' larin olusturdugu p(T) climlesine ise T 'nin
resolvent climlesi adi verilir. p(T) ' nin C kompleks diizlemindeki tiimleyeni olan
o(T)=C—p(T) cimlesine T ' nin spektrumu ve bir 2 eo(T) sayisina da T ' nin bir
spektral degeri denir. Bundan baska, o(T) spektrumunu, asagidaki sekilde tanimlanan ayrik
ti¢ climleye parcalamakta miimkiindiir.

R,(T) mevcut olmayacak sekilde ciimleye nokta spektrum ya da diskret spektrum
adi verilir ve o (T) ile gosterilir, bir A € o (T) sayistise T *nin bir eigen-degeri adini alir.

o0,(T) stirekli spektrum ise R, (T) mevcut olup (R 3)' ii saglayacak ancak (R 2)' yi
saglamayacak, yani R, (T) smirsiz olacak sekilde bir ciimledir.

o,(T) rezidii spektrumu da, R,(T) mevcut olup (sinirlt ya da smirsiz) (R 3) '

gerceklemeyecek sekilde bir climledir.
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[lk olarak, yukaridaki dort ciimlenin ayrik oldugunu ve bunlarin birlesiminin biitiin
kompleks diizlemi olusturdugunu sdylemeliyiz. Eger R, (T) resolventi mevcut ise lineerdir.
Ayrica R, (T)=R(T,) ——D(T,) nin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosulun T,x=0
in X=0sonucunu yani T , nin sifir uzaymin {0} oldugunu gerektirmesi oldugunu da
gosterir. Burada R(T,) , T , nin deger bolgesidir.

Buna gore, bazi X#0 degerleri igin T, Xx= (T —AI)x =0 ise, tanim geregi A€o, (T)
dir, yani A, T ' nin bir eigen-degeridir. x vektoriine bu durumda, T ' nin A eigen degerine
karsilik gelen eigen-vektorii adi verilir. D(T) 'nin, T ' nin A eigen degerine karsilik gelen

biitiin eigen-vektorleriyle 0 dan olusan altuzayma T nin A eigen degerine karsilik gelen
eigen-uzayi denir.

Burada verdigimiz eigen-deger taniminin daha dnce verdigimiz tanimla uyum i¢inde
oldugu goriilmektedir. Ayrica sonlu boyutlu bir uzay lizerindeki lineer bir operatoriin
spektrumunun yalnizca nokta spektrum oldugunu goérmekteyiz. Dolayisiyla her spektral

deger bir eigen-deger olmaktadir.

2.3.2. Tamm (ince Spektrum): X bir Banach uzay ve T e B(X) olsun. Bu

durumda R(T) ve T " igin;

(N R(M) =X
(I RM)=R(T) =X,
(1) R(T) # X

ve

(1) T™* mevcut ve simrly,

(2) T~ mevcut ancak smirh degil,

(3) T mevcut degil,
durumlart vardir. (Goldberg [13]). Yukaridaki incelemeler birlikte gozoniine alinirsa;
Lo by, L T T T T T, T olmak dizere dokuz farkli durum sz konusudur. Bu
smiflandirmaya T operatériiniin ince spektrumu denir. Ornegin operator |l,durumundaysa,
bu durumda R(T,) # W =X ve T ‘vardir fakat sinirl degildir.

Eger A, T - Al € I3, Il; olacak sekilde bir kompleks say1 ise A € p(7T), diger
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durumlarda ise A € o(T) dir. Burada T-A/"nin bulundugu sinifi géz 6niine alarak, o(7) yerine
op(M={AeC :T-AM € I3 I3 Iz}
oc(M={ AeC:T-Me Il }
o(T)={ A€C:T-A e lllg 1l }

yazilir ve bu ciimlelere sirasiyla T operatoriiniin nokta, siirekli ve artik spektrumu denir.

X' in sonsuz boyutlu olmas1 halinde, asagidaki 6rnekte de gorecegimiz gibi, T |

eigen-deger olmayan, spektral degerlere de sahip olabilmektedir:

2.3.3. Ornek (Kreyszig [11]): X =/, Hilbert dizi uzay:1 iizerinde X:(\/fj)eﬁ2
olmak tizere, (&,S,,...)—(0,4,4,,...) (6)

ile verilen bir T:/, ——/, lineer operatorii tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan, T

operatoriine sag-degistirme operatorii denir.
= 2
[T = 2l = I
i
olmasi nedeniyle, T sinirhidir (ve ||T || =1 dir).

R,(T)=T":T(X)——> X operatérii mevcut olup, aslinda

(G1r Gpre) =21 Ga00)

ile verilen sol-degistirme operatoriidiir. (6), T(X)' in X' de yogun olmadigini1 gosterdiginden,

" Bir H Hilbert uzaymnin herhangi bir M # altctimlesi  verildiginde
M=HoM*={zeH:zLM}={0} olmasidir." &nermesi geregince R,(T) , (R3)
kosulunu gergeklemez; gergekten T(X), z4 =0 olmak iizere, biitin = (u j) lerden olusan

Y altuzayidir. Buna gore, tamm geregi A =0, T' nin bir spektral degeridir. Ayrica A =0 bir

eigen-deger degildir. Bunu TX=0 m X=0"' 1 gerektirmesi ve sifir vektoriiniin bir

eigen-vektor olmamasi nedeniyle, (6)' a dogrudan dogruya gosterebiliriz.

2.3.4. Teorem (Kreyszig [11]) : T : X —— X, smnurly, lineer ve X tam ise en az bir

Licin R, (T) mevcut ve tiim X uzayi lizerinde tanimli ise, bu X igin, resolvent sinirlidir.
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Verilen bir operatoriin spektrumunun ne gibi genel 6zelliklere sahip olabilecegi
sorunu, operatdriin iizerinde tanimlandig1 uzayin cinsine ve incelenen operatoriin cinsine

baghdir.

2.3.5. Teorem (Kreyszig [11]) : X bir Banach uzay1 olmak iizere T e B(X, X)

olsun. ||T || <1lise (1 -T)™" mevcut olup X' in tiimii {izerinde sinirl lineer bir operatdr ve
(-T)*=DT =1+T+T?+.. (7
j=0

dir. (Burada sag taraftaki seri B(X,X) lizerindeki norma gore yakinsaktir).

Ispat : “Tj“ﬁ||T||j yazabiliriz. Ayrica Z:”T”J geometrik serisinin de ||T ||<1 icin

yakinsak oldugunu biliyoruz. Buna goére (7)' deki seri, ||T || <1 i¢in yakmsaktir. X' in tam
olmasi halinde, B(X,X)' in de tam oldugunu biliyoruz. O halde, mutlak yakinsaklik
yakinsaklig1 gerektirecektir.

(7) deki serinin toplamini S ile gosterelim. Geriye S=(I-T)" oldugunun

gosterilmesi kalmaktadir. Bu amacla,

(- +T+..+TY)=(+T +...4T"U -T) 8
— | _-I-n+l

yazabiliriz. Simdi, n—> o yapalm. |T| <1 oldugundan T ——0 olur. Buna gére,
(1-T)S=S(I-T)=I (9)

elde ederiz ki, bu S =(1 =T)™ oldugunu gosterir.

2.3.6. Teorem (Kreyszig [11]) : Kompleks bir X Banach uzaymin tizerindeki sinirli

lineer bir T operatdriiniin resolvent ciimlesi acik ve dolayisiyla o(T) spektrumu kapalidir.

Ispat: p(T)=4¢ iseagiktir. p(T) = ¢ alalim. Sabit bir 4, € p(T) ve herhangi bir A
i¢in,
T-A=T-41 -(1-4)I
=(T— AN 1=(A=A)T - 41" ]
yazabiliriz. [...] parantez i¢indeki operatdrii V ile gdstererek, bu esitligi
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T,=T,V V=1-(1-4)R, (10)
seklinde ifade edebiliriz. 4, € o(T) ve T'nin smirli olmasi nedeniyle R, =T/10'1 e B(X, X)

sonucunu gerektirir. Teorem 2.3.5 den V' nin B(X,X) de her A i¢in H(/?L—AO)RA0 H <1, yani

A= | <1/|R, | (11)
olacak sekilde bir,
VES[(2- AR, ] =X (2 4R, (12

inversine sahip oldugunu gosterir. Tﬂ{)*l =R, €B(X,X) oldugundan, bundan ve (10)' a,
(11)" 1 gergekleyen her A i¢in T, operatériiniin bir

R, =T, =T, V) '=V'R, (13)
inversine sahip oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla (11), A, m T' nin regiiler A degerlerinden

olusan bir komsulugunu belirler. 4, € p(T) ' nin isteksel olmast nedeniyle, p(T) acik ve

dolayisiyla bunun tiimleyeni olan, o(T) =C — p(T) kapalidir.

Bu ispatta dikkatimizi ¢eken Onemli noktalardan birisi, resolventin A' nin
kuvvetlerine gore bir kuvvet serisi tarafindan temel bir gosterimini de elde etmis

olmamizdir. Gergekten, (11), (12) ve (13) den hemen asagidaki teoremi elde edebiliriz:

2.3.7. Teorem (Kreyszig [11]) : Teorem 2.3.6 da tanimlanan X ve T ile her
2, € p(T) icin, R, (T) resolventi,

R, =i(ﬂu—ﬂto)j R, '™ (14)

gosterimine sahiptir. Buradaki seri, kompleks diizlemde

|/1—20|<1/HR%H

ile verilen agik disk i¢indeki her A i¢in mutlak yakinsak olmaktadir ve bu disk p(T) nin bir
alt ctimlesidir.
Teorem 2.3.5' in diger bir sonucu olarak sinirli lineer bir operatdr i¢in spektrumun

kompleks diizlemde smirl1 bir cimle olduguna iliskin asagidaki teoremi verebiliriz:

15



2.3.8. Teorem (Kreyszig [11]) : Kompleks bir X Banach uzayinin iizerindeki
T : X —— X smurli lineer operatériiniin o(T) spektrumu kompakt olup,
Zeu (15)

ile verilen diskin i¢inde kalir. Buna gore, T' nin p(T) resolvent ciimlesi bos degildir.

Ispat: 2 =0 ve K=1/4 osun. Teorem 2.3.5 den, adi gegen seriler, ayni teorem
geregi,

H%TH:%A yani  [2|>[T|

kosuluna uygun, biitiin A' lar i¢in yakinsak olmak iizere,

R, =(-41)" =—%(| —KT)™ :—%i(KT)j
=0 (16)

= _1 Z (ET)J
A3 A
gosterimini elde ederiz. Ayni teorem, bu tip A' larin p(T) ic¢inde oldugunu da gosterir.

Dolayisiyla o(T) =C — p(T) spektrumu (15) diskinin i¢inde kalmak zorundadir, bu nedenle
o (T) smurhidir. Ayrica teorem 2.3.6 geregi, o(T) kapalidir. O halde o(T) kompaktir.

2.3.9. Tanmm (Kreyszig [11]) : Kompleks bir X Banach uzay: iizerindeki bir
T e B(X, X) operatoriiniin o,(T) spektral yarigapi, merkezi A-diizleminin orijinimde

bulunan ve &(T) yiigeren en kii¢iik kapali diskin yarigap1 olan,

o, (T)= sup |4

Aeo(T)
biiytikligidiir. (15)' den, kompleks bir Banach uzayi iizerindeki sinirli lineer bir operatdriin
spektral yaricapi igin,
o (M) <|T| (17)
yazilabilecegi agikca goriilmektedir. Ispatin1 vermeksizin, burada ayrica,

Tn

o, (T)= lim 1 (18)

oldugunu da belirtmemiz yerinde olacaktir.
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2.3.10. Tamm: w dizi uzaymn ¢, ve bvj alt uzaylari (1< p <) asagidaki sekilde

tanimlanir.

l, ={x=(xk)eW:Z|xk|p <oo}

bv, ={x=(xk) ew: Y X =Xy <oo}
k
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3. {, VE bvp DIZI UZAYLARI UZERINDE B(r,s) OPERATORUNUN INCE
SPEKTRUMU

3.1 /, Dizi Uzay1 Uzerinde B(r,s) Operatériiniin ince Spektrumu

Bu boliimde, 1< p < o olmak tizere £, dizi uzay: lzerinde B(r,s) operatdriiniin

spektrum, nokta spektrum, siirekli spektrum ve artik spektrumunu inceleyecegiz. Ilk olarak

daha sonraki sonuglarin ispatinda kullanacagimiz iki lemmayi ispatsiz olarak verelim.

3.1.1. Lemma (Akhmedov ve Basar [14]) : d; ve dq kiimelerini

iaj < oo}
j=k

1/q
J <o, (l<g<o)

6.-{a-(: ol -0

ve

a;

2.

n
k |i=k

d,=1a=(a): ||a||dq :[su’e

olarak tamimlayalim. Bu taktirde {bvi}* ve {bvp}*, di ve dyq uzaylarina izometrik

izomorfidir.

3.1.2. Lemma (Altay ve Basar [18]) : bv, uzayinin elemanlarindan,

0, n<k
bf('k):{l Tsk (k,ne N)

esitligini saglayan b® = {b,®},cn dizilerini gozoniine alalim. {b,\"}ncn dizisi bvy i¢in bir

baz olusturur ve her ke N i¢in 4, = X, —X,_, olmak iizere X € bv, dizisi
x= 4,5
k

seklinde bir tek gdsterime sahiptir.

B(r,s) genellestirilmis fark operatoriinii r,s = 0 olmak tizere

18



r 0 o ..

B(r,s) = ;

seklinde tanimlayalim.

3.1.3. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : B(r,s); ¢/ ,—/, operatorii;
b
€+l <[B.9), <|rl+ls

esitsizligini saglayan siirli lineer bir operatordiir.

(p>1) dizisini alalim. Bu taktirde B(r,s)

Ispat: ¢ uzayinda e®=(1,0,0....)e/,

e =(r,s,0,0,...) . Buradan

|B(r,s)e®”

2 Up
He(o) = | |p | |p
yazabiliriz ve bdylece
)
€ +[s" " <[Ber.s) (2.1)

elde edilir. Herhangi bir x=(x)e/, dizisini ele alahm. x,=0 alir ve Minkowsky

esitsizligini uygulayarak
» Vp
IB(r, s)x||,3p = {Z|sxkl + X, |pj
k=0 o ) o
|sxk1|pj +(§|rxk|pj

_ p = p P p N p vr
=S 2l I 2l

k=0

[M]s

A
0N

= [sl+[r] .,

elde ederiz. Buradan,

[BCr.s)],, <Is|+]r] (22)

elde edilir. (2.1) ve (2.2) den ispat elde edilir.

Asagidaki lemma, Teorem 3.1.5 in ispatinda kullanilacaktir.
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3.1.4. Lemma (Choudhary ve Nanda [16]) : 1<p <o ve Ae(?,,0, )N (¢, 1,)

olsun. O halde, Ae (/,,¢,) dir.

3.1.5. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : c (B (r,s), {,) ={ae C :|a - r| < |S| }.

ispat: Ilk olarak ¢ aeC:|a—r|<[s| icin (B(rs) - al)* mevcut ve B(¢,) de
oldugunu gosterecegiz. ¢ aeC :|a—r| £|S| olsun. s # 0 ve a # r oldugundan
B(r,s) — al iiggen matristir, dolayistyla (B(r,s) - ocl)'1 mevcuttur.

y = (Y,) €, olsun. y = (B(r,s) - al)x denklemini ¢ozerek (B(r,s) - al)™ matrisini
elde ederiz.

(_S)n—k
by =9 (r—a)"™*’

0, k>n ise

k<n ise;

olmak iizere (B(r,s)—al)™ =(b,) oldugu goriiliir. Buradan

1

0 0
(r-a)
—S 1 0
B(r,s)—al)t=| (r-a)’ (r-a) (2.3)
s? -s 1
(r-a)y (r-a)® (r-a)

matrisini yazabiliriz.

n-k

—ay| —spS S
[B(r.9)-a) Hw—rl;p%ra nra‘ (2.4)
1 |&] s
_|r—a|nz=:§r—a <o

olur, ¢iinkii - S <1 || <|r —|. O halde (B(r,s) - a)™ € (¢,,4,)olur. Benzer olarak,
-

|B(r.s)—al)?| <o

(le1ls)
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oldugunu gosterebiliriz. Bu gosterir ki (B(r,s) - al)? e £, 0 )N (¢,¢,)dir. Lemma3.1.4
den, (B r,s —al)'e (£,.0,) veboylece o(B(r,s),/,)c aeC H|la—r|<|s| dir.

Simdi « € 4 eC: |0! - I’| < |S| olsun. a# r ise B(r,s) - al liggen matristir, dolayisiyla
(B(r,5) - al)™ mevcuttur, fakat y = (1,0,0,...) € l, igin |S| > |a— I’| oldugundan her k e N
igin X, = (=8)* /(r — )" olmak iizere xe( dir. Yani (B(r,s)—al)™ operatorii , B(/,)

de degildir. o = r ise B(r,s) -al = B(0,s) operatorii

0 0 o ..
S 0 o ...
B(0,s) =
0.5) 0 S o ..

matrisiyle ifade edilir. B(0,s)x = 0 oldugu i¢in x = 0 dir. B(0,s) : £,/ i¢ine fakat orten
degildir. Dolayistyla B(0,s) nin tersi yoktur. Béylece a€C :|a—r| £|S| c (oB(r,s), 7))

dir.
3.1.6. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : 6, (B(r,s), £,) = dur.

Ispat : x=0¢e/ » 1¢in B(r,8) x = aX olsun. Bu sistem agildiginda

X, = X,
SX, + X, = aX,
X, +IX, = aX,

denklem sistemi elde edilir. x;, X = (Xx) dizisinin sifirdan farkli ilk terimi ise & =r dir ve

SXp + Xy = Xy
denkleminden sx, = 0 elde edilir. s#0 oldugu i¢in x; = 0 bulunur ki bu da X, #0 ile celisir.

Yani; B(r,s) = oax esitligini saglayan x # 0 dizisi mevcut degildir.
3.1.7. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : o (B(r,5)*,/ *)= a€C :|a— r| <|S| dir.

ispat : p'+q"' =1 olmak iizere X#0 ¢ £, *=1, igin B(r,s)* x = ax olsun. Bu

esitlikten
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a-r
X, +S% = aX, = X = — |X,

2
a—r
rx1+sx2:ax1:x2:( j X,

m ‘

K
|
-
~
w
X
o

X, +SX; = aX, = X, =(—

n
denklem sistemini elde ederiz. Buradan x, =(a—_rJ X, yazilabilir. Bu ispat1 tamamlar.
S

3.1.8. Lemma (Goldberg [17]) : T*ile T nin adjoint operatoriinii gosterelim. T nin

yogun bir goriintii kiimesine sahip olmas1 i¢in gerek ve yeter sart T* 1n birebir olmasidir.

3.1.9. Lemma (Goldberg [17]) : T nin o6rten olmasi i¢in gerek ve yeter sart T nin

sinirlt bir inverse sahip olmasidir.

3.1.10. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : o, (B(r,s),/ ) = )ée C: |a — r| < |S| ‘dll'.

Ispat: B(r,s) - al operatdriiniin bir inverse sahip oldugunu ve |05—I’|<|S|

esitsizligini saglayan o i¢in R(B(r,s)—«al) # ¢, oldugunu gdsterelim.
o #ricin B(r,s) - ol operatorii ticgen matris oldugundan tersi vardir. o = r i¢in B(x,s)

- ol operatorii birebirdir dolayisiyla bir tersi vardir. Fakat Teorem 3.1.7°den B(r,s)*-al
birebir degildir. Lemma 3.1.8' den B(r,s) - al operatoriiniin deger kiimesi ¢, da yogun

degildir ve bu ispati tamamlar.

3.1.11. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : a =rise ae Iy (B(r,s), £ ) dir.

Ispat : o =r ise Teorem 3.1.9 ve Lemma 3.1.8 den B(r,s) - rlelll diir. Diger

taraftan Teorem 3.1.6 dan a =T ise B(r,s)—rl operatorii op (B(r,s), £,) de degildir.

Dolayistyla B(r,s)—rl operatoriiniin tersi vardir. O halde, B(r,s) - rle 1U2 dir.
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B r,s —rleloldugunu gostermek igin, B(r,s)* - rl = B(0,s)* lizerine oldugunu gostermek
yeterlidir. Bunun igin y = (yn) € £, icin B(0,8)* X =y olacak sekilde Xx= X, €/,
bulmaliyiz. Dogrudan bir hesaplamayla
X, = l y
n S n-1

elde edilir. O halde B(0,s)* iizerinedir.

3.1.12. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : o # r ve aecoy (B(rs), £,) Iise,

aelllx(B(rs), £,) dir.

Ispat : o # r igin, B(r,s) - al operatdrii iiggensel matristir, dolayisiyla bir tersi
mevcuttur. (2.3) den, B(r,s) - al operatoriiniin inversi siirekli degildir. Bundan dolayi,
B(r,s) - ale2 dir.

Teorem 3.1.7 den, B(r,s)* - al operatorii birebirdir. Lemma 3.1.8 den B(r,s) - al
yogun bir goriintii kiimesine sahip degildir. Bundan dolay1 B(r,s) - alelll; diir. Bu ispati

tamamlar.
3.1.13. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : o (B(r,s),/ )= a€C :|a— r| :|s| dir.

ispat : o, (B(r,), t,)= D ve o (Brs), l,), op (B(rs), £,), or (B(rs), £,) ve
o, (B(r,s),/,) boliimlerinin ayrik bilesimi oldugu i¢in o(B(r,s),/,)= a€C :|a— I’| = |S|

diyebiliriz.
3.1.14. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : aeccc (B(r.s), ) ise aecll, dir.

Ispat : aeo (B(r,s), () olsun. s# 0 olduguna gore r #o elde edebiliriz. acll;

oldugunu gosterebilmek i¢in B(r,s) - oI’ nin iizerine olmadigini géstermeliyiz.

y=@0,0,..) e/, igin |S|=|a—r| oldugundan X, = -s */ (r—a)kﬁfp dir.
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3.2. bv,, Dizi Uzayr Uzerinde B(r,s) Operatoriiniin Ince Spektrumu

Bu béliimde, 1 < p < o olmak iizere bv, uzay1 iizerinde B(r,s) operatdriiniin nokta,

stirekli ve artik spektrumunu hesaplayacagiz.
Teorem 3.2.1. (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : B(r,s) € B(bvp) dir.

Ispat: B(r,s) nin lineerligi agiktir. Herhangi bir x = (X) € bv, ele alalim. WYk € N

icin X.x = 0 kabul edelim. Minkowsky esitsizliginden

- Up
IB(r, s)x||pr = (Z‘rx X, — (X, —SX,_,)° U
k=0

= (ih(xk = X)) = S(Xe g — Xk—2)|pj

k=0

o0 1/p o0
S(Mp kZ:(;KXk _Xk—1|pj +(|S|p kZ:(;|Xk_l _Xk—z|pj

= [8[+]r] [l

Up

yazilabilir. Buradan

[BC ), oy, <15l +Ir] 3.1)

elde edilir.

3.2.2. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : ¢ (B(r,s), bv, ) = qeC:|a—r|<| jdir.

Ispat: Once a¢ 4 eC i|0!— I’| S|S| igin (B(r,s)—al)™ operatdriiniin var ve
B(bvp) de oldugunu gosterelim. Daha sonra (B(r,s) - al) operatdriiniin d eC :|a - r| < |S|
i¢in tersinin olmadigini gosterecegiz.

ag 4eC: |a - I’| < |S| olsun. s # 0 oldugundan o # r olup B(r,s) -al tiggen matristir,
dolaystyla (B(r,s) - al)™* meveuttur. y = (yi) € bvp olsun. Bu (Yk — Yk1) € ¢, demektir.

(B(r,s) - al) x = y denklemi ¢oziiliirse (2.3) ile verilen matris elde edilir. Buradan her kK € N

igin
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= (r-a)" (3.2)
bulunur. Yani (x« — Xk1) = (B(r,s) - al)® (Y« — Vi) dir. Teorem 3.1.5 den
Brs - al)_le(ﬂp,fp) oldugundan (B r,s — al)ebv, dir. Buradan (x)ebv, ve
bdylece o(B(r,s),bv,)c aeC :|a—r| £|S| dir. Simdi de @ € d e C:|a—r| S|S| :olsun.
o #r ise B(r,s) - al iiggensel matristir, dolayisiyla (B(r,s) - al) mevcuttur. Fakat

y=10,0,... ebv, icin |S|2|— I’| oldugundan X, = -S “ (r—a)kﬂéﬁp dir. Yani

p
(B(r,8) -al)™, B(bvp) de degildir. o = r ise, Teorem 3.1.5' in ispatindaki yol takip edilerek
B(r,s)-al = B(0,s) operatoriiniin tersi mevcut degildir. Bu gosterir ki

d eC: |a - r| < |S| i o (B(r,s), bvp) dir. Bu ispat1 tamamlar.
3.2.3. Teorem (Bilgi¢ ve Furkan [8]) : ||B(r, S)”(bvp,bvp) = |r|+|s| dir.

ispat: Teorem 3.2.2' den o, (B(r,s)) =|r|+|s| oldugundan

rl+[sl<[BCr. )], o,
dir. (3.1) ile son esitsizligi birlestirerek sonucu elde ederiz.

B(r,s) operatoriiniin bvy lizerindeki spektrum ve nokta spektrumu £, uzay: ile

benzer oldugundan bunlara iligskin sonuglar asagidaki teoremde ispatsiz olarak verilmistir.

3.2.4. Teorem (Bilgi¢c ve Furkan [8]) : (i) o, (B(r,S), bvp) =
(ii) op (B(r,8)*, bvp *) = aeCila—r|<|q| ,

iii) o(B(r,8), bvp)= a eCila—r|<]s|

iv) a=rise, acllly o (B(r,s), bvp) ,

V) ot ve ae oy (B(r,8), bvp) ise, aelll; o(B(r,s), bvy) ,

vi) o (B(r,8), bvp) = aeC;la—r|=]s| ,

vii) aecc (B(r,s), bvy ) ise acll, dir.
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4. (, VE bv, DIZI UZAYLARI UZERINDE B(r,s,t) OPERATORUNUN INCE
SPEKTRUMU

4.1. ¢, Dizi Uzay1 Uzerinde B(r,s,t) Operatoriiniin Ince Spektrumu

Bu béliimde, ¢, (1<p<o) dizi uzay1 iizerinde B(r,s,t) operatoriiniin Goldberg [13]’

in siiflandirmasina gore ince spektrumunu verecegiz. Asagidaki lemmalari ispatsiz olarak

verecegiz.

4.1.1. Lemma: D, ve Dy (1<g<cw) uzaylarini

S|

j=k
OO}

olarak tammlayalim. D., ve Dq uzaylar sirasiyla

=sup iaj
k

D, :
keN j=

keN

D, :{x:(xk)eco:sup

ve

o q
2%
j=k

k

Dq:{x:(xk)ea):z

|2 (4.1)

ve

j=k

J (4.2)

normlart ile birer Banach uzayidir. Ayrica,

[, [Z

(i) (Imaninezhad ve Miri [20]) D.. uzay1 bv,* uzayma izometriktir.

(if) (Akhmedov ve Basar [14]) Dy uzay: bvp,* uzayina izometriktir.

4.1.2. Lemma (Altay ve Basar [15]) : Her sabit keN icin bvy uzaymin

elemanlarmin b® = {bn(k)}nem dizisi agsagidaki gibi tanimlansin
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o0 |0 (n<Kk),
"1 (n=k),

bu taktirde {b,"“}nen dizisi bvp uzay1 iin bir bazdir ve her bir xebvy, x =Y 4,b® seklinde
k

neN,

bir tek gosterime sahiptir ve burada her ke N igin Ak = Xx — Xk-1 dir.

4.1.3. Teorem (Furkan, Bilgi¢ ve Basar [10]) : B(rs;t) : £ ,— £ ye asagidaki
esitsizligi saglayan sinirl lineer bir operatordiir.

€ 41"+ 27 < |80l <Il+ [+

Ispat: B(r,s,t) nin lineer oldugunu gostermek kolaydir. , de e@ = (1,0,0....)
dizisini alalim. Bu taktirde B(r,s,t) e® = (1,5,,0,0,....) dir. Buradan (p>1)
|B(r,s,t)e®

He(o)

L

b

olup
P +ls [ <[Brs,t)x], 4.3)

elde ederiz. x e ¢, keyfi bir dizi olsun. Minkowski esitsizligini kullanirsak,
Up
||B(r,s,t)x||(/fp = (Zk]sxk_l + X, X, pj
1Up 1Up 1/p
S(Z|sxk_l|p] +[Z|rxk|p) +(Z|txk+l pj
k Up k 1/: Up
(159 Sl (" | o0 b

= [sf+[rl+[t] ],

denklemi elde ederiz ve buradan

[BCr.s.)x], <s|+r|+Itflx],, (4.4)

seklinde ifade edilir.

Teorem 4.1.3 de tanimlanan B(r,s,t) operatdrii r,s,t # 0 olmak {izere ;
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B(rst): ¢, > £,
X =y =B(rs,t) X = (rXo, SXo + Xy ,tXg +SX1 + X2 ,...)

seklinde tanimlanir ve B(r,s,t) operatoriiniin matris temsili

0 0 o ..

0 0
r o ..
S r

o —+ un =

r
S
B(r,s,t) = )

seklindedir.

4.1.4. Teorem (Furkan, Bilgi¢c ve Basar [10]) : s, \/S_2 = -s olacak sekilde bir

kompleks say1 olsun ve S kiimesini de

S= aeC:| 2r —a)

‘—s+w/sz(r—a)

seklinde tanimlayalim. O zaman o (B(r,s,t), £,) = S dir.

§<1

ispat: Once agS icin (B(r,s,t) - al)™” operatériiniin meveut ve (B(/ » ) de oldugunu
gosterelim. Sonra da aeS igin (B(r,s,t) - al)’ nin tersinin olmadigin1 gosterecegiz. agS

olsun, o #rigin B r1,5,t —al iiggen matris oldugundan tersi vardir.

B 1
a=T .
-5
27 (r-a)?
_sf—(r-a)t
5 r—ay

olmak iizere (B(r,s,t)—al)™ operatériiniin matris formunu



B(r,s,t)—ad)™ =| a,

seklinde hesaplayabiliriz. Gergekten (ap) dizisi 8, = ——, 8, =—
r—oa (r-a)

—(sa,_, +ta
an — ( n-1 n—2) ’ (n > 3)
r-o

(an) dizisini karakteristik denklem ile birlestirerek
(r—a)u’+su+t=0

denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokleri

. —S+4/s? —4t(r - )

' 2(r—a) 2(r—a)
dir. Basit bir hesapla n>1 igin
a, = (ul _uz) (45)

JSE—4t(r—a)

bulunur. Eger s°=4t(r —a) ise

2n s |
% = (—_s]{Z(r —a)} (40)

ve bdylece (an) €/, olmasi igin gerek ve yeter sart <1 elde edilir. Bu ¢ ¢S

r—o)
olmasi halinde (a,) ¢ ¢, oldugunu gosterir.
Simdi biz s*# 4t (r-a) oldugunu kabul edelim. ¢S oldugundan |u,|<1 dir. Simdi

|u2| <1 oldugunu gosterecegiz. |u1|<1 oldugundan

" ’1—4t(£ -a)
S

dir. Herhangi bir zeC i¢in ‘1— Jz ‘ < ‘1+ Jz ‘ oldugundan

1 /1— 4t(;’ -a)
S

_2(r—a)|
s |

< ‘

_2(r—a)|
s |

< ‘
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dir. Boylece |U2| <1 dir. Buradan o ¢Sise a, >0 (n— o) oldugunu sdyleyebiliriz.

|u1|<1 ve |u2|<1 oldugundan

[Br.sy-al]”,  =sup>lal=>a
neN k=n k=1

1 = n s n
< ul"+ >, <o
‘w/sz4t(ra)‘[;| ] kz=1:| 2 J

dir. Bu (B(r,s,t)—al)™ e (¢,: ¢,) oldugunu gésterir.

H(B(r, s,t)—al )-1H([x:h) = suh[‘)Zn:|ak| = i|ak|
neN k=1 k=1

oldugundan (B(r,s,t) —al) ™ e (¢, :/,) dur. Lemma 3.1.4 den (B(r,s,t)-al) ™ e (0,:0,)

dir. Béylece o(B(r,s,t), /) < S dir. aeS olsun. o = rise (B(r,s,t) - al) nin matris gosterimi:

B(0,s,t) =

o —+ »w O
—~+ »n O O
nw O O O
O O o o

seklindedir. B(r,s,t) — rl = B(0,s,t) yogun goriintii kiimesine sahip olmadigindan tersi yoktur.

s?=4t(r- o) ise (4.5) den >

> ) >1 olmak iizere B r,5,t — al)*¢ B(ﬁp)elde edilir.
r—o

Bundan dolay1 o #r ve s% # 4t (r - o) oldugunu soyleyebiliriz. o # r oldugundan B(r,s,t) - al

iicgensel matristir, s> # 4t (r - &) oldugundan |u1| > |u2| ve @ €S oldugundan |u1| >1 olup
(n—> ) ve bdylece Z:|an|p raksaktir. Y =(1,0,0,...)€/  oldugundan
k=1

x=(a,a,..)¢l, dir. Boylece (B rst - al)™ operatdrii B(¢,) de degildir. Bu

S co(B(r,s,1),£,) oldugunu gosterir.

Uyari: V/s? = s ise o(B(r,s,1),/,) = aec:|2(r—a)|s‘s+,/sz+4t(r—a)‘ dir.

4.1.5. Teorem (Furkan, Bilgi¢ ve Basar [10]) : o, (B(rs,t), £,)= dir.
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Ispat: xe / o Ve X#0 olsun, B(r,s,t) x = ox denklemini agarsak
Xo = 0Xo
SXo + X1 = aXy
tXo + SX1 + X2 = aX2
tXg + SXp + X3 = 0X3
tXz + SX3 + X = 01Xy
denklem sistemini elde ederiz. oo #rigin xo =0 olur. X, =0 ise X; =X, = .....= 0 olur ki bu da
x # 0 ile gelisir. X = (Xn) dizisinin sifirdan farkli ilk terimi X, ise X, , +SX, , +IX, =aX,
denkleminde o = r ve bir sonraki esitlikten X, = 0 olur. Bu ise X, # 0 ile gelisir. Yani;
B(r,s,t)X = ax esitligini saglayan x # 0 dizisi mevcut degildir.
T:¢,—>/(, operatorii bir A matrisi ile temsil ediliyorsa T :/ ——/
operatdrii de A matrisinin transpozu ile temsil edilebilir. ¢ dizi uzayinimn fp* dual uzayi

, yaizomorfiktir. [1+£:1j
P q

4.1.6. Teorem (Furkan, Bilgi¢ ve Basar [10]) :
S,= aeC:|2(r-a) <‘—s+\/s2 —at(r —a)‘ olsun. Bu taktirde o,(B r,s,t *,/ *) =S

dir.

Ispat: Ik olarak S, c o (B r,5,t *,/ *) oldugunu gésterecegiz. O #Xel *=/_
icin B(r,s,t)*x = ax denklemini alalim, bu denklem ¢oziiliirse
X, +sX, + tx, = aXx,
X, + sX,+ tX; = ax;
X, + sX;+ tx, = ax,

denklem sistemini elde ederiz, o = r ise bu taktirde X, # 0 segebiliriz ve boylece o = r ye
karsilik gelen 6zvektor X = X,,0,0,... dir. Kabul edelim ki a# r olsun. X, indirgeme

formiilleri yardimiyla Xo ve X; cinsinden

X, +sX, ,+(r—a)x,, =0
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olarak bulunur. a, ,(r—-a)a, +sa _, +ta _, =0 indirgeme bagmtisini sagladigindan k >1
ve herhangi bir c,,c, sabitleri i¢in

a_.(r-a) a.(r-a)f
X, == L C +— L C,

seklinde yazilir. ¢, =—X,,C, = X, ve kK =n alirsak N>2igin,

y _a(r-a)° +an.(r—a)”
n tn—l tn—l

4.7)

denklemini elde ederiz.
2(r—-a)

—S+4/s° —4t(r —a)

secelim. Simdi Vn > 2 i¢in X, = (X1)" oldugunu gosterelim. uy ve u, ,(r —a)u2 +su+t=0

Xo=1vex; =

karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

t Js?—4t(r—a)
uu,=——ve U —-u,=

r-a (r-a)

yazabiliriz. x, =1\u, alalim ve (4.7) i kullanarak

y 3 (r-a)" a.(r-a) xl
n -1 -1 u
1

up ™t —ut r-a) u-u (- 1

2 n-1 + 2 n-1
S —4t(r-a) JSi—4t(r-a) U,
r—a (r—ajnl( o4 ul"—ugj
- x oyt 2
JS® —4t(r—a) t U,

1 1 1 01 n
= X— 1 X (uluz —Uu, )
u-u, u —u u,

— ugil(ul_uz)
(ul _uz)ulnugil

= (Xl)n
elde ederiz. Ayni sonug U, =U, olmasi durumunda, yani s* =4t(r —a) olmas1 halinde elde
edilir. |X1| <1 oldugundan X=(x,) e * dir. Boylece
S, c o, (B(r,s,t)*,7,*)

dir. Simdi @ sayisini
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‘ 2(r—a)

‘— Sy/s® —4t(r —a)

esitsizligi saglanacak sekilde segelim. Bu durumda |u1|£1 dir. a¢o,(B(r,s,t)*/, )

%21

oldugunu gostermeliyiz. Bundan dolay1 tiim pozitif n sayilari i¢in (4.7) den

a
—X0+”—+1X1
X . :(r—aj[ a, j a,
X, t A )| _y 4 a, X,
0
an—l

elde ederiz. Burada (r —a)\t =1\(uu,) dir. Simdi agsagidaki ii¢ durumu inceleyelim:

Durum (i) : |u,| <|u,|<1 olsun. Bu durumda s® # 4t (r — a) ve

n+1
u
n+l 2
a lJn+1 _ un+1 Ul 1_(L11J
1= lim—=2L = |im 2 i

u
nowg o noe g n—w uln_ug n—w u n 1
u'|1-| =2
1

. : 1 o
dir. —Xo + Upx; =0 ise |U,| <1 oldugundan X, =—X,,/, de degildir. Aksi taktirde
ul

X

n+l

lim

u.|=

Iullluzl qul

dir.

Durum (ii) : |u,|=|u;| <1 olsun. Bu durumda s* = 4t (r - «) ve

( J s |
an = | ——

formuliini kullanarak

lim S =u

n—>oo an 2(r o) 7
elde ederiz ve bundan dolay1

_Ix

lim |t =—

I~ g g

dir.
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Durum (iii) : |u,|=|u,|=1 olsun. Bu durumda s®=4t(r—a) ve bundan dolay:
|-s\2t| =1 elde ederiz. Kabul edelim ki a.e s, (B(r,s,t)* , £, ) olsun. x & £, ve X =6 oldugu

asikardir. (4.7)’den

_s n-1 _s
X, = (Z_t) [(1— n)(z—th0 + xl}

dir. lim_,[X,|=0oldugundan x, = x; = 0 veya X, = (~s)\(2t)x, dir. Durum (i) deki gibi
(—s)\ (2t) =1\u, oldugundan bir ¢eliski elde ederiz. Bundan dolay1 X, = X1 = 0 olmalidir. Bu
X # 6 demektir. Dolayisiyla a ¢ o, (B(r,s,t)*, 7, ) dur.

Durum (i), Durum (ii) ve D’ Alembert testinden x ¢ ¢, dir. Durum (iii) ise

aecp(B(r,s,t)*, £,) bir geliski olusturur.

4.1.7. Teorem (Furkan, Bilgi¢c ve Basar [10]) : S, Teorem 4.1.6’ da oldugu gibi

S,=7aeC: 2r —a) |:1
—s+w/32—4t(r—a)‘
olsun. Bu taktirde

() or B(rs,t),£,)=S1

tanimlansin ve

i) oc (B(rst),0,) =S

dir.

Ispat: i) op(B(rs,t)*, /,*) = S; oldugundan Voe S; i¢in B(r,s,t)* - al birebir

degildir. Dolayisiyla Lemma 3.1.10’dan Vae S; igin (B(r,s,t) - al) yogun bir goriintii
kiimesine sahip degildir.

i) o(B(rs,t), £,); op (B(rst), £,), or (B(rs,t), £,) ve oc (B(rst), £,) aynk

kiimelerinin birlesimi oldugundan o¢(B(r,s,t), / p) =S, elde edilir.

4.1.8. Teorem (Furkan, Bilgi¢ ve Basar [10]) : [t|<|s| ise relll,o(B r,s,t o)
dir.[t|>|s| ise re Hl,o(B r,s,t ,£,) dir.

34



Ispat : o =rise Teorem 4.1.7 (i) den B(r,s,t) — al, III; veya llI, dedir. B(0,s,t) nin bir

sol tersi
0 1 0 0
S
Lo 2 2 o
(B(O,s,t)) " = S S
— 2 —
o LUt 1
S S S
dir, bagka bir ifadeyle
_ n+1-k
) O " a<k<n+2)
hk = S
0, (k=0veya k>n+2)
olmak  iizere  (BOSY)' = (bw) dir. Bu durumda [f<[s igin

(BO,s,t) ™ e(ty: )N (L, :L,) dir. Lemma 3.1.4 den B(0,s,b), [t| <|s| icin siirekli terse

sahiptir. [t} 2|s] igin € =(0,1,0,...) € £, elde ederiz. Her ne N igin

B(0,s,t)e® i _e0

n+1
S

esitligi £, de degildir. Bu gosterir ki B(0,s,1),

t| > |S| i¢in siirekli bir terse sahip degildir.

Bundan dolay [t| <|s| igin re Nl (B(r,s,t), £,) ve [t| >3] icin relllo (B(rst), ¢ ) dir.

4.1.9. Teorem (Furkan, Bilgi¢ ve Basar [10]) : o #r ve aco, (B(rst), £,) ise

aelllo (B(rs,t), £,) dir.

Ispat: o #ricin B(r,s,t)—«al operatdrii bir iggensel matristir, dolayisiyla bir tersi
vardir. Simdi  B(r,s,t)—«l operatdriiniin tersinin siireksiz oldugunu gosterelim.
aeo, (B(r,s,t),0,) igin |U1|>1 dir. s* #4t(r —«) ise (4.6) y1 kullanarak |S|>|2(r—a)|
oldugu icin lim _,|a,|= elde ederiz. s*#4t(r—a)ise (4.5) i kullanarak |u|>1 ve

|u|> |u,| oldugu igin lim,_, |a,|= elde ederiz. Bundan dolayi B(r,s,t)— a1 bir sinirsiz
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terse sahiptir, yani B(r,s,t)—al €2 dir. Lemma 3.1.4 den, B(r,s,t)—«l yogun bir

goriintli kiimesine sahip degildir, yani B(r,s,t)—«l € Il dir.

Teorem 4.1.10. (Furkan, Bilgi¢ ve Basar [10]) : aec. (B(r,s;t), £,) ise acll, dir.

Ispat : aeo. (B(r,s,t), / o) olsun, yani |u1| =1lele alalim. acll, oldugunu gdstermek
igin  B(r,s,t)—«l mnin orten olmadigii kamtlamaliyiz. y=(1,0,0,..)e/  icin

x=(a,8,,a,..)dir. s*=4t(r-a) ise
2n

|an|__

s

denklemi x in £, de olmadigini gosterir. Aksi halde |U2| <|ul|=1 icin lim |an| #0 elde

n—ow

ederiz, bux g/ o demektir.
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4.2. bvy Dizi Uzayr Uzerinde B(r,s,t) Operatoriiniin ince Spekturumu

Bu béliimde, bvp (1 < p < o« )dizi uzay: iizerinde B(r,s,t) operatoriiniin Goldberg

[13]’ in siniflandirilmasina gore ince spektrumu tanimladik.
Teorem 4.2.1. (Furkan, Bilgic ve Basar [10]) : B(r,s,t) € B (bvp) .

Ispat: B (r,s,t)’ nin lineerliligi agiktir. X = X, €/, alalim. Minkowski esitsizligini

kullanarak,
1/ p
IB(r,s,t)x|bv, = [Z|r(xk —X, 1) +S(X_, — X, _,) +t(X_, _st)ﬂ

k

p p VP P p e
DS (Td Y e

k
1/p
+(|t|p Z|Xk—2 _Xk—3|pj
k

= [s|+[r[+{t] ],

elde ederiz. Buradan,

||B(r,s,t)||(bvp'bvp) <ls| +|r[+[t] dir.

4.2.2. Teorem (Furkan, Bilgic ve Basar [10]): s,/s? = -s olacak sekilde bir

kompleks say1 olsun ve S kiimesini de

S= aeC:| 2Ar-a)

‘—s+w/s2 —4t(r — o)

seklinde tanimlayalim. O zaman o(B(r,s,t), bvp) = S.

gsl

ispat: Once oS icin (B(r,s,t) - al) ™t in B(bvy) de oldugunu gosterecegiz, sonra aeS
icin B(r,s,t) - oI’ nin tersinin olmadigin1 gdsterecegiz.

agS olsun, o # r i¢in B(r,s,t) - al liggen matris oldugundan tersi vardir.
Y=Y, €bv, olsun. Bu (yk — yk.1 )€, oldugunu gosterir. (B(r,s,t) - al)x =y denklemini

¢ozersek
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2.
=5

*(r-a)
R (7))

o r-a)’

olmak lzere

» o
» » O
H O O

N

(B(r,s,t)—al)™ =

o o o o

D

&L
QD

nS

elde ederiz. Bundan dolay1
K
X =X = Zakfj+l(yj - yj—l); (keN)
j=a

yani, (X« — Xkxa ) = (B(rst) - al)' (yk — k1) elde ederiz. Teorem 4.1.4° den
(B rs,it —al)™ e(4,,4,) oldugu igin, (xk- Xk1)e £, dir. Bu X = (x)e bv, demektir. Bu
gosterir ki o(B(r,s,t), bvy ) = S.

Simdi a.eS olsun. o # r ise, o halde B(r,s,t)-al bir liggensel matristir, dolayisiyla

(B(r,s,t) - al)™ meveuttur. y = (1,1,1,...) € by, ise

k
Xy :Zaj+1

j=0

olmak iizere X = (Xx) nin var olmasini gerektirir. Boylece
2%l =D [l
K k=1
iraksaktir. $°= 4t(r —a) igin de aym ifadeleri kullanabiliriz. Dolayisiyla (B(r,s,t) - al)™,
B(bvy) de degildir.
a = r ise, Teorem 4.1.4' iin ispatindaki yol izlenerek B r,s,t —al=B 0,s,t

operatoriiniin tersinin olmadigi gosterilebilir. Bu gosterir ki Sc o (B(r,s,t), bvy). Bu ispat

tamamlar.
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4.2.3. Teorem (Furkan, Bilgic ve Basar [10]) :

Sl={aeC:
1

Ispat: x # 0 ve Xxebv,*=D, (—+1:1j olsun. B(r,s,t)* X = ax esitligini
P q

2(r-a) | <1, olsun. O zaman cp(B(r,s,t)*, bvp*) = S; .
S+ \/52 —4t(r—a) ‘

actigimizda
X + SX1 + tXo = 0otX,
X, + SXp + tX3 = oXg
Xy + SX3 + tX4 = 0X
denklem sistemini elde ederiz. o = r igin x, # 0 segebiliriz. Bu durumda x = (X,,0,0,...),
o = r ye karsilik gelen 6zvektordiir. o # r ise Teorem 4.1.6 nin ispatindaki yol takip
edilerek (4.7) denklemi elde edilir. Simdi

2(r — )

|

olmak {izere aeS; olsun. Bu durumda x, = 1, x3 = 2 (r-a) / IS+‘/52 +4t(r—a)_

secebiliriz. Teorem 4.1.6' nin ispatindaki yolu takip ederek, her n > 2 icin x, = (X1)" elde

%<1

ederiz. |Xl| <1 oldugundan

N SRR
2% :le T1-x

i=k i=k

1

olur. Dolayisiyla, Xl| <li¢in

2.

k

2%
j=k

bulunur. Bundan dolay1 xe Dq dur. Bu gosterir ki S1 < o, (B(r,8,t)* , bvy*) dir. Simdi o

! 1 k
q
T

‘ 2(r — )

‘—s+w/s2 +4t(r - o)

esitsizligini  saglayacak sekilde bir sayr olsun. Bu durumda |u1|S1 dir.

Fl

ago, Brst* bv* oldugunu gosterecegiz. aecy (B(rs,t)/ bvp*) olsun. O halde

0 # x € D, ve bundan dolay1 lim x, = 0 dir. Bu durumda iki durum s6z konusudur.
n—oo
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(i) s*= 4t (r - o) olsun. Bu durumda |(—s)/(2t)| =1 elde edilir. Teorem 4.1.6 (iii) deki
yol takip edilerek bir geliski elde edilir.

(i) s #4 t (r - o) olsun. Bu durumda, u; # us dir. O halde biitiin pozitif n sayilar1 icin
(4.7) den

n-1
Y e T e e T
" u,u, u, —u,

elde ederiz. Bundan dolayi, x, = X3 = 0 veya lim x, = 0 i¢in,

n—ow

oou—u X
lim 2 =2 % (48)
= u1 _uz X1

elde ederiz. Teorem 4.1.6° nin ispatindaki durum (i) de oldugu gisi, (4.8) in sol tarafindaki
limit, u;’e esittir. Boylece X, = X3 = 0 dir.

(1) ve (ii) den a nin op(B(r,s,t)* , Dg) nun elemant olmas: bir celiskidir.
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