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OZET

Topolojik Gruplarda Istatistiksel Yakinsaklik

Bu ¢aligma beg béliimden olugmaktadir.

Birinci ve ikinci boliimde sirasiyla, istatistiksel yakinsaklik konusunun tarihsel gelisimi
hakkinda bilgiler verilmis ve bu calismada gerekli olan bazi temel tamm ve teoremler
ele alinmigtar.

Ugiincii boliimde istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli Cesaro yakinsaklik ve lacunary
yakinsaklik kavramlar1 konuyu aciklayici 6rnekler ve temel teoremler verilerek incelen-
migtir. Dérdiincii boliimde y, bir Abel topolojik Hausdorff grubunu gostermek iizere
topolojik gruplarda lacunary yakimnsakligin ozellikleri ve istatistiksel yakinsaklikla ar-
alarindaki iligkiler incelenmistir. Besinci ve son boliimde topolojik gruplardaki bazi

istatistiksel yakinsaklik teoremleri verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklhk, Lacunary yakinsaklik, Topolojik

grup.
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SUMMARY

Statistical Convergence in Topological Groups

This study consists of the five chapters.

In Section 1 and 2, we give some informations about the historical development
of statistical convergence and introduced some fundamental definitions and theorems
which are necessary in this study, respectively.

In Section 3, we give definitions of statistical convergence, strongly Cesaro con-
vergence and lacunary statistical convergence, examine these concepts giving some
examples and fundamental definitions and theorems.

In Section 4, we investigate the properties of lacunary statistical convergence in
topological groups and relations between statistical convergence, where x is an Abel
topological Hausdorff group.

In Section 5, we give some theorems of statistical convergence in topological groups.

Keywords: Statistical convergence, lacunary convergence, topological group.
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Bu cahgmada kullamlan bazi simgeler, aciklamalari ile birlikte agsagida sunulmustur.
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SEMBOLLER LISTESI

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Tim dizilerin uzay1

Sinirhi diziler uzay:

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:

Sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:
Kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin uzayi
Kuvvetli p—Cesaro yakinsak dizilerin uzay:
Kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin uzay:

Abel topolojik Hausdorff grubu



1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik fikri ilk olarak 1935 yilinda Zygmund [1] tarafindan ortaya
atildi. Tam bir tanumi ise Steinhaus [2] ve Fast [3] tarafindan verildi ve daha sonra
Schoenberg [4] tarafindan tekrar tanimlandi. Istatistiksel yakinsaklik kavram daha
¢ok Ergodic teori, Fourier analiz teorisi, dl¢tim teorisi, sayilar teorisi, trigonometrik
seriler ve Banach uzaylarinda kullamldi. Sonraki yillarda Fridy [5], Connor [6], Savas
[7], Mursaleen [8] ve daha pek ¢ok aragtirmaci tarafindan ¢ahgildi.

Lacunary dizisi ilk olarak Freedman vd.[9] tarafindan 1978 yilinda tanimlanmis
daha sonra Fridy ve Orhan [10] tarafindan lacunary istatistiksel yakinsakhgin tanimi
verilmis ve istatistiksel yakinsaklhkla aralaridalki iliskiler incelenmistir. x bir topolojik
Hausdorff grubunu gostermek iizere Cakallr ([11],[12],[13]) topolojik gruplar iizerinde
istatistiksel yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarini tanimlamis

ve bazi topolojik ozelliklerini incelemistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 2.1. X # @& bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere
+: X xX—-oX . KxX-—-X

fonksiyonlar1 agagidaki ozellikleri saghyorsa, X climlesine K cismi tizerinde bir vektor
uzay1 (lineer uzay) adi verilir [14] . Her z,y,z € X ve her A\, 1 € K igin
rty=y+z
i) (z4+y)+z=z+(y+2)
iii) Her z € X i¢in z + 6§ = z olacak sekilde bir § € X vardir.
iv) Her bir z € X i¢in z 4+ (—z) = 0 olacak sekilde bir (—z) € X vardur.
v)lz=uzx
vi) Mz +y) = Az + Ay
vil) (A + )z = Az + px
viil) A(pz) = (M)

Tanim 2.2 V bir vektor uzay1 ve ) # U C V olsun. Eger U 'nun kendisi bir vektor

uzay ise U’ya V’nin bir lineer alt uzay: denir [15].

Tamm 2.3. w, kompleks terimli biitiin z = (z;) dizilerinin kiimesini gostersin. z =

(), y = (yx) ve a bir skaler olmak iizere

4y = (zr) + (yr)

az = (azy)
seklinde tanimlanan islemler altinda w bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayma

bir dizi uzay1 denir [16].

Tanmm 2.4 Vn € N igin |s,| < K olacak sekilde bir K porzitif reel sayisi varsa (s,,)

dizisine sirh dizi denir [17].

Tanim 2.5 Bir dizi iistten simnirh ise @ist smurlarimn en kiictigiine dizinin en kiigiik
iist smir1 veya supremumu denir, benzer sekilde dizi alttan sinirli ise alt sinirlarinin en

biiytigiine dizinin en biiyiik alt siir1 veya infimumu denir [17].
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Tanim 2.6 A C R ve a € R olsun. a noktasiin her §—komsulugunda A kiimesinin a

dan farkli en az bir elemani varsa bu a noktasina A kiimesinin bir yigilma noktasidir

denir. [17]

Teorem 2.7 Bir kiimenin supremumu veya infimumu kiimeye ait degilse kiimenin bir

yigima noktasidir.[17]

Tanim 2.8 Bir A kiimesinin en biiyiik yigilma noktasina iist limit veya limit siiperiyor
denir ve lim sup A veya limA seklinde gosterilir. Benzer sekilde, A kiimesinin en kiigiik
yigiima noktasina alt limit veya limit inferiyor denir ve liminf A veya imA seklinde

gosterilir. [17]

Tanim 2.9 Bir a reel sayismindan biiylik olmayan tam sayilarin en biiyiigine a

sayismun tam kism denir ve [|a|] ile gosterilir.[17]

Tanmim 2.10 X bog olmayan bir kiime olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayand : X x X —s
R dontistimiine X {tizerinde bir metrik denir. (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir
[18].

M1) Vz,y € X igin d (z,y) >0

M2)Vz,y € X igin d(z,y) =0 2=y

M3)WVz,y € X igin d (z,y) = d(y, z)

M4z, y,z € X i¢in d(z,y) < d(z,2) + d(z,v)

Tanmim 2.11 (X,d) bir metrik uzay ve z = (z,,), X metrik uzayinda bir dizi olsun.
Eger Ve > 0 i¢in n > ny iken

d(z,,z) <e
olacak sekilde bir ny = ng(e) € N sayis1 varsa z = (z,,) dizisi = elemanina yakinsaktir

denir [18].

Tamm 2.12 (X,d) bir metrik uzay ve x = (z,,), X metrik uzayinda bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 igin m,n > ng iken
A (T, x,) < €

olacak gekilde bir ny = ng(e) € N sayis1 varsa z = (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir

[18].



Tanim 2.13. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

ll: X — R

z — |z

doniisiimii agagidaki sartlar: saglyorsa bu doniigiime bir norm ve (X ||.||) ikilisine de
bir normlu uzay denir [18]. Vz,y € X igin

N1) |[z]| = 0

N2) ||z]| =0 z=40

N3) [[Azl| = Al ]| (A skaler)

N4) ||z +yll < ll=ll + ||

dir. Eger (N2) z = 0 = ||z|| = 0 seklinde olursa X’ e yarmorm ve (X ||.]|) ikilisine

de yarmormlu uzay adi verilir.

Tanim 2.14 X bos olmayan bir kiime ve 7, X ’in alt ctimlelerinin bir simfi olsun. Eger
agagidaki sartlar saglaniyor ise 7 sinifina X iizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de
bir topolojik uzay denir [19]

Tl) X,0er

T2) Gy, Gy, ..., Gy, € T ise i\lei € 7, yani 7 siufi sonlu kesigime gore kapalidir.

T3) Her i € I i¢in Gy, € 7 ise i:_L-JIGki € 7, yani 7 simfi sonlu birlegsime gére

kapahidir.

Tanim 2.15 Her z,y € R i¢in |z +y| < |z| + |y esitsizligine {iggen esitsizligi denir
[20].

Tanim 2.17. A # () bir kiime olmak {izere agagidaki sartlar saglanirsa (A, *) ya bir
grup denir. Bu sartlara ek olarak degisme 6zelligi varsa (A, *) ya degisimli grup (Abel
grubu) denir.

(i)a,be Aiseaxbe A

(ii) Her a,b,c € Aigin a* (bxc) = (axb) xc

(iii) Her a € A i¢in a x e = e x a = a olacak sekilde bir e € A vardir

(

iv) Her a € A igin 6yle bir o’ € A vardir ki a * o’ = o’ * a = e olur.

Tanim 2.18. (G,7) topolojik uzay ve (G,.) bir grup olsun. Asagidaki 6zellikler

mevcutsa (G, 7, .) tgliisiine topolojik grup denir.
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D) f:GxG—=G (z,y)— f(z,y) =zy

(i) g: G— G x>z~ siirekli fonksiyon




3. BAZI YAKINSAKLIK TURLERI

3.1. Istatistiksel Yakinsaklik
Tanum 3.1.1. K C N olmak tizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

§(K) = lim > |{k<n:ke K}

n—oo T

seklinde tamimlamir. Burada [{k < n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiik ol-
mayan elemanlarimin sayisim gostermektedir [21].

Eger 6 (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 3.1.2. Herhangi bir z = (z,) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu
bir kiime diginda biitiin & lar i¢in sagliyorsa, (zj) dizisi hemen hemen her k icin P
ozelligini sagliyor denir ve “h.h.k” bi¢iminde gosterilir [5].

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi agag-

daki gibi verilebilir.

Tamm 3.1.3. z = (z;) kompleks sayilarin dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in,
1
hm;l—|{lc <n:|z,—L| >e}| =0,

yani h'hk. icin |z, — L] < € ise z = () dizisi L saysina istatistiksel yakinsaktir
denir. Bu durumda S —limz = L veya z; — L (S) yazihr. Burada kiime sembolii
disindaki dikey cizgiler kiimenin eleman sayisini gostermektedir [5].

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. L = 0 olmas: halinde S,, yani

sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 elde edilir. Bu uzaylar agagida gosterilmistir:
1
o1
So = {3: = (zg) : hmﬁ {k<n:|z =e}| = O}.

Acikca goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru
degildir. Gergekten m =1,2,3, ... olmak iizere

1, k=m?

0, k#m?

T =

6



seklinde tanimlanan z = (z)) dizisini g6z oniine alalim. Her € > 0 igin

[{k <o > el S{k <moap # 0} <vn

oldugundan,

1im%|{k§n:xk#0}]§hm\—7/§:0

elde edilir. Bu § — limz = 0 olmasi demektir. Diger taraftan £, ve S uzaylan
birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar: vardir. Gergekten m = 1,2, 3, ... olmak

lizere
Vk, k=m?2
1, k#m?

Ty —

seklinde tamimlanan z = (zy) dizisi i¢in S — limz = 1 ’dir, ancak z ¢ /., ’dur.
z=1(1,0,1,0,...) dizisi simirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.

Bir dizi istatistiksel yakinsak ise limiti tektir, yani S —limz = Ly ve S—limz = Ly
ise Ly = Ly ’dir.
Teorem 3.1.4. S —limz = L, S — limz = Ly ve @ € R olsun. Bu durumda

(i) S—limz = L, ise S — lim (az) = aLq,

(i) S —limz =1Ly ve S —limz = Ly ise S — lim (z +y) = Ly + L, 'dir.

(1) ve (ii) 'den istatistiksel yakinsak diziler uzayimn lineer uzay oldugu anlagilir.

Tanim 3.1.5. € > 0 olsun. h.hk. i¢in |z, — zn| < € olacak sekilde bir N = N (g)
sayisl var ise yani

1
lim—|{k<n:l|zy —zn|>e}|=0
n M
ise z = (zj) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [5].

Teorem 3.1.6. Agagidaki 6nermeler birbirine denktir:

(i) z bir istatistiksel yakinsak dizidir.

(ii) x bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) z oyle bir dizidir ki h.h.k. i¢in z; = yi olacak sekilde yakinsak bir y dizisi
vardir.

Ispat. (i) = (ii): Burada "yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir" teoreminin ispatina

benzer bir yol takip edilecektir. S —limz = L ve € > 0 olsun. Bu durumda, h.h.k. i¢in
€
lLEk — Li < 5

7



dir. Eger N, |zny — L| < § olacak gekilde segilirse, h.h.k. i¢in

‘xk_$N| = |:Ek—L+L—£EN’S ICE],»,—'L!—FILEN—LI

€ €
< a4z
< 2+2<8

elde edilir. Boylece z bir istatistiksel Cauchy dizisidir.
(ii) = (iii): Kabul edelim ki (ii) dogru olsun. h.h.k. i¢cin z, € I = [zy — 1,2y + 1]
olacak sekilde N sayisisegelim. Aynigekilde h.h.k. icinzy € I' = [z — 1/2, 25, + 1/2]

olacak gekilde M sayisi secelim. Burada
zre€ L =INI"  hhk ign
oldugunu belirtelim. Ciinkii
{kgn:xkgZIﬂI'}:{kgyn:mk¢l}u{k§n:xk¢f’}
olup boylece

1 1 1
lim —{k<n:ap,¢INI'} < lim—-—|{k<n:z ¢ I} + lim -ﬁ|{k§n:xk¢l'}\

n—oo 1 n—oo 1

=0

dir. Bu nedenle I, h.h.k. igin x; 'y1 ihtiva eden ve uzunlugu 1 ’den kiigiik egit olan
kapali bir araliktir.

Benzer gekilde h.h.k. i¢in z, € 1" = [IN(Z) —1/2, 250 + 1/2} olacak sekilde NV (2)
sayisii segelim. Yukaridaki diisiinceye gore I, h.h.k. i¢in zj, "y1 ihtiva eder ve uzunlugu
< % olan kapali bir araliktir. Bu gekilde devam edilirse her bir m icin I,,, O I,,11 olacak
sekilde kapali araliklarm bir {I,,} >, dizisini olugturabiliriz. I, nin uzunlugu < 21-™
'dir ve h.h.k. icin x4 € I, 'dir. Ig ice araliklar teoremi geregince N_, I,, = A olacak

sekilde bir A sayis1 vardir. h.h.k. i¢in z; € I,,, oldugu goz oniine alimirsa,

1 1
—Hk<n:zp ¢ L.} < n > T, iken (3.1)
n

oo
m=

olacak gekilde pozitif artan bir {7,,} ~_, tamsay1 dizisini segebiliriz.
Simdi Tp, < k < Ty iken zx ¢ I, ve z ’in k > T, olacak sekildeki tiim z;
terimlerinden olusan bir z altdizisini tamimlayalim. Daha sonra y dizisini
A, T z nin bir terimi ise

Yr =
Tk, diger durumlarda

8



seklinde tamimlayalim. Bu takdirde limy, = A ’dir. Ciinkii eger £ > ;71-1 > 0 ve

k > T,, ise zy, z 'nin bir terimidir ki bu y, = A anlamuna gelir yada y, = z,, € I,,, ve
lyx — Al < I, 'nin uzunlugu < 2'"™ ’dir. Burada h.h.k. icin z = Y 'dir. Simdi bunu

gosterelim: Eger T, < n < T;,41 ise bu takdirde

k<n:iy#m} C{k<n:z ¢ Ln}

dir ve (3.1) ’den

k< w A S b g L <

yazilabilir. Boylece n — oo iken limit 0 “dir ve h.h.k.i¢in 25, = y;, ’dir. Bu nedenle (ii),
(iil) "t gerektirir.
(iii) = (i): Kabul edelim ki (iii) saglansin. h.h.k. i¢in 2, = y,, ve limy, = L olsun

ve € > 0 verilsin. Bu takdirde, her bir n i¢in, lim y, = L oldugundan
{k<n: |z —L>e} C{k<n:z #yfU{k<n:|ys— L| >¢}
yazilabilir. B‘Oylece h.h.k. icin x; = y; olmas: sebebiyle
lim [{k <o L 2 ¢)| < lm > |{k <nia £yl
+hm |{k <n:lyy— L] > e}
= 0

elde edilir. Bu nedenle h.h.k. i¢in |z, — L| < € dir, bu yiizden (i) saglanir ve ispat

tamamlanmaig olur.

Sonug 3.1.7. Eger z, S —lim z;, = L olacak sekilde bir dizi ise, bu takdirde limy, = L
olacak gekilde z ’in bir y altdizisi vardir.

3.2. Kuvvetli Cesaro Yakinsaklik

Tanim 3.2.1. z = (x;) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

h?{nnzkckwm_o

olacak sekilde bir L sayist varsa z dizisi L ’ye kuvvetli Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin uzay1

1 n
= = ) o lim — — L] = ir L ici
o1 {x (zk) im -~ g |z, | =0 en az bir 1§1n}

k=1



ile gosterilir. Ozel olarak L = 0 alinirsa bu uzay |o?| ile gosterilir.

Tamim 3.2.2. z = (z;,) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

1 n
lim = |z — LF =0
n n 1
olacak sekilde bir L sayisi varsa z dizisi L ’ye kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir.
Kuvvetli p—Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi
wp, = 4 T = (zx) 'lim—l—i]:c — LI =0 en az bir L i¢in
P k)R k G

k=1

ile gosterilecektir [22].

Teorem 3.2.3. z = () dizisi L ye yakinsak ise (zy) dizisi L ye kuvvetli Cesaro
yakmsaktir [23].
Ispat. z = (z;) dizisi L’ ye yakmsak olsun. Verilen herhangi bir € > 0 sayisi igin

k > N olunca |z, — L| < £ olacak sekilde pozitif bir NV; tamsayis1 mevcuttur. Simdi;

1 n
E;ZE;;—L

_ xl—l—...-i»xn_L‘
n

1+ ... +z, —nlL
n
(z1 — L) + ... + (zn, —L)‘

IN

n
@y = L)+ + (20— L)
I
‘.Il — L’ 4+ ..+ ‘le - Ll
n
|33N1+1 —L|+ ...+ |z — L]
n

+

IN

+

yazilabilir. K = maz {|z; — L], ..., |2n, — L|} alinirsa, n > Ny igin

< N1K+ (n—N1)5
- n 2n

1+ ... +x, —nL
n

elde edilir. ¥ n > N, i¢in % < 3y Olacak sekilde N, bulabiliriz. Bu durumda n > N,

icin
1+ ...+x, —nlL
n

e (n—DNpe
2Jr 2n

n=Ni <1 oldugundan N = maz {N;, No} almirsa her n > N icin

n

<

olur. Ayrica

1+ ...+ Ty
n

1+ ...+ z, —nL e €
<=+ =
n 2 2

=&

—L‘:

10



]
|
=
=
z
=
=
=
=
E
E

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Bu teoremin tersi dogru degildir, yani oy yakinsak bir dizi yakinsak olmayabilir.
Gergekten (x,) = (1 + (—1)") dizisi i¢in 0y — limz = 1 dir. Ancak bu dizi yakinsak
degildir.

Teorem 3.2.4. 0 < p < oo olsun. Bu takdirde,

(i) Bir L sayisma kuvvetli p—Cesaro yakinsak olan bir dizi L sayisina ayni zamanda
istatistiksel yakinsaktir.

(ii) Bir L sayisma istatistiksel yakimsak olan siirh bir dizi L sayisina ayni zamanda
kuvvetli p—Cesaro yakmsaktir [6].

ispat. .

i) T € wy ve lim+ Z |zx — L|” = 0 olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir € > 0

k=1
i¢in

et

1 «— 1
3w —LP = = > Jme—LP+= > |z~ L
T mn n
k=1 1<k<n 1<k<n
|z —Li<e lzx—L|>e

1
> -ﬁepl{kgn:lxk-—[,\ze}]

n
yazilabilir. Burada n — oo i¢in limit almrsa lim £ Z |zx — LI’ = 0 olmas
k=1

hmi—l{kﬁn:]xk—LIZE}]:O

olmasini gerektirir, bir bagka ifadeyle w, — limz = L olmas1 S — limx;, = L oldugu
sonucunu verir.

ii) Smirh bir z = (zy,) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve F = ||z|| _+ L
diyelim. € > 0 verilsin. NN, sayisint her n > N, icin

1
< _ E\r €
{A <n:lry,—-L|> (2> }E < N

1

7

olacak gekilde secelim ve

Ln:{kgn: |z — L] > (g);}

11



olarak tanimlayalim. Bu taktirde her n > IV, i¢in

1< 1 ‘
S =L = = | > lm - LP+ Y Jaw — L
nk:l n k<n k<n
keLn k¢Ln
1/ ne 15 e €
< Z(ZE pr _)<_ c_
n(2EP tng)sgtg=e

elde edilir. Buradan z = () dizisinin L sayisina kuvvetli p-Cesaro yakinsak oldugu

sonucu ¢ikar.

3.3. Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 3.3.1. Pozitif tamsayilarm artan bir dizisi § = (k,) olsun. Eger ky = 0 olmak
lizere r — o0 i¢in h, =k, — k,_; — oo ise 0 = (k,) dizisine lacunary dizisi denir [9].

0 = (k) tarafindan belirlenen araliklar I, = (k._1, k,] ise gosterilecektir. Bu caligmada

ke
> lwl =)=
i=kp_1+1 el

olarak alimacak ve uygunluk i¢in kisaca > |z;| ile gosterilecek ve ,f:l orani da ¢, ile

gosterilecektir.
Tanim 3.3.2. 6 bir lacunary dizisi olsun. Her € > 0 i¢in
.1
hmﬁ~|{kelr Cap — Ll > e} =0 (3.2)

ise z = (zy) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.
Bir dizi lacunary istatistiksel yakmsak ise Sp — limz = L veya zj, — L (S,) ile
gosterilir [10].
Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:
Sy = {x = (zy) : lim% Hkel |z, — L >e}| = 0}
ile gosterilecektir.

Tamum 3.3.3. Herhangi bir § = (k,) lacunary dizisi icin

1
llinFZka—L[:()

T kel,

12



olacak sekilde bir L sayis1 varsa z dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir

ve kuvvetli lacunary yakmsak dizilerin uzay1

1
Ny = {x = (xp) : lim — Z |z — L| =0, en az bir L igin}
S,
kel,
ile gosterilir [9]. L = 0 ise Ny uzay1 N} ile gosterilir.
Teorem 3.3.4. |o7| € Ny olmasi igin gerek ve yeter sart liminf, ¢, > 1 olmasidir [9].
ispat. Yeterlilik. liminf, ¢, > 1ise her r > 1 igin 1 + § < ¢, olacak sekilde § > 0

saysi vardir. z € |09] igin
k kr—1
1 J 1
o= = Jml= > |l - ) il
hr I he i=1 hy i=1
ko (1 & ko 1 =2
- —};’: (_k: Z I:EZ') - h, (kr—~1 Z Iml’

i=1 1=1

yazabiliriz. h, = k., — k,_1 oldugundan

ke 146 ks
<
ho= 6 T,

<

(SRR

elde ederiz. Boylece Zl; S || ve ,:{-; S ¥t |z;| terimlerinin her ikisi de sifira yakin-
sar ve £ € N} elde edilir. Buradan |oq| C Ny bagntisi elde edilir.

Gereklilik. Kabul edelim ki liminf, g. = 1 olsun. 6 lacunary oldugundan r; >

r;—1 + 2 olmak iizere kkrjl <1 +% ve —*—:Tj_l > j olacak sekilde # = (k,) lacunary
T rj—l
dizisinin bir (k,,) altdizisini segebiliriz. = (z;) dizisini
1, 1el,, (1j=12.3,.)

T =
0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde herhangi bir L sayis1 igin
1
h—Zm-—Ll =l1-1I|, j=1,23, ..
T Ir]-

ve

1
E‘Zlmi—U:W; T

T,

olur. Bundan dolay1 = ¢ Ny fakat z kuvvetli Cesaro yakinsaktir. Eger t yeteri kadar

biiyiik bir tamsay1 ise k,. 1 <t < k., olacak gekilde bir tek j bulabiliriz. Buradan

1< kv 4+h. 1 1 2
IS gy < By 112
ti:l krj——l .] ] J

13



yazabiliriz. t — oo iken j — oo olur. Boylece z € |09] olur.

Teorem 3.3.5. Njp C |01 olmasi i¢in gerek ve yeter sart limsup, ¢, < co olmasidir [9)].

Teorem 3.3.6. 0 = (k) bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda

(i) zx — L (Np) ise z — L (Sp),

(i) © € Ly, ve z, — L(Sp) ise z, — L (Ny),

(iil) Sp N oo = Np N Lo,

dir [10].

Ispat. £ > 0 ve 2, — L (N,) olsun. Bu takdirde

Slme—LI> > lm—Ll>el{k el :|u—L| >}
kel |$kk—€£TZE
yazabiliriz. Buradan (i) gerceklenir.

(1) ’deki icerme kesindir. Gergekten, § = (k,) bir lacunary dizisi olsun. z = (zy)
dizisi I, arahginda ilk H\/i_z: |] tamsayilarinda 1,2,3, ..., U\/h—, |] , diger durumlarda 0
olarak tammlayalim. Bu dizi smirh degildir, ancak lacunary istatistiksel yakinsaktir.
Gercekten € > 0 sayisi igin,

[lv/7]]
e

hi\{kef,.;|mk—0|zg}\=——--~>o, (r — o0)

dir. Yani (zy) dizisi sifira lacunary istatistiksel yakinsaktir. Diger yandan

1 _ VR (vh]+1) 1
;Z]%*W—E 5 =5 #0, (r—o0)

" kel
oldugundan z - 0 (Np) ’dur.
(i) Kabul edelim ki z;, — L (Sp) ve z € £y olsun. Her k € N icin |z, — L| < M
diyelim. € > 0 verilsin. Bu takdirde

%Z’ZE}C-—LI = hi Z ‘$k~L‘+£— Z I.flik——L]

T kel, T kel T kel,
|z —L|>e |zr—L|<e

M
< Hkel:lo— Ll > e}l +e
dur. Buradan zj, — L (Np) elde edilir.
(iii) (i) ve (ii) 'nin sonucudur.

Teorem 3.3.7. Herhangi bir § = (k,) lacunary dizisi icin Sy C S olmasi icin gerek ve

yeter sart lim sup, ¢, < oo olmasidir [10].

14



Ispat. Yeterlilik. Kabul edelim ki limsup, ¢, < oo olsun. Bu durumda her

r € Nicin ¢. < H olacak sekilde bir H > 0 sayiwst vardir. z, — L{(Sg) ve N, =
Hk €I, : |zxy — L| > £}] olsun. (3.2) goz oniine ahmirsa her € > 0 ve her r > rq igin
%j—f < ¢ olacak sekilde bir 7o € N vardir. Simdi M = max {N, : 1 <7 <7} diyelim ve
k.1 < n <k, olacak gekilde bir n secelim. Bu takdirde

Ck<nclm- Lzl € [k ko Iz e

r—1
1
:k;ﬁm+M+m+N+Nﬁﬁ»+N}
M 1 N, N,
< S & N kI
o kr—lro * kr-—l { ot hr0+l * * hr
M 1 N,
< kr..lro—*_ o (fgrpg . ) {Prg41 + . + Ay}
_ Mr+m—%
ke 0 kr_s
< kHro + &£qr
< kr_lro+6H

yazabiliriz. Buradan S C Sy elde edilir.
Gereklilik. Kabul edelim ki limsup, ¢, = oo olsun. Bu takdirde ¢,, > j olacak
sekilde 0 = (k,) lacunary dizisinin bir (k,,) altdizisini segebiliriz. ve z = (z;) dizisini
L R <i< 2%k, (=12,
" 0, diger durumlarda
seklinde tammlayalim. Bu durumda z € Ny fakat z ¢ |o¢| ’dir. Teorem (3.3.6 (i)) ’den
x € Sy 'dir. Fakat Teorem (3.2.4) ’den x ¢ S ’dir. Bu da teoremin ispatim tamamlar.

Teorem 3.3.8. Herhangi bir # = (k,) lacunary dizisi igin S C Sy olmasi i¢in gerek ve
yeter sart liminf, ¢, > 1 olmasidir [10].

Ispat. Yeterlilik. Kabul edelim ki liminf, ¢. > 1 olsun. Yeterince biiyiik r icin
g, > 16 olacak gekilde § > 0 sayis1 vardir. Buradan 2= = 2> g 5 elde edilir. ), — L(9)

ise € > 0 ve yeterince biiyiik 7 igin

1 1
|k <k ilop - Ll 2 e} > -l;~|{kefr:]a:k—L|2e}]

4]

> — L{ >
> ke Lo~ 1 2 el
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elde edilir. Buradan S C Sy elde edilir.

Gereklilik. liminf, g, = 1 olsun. Teorem (3.3.4) 'deki yol takip edilirse r; > r;_; +2

k. k. — . ) ..
olmak tizere —— <1 +% ve -~ > j olacak gekilde 6 = (k,) lacunary dizisinin bir
T ri-1

(k) altdizisini segelim ve z = (z;) dizisini

1, iel,, (j=12..)
xr; =

0, diger durumlarda

seklinde tammlayalim. z ’in siurh oldugu agikardir. Teorem (3.3.4) ’den z € |oy],
fakat = ¢ Ny dir. Teorem (3.3.6 (ii)) 'den = ¢ Sy ve Teorem (3.2.4) 'den z € S oldugu
goriiliir. O halde S ¢ Sy olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.9. z € SN Sy ise Sy — limx = S — limx ’dir. Boylece herhangi bir 0
lacunary dizisi igin = ’'in Sp— limiti tektir [10].
Ispat. Kabul edelimki S —limz = L, Sp—limz = L' ve L # L' olsun. Bu takdirde
e <i|L—Ligin
117131-71;;{k <l —D|>el =1
elde ederiz. Bu durumda  [{k < n: |z, — L'| > e}| istatistiksel limit ifadesinin k,,
-inci terimini goz 6niine alalim. Bu takdirde,

' 1 &
(ke Umd il — D 2 e}l = = S Wk € Lt o — ] 2 2}

mop=1

= (i hr) }m:hrtT (3.3)

elde edilir. Burada

1
tT:h—|{k€Ir:|xk—L’| >e} —0
dir. Ciinkii 2, — L' (Sp) idi. 6 = (k,) bir lacunary dizisi oldugundan (3.3) ifadesi ¢
‘nin regiiler agirlikli ortalama dontigimiidiir ve m — oo igin sifir olur. Diger taraftan
1
T Hk e UM I : |z, — L'| > €}

dizisi
(o9)

{% Hk<n:l|ze—L|> e}l}

dizisinin bir alt dizisi oldugundan

n=1

1
El{kﬁn:|x,§—L’|25}]—Al

bulunur ki bu bir ¢eligkidir. Yani L % L' "dir.
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4. TOPOLOJIK GRUPLARDA LACUNARY ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

4.1. Giris
Bir y topolojik grubundaki bir x; dizisine eger 0 'mn her bir U komsulugu igin

lim — |{k<m:z—Ld U} =0

m—o0 17,

ise x ’in bir £ elemanina istatistiksel yakinsak denir. Burada dikey ¢izgiler o kiimenin

eleman sayisini gostermektedir [11].

Bu galigma boyunca, x bir abel topolojik Hausdorff grubunu gosterecektir. Ayrica
X, toplamsaldir ve sayilabilirligin ilk aksiyomu saglanir. S(x) , So(x) sirasiyla x ’de tiim
istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini ve sifira istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini
gosterecektir.

Simdi topolojik gruplarda lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimini agagidaki gibi

verecegiz: Eger 0 i her bir U komsulugu i¢in

1
limﬁ—l{kehzx;@—ﬁgﬁUH:O

T—00

ise bir z;, dizisi £ sayisina lacunary istatistiksel yakisaktir denir. Bu durumda,
Se — klim z, = £ veya x — £(Sp)
oo

yazacaglz ve
Se (x) = {xk : 3¢ igin Sy — klim Tk = E}

seklinde ve o6zel olarak

Sp(x) = {xk:Sg—kli‘gloxk:O}

tammlayaélz‘

Burada gsunu belirtelim ki, her lacunary yakinsak dizinin sadece bir tane limiti
vardir, yani, eger bir dizi #; ve {y sayilarina lacunary istatistiksel yakinsak ise bu
takdirde £; = £, 'dir. Kabul edelim ki (x) dizisinin ¢y, £ gibi birbirinden farkl iki tane
lacunary istatistiksel limiti olsun. x bir Hausdorff uzay: oldugundan dolay1 ¢; — ¢y ¢ U
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olacak gekilde 0 'mn bir U komgulugu vardir. Bu takdirde W + W C U olacak sekilde

0 ’m bir W komsulugunu segebiliriz. Her k € N igin 2, = ¢; — 5 yazalim. Bu nedenle

her r € N igin,
{kel,:z¢UyC{kel, by —z, ¢ WHUlkel, iax,— L ¢ W}

dir. Bu kapsamadan ise her r € N icin

1 1
hi{kef,.;z,g¢U}g;{kefr:el—xk¢W}+h_{kefrzxk—e2¢vv}

yazilabilir. Sy — limy—e0 5 = €1 Ve Sp — limy .o 71 = £2 oldugundan dolay1

1 1
lim —{kel,:z, ¢ U} < lim}l-]{kelrzfl~xk¢W}|

T— 00

1
+lim —{kel :x,— ¥ty ¢ W}

T—00 r

elde edilir. Bu nedenle 1 <0+ 0 = 0 olur. Bu celigki ise ¢; = 5 oldugunu gosterir.
4.2. Kapsama Teoremleri

Burada tiim istatistiksel yakimsak dizilerin kiimesi ile tiim lacunary istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesinin arasindaki baz1 kapsama ozelliklerini verecegiz.

Tecrem 4.2.1. Herhangi bir 6 lacunary dizisi i¢in Sy (x) C S (x) olmas: i¢in gerek ve
yeter sart lim sup, ¢, < oo olmasidir [11].

Ispat. Yeterlilik. Kabul edelim ki limsup, g, < co olsun. Bu takdirde her r icin
q, < H olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. z, Sp (x) ’in herhangi bir eleman1 olsun,
yani Sp — limz, = £ diyelim. 0 ’'in herhangi bir U komsulugunu alalim. e herhangi
bir pozitif say1 olsun. N, = |[{k €I, : zy — ¢ ¢ U}| yazahm. Lacunary istatistiksel

yakinsakligin tanimi geregince her r > ry igin
N (b))t <e(2H)™

olacak gekilde bir rq € N vardir.
Simdi de M = max{N, : 1 <r <7y} olsun ve n sayis1 k,_; < n < k, esitsizligini
saglayan herhangi bir tamsay1 olsun. Bu takdirde

Mro | eqr

1
— <n:xp— <
Sk snia - Lg U} < . Tom
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yazabiliriz. Boylece r > r; icin

1 € €
E|{k§n:ck-€¢U}|<§+§:6

olur. Buradan S — lim z;, = £ oldugu anlagilir.

Gereklilik. Kabul edelim ki lim sup,. g, = oo olsun. y ’in 0 ’dan farkl bir z elemanim
alalm. 6 = (k,) nin g,¢;) > j ve ky¢;y > j-+3 olacak gekilde bir (kr(ﬁ) altdizisini se¢elim.
Simdi de bazt j = 1,2, ... ler i¢in

z, kr(j) <1 < QkT(j)_l 18e
T =

0, diger durumlarda

seklinde bir dizi tamimlayalim. U, 0 'm x ’i ihtiva etmeyen simetrik bir komsulugu

olsun. Bu takdirde j > 1 i¢in

1

kv ()1 kr(j)-1 P
ha ()

k<kgy:zrgU} < = ‘
H > Fr(y) ’"¢ H hr(j) kr(j)_kT(j)_l J—1

yazabiliriz. Boylece z;, € Sp(x) 'dir. Fakat z, ¢ S(x) ’dir. Ciinki z;, € Sy (x)

olmasindan dolayi

1
2kr ()1

1
2kr(j)—1

[{k <2k (y-1 2 ¢ U] = ket + 1+ o+ Koy >

DO | =t

olur ki bu da z) 'nin istatistiksel yakinsak olamayacagim gerektirir.

Teorem 4.2.2. Herhangi bir § lacunary dizisi igin S (x) C Sp (x) olmasi icin gerek ve
yeter sart liminf, ¢, > 1 olmasidir [11].

Ispat. Yeterlilik. Kabul edelim ki liminf, g > 1 olsun ve liminf, ¢, = « diyelim.
B = (a — 1) /2 yazalim. Bu takdirde r > ng icin ¢, > 1+ f olacak sekilde bir ng pozitif

tamsayis1 vardir. Boylece r > ng icin

h"r kr—l 1>1_ 1 :18
k, k -  1+8 A+l

yazilabilir.
Herhangi bir z; € S (x) alahm ve S —limz, = £ olsun. Sy — limz;, = £ olacagim

ispatlayacagiz. 0 'm herhangi bir U komsulugunu alahm. Bu takdirde r > ny icin
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1
el m gy

—]%1—|{k§krzxk~€§éU}} >
11
= kh Hk ez, —L¢ U}
> Bﬂlh kel o —0¢UY

elde edilir. Bu nedenle Sy — lim z;, = ¢ ’dir.

Gereklilik: Kabul edelim ki liminf,q, = 1 olsun. Istatistiksel yakinsak fakat la-
cunary istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi bulmaya cahsacagiz. ¢ 'nn r(j) >
r(j — 1) + 2 olmak tizere

-lﬁ@— <1 +l_ ve k—r(i_—l- > g
k()1 J kr(i-1)
olacak gekilde bir (k:r(] ) altdizisini segebiliriz. x ’in 0 'dan farkl bir z elemanin alalim.
Simdi 7 = 1,2, ... i¢in
x, k € I, ise
T =
0, diger durumlarda
seklinde bir dizi tanimlayalim. Bu takdirde z; € S (x) 'dir (Gergekte 2, € Sy (x)).
Bunu gormek icin 0 'm herhangi bir U komgulugunu alalim. Bu takdirde W C U ve
x € W olacak sekilde 0 'in herhangi bir W komgulugunu segebiliriz. Diger yandan her
bir m i¢in k.(jj—-1 < n < ky(j11)-1 olacak sekilde pozitif bir j,, sayis1 bulabiliriz. Bu

takdirde her bir m icin

S k<mim g U)] < [k <m -z g W

T(jm)

< wGm) T EWH + [{krgy <k <mcap ¢ W}
1
S k {‘{k < kT(J c Tk ¢ W}t} + (kT(jm)+1 - kT(JM))
T(Jm T(Jm)
< = +1+ }* -1
Jm+1 Jm
SR
Jm+1  Jm

elde edilir. Bu nedenle z;, € Sp (x) ’dir. Simdi de zx ¢ Sy (x) olacagim gosterelim. y
bir Hausdorff uzay oldugundan z ¢ V olacak sekilde 0 ’in simetrik bir V' komsulugu
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vardir. Buna gore

1

lim — ({1 <k <k zpr ¢V = 1 kriiy — Kriiy—
A ) [{kriya <k <k i ¢ VI = lim hr(j)( o) — kr()-1)
= lim ——hy(
]Lngo h’r(j) (@)
=1

ve

lim Hkr1y <k <k :zp—x¢V}=1+#0
r#r(3), j=1,2,...

olur. Boylece ne = ne de 0, z;, dizisinin lacunary istatistiksel limiti olabilir. x ’in diger
hicbir noktasi da dizinin lacunary istatistiksel limiti olamaz. Buna gore zx ¢ Sp(x)

'dir. Bu da ispati tamamlar.

Sonug 4.2.3. 0 bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde S (x) = Sp (x) olmast i¢in gerek
ve yeter sart

1 < liminf g, < limsupg, < 00

olmasidir.

Siiphesiz ki Sg—limiti bir tektir. Bununla birlikte farkli 6 "lar igin farkli Sp—limitlerin
olast da miimkiindiir. x = C durumunda buna bir érnek Fridy ve Orhan [10] da gos-
terilmigtir. Teorem (4.2.4), z € S(x) iken bu durumun vuku bulmayacagini goster-

mektedir.

Teorem 4.2.4. Bger xz, € S (x) N Sp (x) ise z;, dizinin istatistiksel limiti ile lacucary
istatistiksel limitleri aymdir [11].

im0 Tx, = £o diyelim. Kabul edelim ki ¢; 5 /; olsun. x bir Hausdorff uzay oldugun-
dan £, —£, ¢ U olacak gekilde 0 ' bir simetrik W komsulugunu secebiliriz. Bu takdirde

her k € N icin z, = £y — {1 olmak tizere

1
o

1
—I—k—\{kgk,nzfz—xkgéW}\

m

1
Ik <k iz €U S o k< b an— 6 ¢ WY

esitsizligini elde ederiz. Bu egitsizlikten
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1
1 < k—l{kgknz$k_el¢w}|

1
+—];——|{k§km:€2—-:ck¢W}\

m

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terim m — oo iken 0 ’a gider. Bunu
gormek i¢in ¢, = 3= [{k < ki 1 £z — zx ¢ W olmak tizere
1

1
L l{kékm€2"$k¢W}| = ?l{kEUﬁ_IITI£2—$k¢W}‘

1 m
= —];——Zl{kelrzﬁg—mkgéW}l
m =1

m -1 m
(0] S
r=1 r=1
yazalim. Sy — limg 0 2 = ¢ oldugundan limt¢, = 0 oldugunu biliyoruz. Bu nedenle

(t,) 'nin regiiler agirhkh ortalama doniigiimii de sifira gider, yani

1
lim — [{k<kn:ly—a, ¢ W} =0 (4.1)

M-—00 ]{;

olur. Diger yandan, S — limy_,, z; = ¢; oldugundan

1
lim —[{k<kpn:ap,—l1 g W}H=0 (4.2)

m—00 km

yazabiliriz. (4.1) ve (4.2) 'den dolay1

1
lim k—\{kgkm:zkgéU}le

Mm—00 Ry

elde edilir. Bu celigki ispat1 tamamlar.

Tanmim 4.2.5. § = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger her bir 7 i¢in k. € I, ve 0 '1n

her bir U komgulugu i¢in im, _,o 2 = £ ve

00 [,

olacak gekilde z; 'nin bir z;, altdizisi varsa z;, dizisine bir Sy—Cauchy dizisi denir.
Burada bir dizinin Sp—yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sartin tamhik garti ol-

maksizin bir Sp—Cauchy dizisi olmasidi [11].

Teorem 4.2.6. Bir z; dizisinin Sy—yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart bir

Sp—Cauchy dizisi olmasidir [11].
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Ispat. Yeterlilik. Kabul edelim ki x; bir Sp—Cauchy dizisi olsun. U, 0 in herhangi

bir komsulugu olsun. Bu takdirde W+ W C U olacak geklide 0 'm bir W komsgulugunu

secebiliriz. Buna gore

1 1
_];—l{kejr:zk“£¢U}| S E—I{ke[,,::ck—a:k;g‘éW}]
1
+i- ke oy — g Wi,

yazilabilir.

.1
Jim 5 |

{kel :zy—my ¢U =0
ve lim, o T = £ oldugundan hipotez geregi son esitsizlikten Sp — limy_, z), = £ elde
edilir.

Gereklilik. Sg — limy oo z = £ olacak sekilde herhangi bir zj dizisini alahm. (U,,),
0 "n icige yigilms komsuluklar: olsun. Her bir j € Nigin KW ={k e N:z, — £ € U;}
yazalim. Buna gore her bir j i¢in KU € K0 ve lim |[KW N | (k)™ = 1 *dir. r >
m (1) olmast |[KU) N I,| >0, yani K& NI, # 0 olmasim gerektirecek sekilde bir m (1)
segelim. Bu takdirde m (1) <r < m (2) esitsizligini saglayan her bir 7 i¢in &/ € K(VNJ,
yani zj, — £ € Uy olacak sekilde k; € I, secelim. Bunu genellestirirsek, r > m (p + 1)
olmasi I, N K1) =£ () olmasim gerektirecek sekilde m (p+ 1) > m (p) secelim. Bu
takdirde m (p) < r < m(p+ 1) esitsizligini saglayan her r i¢in k. € K® N I, yani
zr — £ € U, olacak sekilde k. € I, secelim. Boylece lim, o 2y, = £ olur. U, 0 n
herhangi bir komgulugu olsun. Bu takdirde W + W C U olacak sekilde 0 'in bir W

komgulugunu segebiliriz. Buradan

—hl—l{kEIr:J;k—xk:rgéU}l < }L}—|{k€1—r:$k——€§§W}|
1
+h—rl{k€IT:€—$k;¢W}l.
elde edilir. Sy — limg_,eo Tp = £ ve lim, o Tp, = £ oldugundan
limhi|{kelr::vk——a:kfr¢U}|:0

bulunur. Bu ise gerekliligin ispatin1 tamamlar, boylece teorem ispatlanmig olur.

Sonug 4.2.7. Herhangi bir lacunary istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak bir alt

dizisi vardir.
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5. TOPOLOJIK GRUPLARDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

5.1.Giris

Bu boliimde topolojik gruplarda istatistiksel yakinsak dizilerin belirli karekterizasyon-
lar1 verilip bir ayrigtirma teoreminin geniglemeleri, bir tamlik teoremi ve bir Tauberian

teoremi elde edilecektir [12].
[11] ’de 0’ her bir U komgulugu icin

1
lim —{k<n:z,—£¢ U} =0

n—00 77,

ise X ’deki bir (z;) noktalar dizisi X ’deki ¢ elemanina istatistiksel yakinsaktir denir

ve bu st — lim,, o =, = £ ile gosterilir. Benzer gekilde 0’ her bir U komgulugu icin

lim l|{l<;§n:x;,.,~scM(U)§§UH:0

n—oo 11

olacak sekilde bir pozitif M (U) tam sayisi varsa X ’deki bir (zj) noktalar dizisine X
’de bir Cauchy dizisi denir. Burada dikey cizgiler kiimenin eleman sayisim gostermek-
tedir. Bu iki tamim tam topolojik gruplarda birbirine denktir. Yani bir (z;) dizisinin
istatistiksel Cauchy olmas icin gerek ve yeter sart goz 6niine aliman topolojik uzay tam
oldugunda istatistiksel yakinsak olmasidir. Tersine bir ¢rnek i¢in alt uzay topolojisi
R ahgilnmig topoloji tarafindan iiretilen @) topolojik grubunu goz oniine alahm. (z,,)
dizisi R ’de /2 sayisina yakinsayan rasyonel bir dizi olsun. Bu durumda (), Q 'da
istatistiksel Cauchy’dir fakat @) ’da istatistiksel yakmsak degildir. Ornegin, sifirdan
farklh herhangi bir

x, k =n?
T =
0, diger durumlarda

dizisini ele alalim. Bu dizi 0’a istatistiksel yakinsaktir fakat yakinsak degildir. Ayrica

r, k cift ise
T —
0, k tek ise

dizisi istatistiksel yakinsak degildir.
Asgagidaki tamm [13] ’deki ¢aligmanin 6zel bir uygulamasidir.

Tanmm 5.1.1. F C X ve { € X olsun. Bu taktirde F' 'de st — lim,_ z, = #

olacak gekilde bir z = (z,,) noktalar dizisi mevcutsa ¢ , F' ’in istatistiksel kapanigmn
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bir elemanidir. Bir F kiimesinin istatistiksel-dizisel kapanisi ' oile gosterilecektir.

Eger bir kiime kendi istatistiksel-dizisel kapamgimdaki noktalarin hepsini ihtiva ediyorsa

istatistiksel-dizisel kapalidir denir [12].
Simdi [13] 'de G := st — lim alinmasiyla elde edilen ii¢ tanimi verelim.

Tanim 5.1.2. Eger F\ {{} kiimesinde st — lim,_,, 2, = £ olacak sekilde bir z = (z,,)

noktalar dizisi varsa £ noktasina F ’in istatistiksel-dizisel yigilma noktas: denir.

Tamim 5.1.3. Eger F C X ’in her hangi bir sonsuz alt kiimesi F' 'de en az bir
istatistiksel-dizisel yigilma noktasina sahipse F' ’e istatistiksel-dizisel sayilabilir kom-

pakttir denir.

Tanim 5.1.4. Eger z € F dizisinin st — lim,_,oo yn, = £ € F' seklinde y = (y,, ) alt

dizisi varsa F' C X alt kiimesine istatistiksel-dizisel kompakttir denir.
5.2. Istatistiksel Yakmsaklik Teoremleri

Teorem 5.2.1. Bir (z,) dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
asagidaki gartin saglanmasidir.
(sC) 0 her bir U komsgulugu i¢in (z,,) nin bir (xk/ (r)> alt dizisi mevcuttur ve

lim l{{kgn:xk—ka §EUH =0

n—00 1,

dur [12].

Ispat. ¢ ’ye istatistiksel yakinsak her hangi bir (z,) dizisini alalm. (U, ), 0'in komgu-
luklarmin bir i¢ ige yigilmg baz dizisi olsun. Her hangi bir j pozitif tam saylél
icin K = {ke N:k<nveuz,—{eU;} yazahm. Buna gére herhangi bir j igin
K(j+1) C K(j) velim? |KU| = 1dir. n > m(1) iken L|IK®| > 0 olacak gek-
ilde m (1) sayismi segelim (K 5 @) . Bu taktirde her bir pozitif 7 tam saysi igin
m(1) < r < m(2) olacak sekilde k (r) € K® segebiliriz, yani z,y — £ € Uy 'dir.
Genellegtirilirse r > m (p + 1) iken K®Y £ @ olacak sekilde m (p+1) > m (p) sece-
biliriz. Bu taktirde m (p) < r < m (p+ 1) sartim saglayan tiim r ’ler i¢in &' (r) € K?
segebiliriz, yani zy . —{ € U, 'dir. Ayrica, 0'mn her bir U komsgulugu icin W+ W c U
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-

olacak sekilde 0’m simetrik W komsgulugu vardir. Buna gore

Ik <nin o ¢UY| < SHk<nim-tgwy
+%l{k§n:€_$k'(7~) ¢WH

yazlabilir. st —lim,, oo Z, = £,

lim L[k <n:ze—fd W} =0

n—oo 71

ve limp, 0 Tr/(r) = £ oldugundan

liml}{kgn:xkr(r)—ﬁngH:O

n—oo 71}

elde edilir. Boylece
1
lim —Hk <niTp— Ty & UH =0

n—oo 11
olur ve dolaysiyla (sC) sartin saglar.
Simdi de farzedelim ki (sC) sart1 saglansimn. Bu taktirde 0’in herhangi bir U komsu-
lugu icin W + W C U olacak sekilde 0'in bir W komsulugunu segebiliriz. Bu taktirde

1
n

+%Hk§n:azk1m—€¢ﬂ/}‘

%|{k§n:$k‘€¢(]}| < Hkgn:wkﬁxk,w(]‘é;w}{

olur. Buna gore (sC) sartmn (z,) dizisinin istatistiksel yakinsakligindan dolayr sag-

landig1 goriilir.

Teorem 5.2.2. Eger limy,_ o,z = £ ve st —limy_,oo yp = 0 ise st —limy_o (2 + yp) =

limy, o0z, dir [12].

Ispat. U, 0'm herhangi bir komsulugu olsun. Bu taktirde W + W C U olacak sekilde
0’ bir simetrik W komsulugunu segebiliriz. limy ., zr = ¢ oldugundan k > kq olacak

sekilde bir k¢ tam sayis1 mevcuttur ki bu z; — ¢ € W olmasim gerektirir. Boylece

1 1 1

{E<n (- O+ u g UNS [k S nime—£g WY+ —H{k <n:yed WH
dir. Yukaridaki esitsizlikten

hm%I{kgn:(azk—é)+yk¢U}\:O
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elde edilir. Buna gore st — limg o0 (Zk + i) = limg_,00 2, Olur.

Teorem 5.2.3. Eger bir (z;) dizisi £ ’ye istatistiksel yakinsak ise limg oo yp = £ ,
x = y + z olacak sekilde (yx) ve (zx) dizileri mevcuttur. Burada z bir istatistiksel sifir

dizisi ve lim,, 0 = [{k < n 1 z), # yi}| = 0 dur [12].
Ispat. (U;), 0'in komsuluklarimmn bir yigilmig bazi olsun. ng = 0 alahm ve n > n; igin
1 1

olacak gekilde pozitif tam sayilarn bir (n;) artan dizisini secelim. y = (yx) ve z = (2)
dizilerini agagidaki yontemle tanimlayalim:

Eger ng < k < ny ise z, = 0 ve x, = y;, yazahm ve j > 1 icin n; < n;;; kabul
edelim. z — £ € U; iken z, = 0 ve x = yp, 2 — € ¢ Uj iken yp, = € ve zp = x4, — {
alalm. Ilk olarak, limy, . yx, = £ oldugunu ispatyalim. U, 0'mn herhangi bir komsulugu
olsun. U; C U olacak sekilde bir pozitif j tam sayisi segebiliriz. Bu taktirde k > n;
igin y, — £ = z, — £ € U; ve boylece yy — £ € U olur. Eger 2, — £ ¢ U; ise bu
taktirde yp, — € = £ — ¢ = 0 € U olur. Boylece limj ooy = £ bulunur. Sonuc
olarak z = (z;) dizisinin bir istatistiksel sifir dizisi oldugunu gosterelim. Bunun icin
limy o0 £ [{k <7 : 2, # 0} = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. 0’m herhangi bir U
komgulugu ve herhangi bir n € N i¢in

Hk<n:z, ¢ Ut <|{k <n:z #0}

elde edilir. U; C U olacak sekilde j € Nigin vee > 0 i¢in L [{k <n:2, #£0}| < ¢
oldugunu gosterecegiz.
Egern, <n <mnppiise {k<n:zz; #0} C{k<n:zx—£¢& U} olur. Eger p > j ve

Ny <N < npyq ise
1 1 ' 11
~Hk<n:z, #0} <=Wk<n:z,—C0¢U} < -<-<¢
n n P
olur. Bu ispat1 tamamlar.

Sonug 5.2.4. Herhangi bir istatistiksel yakinsak dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir
[12].

Ispat. Onceki teoremden cikar.
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Teorem 5.2.5. Eger X istatistiksel dizisel kompakt ise tamdir [12].

Ispat. X ’de herhangi bir z = (z;) Cauchy dizisini alalim. X istatistiksel kompakt
ise z 'in bir £ € X elemanima yakinsak y = (yn,) alt dizisi mevcuttur. Teorem 5.2.1,
y dizisinin ¢ ’ye yakimnsak bir z = (z,,) alt dizisinin varhgm garantiler. Boylece x

yakinsaktir.

Tanim 5.2.6. X ’de bir (x,,) dizisi verilsin. 0'm her bir U komsulugu i¢in ng < n <
k< (14 6)niken (zx — x,) € U olacak sekilde bir ng pozitif tam sayis1 ve § > 0 varsa

(x,,) dizisine yavag salinimhidir denir.

Iki yavas salmimh dizinin toplami yine yavag salimmhdir. Bir istatistiksel Cauchy
dizisi yavag salmimli olmayabilir. Tersi de dogru degildir. Ornegin, herhangi bir sifirdan

farkh z € X elemani icin

Vkz, k =n?ise
T =
0  diger durumlarda

dizisi yavas salmimh degildir fakat istatistiksel Cauchy’dir. s, = >} _, %35 dizisi yavas

salimmhidir fakat istatistiksel Cauchy degildir [12]. Simdi Tauberian teoremi verelim:
Teorem 5.2.7. Eger (z,) istatistiksel yakinsak ve yavag salinimli ise yakmsaktir [12).

Ispat. st — limp_co 2 = £ olsun. Sonuc¢ 5.2.4 ’den vy, = xj, esitligini saglayan k
indislerinin 1 < j; < 73 < ... < jm < ... olacak gekilde (7,,) alt dizisini elde ederiz.

1
lim E|{k§n:xk7’:yk}[20

n—oeo

oldugundan

1
lim — {k < jm 2k = g} = lim % =1

m—o0 9, m—=00

bulunur. Dolayisiyla,

. . 1
lim 27 = i dmt MEL (5.1)
m=o Jp,  mmeem+1omo gy

elde edilir. (j,,) 'nin tanimmdan

i = i 5 = 52)
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bulunur.

(5.1) ve (5.2)’den 0’mn her bir kapali U komsulugu icin m > nqg iken j,, < k < jpyq
oldugundan (z, — z;,,) € U olacak gekilde bir ny sayisinin mevcut olacagl sonucuna
varihr. U keyfi oldugundan lim,,, . (zx — z;,,) = 0 elde edilir. (5.2)’den (z,,) 'nin £’ye
yakinsak oldugu ¢ikar. Boylece ispat tamamlanir
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