T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

a. DERECEDEN LACUNARY iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK VE a. DERECEDEN
I-YAKINSAKLIK

DOKTORA TEZi
Hacer SENGUL
(101121205)

Anabilim Dali: Matematik
Programi: Analiz ve Foksiyonlar Teorisi
Tez Damismani: Prof. Dr. Mikail ET

TEMMUZ- 2013



15
FIRAT UNIVERSITESI

" FEN BILIMLERI ENSTITUS{

a@. DERECEDEN LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE
a. DERECEDEN I-YAKINSAKLIK

DOKTORA TEZI
Hacer SENGUL

(101121205)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 23 Temmuz 2013

Tezin Savunuldugu Tarih : 4 Eyliil 2013

Tez Danismam : Prof. Dr. Mikail ET (F.U) /‘_AM
Diger Juri Uyeleri : Prof. Dr. Rifat COLAK (F.U) 'ﬁ%

: Prof. Dr. Hiisamettin COSKUN (i. U)?\Co:\““’\

: Do¢. Dr. Mahmut ISIK (F.U)

: Dog. Dr. Yavuz ALTIN (F.0) /

TEMMUZ-2013



ONSOZ

Bu caligmanin hazirlanmasinda ve her konuda yardimlarini esirgemeyen saygideger
hocam Prof. Dr. Mikail ET’e iizerimdeki emeklerinden dolayr ¢ok tesekkiir eder,
saygilarimi sunarim.

Ayrica, engin bilgi ve birikiminden yararlandigim, doktora egitimim boyunca her
zaman yanimda olan, destegini hi¢cbir zaman esirgemeyen degerli hocam Prof. Dr. Rifat

COLAK ’a tesekkiirlerimi sunmay1 bir borg bilirim.

Hacer SENGUL
ELAZIG-2013



ICINDEKILER

Sayfa No
ONSOZ ...t I
ICINDEKILER ...ttt I
L0 Y/ D SRR T PP SPRTURROPRURN v
SUMMALRY ettt et et e bt e s sbe e be e nae e nae e \Y
SEMBOLLER LISTESI ..o Vi
O €] 1 23 1R 1
2. GENEL KAVRAMLAR ..ottt 2
2.1. Temel Tanim Ve TEOTEMIET ........ceeviviiiieiiiiiie e 2
2.2. Istatistiksel YaKINSAKIIK..........ccoeevivivirireieriiiececie et 5
2.3. Lacunary Dizileri ve Lacunary Istatistiksel YakinsakliK .........c.c.cccoevrverernne. 7
2.4. Ideal Yakinsaklik ve x —Istatistiksel YakinsakliK..........c.cccocovevrrererrrrerrrererennn. 8
3. a. DERECEDEN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK .......c.ccoconiiniriirinnnns 11
4. GENELLESTIRILMIS LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK 15
4.1. a. Dereceden Lacunary Istatistiksel YaKinsakliK ...........ccccoveverrirerirceinerenennns 15
4.2. Orlicz Fonksiyonuyla Ilgili SONUGIAr ..........ccccvviviviiriiirereieieeece e 31
4.3. Modulus Fonksiyonuyla I1gili SONUGIAr ...........cccceveiiieiiereiiiceccees e 34
5. a. DERECEDEN I-YAKINSAKLIK ..o 37
5.1. a. Dereceden (X, I)-Istatistiksel YakinsaKliK..........cocoovevrrrrreecninnnssenanns 37
B.  SONUGQ ...ttt sttt et e e sb e be e s beeenteesbeeanbeenreeas 53
KAYNAKLAR L.ttt e et be e nne e 54
L0/ 041 I 15T 57



OZET

Bu calisma bes boliimden olusmustur.

Birinci boliimde, konunun tarihi gegmisi verilmistir.

Ikinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii béliimde, a. dereceden istatistiksel yakinsaklik ve onlarla ilgili kavramlar
incelenmistir.

Dordiincii boliimiin ilk kisminda 6 = (k,.) lacunary dizisi kullanilarak a. dereceden
lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S§ ve a. dereceden kuvvetli p-lacunary
yakinsak dizilerin uzayr N§ (p) tanimlandiktan sonra bu uzaylar arasindaki bazi kapsama
bagintilar1  verilmistir. Ikinci kisminda M Orlicz fonksiyonuna gére kuvvetli
N§ (M, (p)) —toplanabilir dizilerin uzayr tanimlanmis bu uzaya ait birkag baginti
verilmistir. Son kisimda f modulus fonksiyonuna gore W&‘,) [6, f] dizi uzay1 tanimlanmis bu
uzaya ait birka¢ bagint1 verilmistir.

Besinci bolimde, a. dereceden I-yakinsak dizilerin uzayr S*(I), a. dereceden
(X, I) —yakinsak dizilerin uzayr S¥(/) tamimlanmig ve bu uzaylarin bazi Ozellikleri

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yakinsaklik, Lacunary Dizisi, Orlicz Fonksiyonu,

Modulus Fonksiyonu, Ideal.



SUMMARY

Lacunary Statistical Convergence of Order a and I-Convergence of Order a

This study is prepared as five chapter.
In the first chapter, we give historical background of the subject.
In the second chapter, we give the fundamental definitions and theorems.

In the third chapter, we examine statistical convergence of order « and their associate

concepts.

In the first section of fourth chapter, we define lacunary statistical convergence of
order a of sequence space Sg and strong p-lacunary convergence of order a of sequence
space Ng (p) using lacunary sequence 6 = (k,) and give some inclusion relations
between of these spaces. In the second section of this chapter, we define strongly
N§ (M, (p)) — summable of sequence space with respect to the Orlicz function M and give
some relations that belong to these classes. In the last section, we define sequence space
wg,) [6, f] with respect to the modulus function f and give some relations that belong to

these spaces.

In the fifth chapter, we define I-convergence of order a of sequence space S*(I),
(X, I) —convergence of order a of sequence space S¥(I) and examine some properties

these spaces.

Key Words: Statistical Convergence, Lacunary Sequence, Orlicz Function,

Modulus Function, Ideal.
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SEMBOLLER LiSTESI

: Dogal sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi
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> a. dereceden kuvvetli p-lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay1
. a. dereceden sifira kuvvetli p-lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzayi

. I-istatistiksel yakinsak diziler uzayi
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik diisiincesi ilk kez 1935 yilinda Zygmund’un [10] kendi
monografisinin Varsova’da basilan ilk baskisinda verildi. Istatistiksel yakisakligin tanimi
Steinhaus [11] ve Fast [12] tarafindan verildi ve sonra bagimsiz olarak Schoenberg [13]
tarafindan yeniden tamimlandi. Yillarca farkli isimler altinda istatistiksel yakinsaklik
Fourier Analiz teorisinde, ergodic teoride, sayilar teorisinde, Ol¢lim teorisinde,
trigonometrik serilerde ve Banach uzaylarinda kullanilmistir. Istatistiksel yakinsaklik daha
sonralart Fridy [6], Connor [9], Savas [14], Mursaleen [15], Fridy ve Orhan ([8],[24]),
Moricz [16], Rath ve Tripathy [17], Salat [18], Bhardwaj [19], Colak [20] ve daha bir ¢ok
kisi tarafindan calisildi. Derece dahil edilerek, bir dizinin «. dereceden istatistiksel
yakinsakligi Gadjiev and Orhan [21] tarafindan verildi. Daha sonra bir dizinin a.
dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirligi Colak [20] tarafindan tanimlandi ve a.
dereceden istatistiksel yakinsaklik ile birlikte calisildi. Ayrica istatistiksel yakinsakligin
genellestirilmis bir hali olan X-istatistiksel yakinsaklik Colak [28], a. dereceden -

istatistiksel yakinsaklik Colak ve Bektas [29] tarafindan calisildi.

Istatistiksel yakinsaklik, I-yakinsakligin 6zel bir halidir ve 6zel bir ideal se¢imi ile elde
edilir. 1-yakinsaklik, N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin | ideal kavramina
dayanir. l-yakinsaklik calisilirken istatistiksel yakinsakligin bir c¢ok 0Ozelliginden
yararlanilmistir. Kostyrko, Macdaj ve Salat [22] reel sayr dizileri igin I-yakinsaklik
kavramini tanimlamuslardir. Daha sonra Kostyrko, Salat ve Wilezynski [23] bu kavrami

herhangi bir metrik uzayda tanimlayarak bazi 6zelliklerini vermiglerdir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1. X # @ bir cimle ve K reel veya komplex sayilar cismi olmak iizere
+: X XX - X,

K XX -oX

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi {lizerinde bir vektor
uzayi ( lineer uzay ) adi verilir. Her x,y,z € X ve her A, p € K i¢in

L)x+y=y+x

L) (x+y)+z=x+(y +2)

L3) Her x € X igin x + 6 = x olacak sekilde bir 6 vardir.

L4) Herbir x € X igin x + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) vardir.

L5 1.x =x

L6) A(x +y) =Ax + Ay

L7) A+ wWx = Ax + ux

L8) A(ux) = (Awx [1].

Tanim 2.1.2. X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.

ILl:X - R

x = |lx]|

dontigiimii asagidaki sartlari sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine de
bir normlu uzay denir. Vx,y € X igin

N1) [|x]| = 0

N2) |lx]| =0 = x=16

N3) llax|l = |a| llx]| , « € K

N4) llx + yll < llxIl + NIyl
dir.

Burada K = R almrsa (X, ||.||) ikilisine reel normlu uzay denir [2].



Tamm 2.1.3. (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayinda bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 igin n > n, iken
I, — x|l <e

olacak sekilde bir n, = ny(€) € N sayisi varsa x = (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir.

x = (x,,) dizisi x e yakinsak ise lim,,_,, x,, = x veya x,, = x seklinde yazilir. Bu

yakinsaklik kuvvetli yakinsaklik olarak da tanimlanir ve x,, 5 x seklinde de gosterilir [2].

Tamm 2.1.4. (X, ||.|]) bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayinda bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 igin m,n > n, iken
”xm - xn” <e&

olacak sekilde bir ny = ny(€) € N sayisi varsa x = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi
denir [2].

Tamm 2.1.5. (X, ||.||]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 ad1 verilir [2].
Tanmim 2.1.6. Bir X vektor uzayinin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y;, y, € Y oldugunda
M={yeY:y=xy; +(1 =)y, 0=x<1}cY

oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir [2].

Tamm 2.1.7. (X, ||. ||) normlu bir uzay olsun. X {izerinde sinirh tiim lineer

fonksiyonellerin climlesi

|f (Ol

If1l = sup = sup |[f(x)|
xex ||x]| xeX
x#0 lxll=1

normu ile bir normlu uzay olusturur. Bu uzaya X in siirekli dual uzay1 denir ve X' ile

gosterilir [2].

Tanim 2.1.8. (X, ||. ||) normlu bir uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her f € X' ve

n — oo igin



fO) = f(x)

ise (x,,) dizisi x e zayif yakinsaktir denir. (x,,) dizisi x e zayif yakinsak ise x,, % x

seklinde yazilir [3].

Tanim 2.1.9. Reel terimli tiim dizilerin cimlesini w ile gosterelim. x = (xi), ¥y = (yx)

ve o bir skaler olmak lizere, w

x+y=(xp+yx)
ax = (axy)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir dizi

uzay1 denir [5]. Ayrica

lo = {x = (x1.): sup|xy| < 00}

K

sinirli,

c= {x = (x3): lilgn X mevcut}
yakinsak ve

Co = {x = (x3): lilgnxk = 0}
sifir dizileri uzay1

lIx]leo = suplox|

K

normu ile birer Banach uzayidir.
Tamm 2.1.10. X bir dizi uzayi olsun. X bir Banach uzay1 ve
Tk:X -, Tk(X) = X, (k = 1,2, )

doniistimii siirekli ise X e bir BK- uzay1 denir [5].



Tamm 2.1.11. (py) kesin pozitif reel sayilarin sinirli bir dizisi ve H = sup py, olsun.

Bu takdirde D = max(1, 2771) ve ay, by, € olmak iizere
lay + bi|Pk < D{|ay|P* + |by|Pk}

esitsizligi saglanir [1].

2.2. istatistiksel Yakinsakhk

Tanim 2.2.1. NV dogal sayilar ciimlesinin A alt climlesinin dogal yogunlugu,
|{k < n : k € A}| ifadesi n den biiyiik olmayan A € N ciimlesinin elemanlarinin sayisini

gostermek lizere
§(4) =lim, |k <n:k €A}

ile tanimlanir. AV dogal sayilar climlesinin herhangi bir sonlu alt climlesinin dogal
yogunlugunun sifir oldugu acgiktir ve A = N — A olmak tizere 6 (A°) = 1 — §(A)
dir [6].

Bir climlenin dogal yogunlugu daha kolay bir yolla su sekilde bulunabilir. (a,,)
pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsun. A = {a,, : n € N} olmak iizere A € N alt

cimlesinin dogal yogunlugu mevcut ise
5(4) = lim,,_e i

dir [7]. Ornek olarak A = {n3 : neN} ciimlesini alirsak, dogal yogunlugu
5(4) = lim,,_e % =0

olarak elde edilir.

Burada 6zellikle dogal yogunlugu sifir olan climlelerle ilgilenecegiz. Ayrica, eger

x = (x), dogal yogunlugu sifir olan bir ciimle hari¢ her k igin P 6zelligini saglayacak



sekilde olan bir dizi ise, x, “hemen hemen her k” i¢in P 6zelligini saglar deriz, ve bunu

kisaca “h.h.k” seklinde yazariz.

Tanmm 2.2.2. Her ¢ > 0 i¢in

limn_mil{k <n:|x,—Ll =¢€}=0
olacak sekilde bir L sayisi varsa yani h.h.k igin

lx, —L| <e¢

ise x = (xy) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktr denir. Bu durumda S —limx;, = L
yazilir. Eger L = 0 ise yani, limn_)oo%|{k < n: x| = €} = 0ise x = (x;) dizisine
istatistiksel sifir dizisidir denir. Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesi S ile ve tiim

istatistiksel sifir dizilerin climlesi S ile gosterilir [6].

Bilinen anlamda yakinsak olan diziler istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel

yakinsak olan diziler yakinsak olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.1. x = (x;,) dizisini

x—{l’ k = m?
710, k=#m?

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde Ve > 0 i¢in
{k<n:|x,—0l=2e|<l{k<n:x#0}<Vn

oldugundan
limn_,ooil{k <n: x;, # 0} Slimn_,oog =0

elde edilir, yani S — lim x;, = 0 dir. Ancak (x; ) dizisi yakinsak degildir.
Tamim 2.2.3. Eger her € > 0 i¢in

. 1
limy 210 < ¢ Ly = xy] 2 e} = 0



yani h.h.k i¢in
|l —xn| <€

olacak sekilde bir N = N (&) dogal sayis1 varsa x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi
denir [6].

2.3. Lacunary Dizileri ve Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanmim 2.3.1.. k, = 0, r - oo iken h, = k, — k,_,; — o olacak sekilde 8 = {k,.} artan

r

tamsay1 dizisine lacunary dizisi denir. q, = p olarak alinacaktir.

r—1

I, = (k,_1, k-] ve 0 bir lacunary dizisi olmak {lizere Ve > 0 igin
limr_,oohirl{k €L : |xg—Ll>¢e}=0

ise x say1 dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda Sy — limx = L

veya x, — L(Sp) olarak gosterilir.
Sog ={x:baz1licgin,Sg —limx =1L}
olarak tanimlanir [8].

Tamim 2.3.2. 8 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. Her bir r i¢in k' (r) € I, olmak {lizere

xin {xkr(r)} alt dizisi vardir dyle ki lim, x;r,y = L ve her £ > 0 i¢in
limr_,oohier €l : |xk - xkr(r)| > e}| =0

ise x dizisine Sy — Cauchy dizisi denir [8].

Tamm 2.3.3. x = (x;,) kompleks terimli bir dizi ve 0 < p < o olsun. Eger

1 n
lim—lek —LIP=0
nn
k=1



olacak seklinde kompleks bir L sayis1 varsa, x = (x;,) dizisi, L ye kuvvetli p —Cesaro
toplanabilirdir denir. Kuvvetli p —Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi w, ile gosterilir. O

halde, p > 0 i¢in
1 n
wp, ={x = () : AL €, lim—Z|xk—L|p:0}
n nk=1

dir [9].
Tamm 2.3.4. her 8 lacunary dizisi ve 0 < p < o igin
. 1
lim,. h_TZkelrlxk —LP=0

olacak seklinde kompleks bir L sayisi varsa, x = (x;) dizisi, L ye kuvvetli p —lacunary
yakinsaktir denir. Kuvvetli p —lacunary yakinsak dizilerin ctimlesi Ng (p) ile

gosterelim. p > 0 i¢in

1
No(p) = {x = (x) : 3L €, lim—lek—LI?’:O
" hrkel

seklinde tanimlanir [4]. Ng(p) uzay ||x||g = sup, (hi erlxklp) normu ile BK-uzayidir.

6 = (27) olmasi halinde Ny (p) = w;, olur.

2.4. ideal Yakinsaklhik ve X-istatistiksel Yakinsakhk

Tanim 2.4.1. N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bostan farkl bir | ailesi
i¢cin

hHpel

(ilHerA,BelicinAUB €|

(iii)HerAelveherBC AicinB €]

sartlar1 saglaniyor ise | ailesine ideal denir [23].



Tanmim 2.4.2. N pozitif tamsayilar kiimesinin bir | ideali i¢in I # 2N oluyorsa | ya

gercek ideal denir [23].

Tamim 2.4.3. | ideali N de gergek ideal olsun. Eger I, N nin her sonlu alt kiimesini

kapstyorsa | ya uygun ideal ad1 verilir [23].

Tanmim 2.4.4. N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bostan farkli bir F ailesi
icin

(iYoeF

(i)HerA,BEFigin ANB EF

(iiiyHerA€e FveherB2 Ai¢cinB € F

sartlar1 saglaniyor ise F ailesine siizge¢ denir [23].
Teorem 2.4.1. I < 2N bir gercek ideal olmak iizere

FID={McN: M=N\A, A€l}
kiimesi N de bir stizgegtir [23].

Tanim 2.4.5. x = (x,,) bir reel say1 dizisi ve | bir uygun ideal olmak iizere, Ve > 0 igin
A(e)={neN: |x,—L| = ¢}

kiimesi | idealinin elemani oluyorsa X dizisi L € R sayisina I-yakinsaktir denir ve
[ —lim x = L ile gosterilir [23]. I-yakinsak tiim dizilerin kiimesi S(/) ile gosterilir.

Tanim 2.4.6. %, ;=>,+ 1, x;= 1 olacak sekilde x= {X,} dizisi pozitif sayilarin o a
yakinsayan azalmayan bir dizisi olsun. Bu sekildeki tim = (x,,) dizilerini A ile

gosterelim.

I, = [n —x,+ 1,n] olmak lizere Ve > 0 i¢gin

1
lim—|{kel,: |x,—Ll =¢€}|=0

n—-oo n

ise x = (x;) dizisi L ye x- istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S, — limx = L veya

x; = L(S,,) olarak gosterilir.

S, ={x=((x,)eEw:3LeC,S, —limx =1L}



olarak tanimlanir [27]. Genellestirilmis de la Vallée-Poussin Ortalamasi,
I, = [n —x,+ 1, n] olmak iizere

() = % > %

kEly,

ile tamimlanir. Eger lim,, t,,(x) — L ise x = (x;,) dizisi L ye (V,x) —toplanabilirdir denir.

Kuvvetli (V,x) —toplanabilir dizilerin ciimlesi [V,x] seklinde gosterilir ve

1
[Vx]=<x=((x)€Ew:3LeC, lim— ) |x,—L| =0
e A e

seklinde tanimlanir.

10



3. a. DERECEDEN iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde bir ciimlenin a — yogunlugu kavrami agiklanip, bu kavram yardimu ile

a. dereceden istatistiksel yakinsaklik tanimlanacaktir.

Tamim 3.1.1. 0 < @ < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 a olsun.
|{k < n: k € E}|, E kiimesinin n den biiyiik olmayan elemanlarinin sayisin1 gostermek

uzere

1
lim —|{k <n:ke€E}

n-o N

limiti mevcut ise bu limit degerine E alt climlesinin & —yogunlugu denir. Bu yogunluk

64 (E) ile gosterilir.

x = (x;) dizisi, « —yogunlugu sifir olan climle harig, her k igin P (k) 6zelligini
saglayacak sekilde bir dizi ise o zaman (x;,) dizisi, a ya gére hemen hemen her k i¢in

P(k) 6zelligini saglar denir. Bunu biz kisaca h. h. k(a) ile gosterecegiz [20].

Tamm 3.1.2. x = (x;,) € wolsun. 0 < a < 1 olarak verilsin. Ve > 0 igin

1
lim —|{k<n: |x,—Ll=¢}|=0

n-on

olacak sekilde kompleks bir L sayis1 varsa x = (x) dizisi L ye a. dereceden istatistiksel
yakinsaktir denir. Bir bagka ifadeyle her ¢ > 0 ve h. h. k() i¢in |x;, — L| < ¢ ise x dizisi L
ye a. dereceden istatistiksel yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik S* — lim x;, = L seklinde

gosterilir. a. dereceden tiim istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesi S¢ ile gosterilir [20].

Tamim 3.1.3. x = (x;) € wolsun. 0 < a < 1 olarak verilsin. Ve > 0 i¢in

o1
lim — |k <t — 2yl = )] = 0

olacak sekilde bir N = N (&) sayisi varsa x = (x;,) dizisine a. dereceden istatistiksel
Cauchy dizisi denir. Bir bagka ifadeyle her ¢ > 0 ve h. h. k() i¢in |x;, — xy| < €ise x

dizisine a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisi denir.



Teorem 3.1.1. 0 < a < 1 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

1) x, a. dereceden istatistiksel yakinsak bir dizidir;
i) x, a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir;
i) x = (x) dizisi verilsin, h. h. k(a) igin x;, = yj, olacak sekilde yakinsak bir

y = (yy) dizisi vardir.
Ispat. ()= (ii): S* — limx; = L oldugunu kabul edelim. & > 0 olsun. h.h.k(a) i¢in
&
|l — L] < 2

ve secilen bir N i¢in

oy — L] < =
x— —
N 2

dir. h. h. k(a) igin
e = xy] < I = LI+ ey — LI <>+

dir. Boylece x, a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir.
(if)=(iii): (ii) saglansin, yani x = (x;,), . dereceden istatistiksel Cauchy dizisi olsun. N

dogal sayisin1 I = (xy — 1, xy + 1) aralig1 h. h. k() icin x;, y1 igerecek sekilde segelim.
Ayni sekilde M dogal sayisini 6yle segelim ki I’ = (xM - %, Xy + %) araligi h. h. k() igin

X, y1igersin. Iddia ediyoruz ki
L=InT

h.h.k(a) igin x;, y1 igerir; ¢linkii,
fk<n:x,¢Inl'}y={k<n:x, ¢l}u{k<n: x, &I}

ve dolayisiyla 0 < a < 1 igin
1 1 1
lim —[{k<n:x &Inl'}{<lim—[{k<n:x €} +lim—|{k<n:x &I'}=0
n-oon n-oomn

n-oné

dir.
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Bu nedenle I;, uzunlugu kiigiik veya esit 1 olan ve h. h. k(@) i¢in x;, y1 i¢eren kapali bir
araliktir. Simdi I'' = (xN(z) - %, Xn(2) T %) araligi h. h. k() igin x;, y1 igerecek seklinde
N (2) yi segelim. Yukaridaki diistinceyle I, = I; N I" araliginin h. h. k(@) igin x;, y1
igerdigini ve I, araligmin uzunlugunun % den kiigiik veya esit oldugunu verir. Bu yolla

devam ederek her m igin, I,;; 2 I, 41, nin uzunlugu 21~™ den daha biiyiik olmayacak ve
h.h.k(a) igin x; € I, olacak sekilde kapal1 araliklarin bir {I,}%_, dizisini elde ederiz. i¢
ice araliklar teoremi geregince Nyn—; I, = {4} olacak sekilde bir A sayis1 vardir. h. h. k(a)

icin xj, € I, gercegini kullanarak her n > T,, icin
1 1
—a Hk <n: x, &} < - (3.1.1)

olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {T;, };n—; dizisini secebiliriz. Simdi x = (x;)

dizisinin, k > T; ve

Ty <k <Tpiiisexy &1,
olacak sekildeki biitiin x, terimlerinden olusan bir z = (z;) alt dizisini tanimlayalim.
Simdi y = (y;,) dizisini

_ { A, eger xy, z = (z,) min bir terimi ise,
Yie = X, diger hallerde,

seklinde tanimlayalim. O zaman lim y,, = A dir; ¢linkd, eger € > % >0vek >T,iseya

X, Vi = A olacak sekilde z nin bir terimidir ya da y, = x; € L,, ve |y, — 4| < L, nin

uzunlugu < 21™™ dir. Ayrica h. h. k(a) i¢in x;, = yj oldugunu iddia ediyoruz. Bunu

gostermek i¢in T}, <n < T, 44 olarak alirsak {k < n: y, #x,}c{k <n: x, € I,,}

dolayisiyla (3.1.1) geregince

1
na

(ksnsy#x)|<hlte<n: xen)l <2

dir. Boylece n — oo i¢in limit 0 dir ve h. h. k(@) i¢in xj, = y; dir. Bu nedenle (ii), (iii)

gerektirir.

13



(iii)=(i): (iii) Gin saglandigini, h. h. k() igin x;, = y; ve lim y; = L oldugunu kabul

edelim. € > 0 olsun. lim y;, = L oldugundan
fk<n:|xp—-Llzec{k<n: x#yJU{k<n: |y,—L|>¢}

dir. Son ciimle belli bir sabit sayida dogal sayi igerir, bunu [ = [(¢) ile gosterelim.

h.h.k(a) igin x;, = y;, oldugundan 0 < @ < 1 igin
lim, — |{k <n: |x — Ll 2 e}l <limy—[{k <n: x # ydl +lim— = 0

yazabiliriz. Boylece h. h. k(a) igin |x;, — L| < € elde edilir.

Sonug 3.1.1. x dizisi i¢in S* — lim x;, = L ise x dizisi, lim y,, = L olacak sekilde bir y

alt dizisine sahiptir.
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4. GENELLESTIRILMIS LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

4.1. 0. Dereceden Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

h = (h,) dizisi 2.3 de tanimlandig1 gibi olsun ve 0 < @ < 1 olarak alalim.
I, = (ky_1, k-] ve k%, h, nin a kuvveti yani h* = (h¥) = (h{, hS, h, ..., hE, ...) olmak

uzere

1
lim-— kel : |x,—L=¢€}=0
r—>oohr

olacak sekilde L kompleks sayisi varsa x = (x;) dizisine a. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsaknir diyecegiz. Bu yakinsakligi S§ — lim x;, = L veya x;, — L(Sg) ile

gosterecegiz.

Biitiin a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesini Sg' ile, a.
dereceden sifira lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesini de Sg, ile gdsterecegiz.

Her 0 < a < 11i¢in Sg, € Sy oldugu agiktir. @ = 1 igin Sg' = S dur.

Nnin bir K alt ctimlesinin a. dereceden 6 —yogunlugu
1
8¢ (K) = limh—al{kr_l <k<k,:ke€K}|
LA

seklinde tanimlayalim.

Lemma4.1.1. K € N olsun. 8 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. 0 < @ < 8 < 1i¢in

SE(K) < 8§(K) dur.

Ispat. 0 <a < B < 1lolsun. h,* < hrﬁ oldugundanhiﬁ < hi“ olur. Buradan

1 1
h—ﬁl{kr_1<kskr:keK}ISh—al{kr_1<kskr:kel(}|

r T

yazabiliriz. Boylece

§E(K) < 68(K)



elde edilir.

a € (0,1] olmak tizere a. derece lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi lacunary

istatistiksel yakinsaktir. Gergekten a € (0,1] igin h,* < h, oldugundan

1

1
kel : [xp—Llze}| =2~k €L : |x — L| = €}
h? h,

yazabiliriz. Her iki tarafinin r ye gore limiti alinirsa x, = L(Sg) oldugundan x;, — L(Sy)

elde edilir.

0 < @ < 1i¢in a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik iyi tanimlidir. Fakat genel

olarak @ > 1 i¢in iyi taniml degildir. Bunu asagidaki 6rnekten gorebiliriz:
Ornek 4.1.1. x = (x;,) dizisini

1, k=2rise
Xie = {0, k # 2rise’ r=123..

seklinde tanimlayalim. a« > 1 i¢in

. 1 . kr_kr—l : h’”
rlLrgh_;“l{kEIT: |xk—1|2€}|Sr11_)r£10 2h% =rh_>r902h$‘=0

olup S§ —limx;, = 1 ve,

. 1 . kr B kr—l . hr
P g € b Tl = e}l < i = = i 5

=0
olup S§ — lim x;, = 0 dir. Bu durumda x = (x;,) dizisi hem 1 e hem de 0 a a. dereceden
lacunary istatistiksel yakinsak olur. Fakat bu miimkiin degildir.

Teorem4.1.1. 0 < a < 1ve x = (xx), y = (yi) kompleks sayilarin dizileri olsun.

i) Sg —limx;, = xo ve c € ise S§ — lim(cxy) = cxy,
i) S§ —limx, = xy veS§ —limy, =y, ise Sg — lim(x, + yi) = xo + Vo
dir.

Ispat. c = 0 ise (i) asikardir. ¢ # 0 oldugunu kabul edelim.

i) in ispat1 asagidaki esitsizlikten
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(ke lx—xl 275}

1 1
<k €L ¢ |exy —cxol 2 €} = 5
T T

1) nin ispat1 asagidaki esitsizlikten

1 1
w e € 1 1Gac+ ) = (o +y0) 2 e}l < |k € 0y ¢ e = 0] = 2}

1
+—
hy

{k €l |yx — yol 2%}
elde edilir.
Bu teorem S§° nin bir lineer uzay oldugunu gosterir.

Tanmmm 4.1.1. « € (0,1] ve 6 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun. Her bir r i¢in k' (r) € I,

olmak tizere lim, o, X’y = L olacak sekilde x in (xkr(r)) alt dizisi varsa ve Ve > 0 i¢in

1
lim —|{k Sy |xk - xk/(r)| = £}| =0

r—oo hg
ise x dizisine Sg —Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.1.2. 0 < @ < 1 olsun. x dizisi bir S§ —Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve

yeter sart x dizisinin S§ —yakinsak olmasidir.

Ispat. ispat igin Fridy and Orhan [24] iin teknigini kullanalim. x;, —» L(S§) olsun. Her

bir j € N igin K = {k EN: [ — Ll < ]l} yazalim. Bdylece her j igin K’ 2 KU*1 ve

|K(J') N ]T|
h¥

-1 ,r—>o00

®
dir. r = m(1) olmasi IKh_aﬂlrI > 0 olmasini gerektirecek sekilde m(1) segelim. Bu

durumda KW n I, # @ dir. m(2) > m(1) secelim 6yle ki r > m(2) iken K@ n I, # @
dir. O zaman her bir r igin m(1) < r < m(2) saglanir. k'(r) € I, n KM olacak sekilde
k'(r) € I, segelim. Yani |xkr(r) — L| < 1 dir. Genellersek r > m(p + 1) olmak {izere
I n K®*D = @ olacak sekilde m(p + 1) > m(p) secebiliriz. Bu durumda her r i¢in

m(p) <r <m(p+ 1) saglanir. k'(r) € I, N K® segelim. Yani
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olur. Boylece her r i¢in k' (r) € I, alabiliriz ve |xkr(r) — L| < % olmasindan dolayi

lim;. xyr -y = L dir. Bununla birlikte Ve > 0 i¢in

Alken sl 2l < mlfen n-1iz)

&
h“ {kEI |xk’(r)_L| Zz}l
dir. x, > L(Sg) velim,. x;(,y = L oldugundan x dizisi bir Sg —Cauchy dizisidir.

Tersine x bir S§ —Cauchy dizisi olsun. Ve > 0 i¢in

1 €
El{k € Ir : | Ll > S}l {k € 1 |Xk X! (T)l 2}|

_h“

ha {k €Lt ey — L 2 §}|

dir. Boylece xj, — L(Sg) dir.

Tanmim 4.1.2. 8 bir lacunary dizisi olsun, a € (0,1] verilsin. p pozitif bir reel say1 olmak

uzere

llm—Zka LIP=0

kel

olacak seklinde bir L sayis1 varsa, x = (x;) dizisi, L ye a. dereceden kuvvetli p —lacunary
yakinsaktir denir. a. dereceden kuvvetli p —lacunary yakinsak dizilerin ciimlesi Ng' (p) ile

gosterilecektir. Buna gore

N§f(p) =<x=(x):3LE, hm—Zka—Llp—O

kel,
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seklinde tanimlanir. a. dereceden sifira kuvvetli p —lacunary yakinsak dizilerin uzayini
Ng'o(p) ile gosterecegiz. Eger 6 = (27) almirsak a. dereceden kuvvetli p —Cesaro

toplanabilir dizilerin kiimesi
1 n
wy =3x = (x):3LE, lirrlnn—aZka—Llp=O}
k=1

elde edilir. L = 0 olmas1 durumun da bu uzay1 wy), ile gdsterecegiz.

Teorem 4.1.3. 6 bir lacunary dizisi, a, € (0,1] ve p, pozitif reel say1 olsun. Ng“’ (po)

uzaylt
1
1 Do
lx|lo = sup WZI%;(P"0 , 1<py <o (4.1.1)
r T kel
normu ile bir Banach uzayi
1
lxllo, = supﬁz lxplPo, 0<py<1 (4.1.2)
T

T keI,

normu ile tam p-normlu uzaydir.

Ispat. N;°(p,) m (4.1.1) normuna gére normlu uzay oldugu kolayca goriilebilir.
x5 = (xf)y = (x§,%3,...) € Ny°(po) olmak iizere (x*), Ny °(p,) da bir Cauchy dizisi

olsun. Bu takdirde s, t — oo igin

1
Po

1
s = xtllg = sup| —z5 ) Ixg =%l | >0
r

T keI,

ve boylece her r € N i¢in
1

0

p
1 S t|po O
_hao |xie — x -

T keI,
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olur. Buradan s, t — o icin |x; — x5| — 0 olur. Buise her k € N icin (x§); = (x5, x3,...)
dizisinin R de bir Cauchy dizisi olmasi demektir. R tam oldugundan bu dizi yakinsaktir.
Her k € N i¢in limg x; = x; oldugunu kabul edelim. (x*) bir Cauchy dizisi oldugundan

Ve > 0 igin bir ny = ny () sayisi vardir dyle ki her s, t > n, i¢in
lx5 — x|y < e.

dir. Boylece her r € N ve her s, t = n, igin

S t
TO |xk — xklpo < gl’o
T kel,

elde edilir. t — oo igin limit alinirsa son esitsizlikten s = n,, igin

hm—z lxg — xE|Po = Z |xz — xp [P0 < gPo

7’ kEL, 7" kel
olur. Bu da
1
po
I* = xlly = sup | =5 " lxg = xl# | 0
’” kel

demektir ve boylece s = o igin x° — x dir.

2 |, — L|Po < 2P0 Z|x Z P

T KEl, r kel, T KEL,
oldugundan x € Ng °(po) dir.

Benzer yolla 0 < p, < 1 igin N;°(p,) uzaynin (4.1.2) normuna gdre bir tam p-normlu

uzay oldugu gosterilebilir.

Teorem 4.1.4. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde 0 < a < < 1 ve
0 < p < o igin x;, > L(N&(p)) ise x; — L(S§) olup en az bir a igin N§ (p) < Sg

kapsamasi kesindir.

Ispat. i) e > 0 ve x,, — L(Ng,,) ise
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Db —Pz Y n—LP+ Y me—LP= ) fxe—LP

K€l ke, kel kel
|xp—L|ze |xE—Ll<e |xp—L|ze

>ePl{k €l : |x, —L| = e}

ve boylece
hachk L >—|{keI xg — L] = e}|eP
kel

1

hﬁ {k €I, : |x; —L| = &}|€P
T

yazilabilir. r ye gore limit alinirsa x;, = L(Sg) elde edilir. Boylece Ng (p) S Sg dir.

a = B ve p= 1 i¢in kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. 8 lacunary dizisi verilsin.

X = {[gh—r], k=123, .. [Jh]

, diger durumda

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisini g6z oniine alalim. Ve > 0, % <a<1l r—- oigin

hy
)

1
pallk €63 | — 0] 2 e}] =
T

elde edilir. Yanl < a < 1igin x; = 0(Sg) dir. Diger taraftan 0 < ¢ < 1ve p = 1 igin

2 D= O =z ) [zl = J_]N—]
kel, kel,
olup @ = 1 igin

LS = MR
he Lk

kel,
dir0<a <1iginx, » O(Ng‘(p)) dir. Yani % <a<liginx €Sy — Nj(p)dir.
Teorem 4.1.5. 6 = {k,.} bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 igin liminf,. q,, > 1 ise

S§% c S§ dir.
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Ispat. lim inf, g, > 1 oldugunu kabul edelim. Yeterince biiyiik r icin ¢, > 1 + 6
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir. Bu durumda

r

s 1enm ()2 () 1- () 21+ (35)
k._q k., /]~ \1+496 k. )~ 1+6
olup buradanda 0 < a < 1 igin

h, 5 h\% 5 \¢ 1 5% 1
Eerrm () = () - e
k.~ 1+6 k. 1+6 k, (1+6)*h,

Gr=1+6>

elde edilir. x;, = L(S%) olsun. Ve > 0 ve yeterince biiyiik 7 ler i¢in

1 1
paltk < kpilxe — Ll 2 e}l 2 =5 [{k € L2 [x — L] 2 e}

r r

o« 1
= mh_“l{k € L:|x —L| = e}
T

elde edilir. Dolayistyla x; — L(S§) dir. Buda S* € S§ oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.6. 6 = {k,.} bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 i¢in lim sup, g, < o ise
Sg € S dir.

Ispat. lim sup,. g, < oo ise her r i¢in g, < H olacak sekilde H > 0 vardir. x;, = L(S5)

ve N, = |{k € I: |x; — L| = &}| oldugunu kabul edelim. 0 < a < 1 igin

1
limh ={k € L:|xy — L =€} =0
T

T
oldugundan Ve > 0ve 0 < a < 1 i¢in 1y € N vardir 6yle ki her r > ry igin

N
h,.“

<ég

e s . Ny _ N N
yazabiliriz. Diger taraftan h¥ < h, oldugundan h—r < h—ra olup h—r < e dur.
T T T

M =max{N, : 1 <r <ry}vendek,_, <n < k, sartin1 saglayan bir tamsay1 olsun. Bu

durumda
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1 1
~ e < milx — L] 2 &l S 10k < kyi x — L] 2 &}

r—1
1
== {Ny + Ny + Ny + -+ Ny + Npyq + -+ Ny }
r-1
M 1 Nr +1 Nr
< +—1h 2 4+ h. —
kr—l 0 kr—l{ ot hr0+1 " " rhr

roM 1 N,
< X X (sup —r> {hroﬂ + -+ hr}
r—1 r—1

r>T19 hr

roM kT‘ - kro

< + ¢
ky_1 ky_1
oM oM

< +&q, < +¢eH
kr—l kr—l

elde edilir. x,, = L(S) olup Sg < S dir.

Teorem 4.1.7. 6 = {k,.} bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 igin

a
T

lim inf >0
T—00 r

ise S € Sg dir.
Ispat. Verilen £ > 0 igin
(k< ky:|lx) —Ll=¢e}o{k€e L:|x,—L| = ¢}

yazabiliriz. Boylece
1 1
— k< kyilxxg =Ll = e} =—|{k€ L:|x,—L| = &}
ky ky

k1
ke b

{k € L:|x;, —L| = €}

- T Y T . .
elde edilir. r - oo i¢in limit alinir ve lim, 1nka > 0 ifadesi kullanilirsa

r

Xk — L(S) = Xk L(Sea)
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olur.

Teorem 4.1.8. 6 = {k,} bir lacunary dizisiolsun. 0 < a < 1ve 0 < p < oo i¢in

liminf, g, > 1ise wy €Ny (p) dir.

ispat. liminf, q,, > 1ise her r > 1i¢in q, = 1 + § olacak sekilde bir § > 0 sayis1

vardir. 0 < a < 1ve x € wy, icin

1< 1
t = ) fulP = ) [l
= =
fer—q

kyr
A1 k_%( 1
e e N L e e A
hr kr im1 hr kr—l

i=1

yazilabilir. h, = k, — k,_; oldugu i¢in

a 1 a _a 1
k’”as( +0) velra o L
h, 6% h, 6%

_ Y ¥r=1)x,|P terimlerinin her ikisi de 0 a yakinsar ve 72 da

oy- 1 k
elde edilir. kr—aZiillxilp ve i=1

kyr—1

0 a yakisar. x € Ng'((p) dir. Béylece wy €Ny (p) dir.

Teorem 4.1.9. 6 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. 0 < @ < B < 1 ve p pozitif reel

sayist i¢in N§'(p) € Nf (p) dir ve bu kapsama en az bir @ < f i¢in kesindir.

Ispat. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun.0 < a < f < 1ve e > 0 icin

! L7"<1 LIP
5 ) o= LI <3 ) e L

T k€I, k€l
yazilabilir. Bu da N§' (p) € Ng (p) oldugunu verir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek

i¢in

1 ) k = nZ _
e = {0 . diger durumda ,n=123,..

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde f € G, 1] icinx € Ngﬁ (p),a € (0, %] icin x &€ Ng' (p)
dir.
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Teorem 4.1.10. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. 0 < a < 8 < 1i¢in S < Sg dir ve

bu kapsama en az bir @ < f igin kesindir.

Ispat. 0 <a < f < 1vee > 0icin

1 1
h_ﬁl{kEIr: |xk—L|2€}|Sh—a|{k€1r‘ lx — L| = €}

r T

yazabiliriz, buradan Sg < Sg elde edilir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in

x = (x;) dizisini

_ {[B/h_r], k=123, .., [Vh]

, diger durumda
) 1 . B 1, . . «
seklinde tanimlayalim. f§ € (E’ 1] icinx € §;,a € (0, 5] icin x & Sg dir.

Teorem 4.1.11. lim supr < oo ise a € (0,1] i¢in Ny(p) € wy dur.

Ispat. lim supr < oo ise herr > 1i¢in

T—1

k“ < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1
r—1

vardir. x € Ngo(p) ve e > 0olsun.i = 1,2,3, ... i¢in sup;»p 7; < € Ve 7; < K olacak

sekilde R > 0 ve K > 0 sayilarini1 bulabiliriz. k,_; < t < k, ve r > R olmak iizere

Zm < 12""

kq ky —ky krp —kp_1 kri1 — kg ky — k4
= T+ Ty + ot T Tpy1 T+ —g—7
ER T ke, f 0 kL, T kiy 7
kr—kg kg
< (sup;»1 T; ) + (supisg 7;) e <K e + eM

k,_4 = oo ikent — oo oldugundan tia —11x;| = 0 elde edilir. Boylece x € wy,, dur.

Teorem 4.1.12. « € (0,1] olsu. x € w* N Njve lim supr < oo ise

[X
T 1

ng(x) = LNg(x) dir.
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Ispat. wf —limx;, = L, Ng, —limx, = L' ve L # L' olsun. lim sup, k% < oo

r—1

oldugundan Teorem 4.1.11 den Ng o(p) € wy,, olur.

(x — L") € Ng,o(p) oldugundan (x — L") € wy, dir. Bu durumda p = 1 igin

1% ,
=) b= L] =0
i=1

dir.

1% R 1 ,
t—aZIxi—L|+t—aZ|xi—L| > IL=1]>0
i=1 i=1

sol taraftaki her iki terim sifira yakinsadigi i¢in bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla L = L' diir.

Teorem 4.1.13. 0 = {k,.} ve 68’ = {s,.} iki lacunary dizisi olsun. Her r € N igin I,. C J,

ve 0 < a < f < 1 olmak iizere,

(D) lim, o mf;f_fj >0 (4.1.3)

ise Sg, C Sg,
R o
(ii) lim,_ o h_f =1 (4.1.4)
ise S¢ <SP dir
6 = “p/ :
Ispat. (i) Her r € N icin I,  J, ve (4.1.3) saglansin. € > 0 igin
{kel.: |xx—Ll=e}2{k€el.: |x,—L| =&}

ve Ir = (kr—lrkr]’]r = (Sr—1,5r], hr = kr - kr—lf ‘Lpr =Sy~ Sr—1 igin

a

1 h¥ 1
{)—Bl{kEJw ka—LIZS}IZ{)—;h—aI{kEIM X = L| = €}
T

r r

elde edilir. Son esitsizlikte r — oo i¢in limit alinir ve (4.1.3) kullanilirsa Sg, C Sg olur,

(if) x = (x;) € Sg olsun ve (4.1.4) saglansin. I, C J, oldugundan & > 0 i¢in
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1 1
Slced, s ln— L= el = 5 llsr0 <K < ke Ixi = L] 2 6)]
£F oF

1
+€_ﬁ|{kr <k< s.:|x,—L| =&}

r

1
+—B|{kr_1 <k< kpilxg—L| =€}

kr—l —Sr-1  Sr— k

1
~+—|{k €1+ |x — L = €}
€T

R e
B
. —h 1
Sr—ﬁr+—ﬁ|{kelr: |xy — L| = €}
hr hT‘

(L) s ke, >
=\F +WI{ €L ¢ |x — L] = €}

r

elde edilir. lim, :—B = 1vex = (x;) € S¢ oldugundan S§ < S5 elde edilir.

Teorem 4.1.13. den asagidaki iki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.1. 6 = {k,.} ve 8’ = {s,.} iki lacunary dizisi, « € (0,1] ve her r € N i¢in
I, c ], olsun, ve (4.1.3) saglansin. Bu takdirde

(i) Sg € S§,

(ii) Sgr < S,

(iii) Sg' S Sy
dir.

Sonug 4.1.2. 6 = {k,.} ve 8’ = {s,.} iki lacunary dizisi, « € (0,1] ve her r € N igin
I, c ], olsun, ve (4.1.4) saglansin. Bu takdirde

(i) S§ € S8,

(i) S§ < Sy,

(iii) Sg S Sy
dir.
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Teorem 4.1.14. 0 = {k,.} ve 6’ = {s,.} iki lacunary dizisi olsun. Her r € N igin I, C J,
ve 0 < @ < f < 1 olmak iizere,

(i) (4.1.3) saglanirsa Neﬁ, (p) € N5 (p),

(if) (4.1.4) saglansin ve x € £, olsun. O zaman Ng§' (p) © N(f, (p) olur.

ispat. (i) Her r € N i¢in I,  J, olsun ve (4.1.3) saglansin.

o D b= L > e S e~ L

r keE]J, o ke,
oldugundan N, (p) < N§ (p) elde edilir.

(if) x = (x) € £, N Ng (p) olsun ve (4.1.4) saglansin. x = (x;) € £, oldugundan

|x;, — L] < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Her r € N i¢in I, € J,. oldugundan
h, < ¢, dir.

Tt = Y =L g > n =P

2 kEJy r kEJ—Ir r k€l
2, —h 1
s( — T)MP +—ﬁZ|xk—L|p
?
T T k€l
2, —hP
< MP+ =3 [~ LIP
WP B
T T k€I,
< (& 1) MmP ! LI?
< h_ﬁ_ +h—gZ|xk— |
T k€l

yazabiliriz. Boylece £o, N N&(p) € NJ/(p).

Sonug 4.1.3. 6 = {k,.} ve 8’ = {s,.} iki lacunary dizisi, « € (0,1] ve her r € N i¢in
I, c J, olsun. (4.1.3) saglanirsa,

(i) Ng:(p) € N§ (p),
(ii) Ng'(p) € Ng'(p),
(iii) Ny (p) € Ny (p) dir.
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Sonu¢ 4.1.4. 0 = {k,.} ve 8' = {s,.} iki lacunary dizisi, « € (0,1] ve her r € N igin

I c ], olsun. (4.1.4) saglanirsa,

(D) 2o N NG (p) € Ngi(p),

(i) £ N NG (p) € Ngr (p),

(iii) £, N Ng(p) € Ngr(p)
dir.

Teorem4.1.15.0<a<B <1,0<p < ooveherr € Nigin I, C J,. olsun.

(i) (4.1.3) tin saglanmasi halinde, bir dizi L ye kuvvetli Nf, (p) —toplanabilir ise L ye

Sg —istatistiksel yakinsaktir.

(ii) (4.1.4) saglansin ve x = (x;) sinirh bir dizi olsun. Bir dizi L ye Sg —istatistiksel

yakinsak ise L ye kuvvetli N/, (p) —toplanabilirdir.

Ispat. (i) Her x = (x,) dizisi ve € > 0 igin,

D=L = D lm—LP+ ) lxe—LP

kE]r kE]r ke]r
|xk—L|ze |[xp—Ll<e
> D ba-LP+ ) g -LP
kel, kel,
|xp—L|ze |xp—Ll<e
> ka—Llp
kel,
|xp—L|ze

Z e —LIP > [k €1, ¢ | — L] > e}|e?
keJy

ve boylece

1 Z 1

S —LIP —_ : — 4

.fﬁ |xk Ll = .fB |{k € IT' : |xk Ll = g}lg
r kej, T

h% 1 )
Zt’_ﬁﬁl{k €l : |x,—L| =¢}le
T
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(4.1.3) saglandig1 i¢in x = (x;,) dizisi L ye kuvvetli N(f, (p) —toplanabilir ise L ye

Sg —istatistiksel yakinsaktir.

(ii) Sg — limx, = L ve x = (x3) € £, olsun. x € £, ise |x;, — L] < M olacak sekilde
M > 0 vardir. Her € > 0 i¢in

L
— ) | —LIP =— X) — — > xx —
o L o ¥ oF LaF

T kEJ, T kE€J—Ir T k€l
£, —h 1
< ( — r)Mp+—BZ|xk—L|p
2 oy kel
2, — kP 1
- Mp+—ﬁZ|xk—L|p
2 2 kel
<(L-1)mr 4L P LS Sy P
- hﬁ hﬁ k B k
T r K€l r k€l
|xp—L|ze |xp—Ll<e

£ MP h
S(—;—l)M?’ +—ﬁ|{kEIr: |2, — L| 26}|+—;s”
% h h

T r

2, MP 2,
- 14 P . — —¢b
S(h”’ 1>M +h$‘ {k € L. : |x; L|2£}|+hﬁe

T T

yazabiliriz. (4.1.4) saglandigi i¢in x = (x;) dizisi L ye Sg —istatistiksel yakinsak ise L ye

kuvvetli N/, (p) —toplanabilirdir.

Sonug 4.1.5. 0 = {k,.} ve 8' = {s,.} iki lacunary dizisi, « € (0,1] ve her r € N igin

I, c J, olsun. (4.1.3) saglanirsa,

(i) Ngi (p) € Sg,

(ii) Ng'(p) < Sg.,

(iii) No'(p) < Sp
dir.

Sonu¢ 4.1.6. 0 = {k,.} ve 8' = {s,.} iki lacunary dizisi, « € (0,1] ve her r € N igin
I c J, olsun. (4.1.4) saglanirsa,
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(i) goo n Sg c Nga’(p);

(ii) £, N S§ S Nygr (p),

(iii) £, NSy Nel(p)
dir.

4.2. Orlicz Fonksiyonuyla Ilgili Sonuclar

Bu boliimde bir Orlicz fonksiyonu M ye gore kuvvetli N§ (M, (p))-toplanabilir dizileri

ile Sg-istatistiksel yakinsak dizilerin ciimleleri arasindaki kapsama iliskisini verecegiz.

Bir M: [0, ) — [0, ) Orlicz fonksiyonu siirekli, azalmayan ve M(0) = 0, x > 0 i¢in
M(x) > 0 ve x — o igin M(x) — oo sartlarin1 saglayan konveks bir fonksiyondur. Bir

Orlicz fonksiyonu M nin

X

M(x) =j q(t)dt

0

seklinde integral formu mevcuttur ve burada g, M nin ¢ekirdegi olup q(0) = 0,t > 0 i¢in

q(t) > 0,t - oo igin g(t) — oo sartlarint saglayan azalmayan bir fonksiyondur.

Lidenstrauss ve Tzafriri [25], bir M Orlicz fonksiyonunu kullanarak

(o]

|| ..
Py =1x Ew: MT < oo, Ap > 0 igin

k=1

dizi uzaymi insa etmis ve bu uzayin

|x|| = inf{p > O:ZM(M> <1 }
k=1 P

normuyla bir Banach uzay1 oldugunu gostermistir. Bu uzay Orlicz dizi uzayi adin1 alir.
M(x) = [x|?, 1 < p < o i¢in £} uzay1 £, dizi uzay ile aymdir.
Lidenstrauss ve Tzafriri [25], her £, Orlicz dizi uzay, £,(1 < p < ) ye izomorfik bir

alt uzay igerdigini ispatlamiglardir.

M konveks bir fonksiyon ve M(0) = 0 ise x€ (0,1) igin M(X x) <X M(x) dir.
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Tanim 4.2.1. M Orlicz fonksiyonu, p = (py) pozitif reel sayilarin bir dizisi, « € (0,1]

ve 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Simdi

[xg—L|

5 )]pk =0,enazbirLvep >0 i(;in}

N§ (M, @) = {x = (60): limyosco 1 B, [ M

uzaymi tanimlayalim. x € N§ (M , (p)) ise x, Orlicz fonksiyonu M ye gore kuvvetli
N§ (M, (p)) —toplanabilirdir denir. p, = p(k € N) ve M(x) = x i¢in N§ (M, (p)) yerine

N§ (p) ve M(x) = x 6zel durumunda N§ (M , (p)) yerine Ng‘((p)) yazacagiz.

Asagidaki teoremlerde p = (py) sinirli ve 0 < h = infp, < pr < supgpr = H < o0
sartinin sagladigi kabul edilecektir.

Teorem 4.2.1. a, 8 € (0,1] ve a < B olsun. M bir Orlicz fonksiyonu ve 6 = (k,.) bir

lacunary dizisi olsun. Bu durumda N§ (M, (p)) < Sf dr.

Ispat. x € Ng‘(M, (p)), €>0,Y; ve), toplamlarisirasiylak € I, |x; —L| = ¢

ve k € I, |x, — L| < € lizerindeki toplamlar olsun. Her bir r i¢in h¥ < hf oldugundan

S [ () = s (2] o (22
o [ () e (5

> %&[M(envk

> 5 %y min([M(en)]", [M(e)]™), & = 2
1
> 5 I{k € It 1 = LI = e} min((Me)]", [M(e0)]")

elde edilir. x € N (M, (p)) oldugundan yukaridaki esitsizligin sol tarafi r — oo i¢in sifira

yakinsar. Boylece sag tarafi da r — oo i¢in sifira yakinsak olup x € Sg dir.

Sonug 4.2.1. a € (0,1], M bir Orlicz fonksiyonu ve 6 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun.
Bu durumda N§'(M, (p)) < S§ olur.
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Teorem 4.2.2. M bir Orlicz fonksiyonu, x = (x,) smurh bir dizi ve 6 = (k,.) bir

lacunary dizisi olsun. lim,._, o, % = 1ise S§  N§ (M, (p)) dir.

Ispat. x = (x;) smrli bir dizi ve S§ — lim x;, = L olsun. x € £, oldugundan

|x, — L| < T olacak sekilde bir T sabiti vardir. € > 0 igin

i B [ (] = e [ (B 4 e [ ()
<ggZumax{[w Q)" [ Q')+ ()]

< max{[MCOI", MK g 1k € L by = LI = e}l + 5 max{[M(e)], M)}, 7 = K5 = e,

Boylece x € N§'(M, (p)) elde edilir.

Teorem 4.2.3. limp, > 0 ve x = (x;,) dizisi M Orlicz fonksiyonuna gore L ye kuvvetli
N§ (M, (p)) —toplanabilir ise N§'(M, (p)) — limx;. = L limiti bir tektir.

Ispat. limp, = s > 0, N§(M, (p)) — limx;, = L ve N§ (M, (p)) — limx;. = L, olsun.
Bu takdirde

i |xk Pk
rLToh—a =0,p1>0

kel

ve

limiz M M pk:() >0
r—eo hyf P2 P2

elde edilir. p = max(2p,, 2p,) olsun. M azalmayan ve konveks oldugundan sup,p, = H

ve D = (1,2F71) olmak iizere
1 x;, — LI\1P* x, — L, |\17¥
w5 )
Pic P1 P2
D
Ta
T

ST
O et D ST o

IA

D
Ta
kEl, hy
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elde edilir.

m() =

olup lim p;, = s oldugundan

i o (5 <o (5]

elde edilir. Boylece L = L, olup limit tektir.

4.3. Modulus Fonksiyonuyla Ilgili Sonuclar

Bu kisimda S§ —istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesi ile f modulus fonksiyonuna

gore kuvvetli W(";) [6, f] —toplanabilir dizilerin ciimlesi arasindaki iliski verilecektir.

Modulus fonksiyonu Nakano [26] tarafindan tanimlandi. Bir modulus fonksiyonu
f:[0,00) = [0, ) seklinde taniml1 asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyondur:
Hfx)=0ex=0,
(i) x,y = O0i¢in f(x +y) < f(x) + f(¥),
(iii) T artandir,

(iv) f sifir noktasinda sagdan stireklidir.

Orlicz fonksiyonunun konvekslik sart1 ile modulus fonksiyonunun alt toplamsallig1 yer

degistirirse 4.2 deki ve bu bdliimdeki sonuglar denk olur.

Tamm 4.3.1. f bir modulus fonksiyonu, p = (py) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve

a € (0,1] olsun. w(, [, f] dizi uzaymi asagidaki gibi tanimlayalim:

1
Wipl6, f1=9x = (xk):}i_)rg)EZ[f(lxk — LPIPk =0, enaz bir L igin ;.
icel,

Her ke N igin p; = 1 ve f(x) = x 6zel durumunda wg,[6, f] yerine Ng'(p) yazicagiz.
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Asagidaki teoremlerde p = (py) sinirhive 0 < h = infy p, < p < supgpry = H < o

olarak kabul edecegiz.

Teorem 4.3.1. a, 8 € (0,1] ve @ < B olsun. fbir modulus fonksiyonu ve 6 = (k,) bir

lacunary dizisi olsun. Bu durumda w(,,)[6, f] < Sf dir.

Ispat. x e w§[60,f],e>0,%; veY, toplamlar sirasiylak € I, |x; — L| = € ve

k € I, |x; — L| < € lizerindeki toplamlar olsun. Her bir r igin h¥ < hB oldugundan

e = Ter, f (Ixee — LDIPx = [Z [f (e = LDIP* + X0 (e — LDIP¥]

iﬁ [X40f (e = LDIPE + X[ f (I — LDIP]

v
*le =

2alf(e)]Pe

v
1m|"‘

= Lamin([f()]" [f ()]")

1
> F [{k € I Ix — L| = e}l min([f()]", [ (£)])

r

elde edilir. x € w(,)[6, f] oldugundan yukaridaki esitsizligin sol tarafi r — oo igin sifira

yakinsar. Boylece sag tarafi da r — oo i¢in sifira yakinsak olup x € Sg dir.

Teorem 4.3.2. f modulus fonksiyonu sinirli ve 8 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun.

llrnr_)00 e =1liseSg C W(p)[é? f1 dir.

Ispat. f siirl, x € S§ olsun ve & > 0 verilsin. f sinirli oldugundan f(x) < K olacak

sekilde bir K tamsayis1 vardir. Her r € N i¢in
i Sieer, L (b = LDIP* = 1 Balf (i = LDIP* + 5 Balf (i = LDIP"
21 max(K", K") +— Zz[f(e)]
< max (Kh,KH)él{k €1 f(lx, — L) = €} +:—;max(f(e)h,f(e)H).

Boylece x € w(,[6, f] elde edilir.
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Teorem 4.3.3. limp,, > 0 ve x = (x;) dizisi f modulus fonksiyonuna gore L ye

kuvvetli w(,[6, f] —toplanabilir ise w,) [6, f] — lim x,. = L limiti bir tektir.

Ispat. limpy = s > 0, wi, [0, f] = limx;, = L ve wj,[6, f] — lim x;, = L; olsun. Bu
takdirde

1m12mm LDTPE = 0

kel

ve

1
tim e D (v = LI =

kel

elde edilir. fartan ve f(x + y) < f(x) + f(y) oldugundan sup,p, = H ve D = (1,271)

olmak lizere

1
e DL = LD < > ([l = LDIP* + [ (b = LDIP0)

k€l kel
D D
< g D (e = LD+ 3 > 17 (= LI = 0
T k€I, kel
elde edilir.

lim e ) (L~ LD =

kel

olup lim p, = s oldugundan
M [f(IL = Ly DIPe = [f(IL = L DP°

elde edilir. Boylece L = L, olup limit tektir.
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5. a. DERECEDEN I-YAKINSAKLIK

Bu bolimde a. dereceden (X, I)- istatistiksel yakinsaklik tanimlanacak ve a. dereceden
(V,%, I)- istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki iligki incelenecektir. I-yakinsaklik Kostyrko
ve digerleri [22, 23], Savas ve digerleri [30-32], Salat ve digerleri [33] ve Glimiis [34]
tarafindan calisildi.

5.1. a. Dereceden (x,1)-Istatistiksel Yakinsakhk

Tanmim 5.1.1. x € w ve a € (0,1] olsun. &, § > 0 verilsin.
1
{nEN: n—al{kSn: ka—LIZE}IZ(S}EI

ise x = (xy) dizisi L ye a. dereceden l-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik
S*(I) = limx;, = L veya x;, = L(S%(1)) seklinde gosterilir. a. dereceden tiim

I-istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesi S%(I) ile gosterilir.

Tamim 5.1.2. XEAve a € (0,1] olsun. I, = [n —x,+ 1,n] ve X%, X, nin o kuvveti

yani x%= (2%) = (N, 0N 1G, ..., 2%, ...) olmak tizere
{nEN: %I{keln: ka—L|2£}|26}€I

ise x = (xy) dizisi L ye a. dereceden (X, I)- istatistiksel yakinsaktir denir. Bu
yakinsakligi S¥(I) — lim x;, = L veya x;, > L(S%(I)) ile gosterecegiz. a. dereceden tiim
(X, I)- istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesini S5 (1) ile gosterelim. (%) = (n) alinirsa
S&(1) yerine S*(I) yazacagiz. Bu tanimda () = (n) ve a = 1 alimirsa Savas ve Das

[30] tarafindan verilen I-istatistiksel yakinsaklik elde edilir.

a. dereceden (X, I)- istatistiksel yakinsaklik 0 < a < 1 igin iyi tanimlidir, fakat @ > 1

icin 1yl tamimli degildir.



x = (x;) dizisini

X, = {2’ k=3n, _123..

0, k#=3n

seklinde tanimlayalim. € > 0 ve & > 1 igin

1 [xal + 1
yzl{keln= ka—2|zg}|gW

oldugundan

1 [Nl +1
{nEN:—al{kEIn:|xk—2|2£}|26}c neEN:———2>6§ €l
N RPN

olur. Diger taraftan

1 2([xp ]+ 1)
)\—%|{k€1n: | — 0] = €} ST

oldugundan

1 2(x,] +1
{neN: Fl{kEIn: ka—OI2£}|26}C{nEN:M>6}EI
n

RN -

elde edilir. Boylece x = (x;) dizisi hem 2 ye hem de 0 a a. dereceden (>, I)- istatistiksel

yakisaktir. Yani S¥(I) —limx, = 2 ve S¥(I) — lim x;, = 0 olup bu miimkiin degildir.
Teorem 5.1.1. S¥(I) —yakinsak herhangi bir dizinin S¥(I) —limiti tektir.

Ispat. Kabul edelim ki x dizisinin L, ve L, gibi iki tane S*(I) —limiti varve L, # L,

olsun. F(I), | tarafindan iiretilen siizge¢ olmak iizere

38



1 )
Alz{neN: —Hkel,: ka—L1|28}|<—}eF(1)
N 2
ve
1 5
A2={nEN: —Hkel,: ka—L2|28}|<—}eF(1)
N 2

yazilabilir.

Bu durumda A, N A, € F(I) olup A, N A, # @ dur.
|Ly — Lol = |Ly — Ly + 53 — xp| < | — Lyl + |3 — Lo
oldugundan I, = [n —x,+ 1,n] olmak iizere

1 1 1
Mk €ty 1= Lol = el < ik €l Ixic =Ll = el + Mk € It e — L] = )]

olur ki bu miimkiin degildir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlis olup L; = L, olmalidur.
Teorem 5.1.2. 0 < a < 1 olsun. S¥(I) N £, ciimlesi £, un kapali alt ctimlesidir.

Ispat. Ispat1 Savas ve Das [30] tarafindan Teorem 2.4 de verilen teoremin ispatina

benzer sekilde yapilabilir.
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Tanim 5.1.3. « € (0,1], 0 < p < oo olsun. € > 0 i¢in

1
nEN:FZka—LIPZe el
" kel

ise x dizisi L ye a. dereceden kuvvetli (V,x, I)-yakinsaktur denir. x dizisi L ye
a. dereceden kuvvetli (V,X, I)-yakinsak ise xj, — L (wﬁp (I)) yazariz. L ye

a. dereceden kuvvetli (V,x, I)-yakinsak dizilerin ciimlesini w,, (I) ile gosterecegiz.
Teorem 5.1.3. a € (0,1] olsun. wi,(I) € S5(I) olup bu kapsama kesindir.

ispat. ¢ > 0 ve x; > L(wZ(I)) olsun. Bu takdirde

Zm—upz Z e — LIP > eP|{k €1, + |x — L] > €}

kel, k€I, |x—L|2e
ve boylece
! LIP > ! kel Ll >
e O = L 25l By s v~ L 2 )
kel

olur. Her § > 0 i¢in

1 1
{nEN: —{kel,: |xk—L|2£}|26}§ nEN:—aZka—LIp2£p6 €l
»n >\nkel
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dir.
wi, (I € S¥(I) kapsamasinin kesin oldugunu x= (n) alarak gosterelim.

{1, k = m?
X =

o keme M=L23

seklinde tanimlanan x = (x;,) dizisini goz oniine alalim. Her € > 0 ve% < a < 1i¢in

1 Vn 1
— kel : |x(—0[=2e}|£—=—
n n% na—

N =

oldugundan § > 0 i¢in

1 1
{neN:Fl{keln:ka—0|23}|26}§{nEN= 125}
n

olur. Sag taraf sonlu ciimle oldugundan | ya aittir. % <a<1liginx, — O(Sff ¢ )) dir.

Diger taraftan 0 < a < %igin

dir.

Vn—1 1
fmm+1m+2,..}={neN: — >1; C nEN:n_“lek|p21

kel
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bazi m € N igin | ger¢ek ideal oldugundan F(1) ya aittir. Boylece x; + 0 (Wf’p (I)) olur.

Teorem5.14.0<a<f <1 icinS¥() S Sf(l) olup ve bu kapsama en az bir o <

icin kesindir.

Ispat. 0 <a < f < 1vee > 0icin

1
z Itk €L |xye = L] = €}
n

Hkel,: |x,—L| =&} <

P x

yazabiliriz. Boylece

{neN:ﬁl{keIn: |xk—L|2€}|25}§{nEN:%l{keln: |xk—L|2£}|26}EI
n n

olup S(I) < Sf (I) elde edilir. Kapsamanin kesin oldugunu géstermek igin x = (xy,)

dizisini

1 k = n2 ~
= {0 , diger durumda yn=123, ..

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde 8 € (%, 1] i¢inx € Sf (1), fakat a € (0, %] icin

x & S<(I) di.
Sonug 5.1.1. Bir dizi L ye S¥(I)-yakinsak ise L ye S, (I)-yakinsaktir.
Teorem5.15.0 < a < 1ve x = (xx), y = (yx) kompleks sayilarin dizileri olsun.

i) SE(I) —limx;, = xy ve S¥(I) — limy,, = y, ise S¥(I) — lim(x, + yi) = xo + Yo,

i) S¥() — limx, = x, ve c € ise S¥(I) — lim(cx,) = cx,

Ispat. i) S¢(I) — limx, = x, ve SZ(I) — lim y, = y, olsun.

1 £ 0
Alz{nEN: x—%|{keln: |xk—x0|2§}|<§}eF(1)
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A, =meN: % kel,: ka—yolzg <g € F(I)
n
olupA,A, EF(I) => A1 NA, # 0. Vn € A; N A, igin

|(x + yi) — (xo + yo)| = 1Cxx — x0) — Wk — Vo)l < Ix — x0| + |yr — Yol

oldugundan

1 1 £
sk € bt 1Guc+ 30 = (o +y0)l 2 &) < S [{k € b s b = xol 2 2}

n

1
+j%{k€1n= |)’k—}’o|2§}
<2+2=5
2

olup {n EN: % {k €I, ¢ |(xx +yi) — (xo +yo)| = €} < 6} € F(I) olur. Boylece

SE) — lim(xy + yi) = xo + y, elde edilir.
ii) S¥(I) — limx;, = x, ve ¢ € olsun. Vn € A, igin

&

ke n s b —xol 2

<5
~cl

2

1 1
—H{kelL,: - > < —

oldugundan S¥(I) — lim(cxy) = cx, elde edilir.

Onerme 5.1.1. SZ(I) — limx;, = xg, SE(I) — limy, = yo Ve x € £, ise

S — lim(xgyy) = xoyo dir.

ispat. S¥(I) — limx;, = x, SE(I) — lim y, = y, Ve x € £, olsun. x € £, oldugundan

|x, | < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Vn € A; N A, i¢in

1 1
NG I{k € I, : |xxyx — xo¥ol = €} = NG I{k € I, = |xxyk — XoYo + XkYo — Xk Yol = €}
n

n

1
= Fl{k €l |xx (Vi — yo) + yolxx — x0)| = €}
n

SgﬂhehpImﬁ%—%N2§H+£ﬂhehﬁ|%@k_%N2§H
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1

“n

1
>_ —_
2% 2M}| BN

a
n

ket 100 -yol 2

)
kel,: |(x,—x)| = }
{ n (k 0 2|y0|

dir. Bu ispati tamamlar.

Onerme 5.1.2. K € F(I) olmak iizere x;, < y;, < zolacak sekilde x = (x;), y = (&)

ve z = (z;,) reel say1 dizileri mevcut olsun. Bu durumda x;, — L(SZ(I)) ve z;, = L(SZ(D))
ise y,, = L(SE(D)) olur.

ispat.s >0, >0,KeF()vehern € K igin

1
Bx={nEN: —H{kel,: ka—L|2£}|<6},
>\Tl
1
By={neN:F|{keIn: |yk—L|2£}|<6},
n

1
BZ={nEN:F|{kEIn= |zk—L|2€}|<6}
n

tanimlayalim. O zaman B, N B, N K < B,,, ve boylece By, € F(I) olur. Buradan da
yi = L(SE(D)) elde edilir.

Teorem 5.1.6. 0 < a < 1 olsun. S(I) € SZ(I) olmasi igin gerek ve yeter sart

. . >\na
lim inf >0 (5.1.1)
n—oo n

olmasidir.

. a - . .
Ispat. lim,,_,, inf% > 0 olsun. Verilen € > 0 i¢in

{k<ni|xx—Ll=e}o{k€ L;:|x, —L| = ¢}

oldugundan
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1
HHk Sy —Llze}|=— I{k € In:|x — L = €}

PN

ke L: —L| >
B e Lilx— Ll 2 &)

elde edilir. Boylece
{nEN: %nal{keln: |xk—L|28}|28}§{neN: %I{kS n: |xk—L|2£}|28%}
olup S(I) € SZ(I) olur.

Tersine S(I) € SZ(I) olsun. lim,,_,, inf%"a = 0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

X;éj)) < olacak sekilde bir (n(])) alt dizisi bulabiliriz. x = (x;) dizisini

1, i € ITL(]) B
; =1,2,..
= { 0, aksi halde "’

seklinde tanimlayalim. x € S(I) fakat x & S, (I) dir. Sonu¢ 5.1.1 den S¥(I) € S, (1)
oldugundan x ¢ S¥(I) elde edilir. Boylece 5.1.1 saglanir.

Teorem5.1.7. 0 < a < B < 1 ve p pozitif reel sayis1 igin w,(I) € W »() dir ve bu

kapsama en az bir @ < f i¢in kesindir.

Ispat. 0 <a < f < 1vee>0igin

1 » 1 »
T D LS ) - L

kel kel

yazilabilir. Bu da w,(I) € Wf, (1) oldugunu verir. Kapsamanin bazi a ve 8 lar igin kesin

oldugunu gostermek i¢in x = (x;) dizisini

(1 k = n2 ~
e = {0 B diger durumda ,n=123,..

seklinde tanimlayalim. 8 € (%, 1] i¢inx € W »(D), fakat a € (0, ] i¢in x & wi,(I) dur.

Teorem 5.1.8. X\, u EAve Vn € Nigin Xx,< u, olsun. a ve fsayllar, 0 < a <[ <1

olacak sekilde iki reel say1 olsun. Bu takdirde
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(@) limy, o inf 25 > 0 (5.1.2)
7

ise 7 (1) € S2(D),

(i) lim,p_ o0 f—’; =1 (5.1.3)

ise SZ(1) € S (D)
dir.

Ispat. (i) Her n € N igin (5.1.2) saglansin. Vn € N i¢in x,,< p,, oldugundan
I, =[n—->,+1,n] cJ, =[n—u,+1,n]olup, € > 0 igin

fkel,: |xx—Ll=ze}2{kel,: |x,—L| =&}

yazabiliriz. Buradan
a

1 N 1
—ﬂ|{k €/n: |xk_L|2€}|2_BF|{kEIn: |x — L| = €}
i Hh M

olup

n ‘uﬁ

n

>\a
{nEN: >\1a|{k€1n= |xk—L|28}|26}§{neN: %HkE]n: ka—LIZSHZé‘—n}EI
n

elde edilir. (5.1.2) kullanilirsa Sf(l) c S¥(I) olur.

(ii) x = (xy) € SZ(I) olsun ve (5.1.3) saglansin. Bu durumda

1

P

{nEN: I{kEIn:ka—LIZS}IZS}EI

dir.

I, € J, oldugundan ¢ > 0 i¢in
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1 1
—BI{kE]n: ka—L|2£}|=—ﬁ|{n—un+1<kS n—xy,: |x, — L| = &}
Hn

1
+_ﬁl{k € I: |x; — L| = €}
Hn

Un —>n

i

1
< +— kel |x,—L| = ¢}
>\n

B
x 1
< —MZ——Z +—Hk el |x,—L| = ¢}
PN NS n

Hn 1
< —ﬁ—l +F|{k61n:|xk—L|2£}|
>\n

n

olup

1 1
neN: Fl{keh: |xk—L|2£}|25}§{nEN:Fl{keln: |xk—L|2€}|26}EI
n

n

elde edilir. lim,,_, H—Z, =1vex = (x) € S¢(I) oldugundan S¥(I) < S[j(]) dir.
>\TL

Teorem 5.1.8. den asagidaki iki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.1.2. \, u €A, @ € (0,1] olsun ve (5.1.2) saglansin. Bu takdirde

D S;) € S,
(i) S, (1) € SE(D),
(i) S, (1) € S, (D).

Sonug¢ 5.1.3. \, u €A, @ € (0,1] olsun ve (5.1.3) saglansin. Bu takdirde

@ SE) € SF),
(i) S € 5,(D,
(iii) S, () € S, (D).

Teorem 5.1.9. N\, u EAveVn € Nigin N,,< y, olsun.ave fsayllan 0 <a <[ <1

olacak sekilde iki reel say1 olsun. Bu takdirde
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(i) (5.1.2) saglanirsa Wf’p(l) cwi, (),

(ii) (5.1.3) saglansin ve x € £, olsun. Bu durum da wg,(I) Wlfp 0))
dir.

ispat. (i) Her n € N i¢in . I,, < J,, olsun ve (5.1.2) saglansin.

" > e~ LIP >——Z|xk L

Hn kegy, =T
oldugundan
Xn
neN lek—L|P>5 c{neN: Z|xk—L|P26— el
N B B
ke, My ke, My

olupw p(l) c wi, (1) elde edilir.

(i) x = (x) € £oo N W, (I) olsun ve (5.1.3) saglansin. x = (xy) € €4 oldugundan

|x, — L| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. x = (x) € wy,(I) oldugundan

{n EN: %%Zkanlxk —LIP > 6} € I dir. Her n € N i¢in x,,< u,, oldugundan

BZm—up 7 D, Ll > e LIP
.Unk

Hn kEJn €Jn—In n kel
s( >Mp+—2|xk LIP
”n kel
1

(“n >Mp+—ﬁZ|xk—L|p

N n kel
(”—’;— )Mp +—Z|xk LIP

DN
n k€I,

olur. Buradan
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1 1
nEN:—ﬁZ|xk—L|p26 c nEN:FEIXk—LlpZ(S €l
Aunke]n nkEIn

elde edilir. Boylece £o, N w, (1) € wi, (D).

Sonu¢ 5.1.4. x= (X)) ve u = (4p), A de < u, olacak sekilde iki dizi olsun.
a € (0,1] igin (5.1.2) saglanirsa,

() wip (D cwip(D),

(i) wyp (1) € wlp (D),

(i) wy, (D © w, , (D).

Sonu¢ 5.1.5. x= (x,,) ve u = (u,), A de X, < u,, olacak sekilde iki dizi olsun.
a € (0,1] igin (5.1.3) saglanirsa,

(D) Lo NWT, () S wyp (D),

(i) £ NWI, (1) € wy, (D),

({ii) £ Nwy , (1) € wy, (D).

Teorem5.1.10.0<a < <1,0 <p < oo ve x,u€EAolsun.

(i) (5.1.2) saglansin. Bir dizi L ye kuvvetli w,fp (I) —toplanabilir ise L ye
SE(I) —istatistiksel yakinsaktir.

(ii) (5.1.3) saglansin ve x = (x;) sinirli bir dizi olsun. Bir dizi L ye

SZ(I) —istatistiksel yakinsak ise L ye kuvvetli w£ » (1) —toplanabilirdir.

Ispat. (i) x € wffp(l) olsun, € > 0 verilsin. Bu takdirde

1

neN: —Elxk—LIPZS €l
B
unkefn

olup
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D=l = > ba—LP+ ) lxe—LP

k€jn kejn kejn

|xp—L|ze |xp—Ll<e

> > we-LP+ ) Ll
kel, kel,

|xE—L|ze |xp—Ll<e

= | — LIP
kel,

|xp—L|ze

>k el,: |x,—L| = ¢e}|eP

ve boylece

= Dl = L >—|{ke1 i = L1 = e}le?

Hn kejn

o1
Z_B_aHkEIn’ |x, — L] = €}|eP
N
Hy

yazabiliriz. Buradan

1 a
{nEN:Fl{keln:l L|>s}|>6}C{n€N lexk L|P>6—ep}el

n Hn ier, run

elde edilir. (5.1.2) saglandigi i¢in x = (x) dizi L ye kuvvetli wf,p(l) —toplanabilir ise L
ye S¥(I) —istatistiksel yakinsaktir.

(iQ) S¥(I) — limx, = L ve x = (x;,) € ¥ olsun. Bu takdirde |x; — L| < M olacak
sekilde M > 0 vardir ve

1
{nEN: Fl{keln: |xk—L|2£}|26}eI
n

dir.

Her ¢ > 0 icin
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D = LP == > = LP+— > b~ LI
B B
Hn ey, Hn k=i, Hn iet,
—-X 1
< <““ 5 “)MP +—Z|xk—L|p
Hn Hn ier,
B
—X 1
s(”” 2 ”)MP+—/3 | — L|P
Hn Hn ier,

Un 1 1
<(&-1)mr+ = Z e = LIP +— Z I, — LIP
>‘n >\n kel >‘n k€l
|xg—L|ze |xp—Ll<e

MP N
S(ﬂ—1>Mp+—ﬁ|{kEIn: lx, — L] 2£}|+—Z£p

n n

Hn MP Hn
S(—ﬁ—1>M”+WI{kEIn: |2, — L| 28}|+—ﬁe”

n n n

olup, buradan

1 1 o
neN: —ﬁzlxk—LIPZ(? Q{nEN: Fl{kEIn: ka—LIZS}IZW}EI
'unkE]n n

yazabiliriz. (5.1.3) saglandig1 i¢in x = (xy) dizisi L ye S¥(I) —istatistiksel yakinsak ise L

ye kuvvetli w, ,,(I) —toplanabilirdir.

Sonu¢ 5.1.6. x= (X)) ve u = (u,), A de X, < u,, olacak sekilde iki dizi olsun.
a € (0,1] i¢in (5.1.2) saglanirsa,

(@) wip (D) € ST,
(i1) w,, (D < S,
(iii) w,, (1) € S, (D).

Sonu¢ 5.1.7. x= (n\,) ve u = (Uy), A de X, < u, olacak sekilde iki dizi olsun.
a € (0,1] i¢in (5.1.3) saglanirsa,

o1



() Lo N SE(I) € Wiy (D),
(iD) €00 N SE(U) € Wy, (D),
(iii) £, N S, (1) € (D).
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6. SONUC

Bu tezde, Steinhaus [11] ve Fast [12] tarafindan tanimlanan istatistiksel yakinsak
dizilerin uzayi, 0 < @ < 1 ve 6 = (k,) lacunary dizisi kullanilarak Sg (a. dereceden
lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1) uzayina genellestirildi. Ayrica p bir pozitif
reel say1 olmak iizere kuvvetli p-lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi, Ng (p)
uzayina genellestirilerek 6 = (k,.) ve 8’ = (s,.) gibi iki lacunary dizisi alinmasi
durumunda bu uzaylar arasindaki kapsama iliskileri verildi. ideal yakinsaklik kullanilarak,
0 < a < 1vex= () dizisi i¢in X —istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S5 (I) uzayma
ve (V,»n) —toplanabilir dizilerin uzayr w(I) uzayma genellestirildi. x= (x,,) ve
u = (uy,) dizileri géz 6niine alinarak gesitli sartlar altinda bu uzaylar arasindaki kapsama
iliskileri elde edildi.
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