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OZET

FOLNER DIiZILERININ ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Beg boltimden olusan bu ¢aligmanin ilk boliimiinde temel tanim ve teoremler ver-
ilmistir.

Ikinci boliimde istatistiksel yakimsaklhk kavrami ve bazi icerme teoremleri incelen-
migstir.

Uciincii boliimde Folner dizilerinin kavrami, Folner dizilerinin istatistiksel yakinsak-
lig1 incelenmigtir.

Dordiincii boliimde Folner dizilerinin asimptotik ve istatistiksel denklik kavramlar:
incelenmigtir.

Besinci boliimde «. dereceden istatistiksel yakinsaklik kavrami incelenmigtir.

Altina boliimde Folner dizilerinin «. dereceden istatistiksel yakinsakligi incelen-
migstir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Cesaro toplanabilme, Folner dizisi.
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SUMMARY
FOLNER SEQUENCES OF STATISTICAL CONVERGENCE

In the first chapter of this thesis that consists of four chapters, we give some funda-
mental definitions and theorems.

In the second chapter, we give the concepts of statistical convergence and some
inclusion theorems.

In the third chapter, we give some kinds of convergence defined by Folner sequences
and theorems.

In the four chapter,we give asympotically and statistically equivalent functions de-
fined.

In the five chapter,we give statistical convergence of order « defined and theorems.

In the six chapter, we give statistical convergence of order « of Folner sequences.

Keywords: Statistical convergence, Cesaro summability, Folner sequences.
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SIMGELER LiSTESI

Dogal sayilar ctimlesi

Kompleks sayilar ctimlesi

Reel sayilar ctimlesi

C tizerinde tanimh biitiin diziler uzay:

E 'nin dogal yogunlugu

Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

a. dereceden istatistiksel yakinsak diziler uzay:

Hemen hemen her £ icin



1. GIRIS
1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri

verecegiz.

Tanim 1.1.1 X bos olmayan bir ctimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: X xX—-X

K xX - X
fonksiyonlar1 agagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor

(lineer) uzay1 adi verilir. Her A\, u € K ve z,y,z € X igin

Ll)z+y=y+x
L2) (z+y)+z=x+ (y+ 2)

L3) Vx € X icin x + 0 = z olacak sekilde bir § € X vardir.

L4) Herbir z € X igin x + (—z) = 0 olacak sekilde bir —z € X vardur.
L5)1lx=x
L6) ANz +y) = x + Ay

)
)
)
)
)
) A
LT) A+ p)x = Az + px

L8) A(px) = (Ap) z dir [1].

Tanim 1.1.2 X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
. : X = K
fonksiyonu agagidaki ozellikleri sagliyorsa, .|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve

(X, ||.]]) ikilisine de bir normlu uzay adi verilir.

N1) ||lz]| > 0, (x € X)
N2
N3
N4) o+ yll < 2l € + gl (,y € X) dir [1],

)
)|z]| =0<= 2 =0, (x € X)

) lloz| = laf ], (o € K,z € X)

)

Bir (X,|.||) normlu uzay: tam ise, yani bu uzaydan alinan her Cauchy dizisi bu

uzayin bir noktasima yakinsiyorsa bu normlu uzaya, Banach uzay: adi verilir.



Kompleks terimli tiim = = (), (k = 1,2,3,...) dizilerinin ciimlesini w ile gostere-

cegiz. w ; x = (zx), y = (yx) ve a bir skaler olmak iizere

x+y:(xk—|—yk)

axr = (oxy)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir.

Bu caligmada sik sik kullanacagimiz

lo = {:1: = (xy) : sup|zx| < oo}
k

sinirli,

c= {x = (xy) : li]?lxk rnevcut}
yakinsak ve
s {x = (ap) : h/?lxk = O}
sifir dizilerinin uzay1

HxH::Sgp|xk| (1.1)

normu ile birer Banach uzayidir.

Teorem 1.1.3 Bir X Banach uzaymin bir Y alt uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Y ' nin X ’ de kapali olmasidir [1].

Teorem 1.1.4 (X, d) bir metrik uzay, M C X ve M, M’ nin kapanismi gostersin. Bu
durumda x € M olmasi icin gerek ve yeter sart z,, — x olacak sekilde M ’ de bir (x,,)

dizisinin mevcut olmasidir [1].

Tanim 1.1.5 X # © bir kiime ve d: X x X — R fonksiyonu agagidaki sartlari
sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik (X, d) ye de bir metrik uzay denir.

(M1) d, reel degerli, sonlu ve negatif olmayan,

(M2) d(z,y) =0 <z =y,

(M3) d(z,y) = d(y.x) (simetri),

(M4) d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (liggen esitsizligi) olacak sekilde tanimlanan bir

fonksiyon olmak tizere, bir (X, d) cifti olarak tanimlanir.[1]



Tanim 1.1.6 (X,d) bir metrik uzay, + € X ve r pozitif bir reel say1 olsun. z
merkezli r yaricaph bir a¢ik yuvar, X ’ in x’ e uzakliklar1 r ’den daha kiiciik olan

biitiin noktalarindan meydana gelen
B(a,r)={ye X : d(w.y) <r}
alt kiimesi olarak tanimlanir [1].

Tanim 1.1.7 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve r pozitif bir reel say1 olsun. = merkezli
r yaricapl bir kapalr yuvar, X ’in x ’e uzaklklar1 r ’den daha kiiciik ya da esit olan

biitiin noktalarindan meydana gelen
Ble,rl={ye X : d(z,y) <7}

[1].

Tanim 1.1.8 Bir X metrik uzayi ve bunun bir M altctimlesini gozoniine alalim. Eger
M ciimlesi her bir noktasinin etrafinda bir yuvar iceriyorsa M ciimlesine aciktir denir.

A, X ctimlesinin bir alt ctimlesi olsun. Eger, A ciimlesinin X ’deki tiimleyeni, yani
A= X - A
acik ise A ciimlesine kapalidir denir [1].

Tanim 1.1.9 X bir metrik uzay ve A, X ’in bir alt ciimlesi olsun. X ’in A’ y1 iceren

kapali ciimlelerinin en kiigiigiine A’ min kapanisi denir ve A ile gosterilir [1].

Tanmim 1.1.10 Bir X metrik uzaymin bir M alt ciimlesi verildiginde M = X ise, M
ciimlesine X ’ de yogundur denir. Eger M uzay1 X ’ de yogun, sayilabilir bir alt ctimleye

sahipse ayrilabilirdir denir [1].

Tanim 1.1.11 Bir (X, d) metrik uzayinda bir (x,) dizisi goz oniine alalim. Eger her

€ > 0 sayisina kargilik, her m,n > N icin
d (T, ,) <€

olacak gekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (z,,) dizisine bir Cauchy dizisi
denir [1].



Tanim 1.1.12 Bir (X, d) bir metrik uzay, x € X ve S, X nin bir alt kiimesi olsun.
Eger her € > 0 i¢in

{B(z;e)\{z}} NS #0

oluyorsa x € X noktasma S nin bir yigilma (accumulation, cluster) noktas: denir [1].

Tanim 1.1.13 Z" in bostan farkl alt kiimelerinin bir dizisi 7 = {£}}, olsun. Her
v € Z" i¢in
F. N (F;
lim| i N (F) + )

=1
noo | F

ise F dizisine Folner dizisi denir [11].
Tanim 1.1.14 (Sag-Sol Kisaltma Ozelligi) (G, *) bir grup ise V a,b, ¢ € G icin
agagidaki ifadeler saglanir.
i)axb=axcsa=cve

i) axc=0bxc< a=>dir [15].

Tanim 1.1.15 S bos olmayan bir kiime ve %, S tizerinde tanmimli bir ikili islem olsun.

(S, ) yapis1 S iizerinde * iglemi birlesme 6zelligine sahip ise buna yari-grup denir [15].

Tanim 1.1.16 G bos olmayan bir kiime ve * , G de bir ikili iglem olsun. (G, *) cebirsel

yapisina asagidaki aksiyomlar: sagliyorsa bir grup denir.

1) %, G de bir ikili iglemdir.

2) Va,b,c € Gigin a* (bxc) = (a*b) * ¢ (Birlesme Ozelligi).

3) Vae€ Gicin axe=exa=a olacak sekilde 3 e € G vardir. (Birim Eleman).

4)Va € Gigina*xa™' = a ' xa = e olacak sekilde 3 a € G vardir. ( Ters Eleman
Ozelligi) [15].

Tanmim 1.1.17 I bir grup, her s € I' ve f € {*(I) i¢in pu(s.f) = p(f) kural altindaki
w ye amenable denir [17].



2. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakinsaklik tanimi Fast [2] tarafindan kisa bir not olarak verildi. Schoen-
berg [3] istatistiksel yakinsakligi toplanabilme metodu olarak inceledi ve istatistiksel
yakinsakligin bazi temel o6zelliklerini verdi. Her iki matematik¢i de smirli, istatistiksel
yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir oldugunu ifade ettiler. Daha sonra istatistiksel
yakinsakhik Buck [4], Connor [5], Salat [6], Fridy [7], Nuray ve Rhoades[12], Fridy[13]
ve Orhan[14] tarafindan ¢aligild.

2.1 Dogal Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bir E C N olmak {izere x € N ciimlesine ait bir x sayisina egit ya da 2’ den daha
kiiciik olan biitiin pozitif tamsayilarin sayis1 F(x) ile gosterilsin. Ornegin bir E ciimlesi
2,4,6,... cift tamsayilarmdan oluguyorsa E(1) = 0, E(2) = 1, E(6) = 3, E(7) = 3,
E(15/2) = 3,... du. Gergekten = > 0 ise E(z) = [|2]] dir. Diger taraftan a; € N

olmak tizere F = (a;)%2, ciimlesi icin F(a;) = j * dir.

Tanim 2.1.1 Bir E ciimlesinin asimptotik yogunlugu

01(F) = liminf Em

n— oo n

olarak tamimlamir. (E(n)/n) dizisi bir limite sahip ise £ ciimlesinin dogal yogunlugu

5(E) = lim 21

n— o0 n

seklinde tammlanir. Eger 6(E) = 0 ise F ciimlesine sifir yogunluklu ciimle denir [7].

Teorem 2.1.2 Her bir n i¢in a,, € N ve (a,) — 400 olmak tizere, £ = (a,) ise bu
taktirde;
91(F) = liminf U

n—o0 an
dir. Eger 0(FE) mevcut ise,
§(E) = lim —

n—00 (I,

dir [8].
Ispat. (a—kk) dizisi (%)dizisinin bir alt dizisidir. Buradan

FE
ﬂ < lim inf ﬁ
n ag

lim inf



elde edilir. Eger n, n > a; olacak sekilde bir tamsay1 ve ax, F climlesindeki n’ den

biiyiik en kiiciik tamsay1 ise bu taktirde a;_1 < n < ay ve

k_E(Mm _k k-1 _k k-1_1

aj n ay, n n n n
elde edilir. Boylece,

k. FE

k_En) — 0 (n — oo igin)

ag n

olur.

Tanim 2.1.3 Eger © = (z}) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir ciimle hari¢ diger
biitiin &’ lar igin bir P 6zelligini saghyorsa, (z;) dizisi hemen hemen her k ic¢in P

ozelligini sagliyor denir ve “h.h.k.” geklinde gosterilir [7].

Sifir yogunluklu ciimle tanimindan esinlenilerek istatistiksel yakisak dizi tanimi

asagidaki sekilde verilir.

Tanim 2.1.4 = = (z;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 igin, kiime

sembolii digindaki dikey ¢izgiler kiimenin eleman sayisini gostermek tizere

1
lim — |{k <n:|zx—L| >} =0, (2.1)

n—oo M
yani h.h.k. igin |z — L| < € ise © = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakimsaktir
denir. x = (x)) dizisinin L’ ye istatistiksel yakinsak olmas: halinde S — limx = L veya
x — L (9) yazilir [7].

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. L = 0 olmasi halinde S;, yani

sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay: elde edilir. Buna gore

o z = (zx)  lim, oo = |[{k < n:|ay — L] > €} =0,
her € > 0 ve enaz bir L i¢in

dir. Agikca goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Bunu goster-

mek i¢in 2, — x alahm. Bu durumda her ¢ > 0 igin k& > ko iken |z, — | < ¢ olacak

sekilde bir ko € N vardir. Demek ki ancak k < ko igin |25 — x| > € olur. Halbuki

1 1
lim —|{k<n:|zy—x|>e} < lim —ky =0

n—oo n n—oo 1
dir. Fakat bu iddianin tersi dogru degildir, yani istatistiksel yakinsak her dizi yakinsak
degildir. Gergekten
VE, k=m? (m=1,2.3,..)
1, k#m?

T =

6



seklinde tamimlanan = = (zy) dizisi i¢in S — lima = 1 dir, ancak © ¢ [, ve bu ne-
denle (x}) dizisi yakinsak degildir. Simirli bir dizi de istatistiksel yakinsak olmayabilir.
Gergekten

r=(1,0,1,0,1,0,...)

dizisi sinirhidir ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S — limx = Ly,

S — limx = Ly ise Ly = Ly dir.
Teorem 2.1.5 v = (z), y = (yx) € 5, ve a € R olsun. Bu durumda

i) S —limx = Ly ise S — lim(ax) = al,
it) S —limx = Ly, S — limy = Ly ise S — lim(x +y) = Ly + Ly dir [7].

(1) — (i7) den istatistiksel yakinsak diziler uzayimn lineer uzay oldugu anlagilir.

Tanim 2.1.6 € > 0 olsun. h.h.k. igin |z, — zn| < € olacak sekilde bir N = N (¢) dogal
say1sl varsa, yani

1
lim —{k<n:|z —an| >} =0

n—oo M,

ise x = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [7].

Teorem 2.1.7 Bir z = () dizisi istatistiksel yakinsak ise aym zamanda istatistiksel

Cauchy dizisidir [7].

Ispat. S — limxy, = L ve € > 0 olsun. Bu durumda, h.h.k. igin |z, — L| < £ dir.
Eger N, |zy — L| < § olacak sekilde secilirse,

3

5
|xk—xN|:|xk—L+L—xN|§|xk—L|+|xN—L|<§+2

=&

(h.h.k.i¢in) elde edilir.



2.2 Istatistiksel Yakimsaklik ve Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik

Bu kisimda, kuvvetli Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki

incelenecektir.

Tanim 2.2.1 z = () kompleks sayilarm bir dizisi olsun. Eger

1 n
lim — =L
DL
k=1
olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x dizisi L’ ye Cesaro toplanabilirdir denir. Cesaro

toplanabilir dizilerin ctimlesi o, ile gosterilecektir. Buna gore

1 n
o1 = {:U = (x) : lim — E (x, — L) =0, en az bir L igin}
n
k=1

dir. Eger z dizisi L’ ye Cesaro toplanabilir ise bu oy — lim x = L yazilarak gosterilir [9].

Teorem 2.2.2 z = () dizisi L’ ye yakinsak ise (xy) dizisi L’ ye o, yakinsaktir [9].

Ispat. = = () dizisi L’ ye yakinsak olsun. Verilen herhangi bir ¢ > 0 sayis1 igin

k > Ny olunca |z — L| < § olacak sekilde pozitif bir N; tamsayis1 mevcuttur. Simdi;

1 <&
IS 1| = M_L'
n

k=1

n

1+ ... +x, —nlL
n

IN

n
N (N1 — L)+ oo+ (@ — L)'
n
|1 — L] + ... + |zn, — L]
n
[Ty, 00 — L + o+ |z — L
n

IN

+

yazilabilir. K =max {|z; — L|, ..., |xn, — L|} alinirsa, n > N i¢in

< N1K+ (n—Nl)E
- n 2n

T+ ...+ x, —nL
n

elde edilir. ¥V n > N, icin % <3 Ni — olacak gekilde N bulabiliriz. Bu durumda n > N

icin
1+ ... +x, —nlL
n

N (n—Ny)e

€
<_
-2 2n




olur. Ayrica ”‘TNl < 1 oldugundan N = max { Ny, No} alimirsa her n > N igin

1 n
5;$k—L

bulunur. Bu da ispati1 tamamlar.

r1+ ...+ x, —nL
n

+o=c¢

£
2

N
CRND

Bu teoremin tersi dogru degildir, yani o; yakinsak bir dizi yakinsak olmayabilir.
Gergekten (z,,) = (1 + (—1)") dizisi i¢in 07 — limz = 1 dir [9]. Ancak bu dizi yakinsak
degildir.

Tanim 2.2.3 = = (x;) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

1 n
lim — E |z, — LIP =0
n
k=1

olacak sekilde bir L sayisi varsa = dizisi L’ ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir.
Bu durumda w, — limz = L yazilir. Kuvvetli p-Cesaro yakinsak dizilerin ctimlesi w, ile

gosterilecektir [10]. Yani

1 n

Wy = {x = (xy) : lim — E |zx — L|” =0, en az bir L igin}

n
k=1

dir.

Teorem 2.2.4 0 < p < oo olsun. Bu taktirde

i) Bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro yakimsak olan bir dizi L sayisina ayni zamanda
istatistiksel yakinsaktir.

i7) Bir L sayisina istatistiksel yakinsak olan sinirh bir dizi L sayisina ayni za-

manda kuvvetli p—Cesaro yakisaktir [10].

ispat.
i) x € wy ve lim+ Z |z, — LI’ = 0 olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir £ > 0
k=1
icin
I 1 1
_ _ r _ _ p _ _ p
k=1 1<k<n 1<k<n
|zp—L|<e |zp—L|>e

v

1
—eP{k <n:|zx,— L| > e}
n



n
yazilabilir. Burada n — oo i¢in limit alinirsa lim% Z |z — L” = 0 olmasi
k=1

1
lim—|{k<n:lz,—L|>e}|=0
n

olmasim gerektirir, bir bagka ifadeyle w, — limz = L olmasi1 S — limz;, = L oldugu
sonucunu verir.
i1) Smirh bir z = () dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve £ = ||z||  + L

diyelim. € > 0 verilsin. N, sayisin1 her n > N, icin

SACS

! {k§n2|xk—L|2<g)

n

fl <3

olacak gekilde secelim ve

Ln—{kgn: |z, — L| > (g)%}

olarak tamimlayalim. Bu taktirde her n > N. i¢in

%Z|.’L‘]§—L|p = Z|$k—L|p+Z|$k—L|p
k=1

k<n k<n
keL, kf¢Ln
1/ ne 15 e €
< —(=pr —)<— -
n<2EP tng)s5tg=E

elde edilir. Buradan x = () dizisinin L sayisina kuvvetli p-Cesaro yakinsak oldugu

sonucu ¢ikar.

10



3. FOLNER DIZiLERI
3.1. Folner Dizilerinin Istatistiksel Yakinsaklig
Bu boliimde Folner dizilerinin istatistiksel yakinsakligini verecegiz.

Tanim 3.1.1 G, sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable
yar1 grup olsun. Tiim m > ko ve g € G/S,, i¢in |f(g) — s| < € olacak sekilde her £ > 0

icin bir ky € N var ise f fonksiyonu s ye yakmsaktir denir [11].

Tanim 3.1.2 G, sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable
yari grup olsun. Tim m > kg ve g,h € G/S,, icin |f(g) — f(h)| < e olacak sekilde her
e > 0 igin bir kg € N var ise f € w(G) fonksiyonuna tiim G ler i¢in {5, } Folner dizisinin
Cauchy dizisi denir [11].

Tanim 3.1.3 GG, sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable

yari grup olsun.

. 1
TLQESn

ise f fonksiyonu s ye kuvvettli toplanabilirdir denir [11].

Tanim 3.1.4 G , sag ve sol kisaltma kurallarini saglamak {izere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup ve 0 < p < oo olsun.

1
lim

Y 1flg) —sl"=0

geSn

ise f € w(G) fonksiyonu s ye kuvvetli p—toplanabilirdir denir [11].Tiim kuvvetli p—toplanabilir

f fonksiyonlarimin kiimesi w,(G) ile gosterilecektir.

Tanim 3.1.5 S C G nin iist ve alt Folner yogunluklari, siras ile

1

0(S) = limsup

{g€S,:9€S}

ve

4(S5) = liminf !

n—00 |Sn|

{g€S,:g€e S}

tammlanair.



Eger 0(S) = §(9) ise

1
|50

6(5) = lim —[{g € S, : g € S},

S nin Folner yogunlugu olarak adlandirilir [11].

G = N alalim. S, = {0,1,2,...,n — 1} ve S ondalik agilimda tam kismi 1 olan
pozitif tamsayilarm kiimesi olsun. §(S) = § ve §(S) = 3 oldugundan S kiimesinin {S,}
Folner dizisine gore Folner yogunlugu yoktur. Ozel olarak biz Folner yogunlugu sifir
olan kiimelerle ilgilenecegiz. Bir f fonksiyonu ve f(g) Folner yogunlugu sifir olan bir
kiime haricinde tiim ¢ ler i¢in saglaniyorsa f(g) hemen hemen her g i¢in P &zelligini

saghyor denir ve "h.h.g” ile gosterilir.

Tanim 3.1.6 G, sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable

yar1 grup olsun. Her € > 0 i¢in

1
lim

{g€Sn:lflg)—sl>e}=0

ise f € w(G) fonksiyonu s ye istatistiksel yakisaktir denir [11]. Tiim istatistiksel

yakinsak fonksiyonlarin kiimesi S(G) ile gosterilir.

Tanim 3.1.7 GG, sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable

yari grup olsun. Her € > 0 ve [ > 0 icin

1
lim

{g € Sa:|flg)— f(m)| > e} =0

olacak gekilde bir m € G\ S; sayis1 var ise yani yani h.h.g icin |f(g) — f(m)| < eise
f € w(G) fonksiyonu istatistiksel Cauchy fonksiyonu denir [11].

Teorem 3.1.8 Asagidaki ifadeler denktir.

i) f € w(Q) istatistiksel yakinsak bir fonksiyondur,

i1) f € w(Q) istatistiksel Cauchy fonksiyonudur,

iii) f € w(Q) icin f(g) = y(g) olacak sekilde h.h.g i¢in yakimsak bir y fonksiyonu
vardir [11].

Ispat : i) yi kullanarak ii) yi ispatlayahm. Kabul edelim ki st — lim f(g) = s ve ¢ > 0

olsun. O halde h.h.g igin |f(g) —s| < § ve eger |f(go) — s| < § olacak sekilde bir s

12



vardir. Buradan

1£(9) = fg)l < [f(g) — sl +[f(g0) — s
_l’_

(OB CR NG
po | m

dir. Dolayisiyla f istatistiksel Cauchy fonksiyonudur.

n

Kabul edelim ki i) dogru olsun ¢, fonksiyonu J = [f(g1) — 1, f(g1) + 1] arahg
hemen hemen tiim ¢ " leri i¢in ¢g fonksiyonunu igerecek sekilde secilmis olsun. Simdi
de g, fonksiyonunu J = [f(g2) — 3, f(g2) + 3] arah@ " hemen hemen tiim g " leri i¢in
g fonksiyonunu igerecek sekilde secelim. J; = J N J araliginin " hemen hemen tiim ¢"

icin ¢ fonksiyonunu igerdigini iddia ediyoruz. Ciinkii

{9€Su: fg) ¢ IN T} ={geS, : f(g) ¢ J}U{geSa: flg) & T} .

oldugundan dolay1

{geus () € TN T} = Jim |S| (9) ¢ 7}

—l—nh_)mm{ges : f(g }

ISI

dir.

Bundan dolay: J; araligi, uzunlugu 1 veya 1 den kiigiik olan ve h.h.g i¢in f(g) yi
kapsayan kapali bir araliktir. Igleme J = [f(gs) — 1, f(gs) + 1] arahg h.h.g igin f(g) yi
kapsayacak sekilde devam edelim. Bu durumda J, = J; N J arahig1 h.h.g icin f(g) yi
kapsayan ve boyu % den kiiciik veya esit olan kapal araliktir. Bu gekilde devam ederek
her m € N i¢in kapali araliklarin J,,1 C J,, olacak gekilde bir (.J,,,) dizisi olsturabiliriz.
Bu durumda J,, nin boyu 2!~ den daha biiyiik degildir ve h.h.g i¢in 6(g) € J,, dir. I¢
ice araliklar teoreminden dolay1 en az bir 7 = morilJm sayist vardir. h.h.g igin f(g) € J,,
gercegini kullanarak G nin 73 C 7o C T3 C ... olacak sekilde bir {7},} alt dizisini

bulabiliriz.

13



Bu durumda g € S,,/T,, olmak iizere

1
lim

{g € 5n: flg) & I}l <1/m (3.1)

dir.

Simdi de g € S,,/T,, olmak iizere g € T,,.1/T,, iken f(g) € J,, olmak iizere f(g) nin

terimlerinden olugan bir z(g) fonksiyonunu tammlayalim. Ayrica y(g) fonksiyonunu

n ,f(g) = z(9) ise
f(g) ,diger durumlarda

ylg) =
olarak tamimlayalim.
Bu taktirde ¢ > = > 0 ve g € S, /Tyicin limy(g) = s dir. O zaman ya f(g) = 2(g)
(bunu anlam y(g) = 7) veya y(g) = f(g) € Jn ve |y(g) —n| < Jnnin boyu< 27!

dir. Biz " hemen hemen tiim ¢" ler i¢in y(g) = f(g) oldugunu iddia ediyoruz. Bunu

dogrulamak icin g € T,41/T,, ise

{9€Sn:ylg) # f(9)} CS{g€Sn: f9) & Jn}
dir.

(3.1) den

S Mo €S o) £ F@) = g Ho e S, 1) € T <

yazabiliriz. Boylece n — oo iken limit sifirdir ve h.h.g igin y(g) = f(g) dir.

m

Son olarak (iii) saglansin, h.h.g icin y(g) = f(g) ve limy(g) = s olsun. € > 0

verilsin, her n € N i¢cin

{g€Sn:1flg)—sl>et C{geSu:ylg) # flg)}U{g € Sn:lylg) —s| >¢}

yazabiliriz.
limy(g) = s oldugundan son kiime sabit sayida eleman icerir. Ornegin [ = I(c) dir.

Bu yiizden h.h.g i¢in y(g) = f(g) dir.

1
|50

. 1 o
dim g He € Suzlflg) = sl z efl < lm ro {9 € Su i) # Flg)H + lim 7o =0

S|
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dir. Boylece i) gerceklesmis olup ispat tamamlanir.
f € w(G) nin istatistiksel yakinsakligi Folner dizisinin 6zel se¢imine baghdir. Bunu

bir ornek ile aciklayalim.

Ornek 3.1.9 G =72 olsun , {S!'} ve {S?} Folner dizislerini agagidaki gibi secelim:

{Sp} =1{0,)) € 2 : li| <m,|j] <n}
{82} ={(,5) € 2% : ]i] < n,|j] < n?}

ve

A={(i,j)eZ®:i<j<n, i=0,1,2,...,n; n=123,..}
olmak tizere f i asagidaki gibi tanimlayalim.

1 igin (¢,7) € A
0 icin (1,)) ¢ A

P =

dir.
O halde {S?} Folner dizisi igin f(g) ye sifira istatistiksel olarak yakinsar fakat {S}}
Folner serisi sifira istatistiksel yakinsak degildir. Gercekten

(n+1)(n+2)

Jim g Mo € 82:1700) ~ 012 ] = Jim by =0
dir. O halde {S?} Folner dizisi i¢in st — lim f(g) = 0 dur.
{S!} Folner dizisi igin
. (n41)(n+2)
Jim o Ho € Sus 17(0) =0 2 e}| = lim 5t #0

dir.

Teorem 3.1.10 f € w(G) ve p pozitif bir say1 olsun. Bu takdirde
a) f fonksiyonu {S,} Folner dizisi i¢in s ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise f

fonksiyonu s ye istatistiksel yakinsaktir.

b) w,(G) = S(G) Nm(G) dir.

15



Ispat: a) f € w(G) olsun & > 0 verilsin. Bu takdirde
D 1fg) = sl" = {g € Su:|f(9) = s| > }|&?
gESH
esitsizligi yazilabilir ve buradan G deki herhangi bir {S,,} Folner dizisi i¢in f € w(G), s

ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.

f € m(G) smirh oldugundan || f||_ + s = m diyebiliriz. ¢ > 0 verilsin ve her n > N,

icin

{ge Su:1f(g) — 5] > (%)%}' <51

secelim ve L, = {g €S, |flg) —s|> (g);} alalim. Boylece

1
S|

‘; Z|f(g)—3|p = |‘;n|2|f(g)—8|p+|;n| Z 1f(g) — s

S|

gESyH gE€Ln gESn/Ln
- 1 |Sule, ,, 1 e ¢ L&
- — — - = £
|Sy| 2MP |Sn]|2 2 2

elde edilir. Bu f nin , s ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilir olmasi demektir [11].
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4. FOLNER DIZILERININ ASIMPTOTIK ISTATISTIKSEL
DENKLIGI

Marouf [19] asimptotik denk dizileri ve asimptotik regiiler matrisleri tamimladi. Pat-

terson [20] bu kavramu istatistiksel yakinsakliga genellegtirdi.
4.1 Asimptotik Denklik

Tanim 4.1 1 GG, sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable
yar1 grup olsun.Her m > kg ve g € G\ S,, i¢in

h(g)
olacak gekilde her € > 0 i¢in bir kg € N var ise negatif olmayan f, h € w(G) fonksiyon-

<e€

larina {S,, }Folner dizisi igin asimptotik denktir denir f ~ h seklinde gosterilir [17].

Tanim 4.1.2 G , sag ve sol kisaltma kurallarini saglamak {izere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun. Eger

ise negatif olmayan f, h € w(G) fonksiyonlarina {5, }Folner dizisi i¢in kuvvetli asimp-

totik denktirler denir f ~* h geklinde gosterilir [17].
4.2 Istatistiksel Denklik

Tanim 4.2.1 GG, sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable
yari grup olsun. Eger her € > 0 icin

e

ise negatif olmayan f, h € w(G) fonksiyonlarina {.S, }Folner dizisi i¢in istatistiksel denk-

.
w00 S|

tirler denir f ~° h seklinde gosterilir [17].

Tanim 4.2.2 G sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable
yar1 grup olsun.Eger her £ > 0 icin

oo itgm 27}

.
0005




ve

=0

n—oo

foes iz

m ye gore diizgiin ise negatlf olmayan f, h € w(G) fonksiyonlarina {5, } Folner dizisi i¢in

hemen hemen istatistiksel denktirler denir f ~° h seklinde gosterilir [17].

Tanim 4.2.3 G sag ve sol kisaltma kurallarini saglayan bir diskret sayilabilir amenable

yari grup olsun. Eger

f(gm)
lim —11=0
n—oo|S,, |Z

geESH
ve

f(mg) _
hm|S|Z —1/=0

geESH

m ye gore diizgiin ise negatif olmayan f, h € w(G) fonksiyonlarina {S,,} Folner dizisi

icin kuvvetli hemen hemen istatistiksel denktirler denir. f ~% R seklinde gosterilir [17].

Teorem 4.2.5 f(g) ve h(g) nin hemen hemen kuvvetli asimptotik denklikleri Folner

dizisinin 6zel secimine bagh degildir.

Ispat {S,} Folner dizisine gore f(g) ve h(g) hemen hemen kuvvetli asimptotik olarak
denk olsunlar. {7,} Folner dizisine gire de f(g) ve h(g) nin hemen hemen kuvvetli
asimptotik olarak denk olduklarim gostermeliyiz. {S,,}Folner dizisine gore f(g) ve h(g)

hemen hemen kuvvetli asimptotik olarak denk oldugu zaman ,

1
lim

n—>oo|S |

m ye gore diizgiin esitligi yazilabilir. Bunun anlami

n=o0| S| meG 5

dir.

1

{T.} Folner dizisini goz oniine alahm. 0 € (0,4) ve N € N olsun. Yeterince biiyiik

nler icin N < ny < ... < ny olacak sekilde ny, ny . n; tamsayilar: vardir.

-----

Boylece biiyiik n ler igin T,, 2 UF,S,.C" ve

ni~’q

0,5,,C7] 2 mas {(1 AN e »sn,»}

i=1
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yazilabilir. Bu ise

1 1
7 supz i(gm) - 1' < T Z iEgm; B 1'
| n|mEGgeSn (gm) | n|m6GgETn\Uf:18"jC? g
1 f(gm) '
+ 2. -1
|Tn|m€GgeUf:15n,~C? h(gm)
< 1 Z f(gm) _1
o |Tn|meG h'(gm)
gETn\Uf:1SnI'C?
1 f(gm) '
————sup -1
}Uk ;O }mEG eUles;n cn h(gm)
1
< 54+ k— up Z M B 1'
U180, C }WEG €Uk S, .Cn hlgm)
i=1M";>q
k |Czn| SupmeGZ 9ESn, ﬁz:; - 1’
< 5+
=1 n
1 F Z |C | }S”I
flgm)
. 1 SUDpcq des h(gm) N ’
S Oy }Snj}
flgm)
- 5+ 1 SUDpeq desn' ’h(g ) 1’
su :
= 1— 5l>]I\? 51|

anlamina gelir. Simdi § — 07 ve N — oo olsun. buradan

|T |meG ' |Sn, |meG '
ve
flgm) 1' 0
T et 2 [(gm)
elde edilir. Bundan dolay:
lim 1 flgm) — 1' =0
n=oo|Ty| £ | h(gm)

m ye gore diizgiin esitligi elde edilir. Benzer durum diger limit i¢in de gegerlidir [17].

Teorem 4.2.6 f,h € w(G) negatif olmayan iki fonksiyon olsun.
a) G de {5,,} Folner dizisi i¢in f, h a kuvvetli asimptotik denk ise G de {S,,} Folner

dizisi icin f fonksiyonu h fonksiyonuna istatistiksel denktir.
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b) f,h € m(G) ve G de {S,} Folner dizisi i¢gin f, h a istatistiksel ise G de {S,}

Folner dizisi i¢in f fonksiyonu A fonksiyonuna kuvvetli asimptotik denktir.

Ispat a) G de {S,} Folner dizisi i¢in f ~* h ve £ > 0 ise
w2 [es i =}
2 ne) 1T M)

geSy
yazilabilir. O halde G de {S,,} Folner dizisi igin f fonksiyonu h fonksiyonuna istatistiksel

3

denktir.

fih € m(G) oldugundan |4 M 1’ < K olacak sekilde sifir sayis1 vardir. ¢ > 0 ve
L, = {g €S, |La 1’} ver11rn1§ olsun. Bu taktirde

h(g)
flo) 4| _ flg) fl9) _
(o) 1' " Bl 2 [ 1'+96§thg> 1'

+e€

§|—'{ [ig 1|z

dir. O halde G de {S,,} Folner dizisi i¢in f fonksiyonu h fonksiyonuna kuvvetli asimp-

totik denktir [17].
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5. . DERECEDEN ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIK

«. dereceden dogal yogunluk ve «. dereceden istatistiksel yakinsaklik Colak [18]

tarafindan tanimlandi. Bu boliimde kisaca bu kavramlardan bahsedecegiz.
5.1 a. Dereceden yogunluk
Tanim 5.1.1 0 < a < 1 olsun. Bir £ kiimesinin « yogunlugu

1
0o (E) = lim — |{k <n:k e E}|

n—oo M

ile tamimlanir [18]. Burada [{k <mn:k € E}|, E ’'nin n 'den biiyiik olmayan eleman-
lariin sayisini gostermektedir.

Eger © = (z), a 'ya gore sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitiin & ’lar igin
bir P(k) ozelligini saghyorsa, o zaman bu dizi a ’ya gore hemen hemen her k icin P
ozelligini sagliyor denir ve h.h.k («) gseklinde gosterilir.

N ’nin sonlu her altkiimesinin a—yogunlugu sifirdir ve 6, (E€) = 1 — ¢, (E) esitligi

0 < a < 1 i¢in genelde dogru degildir. Bu esitlik sadece a = 1 igin saglamr [18].

Teorem 5.1.2 E C N herhangi bir kiime olsun. Bu durumda eger 0 < o < 3 < 1 ise
55 (E) S 504 (E) dir.

ispat. 0 < a < B <1 olsun. Bu durumda n® < n? olacagimdan her n € N icin n—lﬁ < n—la

olur. Buna gore
1 1
— Hk<n:keE}<—Hk<n:keFE
{k<n:keBY < |{k<n:keR)
olup bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alimirsa 0 (E) < §, (E) elde edilir [18].
Buna gore 0 < a < 8 < 1 igin eger E kiimesinin a—yogunlugu sifir ise f—yogunlugu
da sifirdir. Eger 0 < o < 1 sartini saglayan en az bir « i¢in F kiimesinin a—yogunlugu

sifir ise, F 'nin dogal yogunlugu da sifir olur.
Tanim 5.1.3 © = (x3) € w ve 0 < a < 1 verilsin. Eger her £ > 0 i¢in

1
lim — [{k <n:fzy — L] > e}[ =0

n—oo M

olacak gekilde bir L kompleks sayis1 varsa, o zaman (xj) dizisi L ’ye a. dereceden

istatistiksel yakinsaktir diyecegiz. (x;) dizisinin L ’ye «. dereceden istatistiksel yakinsak
y yeceg Y y



olmasi halinde bunu S — limz;, = L yazarak gosterecegiz. «. dereceden istatistiksel
yakinsak biitiin dizilerin kiimesi S® ile gosterilecektir [18].
¢, a. dereceden sifira istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gosterecektir.
Her a € (0,1] igin S§ € S oldugu agiktir. «. dereceden istatiksel yakinsakhik ov = 1
icin istatistiksel yakinsaklik ile aynidir. «. dereceden istatistiksel yakinsaklhik 0 < o <1

icin iyl tanimli, ancak o > 1 icin iyi tanimli degildir. Bunu gostermek icin

1, E=2n
Ty = n=1223,..
—1, k# 2n

seklinde tammlanan = = (zy,) dizisini gézoniine alalim. Buna gére o > 1 igin

.1 . n
Jim S [{k<ncla -1 zel < lm oo =0,
ve
lim = [{k<n:los— (1) >e}| < lim—= =0
n—oo N - = T n—oo 2n®

saglanacagimdan x = (zj) dizisi hem 1 ’e ve hem de —1 ’e «a. dereceden istatistiksel
yakinsak, yani z = () dizisi hem 1’e ve hem de —1’e «v. dereceden istatistiksel yakinsak

olur ki bu miimkiin degildir.

Teorem 5.1.4 0 < a < 1 ve = (), y = (yx) birer kompleks say1 dizileri olsunlar.
i) Eger S® — limxy, = o ve ¢ € C ise o zaman S — lim cxy, = cxp 'dir.
i1) Eger S* —lim x = xo ve S*—limy, = yo ise o zaman S® —lim(zy, + yx) = o+ Yo

"dur.

ispat .

i) ¢ = 0 igin ispat agiktir. ¢ # 0 olsun. O zaman

1 1
— {k <n:|exp —cxo| > e} = — '{kﬁn: |1 — o] 23}'
e e B

esitsizliginden i) ve

1
o [k <@+ ye) = (20 + 30)| 2 €}
< gal{ensto-alz G k< m-wi> 5}
S e ST = Lol = 5 o SNl =Wl =5
esitsizliginden i) yi elde ederiz [18].
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Yakinsak her dizinin . dereceden istatistiksel yakimsak oldugunu gormek kolaydir.
Yani 0 < o < 1 icin ¢ C S ’dir. Ancak tersi daima dogru degildir. Ornegin o = (1)
dizisi

1, k=n?
0, k#n?

olacak gekilde tanimlansin. O zaman
(xk) = (17 07 07 17 07 07 07 07 17 07 07 07 07 07 07 17 07 “‘)

olur. Buradan
1

1
— Hk<n: -0 > < —.
ks -0l 26} <

(2v/n+1)

elde edilir. Bu da % < a<1igin S* —limz;, = 0, ancak z = (z},) dizisi yakinsak degil,

demektir. [18]

Tanim 5.1.5 0 < o < 1 ve p € R" olsun. Eger

1 n
lim — _LP =0
ﬁﬁnﬂ?ﬁ”

olacak gekilde bir L kompleks sayisi varsa, o zaman x = (z}) dizisi «v. dereceden kuvvetli
p-Cesaro toplanabilirdir denir. «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik, a@ =
1 icin, kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlige indirgenir. «. dereceden kuvvetli p-Cesaro

toplanabilir dizilerin uzay1 wj ile gosterilir, yani

1 n
W = x=(z): lim — —LPP =0, bir L ici
o {x (xk) Jim kz; |z, | en az bir 1§1n}

dir. 0 ’a a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin uzay ise wy, ile gosterile-

cektir [18].
5.2 Temel Sonuclar

Teorem 5.2.1 0 < o < 3 < 1 olsun. Bu durumda S* C S” ve o < 3 esitsizligini

saglayan «, 5 € [0, 1]’lar i¢in bu kapsama kesindir.

ispat. 0<a<p<1vexe S olsun. O zaman her € > 0 i¢in

1 1
lim ﬁ|{k§n: |z, — L] > e} < lim — [{k <n:|zpy — L| > e}
n—o00 n—oo N
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olur ve bu S® C S# oldugunu verir. Kapsamanin kesin oldugunu géstermek icin

1, k=n3ise
T = (5.2)
0, k#n?ise

seklinde tanimlanan x = (z;,) dizisini alalim. Bu durumda ve buradan,
1 1, .,
Sk <nloe =0 = e} < — (2[Vn] +1)
elde edilir. Bu durumda % < B <1licin S? —limz, = 0 yani € S® ancak
1 1
— k<l =01 > e} > — (2[Vn] - 1)
e} nOé

olmasi nedeniyle 0 < o < § i¢in =% (2[¥/n] — 1) — 00 (n — 00) olur ki, buradan z ¢ S°

elde edilir. Bu da isteneni verir [18].
Eger Teorem 5.2.1 ’de § = 1 alirsak, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.2.2 Eger 0 < a < 1 i¢in bir dizi L sayisina «. dereceden istatistiksel yakinsak

ise, 0 zaman bu dizi L ’ye istatistiksel yakinsaktir, yani S* C S ’dir. [18].
Teorem 5.2.1 ’den agagidaki sonuclar1 elde edebiliriz.

Sonug 5.2.3
i) S = S” olmasi i¢in gerek ve yeter sart o = 3 olmasidir.

i1) S* = S olmasi i¢in gerek ve yeter sart a = 1 olmasidir [18].

Agagidaki teoremin ispat1 tanimdan agiktir. Bu yiizden teoremi ispatsiz olarak veriy-

oruz.

Teorem 5.2.4 0 < a < 1 ve x = (x) dizisi L ’ye «. dereceden istatistiksel yakinsak
olsun. Bu durumda limy, = L olacak sekilde x = () dizisinin bir y = (y,) alt dizisi

vardir [18].

Teorem 5.2.5 0 < o < § <1 ve p bir pozitif reel say1 olsun. Bu durumda wy C wg

"dir ve kapsama kesindir.

Ispat. v = (1) € wg olsun ve 0 < @ < 8 < 1 verilsin. p € R* olmak tizere

1 & 1 &
=D lm—LP <= | — Lff
k=1 k=1
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yazabiliriz. Bu da wy C wg oldugunu verir.
Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin « = (xy) dizisi (5.2) 'deki gibi tanim-

lansin. Bu durumda

1 & 23/n 2
- — 0P < - -
nﬁ kz; |xk | - nﬁ nﬁ—%

yazilabilir. % < B < 1ig¢in n — oo iken ﬁl_l — 0 oldugundan wg —limz, = 0, yani
n 3

T € wg olur, ancak 0 < a < % icin

n

2\3/75 -1 i |3: B 0|p
ne T n® F
k=1

2n

na

ve n — oo iken — o0 oldugundan = ¢ w;; elde edilir. Bu da ispati tamamlar [18].

Asgagidaki sonug Teorem 5.2.5 ’in bir sonucudur.

Sonug 5.2.6 0 < a < 3 <1 ve pec RT olsun. Bu durumda
i) Wy = wg olmast i¢in gerek ve yeter sart a = [ olmasidir.

ii) Her a € (0,1] ve 0 < p < o0 igin w§ C w,, 'dir [18].
Teorem 5.2.70 < a <1ve (0 <p < g < oo olsun. Bu durumda wiy C wy olur [18].

Teorem 5.2.8 0 < o < f < 1ve 0 < p < oo olsun. Eger bir dizi L sayisina .
dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise bu durumda L ’ye 3. dereceden istatistiksel

yakinsaktir.
Ispat. Herhangi bir 2 = (z,) dizisi ve ¢ > 0 igin,

> laop = LIP > [{k <n: o, — LP > e}
k=1

ve buradan

v

1 — 1
—E |z, — LIP — {k <n:lxp— LP > e} e
ne ne

k=1

1
> ﬁ|{k§n:|xk—L|p25}|5p

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Eger Teorem 5.2.8 de § = « alirsak agagidaki sonucu elde ederiz [18].
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Sonug 5.2.90 < a <1ve0 < p < oo olsun. Bir dizi L ’ye a. dereceden kuvvetli
p-Cesaro toplanabilir ise bu durumda L ’ye «. dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Bu sonucta o = 1 alinirsa bilinen “L ’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olan bir dizi
L ’ye istatistiksel yakimsaktir” sonucu elde edilir. Ayrica biliyoruz ki L ’ye istatistiksel

yakinsak olan siirl bir dizi L ’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir [18].
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6.FOLNER DIZILERININ «. DERECEDEN ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI VE «o. DERECEDEN KUVVETLiI p—CESARO
TOPLANABILIRLIGI

Bu boliimde Folner dizilerinin «. derceden istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli p-
Cesaro yakinsakligi kavramlar: tamimlanacak, Nuray ve Rhoades [11] tarafindan verilen

sonuclar genellegtirilecektir.
6.1 Folner Dizilerinin a. Dereceden Yogunlugu

Bu kisimda Folner dizlerinin «. dereceden Folner yogulugunu tanmimlayip bununla

ilgili bagintilar1 verecegiz.

Tanim 6.1.1 « € (0,1] ve S C G olsun. S nin «. dereceden iist ve alt Folner yogun-

luklar: sirast ile
r 1
0a(S) = limsupW {g € S, : g € S}

ve

1
0,(5) =liminf——5 [{g € S, : g € S}

olarak tanimlanir. Eger 0,(S) = §,(S) ise S, a. dereceden Folner yogunluga sahiptir

denir ve

1
%a(S) = lim 7o

seklinde ifade edilir. & = 1 ise S nin «. dereceden Folner yogunlugu Nuray ve Rhoades

a|{g€Sn:g€S}|,

[11] tarfindan verilen S nin Folner yogunluguna indirgenir.

Her Folner dizisi . dereceden Folner yogunluga sahip olmayabilr. Ornegin o =
1,G = N segelim S,, = {0,1,2,...,n — 1} ve S ondalik agihmda tam kismu 1 olan pozitif
tamsayilarin kiimesi olsun. §,(S) = £ ve 0,(S) = 2 oldugunda S kiimesinin {S,,} Folner
dizisine gére a. dereceden Folner yogunlugu yoktur. Ozel olarak «. dereceden Folner

yogunlugu sifir olan kiimelerle ilgilenecegiz.

Eger f, f(g) fonksiyonu «. dereceden Folner yogunlugu sifir olan bir kiime diginda
tim ¢ ler icin bir P 6zelligini saghyorsa bu dizi o 'ya gore hemen hemen her ¢ icin P

ozelligini saghyor denir ve "h.h.g,)” seklinde gosterilir.



Teorem 6.1.2 0 < o < § < 1 olmak iizere o ve (3 pozitif real sayilar ve S C G olsun.
Bu takdirde 0,(S) < 05 (S) dir.

ispat. 0 < o < 8 <1 olsun. Bu durumda |S,|* < |S,|” olacagindan her n € N i¢in
1 1

7 olur. Buna gore

1
——5HoeSn:9geSH < mmH{g€ Snige St

15,,] ISI

olup bu esitsizlikte n — oo igin limit alimirsa §,(5) < 5 (5) elde edilir.
Yukaridaki teoremde 8 = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.1.3 0 < a < 1 olmak iizere a pozitif bir say1 ve S C G olsun. Bu takdirde
da(S) <0 (S) dir.

Bu sonugta av = 1 almirsa Nuray ve Rhoades [11] tarafindan verilen S nin Folner

yogunlugu elde edilir.
6.2 Folner Dizilerinin a. Dereceden Istatistiksel Yakinsaklig

Bu kisimda Folner dizlerinin «. dereceden Folner istatistiksel yakinsakligini tanim-

layacak iligkin bagimtilar1 verecegiz.

Tanim 6.2.1 G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak iizere bir diskret sayilabilir
amenable yar1 grup ve a € (0, 1] olsun. Her € > 0 i¢in

ise yani h.h.g) i¢in |f(g) — s| < e ise f € w(G) fonksiyonuna G deki {S,,} Folner dizisi
icin s ye a. dereceden istatistiksel yakimnsaktir denir. G deki {S,} Folner dizisi i¢in
yakinsak olan tiim fonksiyonlarin kiimesi S®(G) ile gosterilir. S§ (G), a. dereceden sifira
istatistiksel yakinsak Folner dizilerin kiimesini gosterecektir. Her a € (0, 1] i¢in S§(G) C
S*(@) oldugu agiktir. «. dereceden istatistiksel yakinsakhlk o = 1 igin istatistiksel
yakinsaklik ile aynidir.

Teorem 6.2.2 0 < a < 1ve S C G olsun. f € w(G) nin «a. dereceden istatistiksel

yakinsaklig1 Folner dizisinin se¢imine baghdir.
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Ispat. Ispati bir drnek ile aciklayahm.

Ornek 6.2.3 G = Z? ve a = 1 olsun ve {S!} ve {S?} Folner dizilerini agagidaki gibi

secelim:

(S0} =1{0,5) € 2’ :li| <n,j| < n}
{82} ={(,5) € 2% : ]i] < n, |j] < n?}

ve f(g) € w(@) fonksiyonunu
A={(i,j) eZ’ i< j<n, i=0,1,2,....n; n=123,..}

olmak tizere
1 igin (i,7) € A
0 igin (i,5) ¢ A

seklinde tamimlayahm.

Bu takdirde f(g) fonksiyonu {S2} Folner dizisine gore sifira a. dereceden istatis-
tiksel yakinsak fakat {S!} Folner dizisine gore sifira «v. dereceden istatistiksel yakinsak

degildir. Gerckten;

(nt1)(n+2)
lim —— |{g €S2 |f(9) =0 > }| = 1 ; =0
H%SZM{g 1(9) =01 2 e}| = lim sy

olup {S2} Folner dizisi igin st — lim f(g) = 0 , fakat {S}} Folner dizisi igin

(n+1)(n+2)

JL%@;{gesl-m ) =0l 2 e} = lim gt s # 0

dir.

Teorem 6.2.4 0 < o < [ < 1 olmak iizere o ve [ pozitif reel sayilar ve S C G olsun.
Bu takdirde S*(G) < SA(Q) dir.

ispat. 0 < a < 8 <1 olsun. Bu durumda |S,|* < |S,|” olacagmdan her n € N i¢in

1 1
Wg S olur. Buna gore
|S|5|{g€S If()—8|>6}|<|5| {g € Sn:f(g) = sl = e}
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olup n — oo i¢in limit alinirsa

lim 1|5|{g€ H|f(g) = sl z e}| < lim {g €5, : |f(g) —s| > e}

1
n—00 | ” o0 |Sn|a

elde edilir. Buradan f € w(G) fonksiyonu G deki {5, } Folner dizisi i¢in s ye 5. dereceden
istatistiksel yakinsaktir.

Yukaridaki teoremde 8 = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.2.5 0 < o < 1 olmak iizere a pozitif bir say1 ve S C G olsun. Bu takdirde
S*(G) < S(G) dir.

Sonug 6.2.6 S%(G) = S?(G) olmasi icin gerek ve yeter sart o = 3 olmasidir.
6.3 Folner Dizilerinin «. Dereceden Kuvvetli p—Cesaro Toplanabilirligi

Bu kisimda Folner dizlerinin . dereceden kuvvetli p—toplanabilirligini tanimlayacak

iligkin bagintilar1 verecegiz.

Tanim 6.3.1 G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak iizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup, a € (0,1] ve 0 < p < 0o olsun,

hm|S| > 1flg)—sfF=0

geSn
ise f € w(@) fonksiyonuna G deki {S,} Folner dizisi i¢in s ye «. dereceden kuvvetli

p—toplanabilirdir denir. Tiim kuvvetli p—Cesaro toplanabilir f fonksiyonlarmin kiimesi

(67

2(G) ile gosterilecektir.

w

Teorem 6.3.2 0 < o < 8 < 1 olmak iizere o ve [ pozitif real sayilar, p bir pozitif reel
say1 ve S C G olsun. Bu takdirde w?(G) < w?(G) dir.

Ispat. f € ws(G) olsun ve 0 < @ < B < 1 verilsin, p € R* olmak tizere

geSn geS

yazabiliriz. Bu da w%(G) < w?(G) oldugunu verir.

Yukaridaki teoremde 8 = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 6.3.3 0 < o < 1 olmak iizere a pozitif bir say1 ve S C G olsun. Bu takdirde
W (G) < wy(G) dir.

Teorem 6.3.40 < a <1,0<p<g<ooveS C G olsun. Budurumdaw§ (G) < wg(G)
dir.

6.4 Folner Dizilerinin a. Dereceden Kuvvetli p—Cesaro Toplanabilirligi ve «.

Derceden Istatistiksel Yakinsakhigi Arasindaki Iligki

Bu boliimde Folner dizilerinin «. derceden istatistiksel yakinsaklhigi ve kuvvetli p-

Cesaro yakinsakligl arasindaki iligkiyi verecegiz.

Teorem 6.4.1 f € w(G), p pozitif bir say1 olsun ve 0 < a < 1 olsun. Bu takdirde f
fonksiyonu {S,} Folner dizisi i¢in s ye «. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise

f fonksiyonu s ye (5. dereceden istatistiksel yakinsaktir.
Ispat: Herhangi birf € w(G) icin € > 0 verilsin. Bu takdirde

Y 1f9) = s = 1{g € Su:|f(9) —s| = e}|e”

gESnh
yazilabilir, boylece
1 » 1 »
S > Iflg) = sl = LRGN ESIE
" gESnH n
1 p
> W|{965n2|f(g)—8| > ctle

s ye a. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise f, s ye «a. dereceden istatistiksel

yakinsaktir.
Yukaridaki teoremde 8 = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.4.2 f € w(G), p pozitif bir say1 olsun ve 0 < a < 1 olsun. Bu takdirde f
fonksiyonu {S,} Folner dizisi i¢in s ye . dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise

f fonksiyonu s ye «. dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Bu sonugta ov = 1 alimirsa Nuray ve Rhoades [11] tarafindan verilen agagidaki sonug

elde edilir.
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Sonug 6.4.3 f € w(G) ve p pozitif bir say1 olsun olsun. Bu takdirde f fonksiyonu {5, }
Folner dizisi i¢in s ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise f fonksiyonu s ye istatistiksel

yakinsaktir.
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