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TEŞEKKÜR

Bu çal¬̧smam¬n haz¬rlanmas¬ sürecinde daima yan¬mda olan her konuda yard¬mlar¬n¬

esirgemeyen, bilgi ve tecrübelerinden her zaman yararland¬¼g¬m, sayg¬de¼ger hocam Prof.
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ÖZET

FOLNER D·IZ·ILER·IN·IN ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLI¼GI

Beş bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n ilk bölümünde temel tan¬m ve teoremler ver-

ilmi̧stir.

·Ikinci bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ve baz¬ içerme teoremleri incelen-

mi̧stir.

Üçüncü bölümde Folner dizilerinin kavram¬, Folner dizilerinin istatistiksel yak¬nsak-

l¬¼g¬ incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde Folner dizilerinin asimptotik ve istatistiksel denklik kavramlar¬

incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ incelenmi̧stir.

Alt¬nc¬ bölümde Folner dizilerinin  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ incelen-

mi̧stir.

Anahtar Kelimeler: ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Cesàro toplanabilme, Folner dizisi.
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SUMMARY

FOLNER SEQUENCES OF STATISTICAL CONVERGENCE

In the …rst chapter of this thesis that consists of four chapters, we give some funda-

mental de…nitions and theorems.

In the second chapter, we give the concepts of statistical convergence and some

inclusion theorems.

In the third chapter, we give some kinds of convergence de…ned by Folner sequences

and theorems.

In the four chapter,we give asympotically and statistically equivalent functions de-

…ned.

In the …ve chapter,we give statistical convergence of order  de…ned and theorems.

In the six chapter, we give statistical convergence of order  of Folner sequences.

Keywords: Statistical convergence, Cesàro summability, Folner sequences.
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S·IMGELER L·ISTES·I

N : Do¼gal say¬lar cümlesi

C : Kompleks say¬lar cümlesi

R : Reel say¬lar cümlesi

 : C üzerinde tan¬ml¬ bütün diziler uzay¬

 () :  ’n¬n do¼gal yo¼gunlu¼gu

 : ·Istatistiksel yak¬nsak diziler uzay¬

 :  dereceden istatistiksel yak¬nsak diziler uzay¬

 : Hemen hemen her  için
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1. G·IR·IŞ

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanaca¼g¬m¬z baz¬ temel tan¬m ve teoremleri

verece¼giz.

Tan¬m 1.1.1  boş olmayan bir cümle ve  reel veya kompleks say¬lar cismi olsun.

+ :  £ ! 

¢ :  £ ! 

fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa,  cümlesine  cismi üzerinde bir vektör

(lineer) uzay¬ ad¬ verilir. Her   2  ve    2  için

1) +  =  + 

2) (+ ) +  = + ( + )

3) 8 2  için +  =  olacak şekilde bir  2  vard¬r.

4) Herbir  2  için + (¡) =  olacak şekilde bir ¡ 2  vard¬r.

5) 1 = 

6)  (+ ) = + 

7) (+ ) = + 

8)  () = () dir [1].

Tan¬m 1.1.2   cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

kk :  ! 

fonksiyonu aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, kk fonksiyonuna  üzerinde bir norm ve

(kk) ikilisine de bir normlu uzay ad¬ verilir.

1) kk ¸ 0 ( 2 )

2) kk = 0()  =  ( 2 )

3) kk = jj kk  ( 2   2 )

4) k+ k · kk 2 + kk, (  2 ) dir [1].

Bir ( kk) normlu uzay¬ tam ise, yani bu uzaydan al¬nan her Cauchy dizisi bu

uzay¬n bir noktas¬na yak¬ns¬yorsa bu normlu uzaya, Banach uzay¬ ad¬ verilir.



Kompleks terimli tüm  = (), ( = 1 2 3 ) dizilerinin cümlesini  ile göstere-

ce¼giz.  ;  = ()   = () ve  bir skaler olmak üzere

+  = ( + )

 = ()

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r.

Bu çal¬̧smada s¬k s¬k kullanaca¼g¬m¬z

1 =

½
 = () : sup


jj 1

¾

s¬n¬rl¬,

 =
n
 = () : lim


 mevcut

o

yak¬nsak ve

0 =
n
 = () : lim


 = 0

o

s¬f¬r dizilerinin uzay¬

kk = sup

jj (1.1)

normu ile birer Banach uzay¬d¬r.

Teorem 1.1.3 Bir  Banach uzay¬n¬n bir  alt uzay¬n¬n tam olmas¬ için gerek ve yeter

şart  ’ nin  ’ de kapal¬ olmas¬d¬r [1].

Teorem 1.1.4 ( ) bir metrik uzay,  ½  ve  M’ nin kapan¬̧s¬n¬ göstersin. Bu

durumda  2  olmas¬ için gerek ve yeter şart  !  olacak şekilde  ’ de bir ()

dizisinin mevcut olmas¬d¬r [1].

Tan¬m 1.1.5  6= ® bir küme ve :  £  ! R fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬

sa¼gl¬yorsa  ye  üzerinde bir metrik ( ) ye de bir metrik uzay denir.

(M1)  reel de¼gerli, sonlu ve negatif olmayan,

(M2) ( ) = 0,  = 

(M3) ( ) = () (simetri),

(M4) ( ) · ( ) + ( ) (üçgen eşitsizli¼gi) olacak şekilde tan¬mlanan bir

fonksiyon olmak üzere, bir ( ) çifti olarak tan¬mlan¬r.[1]
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Tan¬m 1.1.6 () bir metrik uzay,  2  ve  pozitif bir reel say¬ olsun. 

merkezli  yar¬çapl¬ bir aç¬k yuvar,  ’ in ’ e uzakl¬klar¬  ’den daha küçük olan

bütün noktalar¬ndan meydana gelen

 ( ) = f 2  :  ( )  g

alt kümesi olarak tan¬mlan¬r [1].

Tan¬m 1.1.7 ( ) bir metrik uzay,  2  ve  pozitif bir reel say¬ olsun.  merkezli

 yar¬çapl¬ bir kapal¬ yuvar,  ’in  ’e uzakl¬klar¬  ’den daha küçük ya da eşit olan

bütün noktalar¬ndan meydana gelen

 [ ] = f 2  :  ( ) · g

[1].

Tan¬m 1.1.8 Bir  metrik uzay¬ ve bunun bir  altcümlesini gözönüne alal¬m. E¼ger

 cümlesi her bir noktas¬n¬n etraf¬nda bir yuvar içeriyorsa  cümlesine aç¬kt¬r denir.

  cümlesinin bir alt cümlesi olsun. E¼ger,  cümlesinin  ’deki tümleyeni, yani

 =  ¡ 

aç¬k ise  cümlesine kapal¬d¬r denir [1].

Tan¬m 1.1.9  bir metrik uzay ve ,  ’in bir alt cümlesi olsun.  ’ in ’ y¬ içeren

kapal¬ cümlelerinin en küçü¼güne ’ n¬n kapan¬̧s¬ denir ve  ile gösterilir [1].

Tan¬m 1.1.10 Bir  metrik uzay¬n¬n bir  alt cümlesi verildi¼ginde  =  ise, 

cümlesine  ’ de yo¼gundur denir. E¼ger uzay¬ ’ de yo¼gun, say¬labilir bir alt cümleye

sahipse ayr¬labilirdir denir [1].

Tan¬m 1.1.11 Bir ( ) metrik uzay¬nda bir () dizisi göz önüne alal¬m. E¼ger her

  0 say¬s¬na karş¬l¬k, her    için

 ( )  

olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ bulunabiliyorsa, () dizisine bir Cauchy dizisi

denir [1].
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Tan¬m 1.1.12 Bir ( ) bir metrik uzay,  2  ve   nin bir alt kümesi olsun.

E¼ger her   0 için

f (; ) n fgg \  6= ;

oluyorsa  2  noktas¬na  nin bir y¬¼g¬lma (accumulation, cluster) noktas¬ denir [1].

Tan¬m 1.1.13 Z in boştan farkl¬ alt kümelerinin bir dizisi F = fg1=1 olsun. Her

 2 Z için

lim
!1

j \ ( + )j
jj

= 1

ise F dizisine Folner dizisi denir [11].

Tan¬m 1.1.14 (Sa¼g-Sol K¬saltma Özelli¼gi) ( ¤) bir grup ise 8    2  için

aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

)  ¤  =  ¤ ,  =  ve

)  ¤  =  ¤ ,  =  dir [15].

Tan¬m 1.1.15  boş olmayan bir küme ve ¤,  üzerinde tan¬ml¬ bir ikili i̧slem olsun.

( ¤) yap¬s¬  üzerinde ¤ i̧slemi birleşme özelli¼gine sahip ise buna yar¬-grup denir [15].

Tan¬m 1.1.16  boş olmayan bir küme ve ¤ ,  de bir ikili i̧slem olsun. ( ¤) cebirsel

yap¬s¬na aşa¼g¬daki aksiyomlar¬ sa¼gl¬yorsa bir grup denir.

1) ¤ ,  de bir ikili i̧slemdir.

2) 8    2  için  ¤ ( ¤ ) = ( ¤ ) ¤  (Birleşme Özelli¼gi).

3) 8  2  için  ¤  =  ¤  =  olacak şekilde 9  2  vard¬r. (Birim Eleman).

4) 8  2  için ¤¡1 = ¡1 ¤ =  olacak şekilde 9 ¡1 2  vard¬r. ( Ters Eleman

Özelli¼gi) [15].

Tan¬m 1.1.17 ¡ bir grup, her  2 ¡ ve  2 1(¡) için () = ( ) kural¬ alt¬ndaki

 ye amenable denir [17].
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2. ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ Fast [2] taraf¬ndan k¬sa bir not olarak verildi. Schoen-

berg [3] istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ toplanabilme metodu olarak inceledi ve istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬n baz¬ temel özelliklerini verdi. Her iki matematikçi de s¬n¬rl¬, istatistiksel

yak¬nsak bir dizinin Cesàro toplanabilir oldu¼gunu ifade ettiler. Daha sonra istatistiksel

yak¬nsakl¬k Buck [4], Connor [5], Šalàt [6], Fridy [7], Nuray ve Rhoades[12], Fridy[13]

ve Orhan[14] taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬.

2.1 Do¼gal Yo¼gunluk ve ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bir  ½ N olmak üzere  2 N cümlesine ait bir  say¬s¬na eşit ya da ’ den daha

küçük olan bütün pozitif tamsay¬lar¬n say¬s¬ () ile gösterilsin. Örne¼gin bir  cümlesi

2 4 6. . . çift tamsay¬lar¬ndan oluşuyorsa (1) = 0 (2) = 1 (6) = 3 (7) = 3

(152) = 3    d¬r. Gerçekten  ¸ 0 ise () =
£¯̄


2

¯̄¤
dir. Di¼ger taraftan  2 N

olmak üzere  = ()1=1 cümlesi için () =  ’ dir.

Tan¬m 2.1.1 Bir  cümlesinin asimptotik yo¼gunlu¼gu

1() = lim inf
!1

 ()



olarak tan¬mlan¬r. (()) dizisi bir limite sahip ise  cümlesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

() = lim
!1

 ()



şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger () = 0 ise  cümlesine s¬f¬r yo¼gunluklu cümle denir [7].

Teorem 2.1.2 Her bir  için  2 N ve () ! +1 olmak üzere,  = () ise bu

taktirde;

1() = lim inf
!1





d¬r. E¼ger () mevcut ise,

() = lim
!1





d¬r [8].

·Ispat.
³




´
dizisi

³
()


´
dizisinin bir alt dizisidir. Buradan

lim inf
 ()


· lim inf







elde edilir. E¼ger   ¸ 1 olacak şekilde bir tamsay¬ ve ,  cümlesindeki ’ den

büyük en küçük tamsay¬ ise bu taktirde ¡1 ·  ·  ve




¡  ()


=




¡  ¡ 1







¡  ¡ 1


=

1



elde edilir. Böylece,



¡  ()


! 0 (!1 için)

olur.

Tan¬m 2.1.3 E¼ger  = () dizisinin terimleri s¬f¬r yo¼gunluklu bir cümle hariç di¼ger

bütün ’ lar için bir  özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, () dizisi hemen hemen her  için 

özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve “” şeklinde gösterilir [7].

S¬f¬r yo¼gunluklu cümle tan¬m¬ndan esinlenilerek istatistiksel yak¬nsak dizi tan¬m¬

aşa¼g¬daki şekilde verilir.

Tan¬m 2.1.4  = () kompleks say¬lar¬n bir dizisi olsun. E¼ger her   0 için, küme

sembolü d¬̧s¬ndaki dikey çizgiler kümenin eleman say¬s¬n¬ göstermek üzere

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0 (2.1)

yani . için j ¡ j   ise  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir.  = () dizisinin ’ ye istatistiksel yak¬nsak olmas¬ halinde  ¡  =  veya

 ¡!  () yaz¬l¬r [7].

·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬  ile gösterilir.  = 0 olmas¬ halinde 0, yani

s¬f¬ra istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬ elde edilir. Buna göre

 =

8
<
:

 = () : lim!1
1

jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

her   0 ve enaz bir  için

9
=
;

dir. Aç¬kça görülebilece¼gi gibi yak¬nsak her dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Bunu göster-

mek için  !  alal¬m. Bu durumda her   0 için   0 iken j ¡ j   olacak

şekilde bir 0 2 N vard¬r. Demek ki ancak  · 0 için j ¡ j ¸  olur. Halbuki

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj · lim

!1

1


0 = 0

d¬r. Fakat bu iddian¬n tersi do¼gru de¼gildir, yani istatistiksel yak¬nsak her dizi yak¬nsak

de¼gildir. Gerçekten

 =

8
<
:

p
  = 2 ( = 1 2 3 )

1  6= 2
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şeklinde tan¬mlanan  = () dizisi için  ¡  = 1 dir, ancak  2 1 ve bu ne-

denle () dizisi yak¬nsak de¼gildir. S¬n¬rl¬ bir dizi de istatistiksel yak¬nsak olmayabilir.

Gerçekten

 = (1 0 1 0 1 0 )

dizisi s¬n¬rl¬d¬r ancak istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Bir dizi istatistiksel yak¬nsak ise istatistiksel limiti tektir, yani  ¡  = 1,

 ¡  = 2 ise 1 = 2 dir.

Teorem 2.1.5  = ()  = () 2  ve  2 R olsun. Bu durumda

)  ¡  = 1 ise  ¡ () = 1

)  ¡  = 1  ¡  = 2 ise  ¡ (+ ) = 1 + 2 dir [7].

()¡ () den istatistiksel yak¬nsak diziler uzay¬n¬n lineer uzay oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Tan¬m 2.1.6   0 olsun.  için j ¡  j   olacak şekilde bir  =  () do¼gal

say¬s¬ varsa, yani

lim
!1

1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

ise  = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [7].

Teorem 2.1.7 Bir  = () dizisi istatistiksel yak¬nsak ise ayn¬ zamanda istatistiksel

Cauchy dizisidir [7].

·Ispat.  ¡  =  ve   0 olsun. Bu durumda,  için j ¡ j  
2
dir.

E¼ger  , j ¡ j  
2
olacak şekilde seçilirse,

j ¡  j = j ¡  + ¡  j · j ¡ j+ j ¡ j  

2
+



2
= 

(için) elde edilir.
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2.2 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Kuvvetli Cesàro Toplanabilirlik

Bu k¬s¬mda, kuvvetli Cesàro toplanabilme ile istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski

incelenecektir.

Tan¬m 2.2.1  = () kompleks say¬lar¬n bir dizisi olsun. E¼ger

lim
1



X

=1

 = 

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa,  dizisi ’ ye Cesàro toplanabilirdir denir. Cesàro

toplanabilir dizilerin cümlesi 1 ile gösterilecektir. Buna göre

1 =

(
 = () : lim

1



X

=1

( ¡ ) = 0 en az bir  için

)

dir. E¼ger  dizisi ’ ye Cesàro toplanabilir ise bu 1¡ lim =  yaz¬larak gösterilir [9].

Teorem 2.2.2  = () dizisi ’ ye yak¬nsak ise () dizisi ’ ye 1 yak¬nsakt¬r [9].

·Ispat.  = () dizisi ’ ye yak¬nsak olsun. Verilen herhangi bir   0 say¬s¬ için

  1 olunca j ¡ j  
2
olacak şekilde pozitif bir 1 tamsay¬s¬ mevcuttur. Şimdi;

¯̄
¯̄
¯
1



X

=1

 ¡ 

¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄1 + + 


¡ 

¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄1 + +  ¡ 



¯̄
¯̄

·
¯̄
¯̄(1 ¡ ) + + (1 ¡ )



¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄(1+1 ¡ ) + + ( ¡ )



¯̄
¯̄

· j1 ¡ j+ + j1 ¡ j


+

¯̄

1+1
¡ 

¯̄
+ + j ¡ j


yaz¬labilir.  =  fj1 ¡ j   j1 ¡ jg al¬n¬rsa,   1 için
¯̄
¯̄1 + +  ¡ 



¯̄
¯̄ · 1


+

(¡1) 

2

elde edilir. 8   2 için 1

 

21
olacak şekilde 2 bulabiliriz. Bu durumda   2

için ¯̄
¯̄1 + +  ¡ 



¯̄
¯̄ · 

2
+

( ¡1) 

2

8



olur. Ayr¬ca ¡1


 1 oldu¼gundan  =  f1 2g al¬n¬rsa her    için

¯̄
¯̄
¯
1



X

=1

 ¡ 

¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄1 + + 


¡ 

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄1 + +  ¡ 



¯̄
¯̄  

2
+



2
= 

bulunur. Bu da ispat¬ tamamlar.

Bu teoremin tersi do¼gru de¼gildir, yani 1 yak¬nsak bir dizi yak¬nsak olmayabilir.

Gerçekten () = (1 + (¡1)) dizisi için 1 ¡ lim = 1 dir [9]. Ancak bu dizi yak¬nsak

de¼gildir.

Tan¬m 2.2.3  = () kompleks terimli bir dizi ve   0 reel bir say¬ olsun. E¼ger

lim
1



X

=1

j ¡ j = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  dizisi ’ ye kuvvetli p-Cesàro toplanabilirdir denir.

Bu durumda ¡ lim =  yaz¬l¬r. Kuvvetli -Cesàro yak¬nsak dizilerin cümlesi  ile

gösterilecektir [10]. Yani

 =

(
 = () : lim

1



X

=1

j ¡ j = 0 en az bir  için

)

dir.

Teorem 2.2.4 0    1 olsun. Bu taktirde

) Bir  say¬s¬na kuvvetli -Cesàro yak¬nsak olan bir dizi  say¬s¬na ayn¬ zamanda

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

) Bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olan s¬n¬rl¬ bir dizi  say¬s¬na ayn¬ za-

manda kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r [10].

·Ispat.

)  2  ve lim 1


X

=1

j ¡ j = 0 olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir   0

için

1



X

=1

j ¡ j =
1



X

1··
j¡j

j ¡ j + 1



X

1··
j¡j¸

j ¡ j

¸ 1


 jf ·  : j ¡ j ¸ gj

9



yaz¬labilir. Burada !1 için limit al¬n¬rsa lim 1


X

=1

j ¡ j = 0 olmas¬

lim
1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olmas¬n¬ gerektirir, bir başka ifadeyle  ¡ lim =  olmas¬  ¡  =  oldu¼gu

sonucunu verir.

) S¬n¬rl¬ bir  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun ve  = kk1+

diyelim.  ¸ 0 verilsin.  say¬s¬n¬ her    için

1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ j ¸

³
2

´ 1


¾¯̄
¯̄  

2

olacak şekilde seçelim ve

 =

½
 ·  : j ¡ j ¸

³
2

´ 1


¾

olarak tan¬mlayal¬m. Bu taktirde her    için

1



X

=1

j ¡ j =
1



0
BB@
X

·
2

j ¡ j +
X

·
2

j ¡ j

1
CCA


1



³ 

2
 + 



2

´
· 

2
+



2
= 

elde edilir. Buradan  = () dizisinin  say¬s¬na kuvvetli -Cesàro yak¬nsak oldu¼gu

sonucu ç¬kar.
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3. FOLNER D·IZ·ILER·I

3.1. Folner Dizilerinin ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu bölümde Folner dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬ verece¼giz.

Tan¬m 3.1.1 , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun. Tüm   0 ve  2  için j()¡ j   olacak şekilde her   0

için bir 0 2 N var ise  fonksiyonu  ye yak¬nsakt¬r denir [11].

Tan¬m 3.1.2  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun. Tüm   0 ve   2  için j ()¡ ()j   olacak şekilde her

  0 için bir 0 2 N var ise  2 () fonksiyonuna tüm  ler için fg Folner dizisinin

Cauchy dizisi denir [11].

Tan¬m 3.1.3  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun.

lim
!1

1

jj
X



j()¡ j = 0

ise  fonksiyonu  ye kuvvettli toplanabilirdir denir [11].

Tan¬m 3.1.4  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glamak üzere bir diskret say¬labilir

amenable yar¬ grup ve 0   1 olsun.

lim
!1

1

jj
X



j ()¡ j = 0

ise  2 () fonksiyonu  ye kuvvetli ¡toplanabilirdir denir [11].Tüm kuvvetli ¡toplanabilir

 fonksiyonlar¬n¬n kümesi () ile gösterilecektir.

Tan¬m 3.1.5  ½  nin üst ve alt Folner yo¼gunluklar¬, s¬ras¬ ile

() = lim sup
!1

1

jj
jf 2  :  2 gj

ve

() = lim inf
!1

1

jj
jf 2  :  2 gj

tan¬mlan¬r.



E¼ger () = () ise

() = lim
!1

1

jj
jf 2  :  2 gj 

 nin Folner yo¼gunlu¼gu olarak adland¬r¬l¬r [11].

 = N alal¬m.  = f0 1 2  ¡ 1g ve  ondal¬k aç¬l¬mda tam k¬sm¬ 1 olan

pozitif tamsay¬lar¬n kümesi olsun. () = 1
9
ve () = 5

9
oldu¼gundan  kümesinin fg

Folner dizisine göre Folner yo¼gunlu¼gu yoktur. Özel olarak biz Folner yo¼gunlu¼gu s¬f¬r

olan kümelerle ilgilenece¼giz. Bir  fonksiyonu ve  () Folner yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan bir

küme haricinde tüm  ler için sa¼glan¬yorsa () hemen hemen her  için  özelli¼gini

sa¼gl¬yor denir ve "" ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.6  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun. Her   0 için

lim
!1

1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj = 0

ise  2 () fonksiyonu  ye istatistiksel yak¬nsakt¬r denir [11]. Tüm istatistiksel

yak¬nsak fonksiyonlar¬n kümesi () ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.7  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun. Her   0 ve  ¸ 0 için

lim
!1

1

jj
jf 2  : j()¡  ()j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  2  n  say¬s¬ var ise yani yani  için j ()¡  ()j   ise

 2 () fonksiyonu istatistiksel Cauchy fonksiyonu denir [11].

Teorem 3.1.8 Aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

)  2 () istatistiksel yak¬nsak bir fonksiyondur,

)  2 () istatistiksel Cauchy fonksiyonudur,

)  2 () için () = () olacak şekilde  için yak¬nsak bir  fonksiyonu

vard¬r [11].

·Ispat : ) yi kullanarak ) yi ispatlayal¬m. Kabul edelim ki ¡ lim  () =  ve   0

olsun. O halde  için j ()¡ j  
2
ve e¼ger j (0)¡ j  

2
olacak şekilde bir 
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vard¬r. Buradan

j()¡ (0)j  j()¡ j+ j(0)¡ j




2
+



2

= 

dir. Dolay¬s¬yla  istatistiksel Cauchy fonksiyonudur.

Kabul edelim ki ) do¼gru olsun 1 fonksiyonu  = [(1) ¡ 1  (1) + 1] aral¬¼g¬ "

hemen hemen tüm  " leri için  fonksiyonunu içerecek şekilde seçilmi̧s olsun. Şimdi

de 2 fonksiyonunu ¶= [(2) ¡ 1
2
 (2) +

1
2
] aral¬¼g¬ " hemen hemen tüm  " leri için

 fonksiyonunu içerecek şekilde seçelim. 1 =  \  aral¬¼g¬n¬n " hemen hemen tüm "

için  fonksiyonunu içerdi¼gini iddia ediyoruz. Çünkü

©
 : () 2  \ ¶

ª
= f : () 2 g [

©
 : () 2 ¶

ª


oldu¼gundan dolay¬

lim
!1

1

jj
©
 : () 2  \ ¶

ª
= lim

!1

1

jj
f : () 2 g

+ lim
!1

1

jj
©
 : () 2 ¶

ª

= 0

d¬r.

Bundan dolay¬ 1 aral¬¼g¬, uzunlu¼gu 1 veya 1 den küçük olan ve  için () yi

kapsayan kapal¬ bir aral¬kt¬r. ·I̧sleme ¶¶= [(3)¡ 1
4
 (3) +

1
4
] aral¬¼g¬  için () yi

kapsayacak şekilde devam edelim. Bu durumda 2 = 1 \ ¶¶ aral¬¼g¬  için () yi

kapsayan ve boyu 1
2
den küçük veya eşit olan kapal¬ aral¬kt¬r. Bu şekilde devam ederek

her  2 N için kapal¬ aral¬klar¬n +1 ½  olacak şekilde bir () dizisi oļsturabiliriz.

Bu durumda  nin boyu 21¡ den daha büyük de¼gildir ve  için () 2  dir. ·Iç

içe aral¬klar teoreminden dolay¬ en az bir  =
1
\

=1
 say¬s¬ vard¬r.  için () 2 

gerçe¼gini kullanarak  nin 1 ½ 2 ½ 3 ½  olacak şekilde bir fg alt dizisini

bulabiliriz.
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Bu durumda  2  olmak üzere

lim
!1

1

jj
jf 2  : () 2 gj  1 (3.1)

d¬r.

Şimdi de  2  olmak üzere  2 +1 iken () 2  olmak üzere () nin

terimlerinden oluşan bir () fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Ayr¬ca () fonksiyonunu

() =

8
<
:

  () = () ise

()  di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlayal¬m.

Bu taktirde   1

 0 ve  2 için lim () =  d¬r. O zaman ya () = ()

(bunu anlam¬ () = ) veya () = () 2  ve j()¡ j ·  nin boyu· 2¡1

dir. Biz " hemen hemen tüm " ler için () = () oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunu

do¼grulamak için  2 +1 ise

f 2  : () 6= ()g µ f 2  : () 2 g

dir.

(3.1) den

1

jj
jf 2  : () 6= ()gj = 1

jj
jf 2  :  () 2 gj 

1



yazabiliriz. Böylece !1 iken limit s¬f¬rd¬r ve  için () = () dir.

Son olarak () sa¼glans¬n,  için () =  () ve lim () =  olsun.   0

verilsin, her  2 N için

f 2  : j ()¡ j ¸ g µ f 2  : () 6= ()g [ f 2  : j()¡ j ¸ g

yazabiliriz.

lim () =  oldu¼gundan son küme sabit say¬da eleman içerir. Örne¼gin  = () dir.

Bu yüzden  için () =  () dir.

lim
!1

1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj · lim

!1

1

jj
jf 2  : () 6= ()gj+ lim

!1



jj
= 0
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d¬r. Böylece ) gerçekleşmi̧s olup ispat tamamlan¬r.

 2 () nin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ Folner dizisinin özel seçimine ba¼gl¬d¬r. Bunu

bir örnek ile aç¬klayal¬m.

Örnek 3.1.9  = Z2 olsun , f1
g ve f2

g Folner dizislerini aşa¼g¬daki gibi seçelim:

©
1


ª
=
©
( ) 2 Z2 : jj ·  jj · 

ª

ve
©
2


ª
=
©
( ) 2 Z2 : jj ·  jj · 2

ª

ve

 =
©
( ) 2 Z2 :  ·  ·   = 0 1 2  ;  = 1 2 3 

ª

olmak üzere  i a̧sa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m.

 =

8
<
:

1 için ( ) 2 

0 için ( ) 2 

dir.

O halde f2
g Folner dizisi için () ye s¬f¬ra istatistiksel olarak yak¬nsar fakat f1

g

Folner serisi s¬f¬ra istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Gerçekten

lim
!1

1

j2
j
¯̄©
 2 2

 : j ()¡ 0j ¸ 
ª¯̄

= lim
!1

(+1)(+2)
2

(2+ 1)(22 + 1)
= 0

d¬r. O halde f2
g Folner dizisi için ¡ lim () = 0 d¬r.

f1
g Folner dizisi için

lim
!1

1

j1
j
¯̄©
 2 1

 : j ()¡ 0j ¸ 
ª¯̄

= lim
!1

(+1)(+2)
2

(22 + 1)
6= 0

d¬r.

Teorem 3.1.10  2 () ve  pozitif bir say¬ olsun. Bu takdirde

a)  fonksiyonu fg Folner dizisi için  ye kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise 

fonksiyonu  ye istatistiksel yak¬nsakt¬r.

b) () = () \() dir.
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·Ispat: a)  2 () olsun   0 verilsin. Bu takdirde

X

2

j()¡ j ¸ jf 2  : j()¡ j ¸ gj 

eşitsizli¼gi yaz¬labilir ve buradan  deki herhangi bir fg Folner dizisi için  2 (), 

ye kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir.

b)  deki fg Folner dizisi için  2 () ,  ye istatistiksel yak¬nsak olsun.

 2 () s¬n¬rl¬ oldu¼gundan kk1 +  =  diyebiliriz.   0 verilsin ve her   

için
1

jj

¯̄
¯̄
½
 2  : j()¡ j ¸

³
2

´ 1


¾¯̄
¯̄  

2 

seçelim ve  =
n
 2  : j ()¡ j ¸

¡

2

¢ 1


o
alal¬m. Böylece

1

jj
X

2

j()¡ j =
1

jj
X

2

j()¡ j + 1

jj
X

2

j ()¡ j


1

jj
jj 
2 

  +
1

jj


2
=



2
+



2
= 

elde edilir. Bu  nin ,  ye kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir olmas¬ demektir [11].
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4. FOLNER D·IZ·ILER·IN·IN AS·IMPTOT·IK ·ISTAT·IST·IKSEL

DENKL·I¼G·I

Marouf [19] asimptotik denk dizileri ve asimptotik regüler matrisleri tan¬mlad¬. Pat-

terson [20] bu kavram¬ istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga genelleştirdi.

4.1 Asimptotik Denklik

Tan¬m 4.1 1  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun.Her   0 ve  2  n  için

¯̄
¯̄()
()

¡ 1

¯̄
¯̄  

olacak şekilde her   0 için bir 0 2 N var ise negatif olmayan   2 () fonksiyon-

lar¬na fgFolner dizisi için asimptotik denktir denir  »  şeklinde gösterilir [17].

Tan¬m 4.1.2  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glamak üzere bir diskret say¬labilir

amenable yar¬ grup olsun. E¼ger

lim
!1

1

jj
X

2

¯̄
¯̄()
()

¡ 1

¯̄
¯̄ = 0

ise negatif olmayan   2 () fonksiyonlar¬na fgFolner dizisi için kuvvetli asimp-

totik denktirler denir  »  şeklinde gösterilir [17].

4.2 ·Istatistiksel Denklik

Tan¬m 4.2.1  , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun. E¼ger her   0 için

lim
!1

1

jj

¯̄
¯̄
½
 2  :

¯̄
¯̄()
()

¡ 1

¯̄
¯̄ ¸ 

¾¯̄
¯̄ = 0

ise negatif olmayan   2 () fonksiyonlar¬na fgFolner dizisi için istatistiksel denk-

tirler denir  »  şeklinde gösterilir [17].

Tan¬m 4.2.2  sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun.E¼ger her   0 için

lim
!1

1

jj

¯̄
¯̄
½
 2  :

¯̄
¯̄ ()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ ¸ 

¾¯̄
¯̄ = 0



ve

lim
!1

1

jj

¯̄
¯̄
½
 2  :

¯̄
¯̄ ()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ ¸ 

¾¯̄
¯̄ = 0

 ye göre düzgün ise negatif olmayan   2 () fonksiyonlar¬na fgFolner dizisi için

hemen hemen istatistiksel denktirler denir  »
a
  şeklinde gösterilir [17].

Tan¬m 4.2.3  sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glayan bir diskret say¬labilir amenable

yar¬ grup olsun. E¼ger

lim
!1

1

jj
X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ = 0

ve

lim
!1

1

jj
X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ = 0

 ye göre düzgün ise negatif olmayan   2 () fonksiyonlar¬na fg Folner dizisi

için kuvvetli hemen hemen istatistiksel denktirler denir. »
a
  şeklinde gösterilir [17].

Teorem 4.2.5 () ve () nin hemen hemen kuvvetli asimptotik denklikleri Folner

dizisinin özel seçimine ba¼gl¬ de¼gildir.

·Ispat fg Folner dizisine göre  () ve () hemen hemen kuvvetli asimptotik olarak

denk olsunlar. fg Folner dizisine göre de  () ve () nin hemen hemen kuvvetli

asimptotik olarak denk olduklar¬n¬ göstermeliyiz. fgFolner dizisine göre  () ve ()

hemen hemen kuvvetli asimptotik olarak denk oldu¼gu zaman ,

lim
!1

1

jj
X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ = 0

 ye göre düzgün eşitli¼gi yaz¬labilir. Bunun anlam¬

lim
!1

1

jj
sup
2

X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ = 0

d¬r.

fg Folner dizisini göz önüne alal¬m.  2 (0 1
4
) ve  2 N olsun. Yeterince büyük

 ler için   2     olacak şekilde 1 2 tamsay¬lar¬ vard¬r.

Böylece büyük  ler için  ¶ 
=1 _


 ve

¯̄

=1 _




¯̄
¸ max

(
(1¡ ) jj  (1¡ )

X

=1

j
 j
¯̄
 _

¯̄
)
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yaz¬labilir. Bu ise

1

jj
sup
2

X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ · 1

jj
sup
2

X

2n
=1 _




¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄

+
1

jj
sup
2

X

2
=1 _




¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄

· 1

jj
sup
2

X

2n
=1 _




¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄

+
1¯̄

 
=1 _




¯̄ sup
2

X

2
=1 _




¯̄
¯̄ ()

()
¡ 1

¯̄
¯̄

·  +
1¯̄


=1 _




¯̄ sup
2

X

2
=1 _




¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄

·  +
X

=1

j
 j sup2

X
2

¯̄
¯ ()
()

¡ 1
¯̄
¯

(1¡ )

X

=1

j
 j
¯̄
 _

¯̄

·  +
1

1¡ 
max
1··

sup2
X

2

¯̄
¯  ()
()

¡ 1
¯̄
¯

¯̄
 _

¯̄

·  +
1

1¡ 
sup
¸

sup2
X

2

¯̄
¯ ()
()

¡ 1
¯̄
¯

jj

anlam¬na gelir. Şimdi  ! 0+ ve  !1 olsun. buradan

1

jj
sup
2

X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ · 1

jj
sup
2

X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄

ve

lim
!1

1

jj
sup
2

X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ = 0

elde edilir. Bundan dolay¬

lim
!1

1

jj
X

2

¯̄
¯̄()

()
¡ 1

¯̄
¯̄ = 0

 ye göre düzgün eşitli¼gi elde edilir. Benzer durum di¼ger limit için de geçerlidir [17].

Teorem 4.2.6   2 () negatif olmayan iki fonksiyon olsun.

a)  de fg Folner dizisi için   a kuvvetli asimptotik denk ise  de fg Folner

dizisi için  fonksiyonu  fonksiyonuna istatistiksel denktir.
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b)   2 () ve  de fg Folner dizisi için   a istatistiksel ise  de fg

Folner dizisi için  fonksiyonu  fonksiyonuna kuvvetli asimptotik denktir.

·Ispat a)  de fg Folner dizisi için  s  ve   0 ise

X

2

¯̄
¯̄ ()
()

¡ 1

¯̄
¯̄ ¸

¯̄
¯̄
½
 2  :

¯̄
¯̄ ()
()

¡ 1

¯̄
¯̄ ¸ 

¾¯̄
¯̄ 

yaz¬labilir. O halde  de fg Folner dizisi için  fonksiyonu  fonksiyonuna istatistiksel

denktir.

b)   2 () ve  de fg Folner dizisi için   a istatistiksel denk olsun.

  2 () oldu¼gundan
¯̄
¯ ()()

¡ 1
¯̄
¯ ·  olacak şekilde s¬f¬r say¬s¬ vard¬r.   0 ve

 =
n
 2  :

¯̄
¯ ()()

¡ 1
¯̄
¯
o
verilmi̧s olsun. Bu taktirde

1

jj
X

2

¯̄
¯̄()
()

¡ 1

¯̄
¯̄ =

1

jj

0
@X

2

¯̄
¯̄ ()
()

¡ 1

¯̄
¯̄+

X

2n

¯̄
¯̄()
()

¡ 1

¯̄
¯̄
1
A

· 

jj

¯̄
¯̄
½
 2  :

¯̄
¯̄ ()
()

¡ 1

¯̄
¯̄ ¸ 

¾¯̄
¯̄+ 

d¬r. O halde  de fg Folner dizisi için  fonksiyonu  fonksiyonuna kuvvetli asimp-

totik denktir [17].
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5.  DERECEDEN ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

 dereceden do¼gal yo¼gunluk ve  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k Çolak [18]

taraf¬ndan tan¬mland¬. Bu bölümde k¬saca bu kavramlardan bahsedece¼giz.

5.1  Dereceden yo¼gunluk

Tan¬m 5.1.1 0   · 1 olsun. Bir  kümesinin  yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

ile tan¬mlan¬r [18]. Burada jf ·  :  2 gj   ’nin  ’den büyük olmayan eleman-

lar¬n¬n say¬s¬n¬ göstermektedir.

E¼ger  = (),  ’ya göre s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme hariç di¼ger bütün  ’lar için

bir  () özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, o zaman bu dizi  ’ya göre hemen hemen her  için P

özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve h.h.k () şeklinde gösterilir.

N ’nin sonlu her altkümesinin ¡yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r ve  () = 1¡  () eşitli¼gi

0    1 için genelde do¼gru de¼gildir. Bu eşitlik sadece  = 1 için sa¼glan¬r [18].

Teorem 5.1.2  µ N herhangi bir küme olsun. Bu durumda e¼ger 0   ·  · 1 ise

 () ·  () dir.

·Ispat. 0   ·  · 1 olsun. Bu durumda  ·  olaca¼g¬ndan her  2 N için 1

· 1



olur. Buna göre
1


jf ·  :  2 gj · 1


jf ·  :  2 gj

olup bu eşitsizlikte !1 için limit al¬n¬rsa  () ·  () elde edilir [18].

Buna göre 0   ·  · 1 için e¼ger  kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise ¡yo¼gunlu¼gu

da s¬f¬rd¬r. E¼ger 0   · 1 şart¬n¬ sa¼glayan en az bir  için  kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu

s¬f¬r ise,  ’nin do¼gal yo¼gunlu¼gu da s¬f¬r olur.

Tan¬m 5.1.3  = () 2  ve 0   · 1 verilsin. E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa, o zaman () dizisi  ’ye  dereceden

istatistiksel yak¬nsakt¬r diyece¼giz. () dizisinin  ’ye  dereceden istatistiksel yak¬nsak



olmas¬ halinde bunu  ¡ lim =  yazarak gösterece¼giz.  dereceden istatistiksel

yak¬nsak bütün dizilerin kümesi  ile gösterilecektir [18].


0 ,  dereceden s¬f¬ra istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini gösterecektir.

Her  2 (0 1] için 
0 ½  oldu¼gu aç¬kt¬r.  dereceden istatiksel yak¬nsakl¬k  = 1

için istatistiksel yak¬nsakl¬k ile ayn¬d¬r.  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k 0   · 1

için iyi tan¬ml¬, ancak   1 için iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bunu göstermek için

 =

8
<
:

1  = 2

¡1  6= 2
 = 1 2 3 

şeklinde tan¬mlanan  = () dizisini gözönüne alal¬m. Buna göre   1 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ 1j ¸ gj · lim

!1



2
= 0

ve

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ (¡1)j ¸ gj · lim

!1



2
= 0

sa¼glanaca¼g¬ndan  = () dizisi hem 1 ’e ve hem de ¡1 ’e  dereceden istatistiksel

yak¬nsak, yani  = () dizisi hem 1’e ve hem de ¡1’e  dereceden istatistiksel yak¬nsak

olur ki bu mümkün de¼gildir.

Teorem 5.1.4 0   · 1 ve  = (),  = () birer kompleks say¬ dizileri olsunlar.

) E¼ger  ¡ lim = 0 ve  2 C ise o zaman  ¡ lim  = 0 ’d¬r.

) E¼ger ¡ lim = 0 ve ¡ lim  = 0 ise o zaman ¡ lim(+) = 0+0

’d¬r.

·Ispat.

)  = 0 için ispat aç¬kt¬r.  6= 0 olsun. O zaman

1


jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj = 1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ 0j ¸



jj

¾¯̄
¯̄

eşitsizli¼ginden ) ve

1


jf ·  : j( + )¡ (0 + 0)j ¸ gj

· 1



¯̄
¯
n
 ·  : j ¡ 0j ¸



2

o¯̄
¯+ 1



¯̄
¯
n
 ·  : j ¡ 0j ¸



2

o¯̄
¯

eşitsizli¼ginden ) yi elde ederiz [18].
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Yak¬nsak her dizinin . dereceden istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

Yani 0   · 1 için  ½  ’d¬r. Ancak tersi daima do¼gru de¼gildir. Örne¼gin  = ()

dizisi

 =

8
<
:

1  = 2

0  6= 2
(5.1)

olacak şekilde tan¬mlans¬n. O zaman

() = (1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 )

olur. Buradan
1


jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj · 1



¡
2
p
+ 1

¢

elde edilir. Bu da 1
2
  · 1 için  ¡ lim = 0 ancak  = () dizisi yak¬nsak de¼gil,

demektir. [18]

Tan¬m 5.1.5 0   · 1 ve  2 R+ olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

=1

j ¡ j = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa, o zaman  = () dizisi  dereceden kuvvetli

-Cesàro toplanabilirdir denir.  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilirlik,  =

1 için, kuvvetli -Cesàro toplanabilirli¼ge indirgenir. . dereceden kuvvetli -Cesàro

toplanabilir dizilerin uzay¬ 
 ile gösterilir, yani


 =

(
 = () : lim

!1

1



X

=1

j ¡ j = 0 en az bir  için

)

dir. 0 ’a . dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir dizilerin uzay¬ ise 
 ile gösterile-

cektir [18].

5.2 Temel Sonuçlar

Teorem 5.2.1 0   ·  · 1 olsun. Bu durumda  µ  ve    eşitsizli¼gini

sa¼glayan   2 [0 1]’lar için bu kapsama kesindir.

·Ispat. 0   ·  · 1 ve  2  olsun. O zaman her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj · lim

!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj
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olur ve bu  µ  oldu¼gunu verir. Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu göstermek için

 =

8
<
:

1  = 3 ise

0  6= 3 ise
(5.2)

şeklinde tan¬mlanan  = () dizisini alal¬m. Bu durumda ve buradan,

1


jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj · 1


¡
2
£

3
p

¤
+ 1
¢

elde edilir. Bu durumda 1
3
  · 1 için  ¡ lim = 0 yani  2  ancak

1


jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj ¸ 1


¡
2
£

3
p

¤
¡ 1
¢

olmas¬ nedeniyle 0    1
3
için 1


(2 [ 3
p
]¡ 1)!1 (!1) olur ki, buradan  2 

elde edilir. Bu da isteneni verir [18].

E¼ger Teorem 5.2.1 ’de  = 1 al¬rsak, aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 5.2.2 E¼ger 0   · 1 için bir dizi  say¬s¬na  dereceden istatistiksel yak¬nsak

ise, o zaman bu dizi  ’ye istatistiksel yak¬nsakt¬r, yani  µ  ’dir. [18].

Teorem 5.2.1 ’den aşa¼g¬daki sonuçlar¬ elde edebiliriz.

Sonuç 5.2.3

)  =  olmas¬ için gerek ve yeter şart  =  olmas¬d¬r.

)  =  olmas¬ için gerek ve yeter şart  = 1 olmas¬d¬r [18].

Aşa¼g¬daki teoremin ispat¬ tan¬mdan aç¬kt¬r. Bu yüzden teoremi ispats¬z olarak veriy-

oruz.

Teorem 5.2.4 0    1 ve  = () dizisi  ’ye  dereceden istatistiksel yak¬nsak

olsun. Bu durumda lim  =  olacak şekilde  = () dizisinin bir  = () alt dizisi

vard¬r [18].

Teorem 5.2.5 0   ·  · 1 ve  bir pozitif reel say¬ olsun. Bu durumda 
 µ 



’dir ve kapsama kesindir.

·Ispat.  = () 2 
 olsun ve 0   ·  · 1 verilsin.  2 R+ olmak üzere

1



X

=1

j ¡ j · 1



X

=1

j ¡ j
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yazabiliriz. Bu da 
 µ 

 oldu¼gunu verir.

Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu göstermek için  = () dizisi (5.2) ’deki gibi tan¬m-

lans¬n. Bu durumda
1



X

=1

j ¡ 0j · 2 3
p



=

2

¡
1
3

yaz¬labilir. 1
3
  · 1 için  ! 1 iken 1

¡
1
3
! 0 oldu¼gundan 

 ¡ lim = 0 yani

 2 
 olur, ancak 0    1

3
için

2 3
p
¡ 1


· 1



X

=1

j ¡ 0j

ve !1 iken 2 3p

!1 oldu¼gundan  2 

 elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar [18].

Aşa¼g¬daki sonuç Teorem 5.2.5 ’in bir sonucudur.

Sonuç 5.2.6 0   ·  · 1 ve  2 R+ olsun. Bu durumda

) 
 = 

 olmas¬ için gerek ve yeter şart  =  olmas¬d¬r.

) Her  2 (0 1] ve 0   1 için 
 µ  ’dir [18].

Teorem 5.2.7 0   · 1 ve 0     1 olsun. Bu durumda 
 µ 

 olur [18].

Teorem 5.2.8 0   ·  · 1 ve 0    1 olsun. E¼ger bir dizi  say¬s¬na .

dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir ise bu durumda  ’ye . dereceden istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

·Ispat. Herhangi bir  = () dizisi ve   0 için,

X

=1

j ¡ j ¸ jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

ve buradan

1



X

=1

j ¡ j ¸ 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

¸ 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar.

E¼ger Teorem 5.2.8 de  =  al¬rsak aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz [18].
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Sonuç 5.2.9 0   · 1 ve 0    1 olsun. Bir dizi  ’ye . dereceden kuvvetli

-Cesàro toplanabilir ise bu durumda  ’ye . dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Bu sonuçta  = 1 al¬n¬rsa bilinen “ ’ye kuvvetli -Cesàro toplanabilir olan bir dizi

 ’ye istatistiksel yak¬nsakt¬r” sonucu elde edilir. Ayr¬ca biliyoruz ki  ’ye istatistiksel

yak¬nsak olan s¬n¬rl¬ bir dizi  ’ye kuvvetli -Cesàro toplanabilirdir [18].
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6.FOLNER D·IZ·ILER·IN·IN  DERECEDEN ·ISTAT·IST·IKSEL

YAKINSAKLI¼GI VE  DERECEDEN KUVVETL·I ¡CESARO

TOPLANAB·IL·IRL·I¼G·I

Bu bölümde Folner dizilerinin  derceden istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve kuvvetli -

Cesàro yak¬nsakl¬¼g¬ kavramlar¬ tan¬mlanacak, Nuray ve Rhoades [11] taraf¬ndan verilen

sonuçlar genelleştirilecektir.

6.1 Folner Dizilerinin  Dereceden Yo¼gunlu¼gu

Bu k¬s¬mda Folner dizlerinin  dereceden Folner yo¼gulu¼gunu tan¬mlay¬p bununla

ilgili ba¼g¬nt¬lar¬ verece¼giz.

Tan¬m 6.1.1  2 (0 1] ve  ½  olsun.  nin  dereceden üst ve alt Folner yo¼gun-

luklar¬ s¬ras¬ ile

() = lim sup
!1

1

jj
jf 2  :  2 gj

ve

() = lim inf
!1

1

jj
jf 2  :  2 gj

olarak tan¬mlan¬r. E¼ger () = () ise   dereceden Folner yo¼gunlu¼ga sahiptir

denir ve

() = lim
!1

1

jj
jf 2  :  2 gj 

şeklinde ifade edilir.  = 1 ise  nin  dereceden Folner yo¼gunlu¼gu Nuray ve Rhoades

[11] tarf¬ndan verilen  nin Folner yo¼gunlu¼guna indirgenir.

Her Folner dizisi  dereceden Folner yo¼gunlu¼ga sahip olmayabilr. Örne¼gin  =

1  = N seçelim  = f0 1 2  ¡ 1g ve  ondal¬k aç¬l¬mda tam k¬sm¬ 1 olan pozitif

tamsay¬lar¬n kümesi olsun. () =
1
9
ve () = 5

9
oldu¼gunda  kümesinin fg Folner

dizisine göre  dereceden Folner yo¼gunlu¼gu yoktur. Özel olarak  dereceden Folner

yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan kümelerle ilgilenece¼giz.

E¼ger  , () fonksiyonu  dereceden Folner yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan bir küme d¬̧s¬nda

tüm  ler için bir  özelli¼gini sa¼gl¬yorsa bu dizi  ’ya göre hemen hemen her  için 

özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve "()" şeklinde gösterilir.



Teorem 6.1.2 0   ·  · 1 olmak üzere  ve  pozitif real say¬lar ve  ½  olsun.

Bu takdirde () ·  () dir.

·Ispat. 0   ·  · 1 olsun. Bu durumda jj · jj olaca¼g¬ndan her  2 N için
1

jj
· 1

jj
olur. Buna göre

1

jj
jf 2  :  2 gj · 1

jj
jf 2  :  2 gj

olup bu eşitsizlikte !1 için limit al¬n¬rsa () ·  () elde edilir.

Yukar¬daki teoremde  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.1.3 0   · 1 olmak üzere  pozitif bir say¬ ve  ½  olsun. Bu takdirde

() ·  () dir.

Bu sonuçta  = 1 al¬n¬rsa Nuray ve Rhoades [11] taraf¬ndan verilen  nin Folner

yo¼gunlu¼gu elde edilir.

6.2 Folner Dizilerinin  Dereceden ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda Folner dizlerinin  dereceden Folner istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬ tan¬m-

layacak ili̧skin ba¼g¬nt¬lar¬ verece¼giz.

Tan¬m 6.2.1 , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glamak üzere bir diskret say¬labilir

amenable yar¬ grup ve  2 (0 1] olsun. Her   0 için

lim
!1

1

jj
jf 2  : j()¡ j ¸ gj = 0

ise yani () için j ()¡ j   ise  2 () fonksiyonuna  deki fg Folner dizisi

için  ye  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.  deki fg Folner dizisi için

yak¬nsak olan tüm fonksiyonlar¬n kümesi () ile gösterilir. 
0 (),  dereceden s¬f¬ra

istatistiksel yak¬nsak Folner dizilerin kümesini gösterecektir. Her  2 (0 1] için 
0 () ½

() oldu¼gu aç¬kt¬r.  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k  = 1 için istatistiksel

yak¬nsakl¬k ile ayn¬d¬r.

Teorem 6.2.2 0   · 1 ve  ½  olsun.  2 () nin  dereceden istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬ Folner dizisinin seçimine ba¼gl¬d¬r.
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·Ispat. Ispat¬ bir örnek ile aç¬klayal¬m.

Örnek 6.2.3  = Z2 ve  = 1 olsun ve f1
g ve f2

g Folner dizilerini aşa¼g¬daki gibi

seçelim:

©
1


ª
=
©
( ) 2 Z2 : jj ·  jj · 

ª

©
2


ª
=
©
( ) 2 Z2 : jj ·  jj · 2

ª

ve  () 2 () fonksiyonunu

 =
©
( ) 2 Z2 :  ·  ·   = 0 1 2  ;  = 1 2 3 

ª

olmak üzere

 =

8
<
:

1 için ( ) 2 

0 için ( ) 2 

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Bu takdirde  () fonksiyonu f2
g Folner dizisine göre s¬f¬ra  dereceden istatis-

tiksel yak¬nsak fakat f1
g Folner dizisine göre s¬f¬ra  dereceden istatistiksel yak¬nsak

de¼gildir. Gerçkten;

lim
!1

1

j2
j
¯̄©
 2 2

 : j ()¡ 0j ¸ 
ª¯̄

= lim
!1

(+1)(+2)
2

(2+ 1)(22 + 1)
= 0

olup f2
g Folner dizisi için ¡ lim () = 0 , fakat f1

g Folner dizisi için

lim
!1

1

j1
j
¯̄©
 2 1

 : j ()¡ 0j ¸ 
ª¯̄

= lim
!1

(+1)(+2)
2

(22 + 1)
6= 0

d¬r.

Teorem 6.2.4 0   ·  · 1 olmak üzere  ve  pozitif reel say¬lar ve  ½  olsun.

Bu takdirde () · () dir.

·Ispat. 0   ·  · 1 olsun. Bu durumda jj · jj olaca¼g¬ndan her  2 N için
1

jj
· 1

jj
olur. Buna göre

1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj · 1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj
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olup !1 için limit al¬n¬rsa

lim
!1

1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj · lim

!1

1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj

elde edilir. Buradan  2 () fonksiyonu deki fg Folner dizisi için  ye  dereceden

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Yukar¬daki teoremde  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.2.5 0   · 1 olmak üzere  pozitif bir say¬ ve  ½  olsun. Bu takdirde

() · () dir.

Sonuç 6.2.6 () = () olmas¬ için gerek ve yeter şart  =  olmas¬d¬r.

6.3 Folner Dizilerinin  Dereceden Kuvvetli ¡Cesàro Toplanabilirli¼gi

Bu k¬s¬mda Folner dizlerinin  dereceden kuvvetli ¡toplanabilirli¼gini tan¬mlayacak

ili̧skin ba¼g¬nt¬lar¬ verece¼giz.

Tan¬m 6.3.1 , sa¼g ve sol k¬saltma kurallar¬n¬ sa¼glamak üzere bir diskret say¬labilir

amenable yar¬ grup,  2 (0 1] ve 0   1 olsun,

lim
!1

1

jj
X



j()¡ j = 0

ise  2 () fonksiyonuna  deki fg Folner dizisi için  ye  dereceden kuvvetli

¡toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir  fonksiyonlar¬n¬n kümesi


 () ile gösterilecektir.

Teorem 6.3.2 0   ·  · 1 olmak üzere  ve  pozitif real say¬lar,  bir pozitif reel

say¬ ve  ½  olsun. Bu takdirde 
 () · 

 () dir.

·Ispat.  2 
 () olsun ve 0   ·  · 1 verilsin,  2 R+ olmak üzere

1

jj
X



j ()¡ j · 1

jj
X



j()¡ j

yazabiliriz. Bu da 
 () · 

 () oldu¼gunu verir.

Yukar¬daki teoremde  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.
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Sonuç 6.3.3 0   · 1 olmak üzere  pozitif bir say¬ ve  ½  olsun. Bu takdirde


 () · () dir.

Teorem 6.3.4 0   · 1 0     1 ve  ½  olsun. Bu durumda 
 () · 

 ()

d¬r.

6.4 Folner Dizilerinin  Dereceden Kuvvetli ¡Cesàro Toplanabilirli¼gi ve 

Derceden ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬ Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Bu bölümde Folner dizilerinin  derceden istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve kuvvetli -

Cesàro yak¬nsakl¬¼g¬ aras¬ndaki ili̧skiyi verece¼giz.

Teorem 6.4.1  2 (),  pozitif bir say¬ olsun ve 0   · 1 olsun. Bu takdirde 

fonksiyonu fg Folner dizisi için  ye  dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise

 fonksiyonu  ye  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat: Herhangi bir 2 () için   0 verilsin. Bu takdirde

X

2

j()¡ j ¸ jf 2  : j()¡ j ¸ gj 

yaz¬labilir, böylece

1

jj
X

2

j ()¡ j ¸ 1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj 

¸ 1

jj
jf 2  : j ()¡ j ¸ gj 

eşitsizli¼gi yaz¬labilir, buradan  deki herhangi bir fg Folner dizisi için  2 (),

 ye  dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise  ,  ye  dereceden istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

Yukar¬daki teoremde  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.4.2  2 (),  pozitif bir say¬ olsun ve 0   · 1 olsun. Bu takdirde 

fonksiyonu fg Folner dizisi için  ye  dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise

 fonksiyonu  ye  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Bu sonuçta  = 1 al¬n¬rsa Nuray ve Rhoades [11] taraf¬ndan verilen aşa¼g¬daki sonuç

elde edilir.
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Sonuç 6.4.3  2 () ve  pozitif bir say¬ olsun olsun. Bu takdirde  fonksiyonu fg

Folner dizisi için  ye kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise  fonksiyonu  ye istatistiksel

yak¬nsakt¬r.
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