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ÖZET 

     Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. 

     Birinci bölüm çalışmanın giriş  kısmıdır. Bu bölümde biharmonik eğriler ile ilgili yapılan 

çalışmalar hakkında literatürdeki bilgiler verildi. 

     İkinci bölümde temel kavramlar verildi. 

     Üçüncü bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında 1.tip eğriler ve biharmonik eğriler ile ilgili 

temel  tanımlar  ve karakterizasyonlar verildi. 

    Dördüncü bölüm çalışmanın orijinal kısmıdır. Bu bölümde 3-boyutlu Galilean uzayında ve 

Equiform Galilean uzayında biharmonik eğriler incelendi. 

     Beşinci bölüm çalışmanın sonuç kısmıdır. 

 

Anahtar Kelimeler: Biharmonik Eğriler, Ortalama Eğrilik Vektör Alanı 
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ABSTRACT 

Some Characterizations of Biharmonic Curves 

     This study consists of four chapters. 

     The first chapter is the entrance of the study. In this chapter, information in the literature 

about studies done on biharmonic curves is given. 

     In the second chapter, basic definitions are given.  

     In the third chapter, basic definitions and characterizations related to 1-type curves and 

biharmonic curves in Euclidean 3-space are given.  

     In the fourth chapter, original part of the work. In this chapter biharmonic curves are 

examined in Galilean 3-space and equiform Galilean space. 

     In the fifth chapter, corollary part of the work. 

 

Keywords: Biharmonic Curves, The Mean Curvature Vector Field 
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1. BÖLÜM  

Giriş 

     Eğriler diferensiyel geometrinin temel konularından biridir. Birçok özel eğri çeşidi vardır. 

Bunlardan biri de biharmonik eğrilerdir. Biharmonik eğriler ilk olarak G. B. Airy ve J. C. 

Maxwell tarafından çalışılmıştır. Airy ve Maxwell biharmonik denklemleri kullanarak 

düzlemde elastik problemleri ifade etmişlerdir. Elastik enerjinin Riemann genelleştirmesine 

elastik enerji, yani bioenerji denir ve aşağıdaki şekilde tanımlanır, 

𝐸2(𝑐) = ∫
1

2
𝜅2𝑑𝑠. 

Burada 𝜅, c eğrisinin eğriliğidir. 𝐸2 nin kritik noktalarına, biharmonik eğriler denir ve 

aşağıdaki şekilde tanımlanır, 

∇𝑐
 3𝑐 = 𝑅(𝑐, ∇𝑐

 𝑐 )𝑐. 

     Biharmonik eğriler birçok matematikçi tarafından çalışıldı. Chen ve Ishıkawa (Chen ve 

Ishıkawa, 1991)  Pseudo-Öklid uzayında biharmonik yüzeyleri çalıştılar. Inoguchı (Inoguchı, 

2003) Minkowski 3-uzayında biharmonik eğrileri çalıştı. 

     Keleş ve diğerleri (Keleş vd., 2010) Lorentzian Para-Sasakian manifoldlarda biharmonik 

eğrileri çalıştılar. Kocayiğit ve Hacısalihoğlu (Kocayiğit ve Hacısalihoğlu, 2009) 1.tip ve 

biharmonik eğrileri Lorentz 3- uzayında çalıştılar. Kocayiğit ve Hacısalihoğlu (Kocayiğit ve 

Hacısalihoğlu 2011) 1.tip ve biharmonik eğrileri Öklid 3- uzayında çalıştılar. Yine  Kocayiğit 

ve Hacısalihoğlu (Kocayiğit ve Hacısalihoğlu 2012) biharmonik eğrileri kontakt geometride 

çalıştılar. Körpınar ve Turhan, (Körpınar ve Turhan, 2009) timelike horizontal biharmonik 

eğrileri Heisenberg grupta çalıştılar. Biharmonik eğrileri Körpınar ve Turhan (Körpınar  ve 

Turhan, 2011) 𝐻2𝑥𝑅 de çalıştılar. Körpınar ve Turhan (Körpınar ve Turhan, 2012) timelike 

biharmonik eğriler etrafında tubular yüzeyleri Heisenberg grupta çalıştılar. Yine Körpınar  ve 

Turhan (Körpınar  ve Turhan, 2013)  biharmonik eğrileri 𝐸4 te çalıştılar. 

     Külahcı (Külahcı, 2016) isotropik uzayda biharmonik eğrileri çalıştı. Öztürk ve diğerleri 

(Öztürk vd., 2014) semi-Öklidyen 𝐸1
4 uzayında zayıf biharmonik ve harmonik 1.tip eğrileri 

çalıştılar. Perktaş ve diğerleri (Perktaş vd., 2012) 3-boyutlu Heisenberg grubunda biharmonik 

eğrileri çalıştılar.  
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     Bu çalışmada, 3-boyutlu Öklid uzayında biharmonik eğriler incelendi. Daha sonra Galilean 

uzayı ve Equiform Galilean uzayında Laplace Beltrami operatörü ∆ ve ortalama eğrilik vektör 

alanı H kullanılarak biharmonik eğrilerin bazı karakterizasyonları verildi. 
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2. BÖLÜM 

2.1.Temel Kavramlar 

     Tanım 2.1.1. Boş olmayan bir cümle 𝐴 ve bir 𝐾 cismi üzerinde bir vektör uzayı 𝑉 olsun. 

Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir  

𝑓 ∶  𝐴 × 𝐴 →  𝑉 

fonksiyonu varsa 𝐴 ya 𝑉 ile birleştirilmiş bir afin uzay denir. Yani    

𝐴1) ∀ 𝑃, 𝑄, 𝑅 𝜖 𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑃, 𝑄) + 𝑓(𝑄, 𝑅) = 𝑓(𝑃, 𝑅) 

𝐴2) ∀ 𝑃𝜖𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 ∀𝛼𝜖 𝑉 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑃, 𝑄) = 𝛼  

olacak biçimde bir tek 𝑄𝜖𝐴 noktası vardır (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanm 2.1.2. Bir reel afin uzay 𝐴 ve 𝐴 ile birleşen vektör uzayı da 𝑉 olsun. 𝑉 bir iç çarpım 

işlemi olarak  

                            <,>∶  𝑉 ×  𝑉 →  𝑅  

                                           (𝑥, 𝑦 )     →  <  𝑥, 𝑦 > = ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

     ,      {
𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)
 

Öklid iç çarpımı tanımlanırsa bu işlem yardımı ile 𝐴 da uzaklık ve açı gibi metrik kavramlar 

tanımlanabilir. Böylece 𝐴 afin uzayı da yeni bir ad olarak Öklid uzayı adını alır 

(Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.3. 3-boyutlu standart reel vektör uzayı 𝑅3 ile birleştirilmiş 𝑅3 afin uzayını ele 

alalım. Bu 𝑅3 vektör uzayında Öklid iç çarpımı 

                     < , >: 𝑅3 × 𝑅3 → 𝑅 

              (𝑥, 𝑦 )   → <  𝑥, 𝑦 > =∑𝑥𝑖𝑦𝑖

3

𝑖=1

         , {
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 
𝑦 = (𝑦1𝑦2, 𝑦3)

 

biçiminde tanımlanır. Böylece 𝑅3 afin uzayı 3-boyutlu Öklid uzayı olur ve E
3 

ile gösterilir 

(Hacısalihoğlu, 1998). 

       Tanım 2.1.4. 𝑑 ∶ 𝐸𝑛 × 𝐸𝑛  →   𝑅 
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(𝑥, 𝑦) →  𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥𝑦⃗⃗⃗⃗ ‖ = √∑(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)2
𝑛

𝑖=1

 

olarak tanımlanan 𝑑 fonksiyonuna 𝐸𝑛 Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve 𝑑(𝑥, 𝑦) reel 

sayısına da 𝑥, 𝑦 𝜖 𝐸𝑛 noktaları arasındaki uzaklık denir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.5. 𝑑 ∶ 𝐸𝑛 × 𝐸𝑛  →   𝑅 

(𝑥, 𝑦)  →  𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥𝑦⃗⃗⃗⃗ ‖ 

biçiminde tanımlanan 𝑑 fonksiyonuna 𝐸 𝑛 de Öklid metriği denir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.6. ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖 𝐸𝑛 için 𝑥𝑦𝑧̂ açısının ölçüsü  cos 𝜃 =
<𝑥𝑦,𝑦𝑧>

‖𝑥𝑦‖‖𝑦𝑧‖
 den hesaplanan 𝜃 

reel sayısıdır (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.7. 𝐸𝑛 de sıralı bir {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} nokta n+1-lisine 𝑅𝑛 de karşılık gelen 

{𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑃0𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗2, … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  } vektör n-lisi 𝑅𝑛 için bir ortonormal baz ise {𝑃0, 𝑃1, 𝑃2,… , 𝑃𝑛} sistemine 

𝐸 𝑛 in bir dik çatısı veya Öklid çatısı denir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.8. 𝐸𝑛 deki {𝐸0, 𝐸1… ,𝐸𝑛} çatısına standart Öklid çatısı denir (Hacısalihoğlu, 

1998). 

     Tanım 2.1.9. 𝐸𝑛 de bir 𝑋 noktasının 𝐸𝑛 deki standart Öklid çatısına göre ifadesi 

𝐸0𝑋⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ∑ 𝑥𝑖𝐸0𝐸𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑛
𝑖=1  dir. Buradaki 𝑥𝑖: 𝐸

𝑛 → 𝑅  ,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 fonksiyonlarına 𝑋 noktasının Öklid 

koordinat fonksiyonları ve {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} sıralı ve reel değerli fonksiyonlar n-lisine de 𝐸𝑛 

Öklid koordinat sistemi denir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.10. 𝑋 bir cümle olsun. 𝑋 in alt cümlelerinin bir koleksiyonu 𝜏 olsun. 𝜏 

koleksiyonu aşağıdaki önermeleri doğrularsa 𝑋 üzerinde bir topoloji adını alır (Hacısalihoğlu, 

1998). 

𝑖1) 𝑋, ∅ 𝜖 𝜏 

𝑖2) ∀𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝜏 →  𝐴1 ∩ 𝐴2 ∈ 𝜏  

𝑖3) 𝐴𝑖 ∈ 𝜏, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝐴𝑖 ∈ 𝜏 𝑖=1
⋃  
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     Tanım 2.1.11. Bir 𝑋 cümlesi ve üzerindeki bir 𝜏 topolojisinden oluşan (𝑥, 𝜏) ikilisine bir 

topolojik uzay denir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.12. M bir topolojik uzay olsun. M için aşağıdaki önermeler doğru ise M bir n-

boyutlu topolojik manifold (veya kısaca topolojik n-manifold) dur denir (Hacısalihoğlu, 

1998). 

M1) M bir hausdorff uzayıdır. 

M2) M nin her bir açık alt cümlesi 𝐸𝑛’ e veya 𝐸𝑛’ in bir açık alt cümlesine homeomorftur. 

M3) M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir. 

     Tanım 2.1.13. 𝐸𝑛 de bir açık alt cümle 𝑈 olmak üzere 𝑓: 𝑈 → 𝑅 fonksiyonunun k’ yıncı 

mertebeden bütün türevleri var ve sürekli iseler 𝑓 fonksiyonuna 𝐶𝑘 sınıfından (k’ yıncı 

sınıftan) diferensiyellenebilirdir denir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.14. 𝑀 bir topolojik n-manifold olsun. 𝑀 üzerinde 𝐶𝑘 sınıfından bir 

diferensiyellenebilir yapı tanımlanabilirse, 𝑀 ye 𝐶𝑘 sınıfından diferensiyellenebilir manifold 

denir (Hacısalihoğlu, 1998).  

     Tanım 2.1.15. M bir 𝐶∞ manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının uzayı 𝜒(𝑀) ve reel 

değerli 𝐶∞ fonksiyonların halkası 𝐶∞(𝑀, 𝑅) olmak üzere  

<,>∶  𝜒(𝑀) ×  𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀, 𝑅) 

şeklinde bir iç çarpım tanımlı ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada <,> işlemine M 

üzerinde iç çarpım, metrik tensör, Riemann metriği veya diferensiyellenebilir metrik denir 

(Hacısalihoğlu, 1994). 

     Tanım 2.1.16. M bir 𝐶∞ manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının uzayı  𝜒(𝑀) olmak 

üzere   

                                              𝐷: 𝜒(𝑀) ×  𝜒(𝑀) →  𝜒(𝑀) 

                                                               (𝑋, 𝑌) → 𝐷(𝑋, 𝑌) = 𝐷𝑋𝑌 

fonksiyonu için  

1)𝐷𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓𝐷𝑋𝑍 + 𝑔𝐷𝑌𝑍 , ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈  𝜒(𝑀), ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶
∞(𝑀, 𝑅) 

2)𝐷𝑋𝑓𝑌 = 𝑓𝐷𝑋𝑌 + (𝑋𝑓)𝑌, ∀ 𝑋, 𝑌, ∈  𝜒(𝑀), ∀ 𝑓 ∈ 𝐶
∞(𝑀, 𝑅) 
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özellikleri sağlanıyorsa, D ye M manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve 𝐷𝑋’ e de X’ e 

göre kovaryant türev operatörü denir (Hacısalihoğlu, 1994). 

     Tanım 2.1.17. I, R nin bir açık aralığı olmak üzere 𝛼: 𝐼 → 𝑅𝑛 biçiminde düzgün 

(𝐶∞sınıfından) bir 𝛼 dönüşümüne 𝑅𝑛 uzayı içinde bir eğri denir (Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.18. M eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer 𝑠 ∈ 𝐼 için 

‖𝛼̇(𝑠)‖ = 1 ise 𝑀 eğrisi (𝐼, 𝛼) ya göre birim hızlı eğridir denir. Bu durumda, eğrinin 𝑠 ∈ 𝐼 

parametresine yay parametresi adı verilir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.19. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

(Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.20. Eğri bir 𝛼: 𝐼
 𝐶∞

→ 𝐸𝑛 eğrisi üzerinde Y bir 𝐶∞ vektör alanı ve 𝛼 üzerinde 

𝐷𝑇𝑌 = 0 ise Y vektör alanına 𝛼 eğrisi üzerinde bir paralel vektör alanıdır denir. Eğer bir 𝛼 

eğrisi üzerinde 𝐷𝑇𝑇 = 0 ise 𝛼 eğrisine bir jeodezik (geodezik) eğri adı verilir (Hacısalihoğlu, 

1998). 

     Tanım 2.1.21. 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛 eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda 

𝜑 = {𝛼΄, 𝛼", … , 𝛼(𝑟)} sistemi lineer bağımsız ve ∀𝛼(𝑘) , 𝑘 > 𝑟 için 𝛼(𝑘)𝜖𝑆𝑝{𝜑} olmak üzere 

𝜑’den elde edilen {𝑉1, … , 𝑉𝑟} ortonormal sistemine M eğrisinin Serret-Frenet r-ayaklı alanı ve 

𝑚𝜖𝑀 için {𝑉1(𝑚),… , 𝑉𝑟(𝑚)}’ye ise 𝑚𝜖𝑀 noktasındaki Serret- Frenet r-ayaklısı denir. Her bir 

𝑉𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ye Serret-Frenet vektörü adı verilir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.22. 𝑇(𝑠), 𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠) vektörlerine 𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki 

Frenet vektörleri denir. {𝑇(𝑠), 𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠)} kümesine 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki Frenet 

çatısı denir. T,N,B vektör alanlarına 𝛼 eğrisi üstünde Frenet vektör alanları denir 

(Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.23.  Birim hızlı 𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisinin Frenet vektör alanları T,N,B ise 

                                                             𝑇′ = 𝜅𝑁  

                                                            𝑁′ = −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵  

                                                            𝐵′ = −𝜏𝑁  

dir (Sabuncuoğlu, 2014). 
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     Tanım 2.1.24. 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛 eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 ya karşılık 

gelen 𝛼(𝑠) noktasındaki Frenet r-ayaklısı {𝑉1(𝑠),… , 𝑉𝑟(𝑠)} olsun. Buna göre, 

                                             𝑘𝑖: 𝐼 → 𝑅 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 , 

𝑠 → 𝑘𝑖(𝑠) =< 𝑉𝑖
′(𝑠) , 𝑉𝑖+1(𝑠) > 

şeklinde tanımlı 𝑘𝑖 fonksiyonuna M eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu ve 𝑠 ∈ 𝐼 için 𝑘𝑖(𝑠) 

reel sayısına da  𝛼(𝑠) noktasında M nin i-yinci eğriliği denir (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.25. 𝑅3 uzayındaki birim hızlı 𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisi için 𝜅: 𝐼 → 𝑅, κ(s) = ‖𝑇′(𝑠)‖ 

fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. κ(s) sayısına eğrinin  𝛼(𝑠) noktasındaki 

eğriliği denir (Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.26. Birim hızlı 𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisinin Frenet vektör alanları T, N, B olmak üzere 

𝜏: 𝐼 → 𝑅, 𝜏(𝑠) = −< 𝐵′(𝑠),𝑁(𝑠) > fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin burulma fonksiyonu denir. 𝜏(𝑠) 

sayısına eğrinin  𝛼(𝑠) noktasındaki burulması denir (Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.27. 𝐸3 de birim hızlı bir  𝛼 eğrisinin birim teğet vektör alanı T olmak üzere 

𝑘𝑔 = ‖𝐷𝑇𝑇‖ = ‖
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2
‖ ifadesine 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasına karşılık gelen 𝐸3 deki geodezik 

eğriliği denir (Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.28. 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0 𝑣𝑒 𝑟 ∈ 𝑅+olmak üzere 𝛼(𝑡) = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑏𝑡) ile verilen 

𝛼: 𝑅 → 𝑅3 eğrisine 𝑅3 uzayında bir dairesel helis denir (Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.29. N bir 𝐶∞sınıfından (n-1)-manifold olsun. Eğer 𝑓:𝑁 → 𝐸𝑛 fonksiyonu bir 

immersiyon ise 𝑓(𝑁) = 𝑀 manifolduna 𝐸𝑛 nin bir hiperyüzeyi denir (Hacısalihoğlu, 1994). 

     Tanım 2.1.30. Z, M yüzeyi üstünde birim dik vektör alanı olmak üzere M’ nin bir p 

noktasında  

𝑆𝑃(𝑣𝑝) = −𝐷𝑣𝑝𝑍 

eşitliğiyle tanımlı  𝑆𝑝: 𝑇𝑝(𝑀) → 𝑇𝑝(𝑀) fonksiyonuna, M yüzeyinin p noktasında Z birim dik 

vektör alanına bağlı şekil operatörü (veya Weingarten dönüşümü) denir (Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.31. 𝐸𝑛 de bir hiperyüzey M olsun. M’ nin bir p noktasındaki 𝑝 ∈ 𝑀 şekil 

operatörü 𝑆(𝑝) olmak üzere  
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𝐻:𝑀 → 𝑅 

𝑝 → 𝐻(𝑝) = 𝑖𝑧𝑆(𝑝) 

biçiminde tanımlanan fonksiyona M ‘nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve 𝐻(𝑝) değerine de 

ortalama eğriliği denir (Hacısalihoğlu, 1994). 

     Tanım 2.1.32. M ve N, 𝐸3 uzayında yüzeyler olmak üzere 𝑓:𝑀 → 𝑁  fonksiyonu birebir, 

örten ve düzgün bir fonksiyon olsun. M içinde her 𝛼: [𝑐, 𝑑] → 𝑀 eğri parçası için 𝑓𝑜𝛼 

eğrisinin uzunluğu, 𝛼’ nın uzunluğuna eşit ise  𝑓:𝑀 → 𝑁  fonksiyonuna, M den N ye bir 

izometri denir (Sabuncuoğlu, 2014). 

     Tanım 2.1.33. 𝑀 ve 𝑀̅ birer 𝐶∞ manifold ve  

𝑓:  𝑀 → 𝑀̅ 

bir 𝐶∞ fonksiyon olsun. Eğer f ‘nin 𝑓∗ Jakobian matrisi ∀ 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında regüler ise f  ye M 

den 𝑀̅ içine bir immersiyon (=daldırma) denir. Bir başka ifade ile 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑓 = 𝑏𝑜𝑦𝑀 ise f  bir 

immersiyondur (Hacısalihoğlu, 1998). 

     Tanım 2.1.34. Bir Riemann 3-manifold (𝑀3, 𝑔) ve 𝛾: 𝐼 → 𝑀  yay uzunluklu bir eğri olsun. 

M üzerinde birim hızlı bir 𝛾 eğrisi için eğer 𝑔(𝛾″, 𝛾″) ≠ 0 ise 𝛾 eğrisi Frenet eğrisidir 

(Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     Tanım 2.1.35. (𝑀, 𝑔)ve (𝑁, ℎ) iki Riemann manifold olsun. 𝑓:  𝑀 → 𝑁 smooth 

embedding‘ i 𝑔 = 𝑓 ∗ ℎ olacak şekilde metriği koruyorsa, yani herhangi 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 tanjant 

vektörü için 𝑔(𝑣,𝑤) = ℎ(𝑑𝑓(𝑣), 𝑑𝑓(𝑤)) ise izometrik immersiyon olarak adlandırılır (Yano 

ve Kon, 1984). 
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3. BÖLÜM  

3.1. Biharmonik Eğriler İçin Temel Tanım Ve Teoremler 

     Chen ve Ishikawa 𝐸𝑣
𝑤 yarı Öklid uzayında biharmonik eğrileri sınıflandırmıştır. Bu 

bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında eğrilik ve torsiyon açısından 1.tip eğriler ve biharmonik 

eğrilerin karakterizasyonları verildi. Ayrıca, 𝐸3 de 1. tip eğrinin dairesel helis ve aynı 

uzayda biharmonik eğrinin bir geodezik olduğu gösterildi. 

     Bir Riemann 3-manifold (𝑀3, 𝑔) olsun. 𝛾: 𝐼 → 𝑀 , M üzerinde yay uzunluklu bir eğri 

olsun. Yani hız vektör alanı 𝛾′ için  𝑔(𝛾′, 𝛾′) = 1 dir. Birim hızlı bir  𝛾 eğrisi, ∇𝛾′𝛾
′ = 0 ise 

geodeziktir, burada ∇, (𝑀3, 𝑔)’ de  levi-civita konneksiyonudur. Özellikle yay uzunluklu bir 

𝛾 eğrisi 𝜅 = 0 ise geodeziktir, burada 𝜅, 𝛾’ nın eğriliğidir. 

     İlk olarak 𝑔(𝛾″, 𝛾″) ≠ 0 olduğunu kabul edelim. Birim hızlı bir 𝛾 eğrisi için eğer 

𝑔(𝛾″, 𝛾″) ≠ 0 ise 𝛾 eğrisi Frenet eğrisidir. Her 𝛾 Frenet eğrisi boyunca {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3} Frenet 

çatı alanının ortonormal olduğu kabul edilir, öyle ki 𝑉1 = 𝛾
′(𝑠) ve Frenet–Serret formülleri 

aşağıdaki gibidir. 

                                     [

∇𝛾′𝑉1
∇𝛾′𝑉2
∇𝛾′𝑉3

] = [
0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [
𝑉1
𝑉2
 𝑉3

]                                                      (3.1.1) 

     𝜅 ≥ 0 𝑣𝑒 𝜏 fonksiyonları sırasıyla eğrilik ve torsiyon olarak adlandırılır. 𝛾 nın  𝑉1, 𝑉2,  𝑉3 

vektör alanları sırasıyla teğet vektör alanı, asli normal vektör alanı ve binormal vektör alanı 

olarak adlandırılır. Sabit eğrilik ve sıfır torsiyon ile bir Frenet eğrisi bir pseudo daire olarak 

adlandırılır. Dairesel helis olan bir Frenet eğrisinin eğrilik ve torsiyonu sabittir. Pseudo 

daireler dejenere helisler olarak kabul edilmektedir. Helisler, çoğunlukla dairesel olmayan 

uygun helisler olarak adlandırılır. Daha genel olarak sabit eğrilikli ve sıfır torsiyonu ile bir 

eğri bir daire olarak adlandırılır. Riemann dairelerinin geodezikleri sıfır eğrilikli olarak kabul 

edilmektedir. 

     𝛾 nın Laplace-Beltrami operatörünü ∆ ile gösterelim ve 𝛾 boyunca ortalama eğrilik vektör 

alanını H ile gösterelim. 

     H ortalama eğrilik vektör alanı 

                                                   𝐻 = ∇𝛾′𝛾
′ = ∇𝛾′𝑉1 = 𝜅𝑉2                                              (3.1.2) 
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ile verilir. Burada 𝜅 , 𝛾 nın eğriliğidir. 

𝛾 nın Laplace operatörü  

                                                         ∆= −∇𝛾′
2 = −∇𝛾′∇𝛾′                                                  (3.1.3) 

ile tanımlanır. 

    Tanım 3.1.1. 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛+𝑑 bir kompakt alt manifold ve 𝑥:𝑀 → 𝐸𝑛+𝑑 bir izometrik 

immersiyon olsun. 𝑥 = 𝑥0 +∑ 𝑥𝑖
𝑘
𝑖=1   durumunda M ye sonlu tiptendir denir, burada 𝑥0 sabit 

vektör ve ∆𝑥𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 dir, diğer durumda M ye sonsuz tiptendir denir ve 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘  sabit 

olmayan fonksiyonlardır (Chen, 1984). 

     Teorem 3.1.1. k-tipi 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛+𝑑 alt manifold ancak ve ancak M  nin ortalama vektör alanı 

H 

                                ∆𝑘𝐻 + 𝑐1∆
𝑘−1𝐻 +⋯+ 𝑐𝑘−1 ∆𝐻 + 𝑐𝑘 𝐻 = 0                                   (3.1.4) 

dır. Burada 

                                          𝑐1 = −∑ 𝜆𝑡𝑞
𝑡=𝑞  

                                          𝑐2 = ∑ 𝜆𝑡𝜆𝑠𝑡<𝑠  

                                               .    

                                               . 

                                               . 

                                  𝑐𝑞−𝑝+1 = (−1)
𝑞−𝑝+1𝜆𝑝…𝜆𝑞 ,                                             (𝑘 = 𝑞 − 𝑝 + 1) 

burada, ∆𝑥𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖, (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘) (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

Yukarıdaki teoreme göre aşağıdaki tanım verilebilir. 

     Tanım 3.1.2. M  Riemann 3-manifoldu üzerinde birim hızlı bir eğri 𝛾: 𝐼 → 𝑀 olsun. Bu 

eğri 1.tip ise 

                                             ∆𝐻 = 𝜆𝐻                                                                     (3.1.5) 

dir. 
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     Tanım 3.1.3. M Riemann 3-manifoldu üzerinde birim hızlı 1.tip bir eğri 𝛾: 𝐼 → 𝑀 olsun. 

Eğer 

                                                      Δ𝐻 = 0                                                                         (3.1.6) 

ise 𝛾 eğrisine biharmonikdir denir. 

     Teorem 3.1.2. M, 3-boyutlu Öklid uzayında Δ(∆γ) = 0 olması için gerek ve yeter şart 𝛾’ 

nın biharmonik olmasıdır (Chen, 1984). 

     Tanım 3.1.4. M  Riemann 3-manifoldu üzerinde birim hızlı bir eğri 𝛾: 𝐼 → 𝑀 olsun. Eğer  

𝜅

𝜏
  sabit ise genel bir helisdir denir. Burada 𝜅 ve 𝜏 sabit değildir. 

     Lemma 3.1.1. Ortalama eğrilik vektör alanı H’ ın harmonik olması için  

                                               Δ𝐻 = 0 ⟺ ∇𝛾′∇𝛾′∇𝛾′= 0                                                   (3.1.7) 

olmasıdır (Chen, 1984). 

     Teorem 3.1.3. 𝛾:𝑀 → 𝐸𝑚eğrisi boyunca H, ∆𝐻 = 0 olması için gerek ve yeter şart 𝛾’ nın 

biharmonik olmasıdır (Yani Δ(Δ𝛾) = 0 çünkü Δ𝛾= -H ) (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



12 

 
 

3.2.  3-Boyutlu Öklid Uzayında 1.Tip Eğriler Ve Biharmonik Eğriler İçin 

Karakterizasyonlar 

     Teorem 3.2.1. (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay parametreli bir Frenet eğrisi 𝛾 

olsun. Daha sonra 𝛾 eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 𝜆𝐻 olması için gerek ve yeter şart 

                  𝜅𝜅′ = 0,  

                                                          𝜅𝜏2 + 𝜅3 − 𝜅″ = 𝜆𝜅,                                                (3.2.1) 

                                                                 2κ′τ + κτ′ = 0  

olmasıdır (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011).                             

     İspat. (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) den  

Δ𝐻 = Δ𝜅𝑉2 

      = −∇𝛾′∇𝛾′𝜅𝑉2 

      = −(∇𝛾′𝛾
′[𝜅𝑉2]) 

     = −∇𝛾′(γ
′(κ)𝑉2 + κγ′(𝑉2)) 

     = −(∇𝛾′𝛾
′(𝜅)𝑉2 + ∇𝛾′𝜅𝛾

′(𝑉2)) 

     = −(𝛾′[𝛾′(𝜅)𝑉2] + 𝛾
′[𝜅𝛾′(𝑉2)]) 

     = −(𝛾′(𝛾′(𝜅))𝑉2 + 𝛾
′(𝑉2)𝛾

′(𝜅) + 𝛾′(𝑉2)𝛾
′(𝜅) + 𝛾′(𝛾′(𝑉2))𝜅) 

     = −(𝛾′(𝛾′(𝜅))𝑉2 + (−2𝜅𝑉1 + 2𝜏𝑉3)𝜅
′ + 𝛾′(−𝜅𝑉1 +  𝜏𝑉3 )𝜅)  

     = −(𝜅″𝑉2 + (−2𝜅𝑉1 + 2𝜏𝑉3)𝜅
′ − 𝜅𝛾′(𝜅)𝑉1 − 𝜅

2𝛾′(𝑉1) +  𝜅𝛾
′(𝜏)𝑉3 + 𝛾

′(𝑉3)𝜅𝜏) 

Δ𝐻 = −𝜅″𝑉2 + 𝜅
3𝑉2 + 𝜏

2𝜅𝑉2 + 2𝜅𝜅
′𝑉1 + 𝜅𝜅′𝑉1 − 2𝜏𝜅

′𝑉3 − 𝜅𝜏′𝑉3 

Δ𝐻 = (−𝜅″ + 𝜅3 + 𝜏2𝜅)𝑉2 + 3𝜅𝜅
′𝑉1 − (2𝜏𝜅

′ + 𝜅𝜏′)𝑉3                                                 (3.2.2) 

elde edilir. 

(3.1.2) ve (3.1.5) den 

                       3𝜅𝜅′𝑉1 − (𝜅
″ − 𝜅3 − 𝜅𝜏2)𝑉2 − (2𝜅

′𝜏 + 𝜅𝜏′)𝑉3 = 𝜆𝜅𝑉2                          (3.2.3) 

elde edilir. 
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(3.2.3) denkleminden (3.2.1) elde edilir. 

Tersine (3.2.1) denklemleri (3.1.5) denklemini sağlamaktadır. (∆𝐻 = 𝜆𝐻) 

     Teorem 3.2.2. (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay parametreli bir Frenet eğrisi 𝛾 

olsun. Daha sonra 𝛾 eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 𝜆𝐻 sağlanması için⟺ 𝛾 nın bir dairesel helis 

olmasıdır. Burada 

    𝜆 = 𝜅² + 𝜏²                                                                     (3.2.4)  

dir (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     İspat. Teorem 3.2.1 den (3.2.1) sağlanır. (3.2.1), 𝛾’ nın bir dairesel helis olduğunu gösterir 

ve 𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟. Dolayısıyla 𝜅″ = 0 dır.  

                   𝜅3 + 𝜅𝜏² = 𝜆𝜅 ⇒ 𝜅² + 𝜏² = 𝜆                                                 

elde edilir (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     Tersine 𝛾 bir dairesel helis ve 𝜆 = 𝜅² + 𝜏² dir, 𝜅 ve 𝜏 sabitlerdir. Buradan ∆𝐻 = 𝜆𝐻 

sağlanır. 

     Teorem 3.2.3. (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. 

Daha sonra 𝛾 eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 0 olması için gerek ve yeter şart 𝛾 nın bir geodezik 

olmasıdır (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     İspat. I bir açık aralık ve 𝛾: 𝐼 → 𝑀   yay uzunluklu bir eğri olsun, burada yay uzunluğu s 

dir. 𝛾’ nın Frenet çatı alanı {𝑉1, 𝑉2,  𝑉3} olsun. (3.1.2) eşitliği kullanarak, 

∇𝛾′𝐻 = ∇𝛾′𝜅𝑉2 = 𝛾
′(𝜅)𝑉2 + 𝜅𝛾

′(𝑉2) 

= 𝛾′(𝜅)𝑉2 − 𝜅
2𝑉1 + 𝜅𝜏𝑉3 

                                                      = 𝜅′𝑉2 − 𝜅²𝑉1 + 𝜅𝜏𝑉3 

elde edilir. 

     H ın Laplasyanını hesaplarsak  

                        −Δ𝐻 = ∇𝛾′∇𝛾′𝐻 = −3𝜅𝜅
′𝑉1 + (𝜅

″ − 𝜅3 − 𝜅𝜏2)𝑉2 + (2𝜅
′𝜏′ + 𝜅𝜏′)𝑉3 

dir. 
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     Böylece 𝛾 eğrisi boyunca Δ𝐻 = 0’ ın sağlanması için ⟺ 𝜅 = 0 olmasıdır. Bu nedenle 𝛾 

bir geodeziktir. 

     Tersine her geodezik eğri için Δ𝐻 = 0 dır. 

     Sonuç 3.2.1. 𝐸3 Öklid uzayında 𝛾 bir eğri olsun. 𝛾 nın biharmonik olması için ⟺ 𝛾’ nın 

bir doğru olmasıdır (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     Teorem 3.2.4. (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay uzunluklu bir Frenet eğrisi 𝛾 

olsun. 𝛾 aşağıdaki diferensiyel denklemi sağlar (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

                                  ∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜆1∇

2
𝛾′𝑉1 + 𝜆2∇𝛾′𝑉1 + 𝜆3𝑉1 = 0,                                         (3.2.5) 

burada  

𝜆1 = −(2
𝜅′

𝜅
+
𝜏′

𝜏
) 

𝜆2 = −
𝜅″

𝜅
+
𝜅′𝜏′

𝜅𝜏
+ 2(

𝜅′

𝜅
)

2

+ 𝜅2 + 𝜏2 

                                                                   𝜆3 = 𝜅𝜏(
𝜅

𝜏
)′  

     İspat. (3.1.1) kullanılarak 

                                  ∇𝛾′𝑉1 = 𝜅𝑉2⟹ 𝑉2 =
1

𝜅
∇𝛾′𝑉1                                                           (3.2.6) 

elde edilir. (3.1.1) ve  (3.2.6) kullanılarak 

                                   ∇𝛾′𝑉3 = −
𝜏

𝜅
∇𝛾′𝑉1                                                                            (3.2.7)    

elde edilir. ∇𝛾′𝑉2 = −𝜅𝑉1 + 𝜏𝑉3 den 

                                      𝑉3 =
1

𝜏
∇𝛾′𝑉2 +

𝜅

𝜏
𝑉1                                                                       (3.2.8) 

dir. 

     Şimdi (3.2.6) ile (3.2.8) birlikte göz önüne alınırsa, 

𝑉3 =
1

𝜏
∇𝛾′ (

1

𝜅
∇𝛾′𝑉1) +

𝜅

𝜏
𝑉1 
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=
1

𝜏
(𝛾′ (

1

𝜅
)∇𝛾′𝑉1 +

1

𝜅
∇2𝛾′𝑉1) +

𝜅

𝜏
𝑉1 

                             𝑉3 = −
𝜅′

𝜏𝜅2
∇𝛾′𝑉1 + 

1

𝜏𝜅
∇2𝛾′𝑉1 +

𝜅

𝜏
𝑉1                             (3.2.9) 

olduğu görülür. 

(3.2.9) de kovaryant türev alınırsa ve (3.2.7) dikkate alınırsa, 

∇𝛾′𝑉3 = −
𝜅′

𝜏𝜅2
∇²𝛾′𝑉1 + ∇𝛾′(−

𝜅′

𝜏𝜅2
)∇𝛾′𝑉1 +

1

𝜅𝜏
∇𝛾′
3 𝑉1 + ∇𝛾′ (

1

𝜏𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 +

𝜅

𝜏
∇𝛾′𝑉1

+ ∇𝛾′ (
𝜅

𝜏
)𝑉1 

dir. 

     Her iki tarafı 𝜅𝜏’ ya bölersek 

∇𝛾′
3 𝑉1 + (

−𝜅′

𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 + 𝜅²∇𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅(−

𝜅′

𝜏𝜅2
)∇𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅∇𝛾′ (

1

𝜏𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅∇𝛾′ (

𝜅

𝜏
)𝑉1 

= −𝜏²∇𝛾′𝑉1 

∇𝛾′
3 𝑉1 + (

−𝜅′

𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅 (

−𝜏′𝜅 − 𝜅′𝜏

(𝜏𝜅)2
)∇2𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅 (

−𝜅″𝜏𝜅2 + 𝜏′𝜅2𝜅′ + 2𝜅𝜅′𝜅′

(𝜏𝜅2)2
)∇𝛾′𝑉1

+ 𝜅²∇𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅 (
𝜅

𝜏
)
′

𝑉1 = −𝜏²∇𝛾′𝑉1 

∇𝛾′
3 𝑉1 + (𝜅

2 + 𝜏2)∇𝛾′𝑉1 + (
−𝜅′

𝜅
−
𝜅′

𝜅
−
𝜏′

𝜏
) ∇2𝛾′𝑉1 + (

−𝜅″

𝜅
+
𝜏′𝜅′

𝜏𝜅
+ 2(

𝜅′

𝜅
)

2

)∇𝛾′𝑉1 

 

+𝜏𝜅 (
𝜅

𝜏
)
′

𝑉1 = 0 

dır. Böylece (3.2.5) denklemi elde edilir. 

     Sonuç 3.2.2.  (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay uzunluklu bir Frenet eğrisi 𝛾 

olsun. Sonra 𝛾’ nın genel bir helis olması için ⟺ 

                                        ∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜆∇

2
𝛾′𝑉1 + 𝜇∇𝛾′𝑉1 = 0                                                      (3.2.10) 

dir. Burada 
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𝜆 = −3
𝜅′

𝜅
 

𝜇 = −
𝜅″

𝜅
+ 3(

𝜅′

𝜅
)

2

+ 𝜅2 + 𝜏2 

dir (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     İspat. 𝛾’ nın bir genel helis olduğunu kabul edelim, yani 
𝜅

𝜏
 sabittir, diğer bir deyişle 

𝜅′𝜏 = 𝜅𝜏′ dır. (3.2.5) de 
𝜅′

𝜅
=
𝜏′

𝜏
 değerini değiştirirsek (3.2.10) elde edilir. 

𝜅

𝜏
=

𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  olduğundan 𝜏𝜅 (
𝜅

𝜏
)
′

𝑉1 = 0 dır. 

∇𝛾′
3 𝑉1 + (−3

𝜅′

𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 + (−

𝜅″

𝜅
+ 3(

𝜅′

𝜅
)

2

+ 𝜅2 + 𝜏2)∇𝛾′𝑉1 = 0 

elde edilir. 

     Tersine varsayalım ki (3.2.10) sağlansın. Bu 𝛾 eğrisinin genel helis olduğunu 

göstermektedir. (3.2.5) den (3.2.10)’ u elde etmek için  
𝜅

𝜏
  sabit olmalıdır. Böylece  𝛾 genel 

helisdir. 

     Sonuç 3.2.3. (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay parametreli bir Frenet eğrisi 𝛾 

olsun. Daha sonra 𝛾 bir genel helisdir ⟺ 𝛾 eğrisi boyunca  

                                                 ∆𝐻 + 𝜆∇𝛾′𝐻 + 𝜇𝐻 = 0.                                                  (3.2.11) 

Burada  

𝜆 = 3
𝜅′

𝜅
 

𝜇 =
𝜅″

𝜅
− 3(

𝜅′

𝜅
)

2

− 𝜅2 − 𝜏2 

dır (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     İspat. (3.2.10), (3.1.2) ve (3.1.3) e göre  

−∇𝛾′∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜆∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜇𝜅𝑉2 = 0 

−∇𝛾′∇𝛾′𝜅𝑉2 + 𝜆∇𝛾′𝐻 + 𝜇𝐻 = 0 
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∆𝐻 + 𝜆∇𝛾′𝐻 + 𝜇𝐻 = 0 

elde edilir. 

     (⟸) açıktır. 

     Sonuç 3.2.4. (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay parametreli bir Frenet eğrisi 𝛾 

olsun. Daha sonra 𝛾 bir dairesel helisdir ⟺ 

                                                   ∇𝛾′
3 𝑉1 + (𝜅

2 + 𝜏2)∇𝛾′𝑉1 = 0.                                        (3.2.12) 

(3.2.5) kullanılarak ispat kolayca yapılabilir. 

     Dairesel helis olduğundan 𝜅 ve 𝜏 sabittir. 𝜆1 = 𝜆3 = 0, 𝜆2 = 𝜅
2 + 𝜏2 olur. (3.2.5) den 

∇𝛾′
3 𝑉1 + (𝜅

2 + 𝜏2)∇𝛾′𝑉1 = 0 

elde edilir (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 

     Sonuç 3.2.5. (𝑀3, 𝑔) Riemann 3-manifoldu üzerinde yay parametreli bir Frenet eğrisi 𝛾 

olsun. Daha sonra 𝛾 bir dairesel helisdir ⟺ 

                                               Δ𝐻 + 𝜆𝐻 = 0.                                                        (3.2.13) 

burada 𝜆 = −(𝜅2 + 𝜏2) dir. (3.2.5), (3.1.2) ve (3.1.3) kullanılırsa, 

∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜆1∇

2
𝛾′𝑉1 + 𝜆2∇𝛾′𝑉1 + 𝜆3𝑉1 = 0   

∇𝛾′∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜆1∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜆2∇𝛾′𝑉1 + 𝜆3𝑉1 = 0 

−Δ𝐻 + (𝜅2 + 𝜏2)𝐻 = 0 

Δ𝐻 + (−(𝜅2 + 𝜏2))𝐻 = 0 ⟹ Δ𝐻 + 𝜆𝐻 = 0 

elde edilir (Hacısalihoğlu ve Kocayiğit, 2011). 
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4. BÖLÜM 

      4.1. 3-Boyutlu Galilean Uzayı İle İlgili Temel Tanımlar 

     Tanım 4.1.1. R
3
 reel afin uzayı  𝑋 = ( 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑌⃗ = ( 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) vektörleri verilsin. 

Bu uzay üzerinde Galilean skaler çarpımı  

〈𝑋 , 𝑌⃗ 〉 =  {
   𝑥1𝑥2 ,                                                 𝑥1 ≠ 0 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑥2 ≠ 0 𝑖𝑠𝑒 
  𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2,                                   𝑥1 = 0 𝑣𝑒   𝑥2 = 0 𝑖𝑠𝑒    

 

şeklinde ifade edilir. (𝑅3, 〈 , 〉𝐺) ikilisine 3-boyutlu Galilean uzayı denir ve 𝐺3 ile gösterilir 

(Tatlıpınar, 2011). 

     Tanım 4.1.2. 𝐺3 3-boyutlu Galilean uzayında 𝑃𝑖 = ( 𝑝𝑖1, 𝑝𝑖2, 𝑝𝑖3), 𝑖 = 1,2 noktaları 

arasındaki uzaklık  

𝑔(𝑃1 , 𝑃2) = {
  | 𝑝21 − 𝑝11 |,                                                            𝑝21 ≠ 𝑝11 

√( 𝑝22 − 𝑝12)2 + ( 𝑝23 − 𝑝13)2 ,                       𝑝21 = 𝑝11
  

şeklinde tanımlanır (Tatlıpınar, 2011). 

     Tanım 4.1.3. 𝐺3 3-boyutlu Galilean uzayında 𝛾: 𝐼 ⊂ 𝑅 →  𝐺3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonu verilsin. 𝛾(𝐼) ⊂  𝐺3 noktalar kümesine 𝐺3 3-boyutlu Galilean uzayında bir eğri 

denir (Erjavec vd., 2011).  

    3-boyutlu 𝐺3 Galilean uzayında x yay  parametreli bir eğri 

𝛾: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐺3  , 𝛾(𝑥) = (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑧(𝑥)) 

olsun. 𝜅(𝑥) eğriliği ve 𝜏(𝑥) torsiyonu, 

𝜅(𝑥) = √(𝑦′′(𝑥))² + (𝑧′′(𝑥)2) 

                                                  𝜏(𝑥) =
det(𝛾′(𝑥),𝛾′′(𝑥),𝛾′′′(𝑥))

𝜅²(𝑥)
  

şeklinde tanımlanır ve 𝛾 boyunca Frenet çatısı {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3} olmak üzere 

                                                𝑉1(𝑥) =  𝛾
′(𝑥) = ( 1, 𝑦′(𝑥), 𝑧′(𝑥) ) 

𝑉2(𝑥) =
1

𝜅(𝑥)
 ( 0, 𝑦′′(𝑥), 𝑧′′(𝑥) ) 

𝑉3(𝑥) =
1

𝜅(𝑥)
(0, −𝑧′′(𝑥), 𝑦′′(𝑥) 

şeklinde tanımlanır. Bu vektör alanları için aşağıdaki Frenet formülleri verilsin. 
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                                                  [

∇𝛾′𝑉1
∇𝛾′𝑉2
∇𝛾′𝑉3

] = [
0 𝜅 0
0 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [

𝑉1
𝑉2
 𝑉3

]                                                        (4.1.1) 

     Tanım 4.1.4.  𝛾, 3-boyutlu Galilean uzayında birim hızlı bir eğri olsun. 𝛾 nın Laplace-

Beltrami operatörünü ∆ ile gösterelim ve 𝛾 boyunca ortalama eğrilik vektör alanını H ile 

gösterelim. 

H ortalama eğrilik vektör alanı 

                                                   𝐻 = ∇𝛾′𝛾
′ = ∇𝛾′𝑉1 = 𝜅𝑉2                                              (4.1.2) 

şeklinde verilir. Burada 𝜅, 𝛾 nın eğriliğidir. 

𝛾’ nın Laplace operatörü  

                                                         ∆= −∇𝛾′
2 = −∇𝛾′∇𝛾′                                                  (4.1.3) 

ile tanımlanır. 

     Tanım 4.1.5. 𝛾, 3-boyutlu Galilean uzayında birim hızlı bir eğri olsun. Bu eğri 1.tip ise   

                                                                  ∆𝐻 = 𝜆𝐻                                                          (4.1.4) 

dir. 

     Tanım 4.1.6.  𝐺3 3-boyutlu Galilean uzayında 𝛾 bir eğri ve {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3}, 𝛾 boyunca Frenet 

çatısı olsun. 

                                                     
 𝜅

𝜏
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                                      (4.1.5) 

ise 𝛾 eğrisine bir genel helis denir (Tatlıpınar, 2010). 

     Tanım 4.1.7. 𝐺3 3-boyutlu Galilean uzayında 𝛾 bir eğri ve {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3}, 𝛾 boyunca pozitif 

Frenet çatısı olsun. Eğer κ ve τ, 𝛾 boyunca pozitif sabitlerse, 𝛾’ ya Frenet çatısına göre bir 

dairesel helis denir (Tatlıpınar, 2010). 
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4.2. 3-Boyutlu Galilean Uzayında 1.Tip Eğriler Ve Biharmonik Eğriler İçin 

Karakterizasyonlar 

     Teorem 4.2.1. 3-boyutlu Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. Daha sonra 𝛾 

eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 𝜆𝐻 olması için gerek ve yeter şart 

                                                                  𝜅𝜏2 − 𝜅″ = 𝜆𝜅,  

                                                           −2κ′τ − κτ′ = 0.                                                    (4.2.1) 

     İspat. (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) den  

Δ𝐻 = Δ𝜅𝑉2 

      = −∇𝛾′∇𝛾′𝜅𝑉2 

      = −(∇𝛾′𝛾
′[𝜅𝑉2]) 

      = −∇𝛾′(γ
′(κ)𝑉2 + κγ′(𝑉2)) 

      = −(∇𝛾′𝛾
′(𝜅)𝑉2 + ∇𝛾′𝜅𝛾

′(𝑉2)) 

      = −(𝛾′[𝛾′(𝜅)𝑉2] + 𝛾
′[𝜅𝛾′(𝑉2)]) 

      = −(𝛾′(𝛾′(𝜅))𝑉2 + 𝛾
′(𝑉2)𝛾

′(𝜅) + 𝛾′(𝑉2)𝛾
′(𝜅) + 𝛾′(𝛾′(𝑉2))𝜅) 

      = −(𝛾′(𝛾′(𝜅))𝑉2 + (𝜏𝑉3 + 𝜏𝑉3)𝜅
′ + 𝜅𝛾′(𝜏𝑉₃))  

      = −(𝜅″𝑉2 + (𝜏𝑉3 + 𝜏𝑉3)𝜅
′ + 𝜅(𝛾′(𝜏)𝑉3 + 𝜏𝛾

′(𝑉3))) 

Δ𝐻 = −(𝜅″𝑉2 + 2𝜏𝜅
′𝑉3 + 𝜅𝜏′𝑉3 − 𝜏

2𝜅𝑉2) 

Δ𝐻 = (−𝜅″ + 𝜏2𝜅)𝑉2 + (−2𝜏𝜅
′ − 𝜅𝜏′)𝑉3                                                                       (4.2.2) 

elde edilir. 

(4.1.2) ve (4.1.4) den 

                                (−𝜅″ + 𝜅𝜏2)𝑉2 + (−2𝜅
′𝜏 − 𝜅𝜏′)𝑉3 = 𝜆𝜅𝑉2                                     (4.2.3) 

elde edilir. (4.2.3) denkleminden (4.2.1) ifadesi elde edilir. 

     Tersine (4.2.1) denklemleri ∆𝐻 = 𝜆𝐻 denklemini sağlamaktadır. (∆𝐻 = 𝜆𝐻) 
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     Teorem 4.2.2. 3-boyutlu Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. Daha sonra 𝛾 

eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 𝜆𝐻 sağlanması için⟺ 𝛾 nın bir dairesel helis olmasıdır. Burada   

             𝜆 = 𝜏²                                                                     (4.2.4)  

dir.        

     İspat. Teorem 4.2.1 den (4.2.1) sağlanır.  

                                      −2𝜅′𝜏 − 𝜅𝜏′ = 0 ⇒ 2𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′ = 0 

                                                                     2𝜅𝜅′𝜏 + 𝜅²𝜏′ = 0 

                                                                                (𝜅2𝜏)′ = 0 

                                                                                    𝜅2𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

elde edilir. 

 (4.2.1), 𝛾’ nın bir dairesel helis olduğunu gösterir ve 𝜅 = 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟. Dolayısıyla 𝜅″ =

0 dır.  

                             𝜅𝜏² = 𝜆𝜅 ⇒ 𝜏² = 𝜆                                                                                                                      

 elde edilir. 

     Tersine 𝛾 bir dairesel helis ve 𝜆 = 𝜏² dir, 𝜅 ve 𝜏 sabitlerdir, κ″=0, κ′=0, τ′=0 olur. Buradan 

∆𝐻 = 𝜆𝐻 sağlanır. 

     Teorem 4.2.3. 3-boyutlu Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. Daha sonra 𝛾 

eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 0 olması için gerek ve yeter şart 𝛾’ nın bir geodezik olmasıdır. 

     İspat. I bir açık aralık ve 𝛾: 𝐼 → 𝐺3   yay uzunluklu bir eğri olsun, burada yay uzunluğu s 

dir. 𝛾 nın Frenet çatı alanı {𝑉1, 𝑉2,  𝑉3} olsun. (4.1.2) eşitliği kullanarak, 

∇𝛾′𝐻 = ∇𝛾′𝜅𝑉2 = 𝛾
′(𝜅)𝑉2 + 𝜅𝛾

′(𝑉2) 

                                                                       = 𝛾′(𝜅)𝑉2 + 𝜅𝜏𝑉3 

                                                                       = 𝜅′𝑉2 + 𝜅𝜏𝑉3 

elde edilir. 

     H’ ın Laplasyanını hesaplarsak  
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                                    −Δ𝐻 = ∇𝛾′∇𝛾′𝐻 = (𝜅
″ − 𝜅𝜏2)𝑉2 + (2𝜅

′𝜏 + 𝜅𝜏′)𝑉3 

dir. Böylece 𝛾 eğrisi boyunca Δ𝐻 = 0 ın sağlanması için gerek ve yeter şart 𝜅 = 0 olmasıdır. 

Bu nedenle 𝛾 bir geodeziktir. 

     Tersine her geodezik eğri için κ=0 dır. Buradan Δ𝐻 = 0 dır. 

     Sonuç 4.2.1.  𝐺3 galilean uzayında 𝛾 bir eğri olsun. 𝛾’ nın biharmonik olması için ⟺ 𝛾’ 

nın bir doğru olmasıdır. 

    Teorem 4.2.4. 3-boyutlu Galilean uzayında yay uzunluklu bir eğri 𝛾 olsun. 𝛾 aşağıdaki 

diferensiyel denklemi sağlar. 

                                        ∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜆1∇

2
𝛾′𝑉1 + 𝜆2∇𝛾′𝑉1 + 𝜆3𝑉1 = 0                                    (4.2.5) 

Burada  

                                                        𝜆1 = −(2
𝜅′

𝜅
+
𝜏′

𝜏
) 

                                                        𝜆2 = −
𝜅″

𝜅
+
𝜅′𝜏′

𝜅𝜏
+ 2(

𝜅′

𝜅
)
2

+ 𝜏2 

                                                        𝜆3 = 0 

     İspat. (4.1.1) kullanılarak 

                                            ∇𝛾′𝑉1 = 𝜅𝑉2⟹ 𝑉2 =
1

𝜅
∇𝛾′𝑉1                                                 (4.2.6) 

elde edilir. (4.1.1) ve  (4.2.6) kullanılarak 

                                                 ∇𝛾′𝑉3 = −
𝜏

𝜅
∇𝛾′𝑉1                                                              (4.2.7)    

elde edilir. ∇𝛾′𝑉2 = 𝜏𝑉3 den 

                                                    𝑉3 =
1

𝜏
∇𝛾′𝑉2                                                                    (4.2.8) 

dir. 

     Şimdi (4.2.6) ile (4.2.8) birlikte göz önüne alınırsa, 

                                                 𝑉3 =
1

𝜏
∇𝛾′ (

1

𝜅
∇𝛾′𝑉1) 

                                                𝑉3 =
1

𝜏
(𝛾′ (

1

𝜅
)∇𝛾′𝑉1 +

1

𝜅
∇2𝛾′𝑉1) 
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                         𝑉3 = −
𝜅′

𝜏𝜅2
∇𝛾′𝑉1 + 

1

𝜏𝜅
∇2𝛾′𝑉1                                            (4.2.9) 

olduğu görülür. 

(4.2.9) de kovaryant türev alınırsa ve (4.2.7) dikkate alınırsa, 

∇𝛾′𝑉3 = −
𝜅′

𝜏𝜅2
∇²𝛾′𝑉1 + ∇𝛾′(−

𝜅′

𝜏𝜅2
)∇𝛾′𝑉1 +

1

𝜅𝜏
∇𝛾′
3 𝑉1 + ∇𝛾′ (

1

𝜏𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 

dir. 

Her iki tarafı 𝜅𝜏 ile çarparsak  

∇𝛾′
3 𝑉1 + (

−𝜅′

𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅𝛾

′(−
𝜅′

𝜏𝜅2
)∇𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅∇𝛾′ (

1

𝜏𝜅
) ∇2𝛾′𝑉1 

= −𝜏²∇𝛾′𝑉1 

∇𝛾′
3 𝑉1 + (

−𝜅′

𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 + 𝜏𝜅 (

−𝜏′𝜅 − 𝜅′𝜏

(𝜏𝜅)2
)∇2𝛾′𝑉1

+ 𝜏𝜅 (
−𝜅″𝜏𝜅2 + 𝜏′𝜅2𝜅′ + 2𝜏𝜅𝜅′𝜅′

(𝜏𝜅2)2
)∇𝛾′𝑉1 = −𝜏²∇𝛾′𝑉1 

∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜏

2∇𝛾′𝑉1 + (−
𝜅′

𝜅
−
𝜅′

𝜅
−
𝜏′

𝜏
)∇2𝛾′𝑉1 + (

−𝜅″

𝜅
+
𝜏′𝜅′

𝜏𝜅
+ 2(

𝜅′

𝜅
)

2

)∇𝛾′𝑉1 = 0 

dır. Böylece (4.2.5) denklemi elde edilir. 

     Sonuç 4.2.2. 3-boyutlu Galilean uzayında yay uzunluklu bir eğri 𝛾 olsun. Sonra 𝛾′ nın 

genel bir helis olması için ⟺ 

                                          ∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜆∇

2
𝛾′𝑉1 + 𝜇∇𝛾′𝑉1 = 0                                                  (4.2.10) 

dir. Burada 

𝜆 = −3
𝜅′

𝜅
 

𝜇 = −
𝜅″

𝜅
+ 3(

𝜅′

𝜅
)

2

+ 𝜏2 

dir. 
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     İspat. Varsayalım ki  𝛾 genel helisdir, yani  
𝜅

𝜏
 sabittir, diğer bir deyişle  𝜅′𝜏 = 𝜅𝜏′ dur. 

(4.2.5) de  
𝜅′

𝜅
=
𝜏′

𝜏
 değerini değiştirirsek (4.2.10) elde edilir. 

∇𝛾′
3 𝑉1 + (−3

𝜅′

𝜅
)∇2𝛾′𝑉1 + (−

𝜅″

𝜅
+ 3(

𝜅′

𝜅
)

2

+ 𝜏2)∇𝛾′𝑉1 = 0 

elde edilir. 

     Tersine varsayalım ki (4.2.10) sağlansın. Bu 𝛾 eğrisinin genel helis olduğunu 

göstermektedir. (4.2.5) den (4.2.10)’ u elde etmek için 
𝜅

𝜏
  sabit olmalıdır. Böylece  𝛾 genel 

helisdir. 

     Sonuç 4.2.3. 3-boyutlu Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. Daha sonra 𝛾 

bir genel helisdir ⟺ 𝛾 eğrisi boyunca  

                                                         ∆𝐻 + 𝜆∇𝛾′𝐻 + 𝜇𝐻 = 0.                                          (4.2.11) 

Burada  

𝜆 = 3
𝜅′

𝜅
 

𝜇 =
𝜅″

𝜅
− 3(

𝜅′

𝜅
)

2

 

dır. 

     İspat. (4.2.10), (4.1.2) ve (4.1.3) e göre  

                                      −∇𝛾′∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜆∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜇𝜅𝑉2 = 0 

                                                  −∇𝛾′∇𝛾′𝜅𝑉2 + 𝜆∇𝛾′𝐻 + 𝜇𝐻 = 0 

                                                                ∆𝐻 + 𝜆∇𝛾′𝐻 + 𝜇𝐻 = 0 

elde edilir. 

(⟸) açıktır. 

     Sonuç 4.2.4. 3-boyutlu Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. Daha sonra 𝛾 

bir dairesel helisdir ⟺ 
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                                                    ∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜏

2∇𝛾′𝑉1 = 0.                                                   (4.2.12) 

(4.2.5) kullanılarak ispat kolayca yapılabilir. 

𝛾 bir dairesel helis olduğundan 𝜅 ve 𝜏 sabittir. Buna göre κ′=τ′=0 dır. 𝜆1 = 𝜆3 = 0, 𝜆2 = 𝜏
2 

olur. (4.2.5) den 

∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜏

2∇𝛾′𝑉1 = 0 

elde edilir. 

     Sonuç 4.2.5. 3-boyutlu Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. Daha sonra 𝛾 

bir dairesel helisdir ⟺ 

                                                    Δ𝐻 + 𝜆𝐻 = 0.                                                   (4.2.13) 

burada 𝜆 = −𝜏2 dir. 

(4.2.5), (4.1.2) ve (4.1.3) kullanılırsa, 

∇𝛾′
3 𝑉1 + 𝜆1∇

2
𝛾′𝑉1 + 𝜆2∇𝛾′𝑉1 + 𝜆3𝑉1 = 0   

(𝛾 bir dairesel helis olduğundan 𝜅 = 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) 

∇𝛾′∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜆1∇𝛾′∇𝛾′𝑉1 + 𝜆2∇𝛾′𝑉1 + 𝜆3𝑉1 = 0 

                                                                                     −Δ𝐻 + (𝜏2)𝐻 = 0 

                                                       Δ𝐻 + (−𝜏2)𝐻 = 0 ⟹ Δ𝐻 + 𝜆𝐻 = 0 

elde edilir. 
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  4.3.  3-Boyutlu Equiform Galilean Uzayı İle İlgili Tanımlar 

     Tanım 4.3.1. 3-boyutlu Equiform Galilean uzayında birim hızlı bir 𝛾 eğrisi için Frenet-

Serret formülleri  

                                                                  
𝑑𝑇

𝑑𝜎
= 𝜅𝑇 +𝑁  

                                                                  
𝑑𝑁

𝑑𝜎
= 𝜅𝑁 + Ʈ𝐵                                                       (4.3.1) 

𝑑𝐵

𝑑𝜎
= −Ʈ𝑁 + 𝜅𝐵 

şeklindedir. Burada 𝜎 equiformunun değişmez parametresi 𝜎 = ∫
𝑑𝑠

𝜎
  şeklinde tanımlanır (Erjavec 

vd., 2011). 

     Tanım 4.3.2. 𝛾, 3-boyutlu Equiform Galilean uzayında birim hızlı bir eğrinin equiform 

eğriliği ve equiform torsiyonu  

𝜅 = 𝜌̇ , Ʈ = 𝜌𝜏 =
𝜏

𝜅
 

burada 𝜌, eğrinin eğrilik yarıçapıdır (Erjavec vd., 2011). 

     Tanım 4.3.3.  𝛾, 3-boyutlu Equiform Galilean uzayında birim hızlı bir eğri olsun. 𝛾 nın 

Laplace-Beltrami operatörünü ∆ ile gösterelim ve 𝛾 boyunca ortalama eğrilik vektör alanını H 

ile gösterelim. 

H ortalama eğrilik vektör alanı 

                                                   𝐻 = ∇𝛾′𝛾
′ = ∇𝛾′𝑉1 = 𝜅𝑉2                                              (4.3.2) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝜅 , 𝛾 nın eğriliğidir. 

𝛾’ nın Laplace operatörü  

                                                         ∆= −∇𝛾′
2 = −∇𝛾′∇𝛾′                                                  (4.3.3) 

ile tanımlanır. 

     Tanım 4.3.4. 𝛾, 3-boyutlu Equiform Galilean uzayında birim hızlı bir eğri olsun. Bu eğri 

1.tip ise   

                                                                  ∆𝐻 = 𝜆𝐻                                                          (4.3.4) 
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şeklindedir. 
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4.4. 3-Boyutlu Equiform Galilean Uzayında 1.Tip Eğriler Ve Biharmonik Eğriler İçin 

Karakterizasyonlar 

     Teorem 4.4.1. 3-boyutlu Equiform Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. 

Daha sonra 𝛾 eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 𝜆𝐻 olması için gerek ve yeter şart 

                                             −𝜅″ − 3𝜅′𝜅 − 𝜅3 + 𝜅𝜏2 = 𝜆𝜅,  

                                                      −2κ′τ − 2κ2τ − κ′ = 0                                               (4.4.1) 

olmasıdır. 

     İspat. (4.3.1), (4.3.2) ve (4.3.3) den  

Δ𝐻 = Δ𝜅𝑉2 

       = −∇𝛾′∇𝛾′𝜅𝑉2 

       = −(∇𝛾′𝛾
′[𝜅𝑉2]) 

      = −∇𝛾′(γ
′(κ)𝑉2 + κγ

′(𝑉2)) 

      = −(∇𝛾′𝛾
′(𝜅)𝑉2 + ∇𝛾′𝜅𝛾

′(𝑉2)) 

      = −(𝛾′[𝛾′(𝜅)𝑉2] + 𝛾
′[𝜅𝛾′(𝑉2)]) 

      = −(𝛾′(𝛾′(𝜅))𝑉2 + 𝛾
′(𝑉2)𝛾

′(𝜅) + 𝛾′(𝑉2)𝛾
′(𝜅) + 𝛾′(𝛾′(𝑉2))𝜅) 

      = −(𝛾′(𝛾′(𝜅))𝑉2 + (𝜅𝑉2 + 𝜏𝑉3)𝜅
′ + (𝜅𝑉2 + 𝜏𝑉3)𝜅

′ + 𝜅𝛾′(𝜏𝑉₃))  

      = −(𝜅″𝑉2 + (𝜏𝑉3 + 𝜏𝑉3)𝜅
′ + 𝜅(𝛾′(𝜏)𝑉3 + 𝜏𝛾

′(𝑉3))) 

Δ𝐻 = −(𝜅″𝑉2 + 2𝜏𝜅
′𝑉3 + 𝜅𝜏′𝑉3 − 𝜏

2𝜅𝑉2) 

Δ𝐻 = (−𝜅″ + 𝜏2𝜅)𝑉2 + (−2𝜏𝜅
′ − 𝜅𝜏′)𝑉3                                                                       (4.4.2) 

elde edilir. 

(4.3.2) ve (4.3.4) den 

                             (−𝜅″ + 𝜅𝜏2)𝑉2 + (−2𝜅
′𝜏 − 𝜅𝜏′)𝑉3 = 𝜆𝜅𝑉2                                        (4.4.3) 

elde edilir. 

(4.4.3) denkleminden (4.4.1) elde edilir. 
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     Tersine (4.4.1) denklemleri  ∆𝐻 = 𝜆𝐻 sağlamaktadır. (∆𝐻 = 𝜆𝐻) 

     Teorem 4.4.2. 3-boyutlu Equiform Galilean uzayında yay parametreli bir eğri 𝛾 olsun. 

Daha sonra 𝛾 eğrisi boyunca  ∆𝐻 = 0 olması için gerek ve yeter şart 𝛾’ nın bir geodezik 

olmasıdır. 

     İspat. I bir açık aralık ve 𝛾: 𝐼 → 𝑀   yay uzunluklu bir eğri olsun, burada yay uzunluğu s 

dir. 𝛾 nın Frenet çatı alanı {𝑉1, 𝑉2,  𝑉3} olsun. (4.3.2) eşitliği kullanarak, 

∇𝛾′𝐻 = ∇𝛾′𝜅𝑉2 = 𝛾
′(𝜅)𝑉2 + 𝜅𝛾

′(𝑉2) = 𝜅′𝑉2 + 𝜅²𝑉2 + 𝜅𝜏𝑉3 

elde edilir. 

     H’ ın Laplasyanını hesaplarsak  

                             −Δ𝐻 = ∇𝛾′∇𝛾′𝐻 = (𝜅
″ − 𝜅𝜏2)𝑉2 + (2𝜅

′𝜏 + 𝜅𝜏′)𝑉3 

dir. 

     Böylece 𝛾 eğrisi boyunca Δ𝐻 = 0 ın sağlanması için gerek ve yeter şart 𝜅 = 0 olmasıdır. 

Bu nedenle 𝛾 bir geodeziktir. 

     Tersine her geodezik eğri için κ=0 dır. Buradan Δ𝐻 = 0 dır. 
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5. BÖLÜM 

Sonuç 

1) Bu çalışmada, 3-boyutlu Öklid uzayında 1.tip eğriler ve biharmonik eğriler incelendi.𝐸3, 3-

boyutlu Öklid uzayında 1.tip eğrinin dairesel helis ve aynı uzayda biharmonik eğrinin bir 

geodezik olduğu gösterildi. 

2) 3-boyutlu Galilean uzayında 1.tip eğriler ve biharmonik eğriler incelendi ve yine 1.tip 

eğrinin dairesel helis ve biharmonik eğrinin bir geodezik olduğu ispatlandı. 

3) 3-boyutlu Equiform Galilean uzayında 1.tip eğri olması için gerek ve yeter şartlar 

incelendi. Yine bu uzayda biharmonik eğrinin bir geodezik olduğu sonucuna varıldı. 
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