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OZET
Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim ¢alismanin giris kismidir. Bu boliimde biharmonik egriler ile ilgili yapilan

caligmalar hakkinda literatiirdeki bilgiler verildi.
Ikinci boliimde temel kavramlar verildi.

Ugiincii béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda 1.tip egriler ve biharmonik egriler ile ilgili

temel tanimlar ve karakterizasyonlar verildi.

Dordiincii bolim ¢aligmanin orijinal kismidir. Bu boliimde 3-boyutlu Galilean uzayinda ve

Equiform Galilean uzayinda biharmonik egriler incelendi.

Besinci boliim ¢alismanin sonu¢ kismidir.

Anahtar Kelimeler: Biharmonik Egriler, Ortalama Egrilik Vektor Alani



ABSTRACT
Some Characterizations of Biharmonic Curves
This study consists of four chapters.

The first chapter is the entrance of the study. In this chapter, information in the literature

about studies done on biharmonic curves is given.
In the second chapter, basic definitions are given.

In the third chapter, basic definitions and characterizations related to 1-type curves and

biharmonic curves in Euclidean 3-space are given.

In the fourth chapter, original part of the work. In this chapter biharmonic curves are

examined in Galilean 3-space and equiform Galilean space.

In the fifth chapter, corollary part of the work.

Keywords: Biharmonic Curves, The Mean Curvature Vector Field
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1. BOLUM
Giris

Egriler diferensiyel geometrinin temel konularindan biridir. Birgok 6zel egri ¢esidi vardir.
Bunlardan biri de biharmonik egrilerdir. Biharmonik egriler ilk olarak G. B. Airy ve J. C.
Maxwell tarafindan ¢alisilmistir. Airy ve Maxwell biharmonik denklemleri kullanarak

diizlemde elastik problemleri ifade etmislerdir. Elastik enerjinin Riemann genellestirmesine

elastik enerji, yani bioenerji denir ve asagidaki sekilde tanimlanir,
E,(c) = f%xzds.

Burada k, ¢ egrisinin egriligidir. E, nin kritik noktalarina, biharmonik egriler denir ve

asagidaki sekilde tanimlanir,
V3c=R(c,V¢)c.

Biharmonik egriler birgok matematikg¢i tarafindan c¢alisildi. Chen ve Ishikawa (Chen ve
Ishikawa, 1991) Pseudo-Oklid uzaymda biharmonik yiizeyleri ¢alistilar. Inoguchi (Inoguchu,
2003) Minkowski 3-uzayinda biharmonik egrileri ¢alist1.

Keles ve digerleri (Keles vd., 2010) Lorentzian Para-Sasakian manifoldlarda biharmonik
egrileri calistilar. Kocayigit ve Hacisalihoglu (Kocayigit ve Hacisalihoglu, 2009) 1.tip ve
biharmonik egrileri Lorentz 3- uzayinda galistilar. Kocayigit ve Hacisalihoglu (Kocayigit ve
Hacisalihoglu 2011) 1.tip ve biharmonik egrileri Oklid 3- uzayinda galistilar. Yine Kocayigit
ve Hacisalihoglu (Kocayigit ve Hacisalihoglu 2012) biharmonik egrileri kontakt geometride
calistilar. Korpinar ve Turhan, (Korpmar ve Turhan, 2009) timelike horizontal biharmonik
egrileri Heisenberg grupta calistilar. Biharmonik egrileri Korpinar ve Turhan (Korpmar ve
Turhan, 2011) H2xR de ¢alistilar. Kérpinar ve Turhan (Kérpinar ve Turhan, 2012) timelike
biharmonik egriler etrafinda tubular yiizeyleri Heisenberg grupta calistilar. Yine Korpinar ve

Turhan (Kérpmar ve Turhan, 2013) biharmonik egrileri E* te calistilar.

Kiilahc1 (Kiilahei, 2016) isotropik uzayda biharmonik egrileri ¢alisti. Oztiirk ve digerleri
(Oztiirk vd., 2014) semi-Oklidyen E; uzaymda zayif biharmonik ve harmonik 1.tip egrileri
caligtilar. Perktas ve digerleri (Perktas vd., 2012) 3-boyutlu Heisenberg grubunda biharmonik

egrileri ¢alistilar.



Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda biharmonik egriler incelendi. Daha sonra Galilean
uzay1 ve Equiform Galilean uzayinda Laplace Beltrami operatorii A ve ortalama egrilik vektor

alan1 H kullanilarak biharmonik egrilerin bazi karakterizasyonlari verildi.



2. BOLUM
2.1.Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi tizerinde bir vektor uzay: VV olsun.

Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

ft AXA >V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir. Yani
A1)V P,Q,ReAicinf(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
A2)V PeA icinVaeVicin f(P,Q) =«
olacak bigimde bir tek Q€A noktas1 vardir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanm 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun. V bir i¢ carpim

islemi olarak

<>V xV->R

n

xy) - <uxy >=inyi , {

i=1

X = (X1, 0, Xp)
Y= 1 Yn)

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ac1 gibi metrik kavramlar
tamimlanabilir. Bdylece A afin uzayr da yeni bir ad olarak Oklid uzayr adm alir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.3. 3-boyutlu standart reel vektdr uzayr R3 ile birlestirilmis R3 afin uzaym ele

alalim. Bu R3 vektér uzaymda Oklid i¢ carpimi

<,>:R3*XR3->R

X = (-xl' X2, X3)

3
X, ->< X, >=Zx- i , {
Coy) Y L i Y = (152 ¥3)

bigiminde tammlanir. Béylece R3 afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzayi olur ve E® ile gdsterilir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.14.d : E*" X E™ - R



(xx,y) - d(x,y) = lIxyll =

olarak tamimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da x, y € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.15.d: E" X E™ - R

(6,y) = d(xy) = |Ixyll
bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E ™ de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu, 1998).

<xy,yz>

o~ el e e _
Tanmm 2.1.6. V x,y,z € E™ i¢in Xyz agisinin Ol¢lisii cos 6 = ozl

den hesaplanan 6

reel sayisidir (Hacisalihoglu, 1998).

Tammm 2.1.7. E™ de swrali bir {Py, Py, ..., B,} nokta n+1-lisine R™ de karsilik gelen

{PoPy, PyPy, ..., PyP,} vektor n-lisi R™ igin bir ortonormal baz ise {Py, Py, P; ..., B,} sistemine
E ™ in bir dik ¢atis1 veya Oklid ¢atis1 denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.8. E™ deki {E,, E; ..., E,} catisina standart Oklid catis1 denir (Hacisalihoglu,
1998).

Tamm 2.1.9. E™ de bir X noktasinin E™ deki standart Oklid catisina gore ifadesi

m = Y" , x;EE, dir. Buradaki x;: E® > R ,1 < i < n fonksiyonlarina X noktasinm Oklid
koordinat fonksiyonlar1 ve {x;, x5, ..., x,,} sirali ve reel degerli fonksiyonlar n-lisine de E™

Oklid koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.1.10. X bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun.

koleksiyonu asagidaki 6nermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji adin1 alir (Hacisalihoglu,

1998).
iNX, et
12) VAl'AZ ET > Al ﬂAz ET

i3)A;etiel, [ NA et



Tamim 2.1.11. Bir X ciimlesi ve {izerindeki bir t topolojisinden olusan (x, ) ikilisine bir

topolojik uzay denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.1.12. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki dnermeler dogru ise M bir n-
boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) dur denir (Hacisalihoglu,
1998).

M1) M bir hausdorff uzayidir.
M2) M nin her bir agik alt ciimlesi E™’ e veya E™’ in bir agik alt ciimlesine homeomorftur.
M3) M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

Tamm 2.1.13. E™ de bir agik alt ciimle U olmak tizere f: U — R fonksiyonunun K’ yinci
mertebeden biitiin tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* smifindan (k’ ymec1

siniftan) diferensiyellenebilirdir denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.14. M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir
diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse, M ye C* simifindan diferensiyellenebilir manifold
denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.15. M bir C* manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarinin uzay1 y (M) ve reel

degerli C* fonksiyonlarin halkas1 C* (M, R) olmak iizere
<> y(M) X y(M) - C*(M,R)

seklinde bir i¢ ¢carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada <, > islemine M
tizerinde i¢ c¢arpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya diferensiyellenebilir metrik denir

(Hacisalihoglu, 1994).

Tamim 2.1.16. M bir €* manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarinin uzayr y (M) olmak

uzere
D: (M) x x(M) - x(M)
(X,Y) > D(X,Y) = DyY
fonksiyonu i¢in
DDfxigvZ = fDxZ + gDyZ , VX,Y,Z € x(M),V f,g € C*(M,R)

2)DyfY = fDyY + (Xf)Y,VX,Y, € x(M),¥Y f € C*(M,R)
5



ozellikleri saglaniyorsa, D ye M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve Dy’ e de X’ e

gore kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tammm 2.1.17. I, R nin bir agik araligi olmak tiizere a:I — R™ bi¢iminde diizgiin

(C*smifindan) bir a doniisiimiine R™ uzayi ig¢inde bir egri denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.18. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger s € I igin
la(s)|| =1 ise M egrisi (I, @) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay parametresi adi verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.1.19. Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir
(Hacisalihoglu, 1998).

COO
Tamim 2.1.20. Egri bir a: 1 — E™ egrisi lizerinde Y bir C® vektor alan1 ve a iizerinde

DY = 0 ise Y vektor alanina @ egrisi lizerinde bir paralel vektor alanidir denir. Eger bir a
egrisi lizerinde DT = 0 ise a egrisine bir jeodezik (geodezik) egri ad1 verilir (Hacisalihoglu,
1998).

Tanmmm 2.1.21. M c E™ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
o ={a’,a", .., a®} sistemi lineer bagimsiz ve Va® ,k > r icin a®eSp{p} olmak iizere
¢’den elde edilen {V;, ..., .} ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet r-ayakl alani ve
meM igin {V;(m), ..., V,.(m)}’ye ise meM noktasindaki Serret- Frenet r-ayaklis1 denir. Her bir

Vi, 1 < i < r ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.22. T(s), N(s), B(s) vektorlerine a:I — R® egrisinin a(s) noktasindaki
Frenet vektorleri denir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesine a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet
catist denir. T,N,B vektor alanlarina a egrisi Ustiinde Frenet vektor alanlari denir

(Sabuncuoglu, 2014).

Tamim 2.1.23. Birim hizli a: [ —» R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T,N,B ise

T' = kN
N' = —xT + 1B
B' = —IN

dir (Sabuncuoglu, 2014).



Tanmmm 2.1.24. M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € [ ya karsilik

gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {V; (s), ..., V,.(s)} olsun. Buna gore,
kil >R,1<i<r,
s = ki(s) =< V/(s),Vis1(s) >

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in k;(s)

reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.25. R3 uzayindaki birim hizli a: I - R3 egrisi igin k: 1 » R, x(s) = ||T'(s)||
fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki

egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014).
Tanim 2.1.26. Birim hizli a: I = R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak {izere

T7:1 - R,7(s) = =< B'(s), N(s) > fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s)

sayisina egrinin a(s) noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.27. E3 de birim hizli bir « egrisinin birim teget vektdr alam T olmak iizere

2
kg = |ID7T|| = ”ZTZ ifadesine a egrisinin a(s) noktasina karsilik gelen E3 deki geodezik

egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.28. b € R,b # 0 ve r € RTolmak iizere a(t) = (rcost,rsint, bt) ile verilen

a: R — R3 egrisine R3 uzayimnda bir dairesel helis denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tammm 2.1.29. N bir C*smifindan (n-1)-manifold olsun. Eger f: N — E™ fonksiyonu bir
immersiyon ise f(N) = M manifolduna E™ nin bir hiperyiizeyi denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tammm 2.1.30. Z, M yiizeyi istiinde birim dik vektor alani olmak tizere M’ nin bir p

noktasinda

Sp(vp) = =Dy, Z
esitligiyle tamiml S,: T, (M) — T,(M) fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda Z birim dik
vektor alanina bagl sekil operatorii (veya Weingarten doniisiimii) denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tammm 2.1.31. E™ de bir hiperyiizey M olsun. M’ nin bir p noktasindaki p € M sekil

operatorii S(p) olmak iizere



H:M - R

p - H(p) = izS(p)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M ‘nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(p) degerine de

ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.32. M ve N, E3 uzayinda yiizeyler olmak iizere f: M — N fonksiyonu birebir,
orten ve diizgiin bir fonksiyon olsun. M iginde her a:[c,d] - M egri pargasi igin foa
egrisinin uzunlugu, @’ nin uzunluguna esit ise f: M — N fonksiyonuna, M den N ye bir

izometri denir (Sabuncuoglu, 2014).
Tamim 2.1.33. M ve M birer C*® manifold ve
fiM->M

bir C* fonksiyon olsun. Eger f ‘nin f, Jakobian matrisi V p € M noktasinda regiiler ise f ye M
den M igine bir immersiyon (=daldirma) denir. Bir baska ifade ile rankf = boyM ise f bir
immersiyondur (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.34. Bir Riemann 3-manifold (M3, g) ve y:1 -» M yay uzunluklu bir egri olsun.
M iizerinde birim hizli bir y egrisi i¢in eger g(y",y") # 0 ise y egrisi Frenet egrisidir

(Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).

Tammm 2.1.35. (M,g)ve (N,h) iki Riemann manifold olsun. f: M - N smooth
embedding® i g = f * h olacak sekilde metrigi koruyorsa, yani herhangi u,v € T, M tanjant

vektori igin g(v,w) = h(df (v),df (w)) ise izometrik immersiyon olarak adlandirilir (Yano
ve Kon, 1984).



3. BOLUM

3.1. Biharmonik Egriler I¢in Temel Tamim Ve Teoremler

Chen ve Ishikawa EY yari Oklid uzaymda biharmonik egrileri siiflandirmistir. Bu
boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda egrilik ve torsiyon agisindan 1.tip egriler ve biharmonik
egrilerin karakterizasyonlar: verildi. Ayrica, E® de 1. tip egrinin dairesel helis ve ayn

uzayda biharmonik egrinin bir geodezik oldugu gosterildi.

Bir Riemann 3-manifold (M3, g) olsun. y:I - M, M iizerinde yay uzunluklu bir egri
olsun. Yani hiz vektér alan1 y" i¢in g(y’,y") = 1 dir. Birim hizli bir y egrisi, V¥’ = 0 ise
geodeziktir, burada V, (M3, g)’ de levi-civita konneksiyonudur. Ozellikle yay uzunluklu bir

y egrisi k = 0 ise geodeziktir, burada k, y’ nin egriligidir.

Ik olarak g(y”,y") # 0 oldugunu kabul edelim. Birim hizli bir y egrisi i¢in eger
gy",y") # 0 ise y egrisi Frenet egrisidir. Her y Frenet egrisi boyunca {V;,V,,V5} Frenet

cat1 alaninin ortonormal oldugu kabul edilir, 6yle ki V; = y'(s) ve Frenet—Serret formiilleri

asagidaki gibidir.
vy 0 k 0][V
Vy’ VZ = |—k 0 T VZ (311)
V.yl V3 0 -7 0 V3

Kk = 0 ve T fonksiyonlar: sirastyla egrilik ve torsiyon olarak adlandirilir. y nin V3, V,, V3
vektor alanlar1 sirasiyla teget vektor alani, asli normal vektdr alan1 ve binormal vektor alani
olarak adlandirilir. Sabit egrilik ve sifir torsiyon ile bir Frenet egrisi bir pseudo daire olarak
adlandirilir. Dairesel helis olan bir Frenet egrisinin egrilik ve torsiyonu sabittir. Pseudo
daireler dejenere helisler olarak kabul edilmektedir. Helisler, ¢ogunlukla dairesel olmayan
uygun helisler olarak adlandirilir. Daha genel olarak sabit egrilikli ve sifir torsiyonu ile bir
egri bir daire olarak adlandirilir. Riemann dairelerinin geodezikleri sifir egrilikli olarak kabul

edilmektedir.

y nin Laplace-Beltrami operatoriinii A ile gosterelim ve y boyunca ortalama egrilik vektor

alanin1 H ile gosterelim.
H ortalama egrilik vektor alani

H=V,y' =V,V, =kl (3.1.2)



ile verilir. Burada x , y nin egriligidir.
y nin Laplace operatorii
— 2 _
A= —Vy/— =V, /v, (3.1.3)
ile tanimlanir.

Tamm 3.1.1. M c E™*% bir kompakt alt manifold ve x:M — E™*% bir izometrik
immersiyon olsun. x = x, + Y.¥_, x; durumunda M ye sonlu tiptendir denir, burada x, sabit
vektor ve Ax; = A;x; dir, diger durumda M ye sonsuz tiptendir denir ve x4, x,, ..., X, sabit

olmayan fonksiyonlardir (Chen, 1984).

Teorem 3.1.1. k-tipi M < E™*4 alt manifold ancak ve ancak M nin ortalama vektdr alani
H

A*H + ;A *H + -+ ¢y AH+ ¢, H=0 (3.1.4)
dir. Burada
Cl = _Z(t]=q /1t

C; = 2t<s At/ls

Cq—p+1 = (=D)IPHIA, 2, (k=q—p+1)
burada, Ax; = 1;x;, (1 < i < k) (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).
Yukaridaki teoreme gore asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.1.2. M Riemann 3-manifoldu tizerinde birim hizli bir egri y: 1 - M olsun. Bu
egri 1.tip ise
AH = AH (3.1.5)

dir.
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Tamm 3.1.3. M Riemann 3-manifoldu iizerinde birim hizli 1.tip bir egri y: I = M olsun.

Eger
AH =0 (3.1.6)
ise y egrisine biharmonikdir denir.

Teorem 3.1.2. M, 3-boyutlu Oklid uzayinda A(Ay) = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart y’
nin biharmonik olmasidir (Chen, 1984).

Tamm 3.1.4. M Riemann 3-manifoldu tizerinde birim hizli bir egri y: I — M olsun. Eger

g sabit ise genel bir helisdir denir. Burada k ve 7 sabit degildir.
Lemma 3.1.1. Ortalama egrilik vektor alani H* i harmonik olmasi igin
AH=0<=V,V,V, =0 (3.2.7)
olmasidir (Chen, 1984).

Teorem 3.1.3. y: M — E™egrisi boyunca H, AH = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart y’ nin
biharmonik olmasidir (Yani A(Ay) = 0 ¢iinkii A, = -H ) (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).
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3.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda 1.Tip Egriler Ve Biharmonik Egriler i¢in

Karakterizasyonlar

Teorem 3.2.1. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay parametreli bir Frenet egrisi y

olsun. Daha sonra y egrisi boyunca AH = AH olmasi i¢in gerek ve yeter sart

kk' =0,
kt? + k3 — k" = Ak, (3.2.1)
2k't+xt' =0

olmasidir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).
Ispat. (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) den
AH = AkV,
= —V,V, KV,
= _(Vy’V’[KVZD
= -V, (v (V2 + xy'(V2)
= —=(V,ry' (©)Vy + V, iy’ (V3))
= ="y (V2] + vy [ry' (V)]
==V ')V +y' (R)y (1) +v' (V)y' () + 7' (v (V2))K)
= —(y’(y’(K))VZ + (—2xV; + 21V5)Kk' + ¥ ' (—kV; + 1V3)K)
= —(k"Vy + (=2kV; + 2tV3)k" — ky' ()Vy — k2y' (V) + ky' (0)Vs + v’ (V3)kT)

AH = —k"V, + K3V, + 12kV, + 2kK'V; + kk'Vy — 2T6'V3 — kT'V3

AH = (—k" + k3 + 12K)V, + 3kKk'V; — 1K’ + KT)V3 (3.2.2)
elde edilir.
(3.1.2) ve (3.1.5) den

3kk'Vy — (k" — k3 — kt?)V, — 2K'T + KT')V5 = Ak, (3.2.3)
elde edilir.
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(3.2.3) denkleminden (3.2.1) elde edilir.
Tersine (3.2.1) denklemleri (3.1.5) denklemini saglamaktadir. (AH = AH)

Teorem 3.2.2. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay parametreli bir Frenet egrisi y
olsun. Daha sonra y egrisi boyunca AH = AH saglanmasi i¢in& y nin bir dairesel helis

olmasidir. Burada
1= K2+ 72 (3.2.4)
dir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).

Ispat. Teorem 3.2.1 den (3.2.1) saglanir. (3.2.1), ¥’ min bir dairesel helis oldugunu gosterir

ve k = sabittir. Dolayisiyla k" = 0 dur.
K3+ktP=k=>K*+12 =1
elde edilir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).

Tersine y bir dairesel helis ve A = k? + 7% dir, k ve t sabitlerdir. Buradan AH = AH

saglanir.

Teorem 3.2.3. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay parametreli bir egri y olsun.
Daha sonra y egrisi boyunca AH = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart y nin bir geodezik

olmasidir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).

Ispat. | bir agik aralik ve y:1 - M yay uzunluklu bir egri olsun, burada yay uzunlugu s

dir. y’ nin Frenet ¢at1 alami {V;,V,, V3} olsun. (3.1.2) esitligi kullanarak,
Vo H =V kV, =y (10)V, + ky'(V2)
=y (K)V, — K2V, + KTV,
= k'V, — K*V, + k14
elde edilir.
H mn Laplasyanini hesaplarsak
—AH =V,,V,,H = =3kk'V; + (k" — k3 — kt®)V, + 2K'T" + kT')V3

dir.
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Boylece y egrisi boyunca AH = 0’ 1n saglanmasi i¢in < k = 0 olmasidir. Bu nedenle y

bir geodeziktir.
Tersine her geodezik egri i¢in AH = 0 dir.

Sonug¢ 3.2.1. E3 Oklid uzayinda y bir egri olsun. y nmn biharmonik olmas1 i¢in & y’ nin

bir dogru olmasidir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).

Teorem 3.2.4. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay uzunluklu bir Frenet egrisi y

olsun. y asagidaki diferensiyel denklemi saglar (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).
VoV + 4 V2,V + 2,9,V + A3V = 0, (3.2.5)

burada

! !

1 =—X4l
=@+

K” K’T’ KI 2
A, = ——+—+2<—> + k% + 72
K KT K
A3 = k()
Ispat. (3.1.1) kullamilarak
VW =kl =V, ==V, (3.2.6)

elde edilir. (3.1.1) ve (3.2.6) kullanilarak

T

Vy,V3 = Vy,Vl (327)

Tk
elde edilir. V,,,V, = —kV; + tV5 den
Vs ==V, Vy +5V (3.2.8)
dir.
Simdi (3.2.6) ile (3.2.8) birlikte gz oniine alinirsa,

1 1 K
V3 == VV, (E VylVl) + ;Vl

T
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1,01 1_, K
=;(V (;)Vv'Vl eV y'V1>+;V1

!

__ X 1 g2 X
Vi= =5V, Vi+ —V2V + -1, (3.2.9)
oldugu gortiliir.

(3.2.9) de kovaryant tiirev alinirsa ve (3.2.7) dikkate alinirsa,

! !

K, K 1 _. 1y _, K
V, V3 = —WV yVi+tV(——)V, Vi + EVVIV1 +V, (T_K> Ve, v+ ;Vylvl

TK?
+ 7, (g) v,
dir.

Her iki tarafi k7’ ya bolersek

! !

ViV, + (=) V20V, + 13V, V, + Ti(— )V, iV + iV AR +ncv,(5)v
y'h1 P Y Y 2’ v V'\7e) ' ¥ v'\7) "1
== —TZVYIVl

3 —K"\ _, —T'Kk—K'T\ _, —k"tK? + 'Kk’ + 2KkK'K’
Vyrvl + T \Y V’Vl + TK W \ erl + 7K (TKZ)Z Vylvl

K 1A
+ 12V, V) + T (;) V, = -1V, V,

! ! ! n I, .7 ! 2
VW + 2+ 2V 4 (— —— = D)V 4+ [ — + 2= |v,v
y'h vl K K T vt K TK K vt

+1K (g) Vi=20

dir. Boylece (3.2.5) denklemi elde edilir.

Sonu¢ 3.2.2. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay uzunluklu bir Frenet egrisi y

olsun. Sonra y’ nin genel bir helis olmasi igin <
VoVi + AVZ Vg + uV iV = 0 (3.2.10)

dir. Burada
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K” K, 2
u=——+3<—> + k% + 12
K K

dir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).
Ispat. y> nin bir genel helis oldugunu kabul edelim, yani g sabittir, diger bir deyisle

k't =kt dir. (3.25) de %:T; degerini degistirirsek (3.2.10) elde edilir. §=

sabit oldugundan 7k G) V; =0 drr.

! n 12
B+ (=3 v + (= r3(E) sz 42 )voy, =0
y’l K y'V1 K K y'vY1—

elde edilir.

Tersine varsayalim ki (3.2.10) saglansin. Bu y egrisinin genel helis oldugunu
gostermektedir. (3.2.5) den (3.2.10)’ u elde etmek igin g sabit olmalidir. Boylece y genel
helisdir.

Sonug 3.2.3. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay parametreli bir Frenet egrisi y

olsun. Daha sonra y bir genel helisdir < y egrisi boyunca
AH + AV, H + uH = 0. (3.2.11)

Burada

dir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).
Ispat. (3.2.10), (3.1.2) ve (3.1.3) e gore

=V, VoV iV + AV, V. V) + ukV, =0

-V, VikV, + AV, H + uH = 0
16



AH + AV, H + puH = 0
elde edilir.
(&) agiktrr.

Sonug¢ 3.2.4. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay parametreli bir Frenet egrisi y

olsun. Daha sonra y bir dairesel helisdir &
Vo Vi + (k* + TV, = 0, (3.2.12)
(3.2.5) kullanilarak ispat kolayca yapilabilir.
Dairesel helis oldugundan k ve 7 sabittir. A; = 2; = 0, 1, = k% + 72 olur. (3.2.5) den
VoV + (6% + 7)Y,V = 0
elde edilir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).

Sonug¢ 3.2.5. (M3, g) Riemann 3-manifoldu iizerinde yay parametreli bir Frenet egrisi y

olsun. Daha sonra y bir dairesel helisdir &
AH 4+ AH = 0. (3.2.13)
burada 2 = —(x? + 2) dir. (3.2.5), (3.1.2) ve (3.1.3) kullanilirsa,
VoV + V2,V + 25,V + A5V, = 0
VYV, Vs + 4V, V V4 2,9,V + A3V, =0
—AH + (k*+1)H =0
AH + (—(k*+12)H=0= AH + AH =0

elde edilir (Hacisalihoglu ve Kocayigit, 2011).
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4. BOLUM

4.1. 3-Boyutlu Galilean Uzayi ile Ilgili Temel Tanimlar

Tamm 4.1.1. R® reel afin uzay: X = (x1,y1,21) Ve Y = ( x3,¥2,25) vektorleri verilsin.
Bu uzay iizerinde Galilean skaler ¢arpimi

X1X3 , x1 # 0veya x, # 0 ise

(X,Y) = { V1Ys +Z1Z2, X, = 0 ve Xy = 0ise

seklinde ifade edilir. (R3,(,)) ikilisine 3-boyutlu Galilean uzay: denir ve G5 ile gdsterilir
(Tatlipinar, 2011).

Tammm 4.1.2. G; 3-boyutlu Galilean uzayinda P; = ( p;1,Pi2, Piz), i = 1,2 noktalari

arasindaki uzaklik

| P21 — D11 |, P21 ¥ P11
\/(pzz — p12)? + (P23 — P13)?, P21 = P11

g(P1»P2):{

seklinde tanimlanir (Tatlipinar, 2011).

Tammm 4.1.3. G; 3-boyutlu Galilean uzayinda y:1 € R — Gz diferensiyellenebilir
fonksiyonu verilsin. y(I) € G5 noktalar kiimesine G5 3-boyutlu Galilean uzayinda bir egri
denir (Erjavec vd., 2011).

3-boyutlu G5 Galilean uzayinda x yay parametreli bir egri

y:I €R - G3 ,y(x) = (x,y(x),z(x))
olsun. x(x) egriligi ve T(x) torsiyonu,

<) = [ ) + ()

7(x) = det(y (x);z/z(;;f),y )

seklinde tanimlanir ve y boyunca Frenet gatisi {V;, V,, V5} olmak iizere

Vi) = y'(x) = (1,y'(x),2z'(x))

1

V,(x) = () (0,y"(x),2"(x))
1

V3(x) = <0 (0, —z"(x),y" (x)

seklinde tanimlanir. Bu vektor alanlari i¢in agsagidaki Frenet formiilleri verilsin.
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%

y'V1 0 x O0][%
Vo.al=10 0 ||V (4.1.2)
v,vs| lo -z ollvs

Tamm 4.1.4. y, 3-boyutlu Galilean uzayinda birim hizli bir egri olsun. y nin Laplace-
Beltrami operatoriinii A ile gosterelim ve y boyunca ortalama egrilik vektor alanini H ile

gosterelim.
H ortalama egrilik vektor alant
H=V,y" =V, V; =V, (4.1.2)
seklinde verilir. Burada x, y nin egriligidir.
¥’ nin Laplace operatorii
A= -V2= =V,V, (4.1.3)
ile tanimlanir.
Tamim 4.1.5. y, 3-boyutlu Galilean uzayinda birim hizli bir egri olsun. Bu egri 1.tip ise
AH = AH (4.1.4)
dir.

Tamim 4.1.6. Gz 3-boyutlu Galilean uzayinda y bir egri ve {V,,V,,Vs}, y boyunca Frenet

catisi olsun.

?" = sabit (4.1.5)
ise y egrisine bir genel helis denir (Tatlipinar, 2010).

Tamim 4.1.7. G5 3-boyutlu Galilean uzayinda y bir egri ve {V;,V,,Vs}, y boyunca pozitif
Frenet gatis1 olsun. Eger x ve 7, y boyunca pozitif sabitlerse, y’ ya Frenet ¢atisina gore bir
dairesel helis denir (Tatlipinar, 2010).
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4.2. 3-Boyutlu Galilean Uzayinda 1.Tip Egriler Ve Biharmonik Egriler i¢in
Karakterizasyonlar

Teorem 4.2.1. 3-boyutlu Galilean uzayinda yay parametreli bir egri y olsun. Daha sonra y

egrisi boyunca AH = AH olmasi igin gerek ve yeter sart
kt? — k" = )k,
—2k't—xt = 0. (4.2.1)
Ispat. (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) den
AH = AkV,

= =V,/\V ik,

= =(Vyy'[kV2])

=V, (' (QV; + xy' (V)

==V, iy (©)V, + V,icy' (V)

== Ir' V] +y'[ry" (V2)])

=~V @' @)V2 +y' (R)y' (1) +v' (V2 )y' () +v' (' (V2)))

= —(y’(y’(K))VZ + (V5 + V)’ + ky'(1V3))

=—(k"Vy + (tVa + V)K" + k(¥ (D)V3 + 77" (V3)))
AH = —(k"V, + 2tk'V3 + kT'V3 — T%KV,)
AH = (—k" + 26)V, + (=21’ — kT")V; (4.2.2)
elde edilir.
(4.1.2) ve (4.1.4) den

(—k" + kt®)Vy + (—2K'Tt — KT)V3 = MKV, (4.2.3)

elde edilir. (4.2.3) denkleminden (4.2.1) ifadesi elde edilir.

Tersine (4.2.1) denklemleri AH = AH denklemini saglamaktadir. (AH = AH)
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Teorem 4.2.2. 3-boyutlu Galilean uzayinda yay parametreli bir egri y olsun. Daha sonra y

egrisi boyunca AH = AH saglanmasi i¢in< y nin bir dairesel helis olmasidir. Burada
A=12 (4.2.4)
dir.
Ispat. Teorem 4.2.1 den (4.2.1) saglanir.
—2k't—kt'=0 =2 2k't+Kkt' =0
2kk'T + K*T' =0
(k?1)' =0
k2T = sabit
elde edilir.

(4.2.1), y’ min bir dairesel helis oldugunu gosterir ve k = T = sabittir. Dolayisiyla k" =
0 dir.

KT’ =k =>1°= A
elde edilir.

Tersine y bir dairesel helis ve 2 = t2 dir, x ve 7 sabitlerdir, x"=0, k=0, t'=0 olur. Buradan
AH = AH saglanir.

Teorem 4.2.3. 3-boyutlu Galilean uzayinda yay parametreli bir egri y olsun. Daha sonra y

egrisi boyunca AH = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart ¥’ nin bir geodezik olmasidir.

ispat. | bir acik aralik ve y:I — G; yay uzunluklu bir egri olsun, burada yay uzunlugu s

dir. y nin Frenet ¢at1 alan1 {V;, V,, V3} olsun. (4.1.2) esitligi kullanarak,
Vo H =V, kV, =y (1)V, + ky'(V2)
=y'(K)V, + k1V;
=K'V, + ktV;
elde edilir.

H’ n Laplasyanin1 hesaplarsak
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—AH =V,,V,,H = (k" — k12)V, + (2K'T + kT")V3

dir. Boylece y egrisi boyunca AH = 0 1n saglanmasi igin gerek ve yeter sart k = 0 olmasidir.

Bu nedenle y bir geodeziktir.
Tersine her geodezik egri i¢in k=0 dir. Buradan AH = 0 dur.

Sonu¢ 4.2.1. G3 galilean uzaymda y bir egri olsun. ¥’ nin biharmonik olmas i¢in < y’

nin bir dogru olmasidir.

Teorem 4.2.4. 3-boyutlu Galilean uzayinda yay uzunluklu bir egri y olsun. y asagidaki

diferensiyel denklemi saglar.
VoV + V2,V + 2V, Vy + A5V, = 0 (4.2.5)

Burada

Ispat. (4.1.1) kullanilarak
V=KV, =V, = %VV,V1 (4.2.6)
elde edilir. (4.1.1) ve (4.2.6) kullanilarak
Vy Vs = ==V, 4.2.7)
elde edilir. v,,,V, = tV; den
Vs ==V, 1, (4.2.8)
dir.

Simdi (4.2.6) ile (4.2.8) birlikte géz 6niine alinirsa,

vy =19, (% vyfvl)

T
=2(r (5) v+ v 0)
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Vi+ —V2,0; (4.2.9)

oldugu goriiliir.

(4.2.9) de kovaryant tiirev alinirsa ve (4.2.7) dikkate alinirsa,

! !

K, K 1 _. 1\,
V, V3 = —wv yVi+tV(——)V, Vi + EVVIV1 +V, (—) ve vy

TK? (7
dir.
Her iki tarafi k7 ile ¢arparsak

Vv, + (25 ve v, + o '(—K—’)v v+ v, (=) 92
YV » Y’V Yy =2 v \ze) ¥V v
= _TZVY’VI
3 —K' 5 —t'Kk —K'T\ _,
Vy,Vl + T \Y ylV1 + TK W \Y yIV1

—k"tK? + 'Kk’ + 2tkK'K’ 5
+ 1K (tk2)? VvV = =t°V,/V;

ViV, + 1V + B ViV, + _—K"+ﬂ+2 K—Iz vV, V=0
yrT iy K kK T v’ K TK K v
dir. Boylece (4.2.5) denklemi elde edilir.

Sonug¢ 4.2.2. 3-boyutlu Galilean uzaymda yay uzunluklu bir egri y olsun. Sonra ¥y’ nin

genel bir helis olmasi i¢in &

VoV + AVZVy + uV V=0 (4.2.10)
dir. Burada
Kl
l=-3—
n 4 2
=——+3 al + 72
K K
dir.

23



Ispat. Varsayalim ki y genel helisdir, yani E sabittir, diger bir deyisle k't = k' dur.

(4.2.5) de > = T degerini degistirirsek (4.2.10) elde edilir.

! n 12
o+ (=38 ve v + (S 4 3(E) +22)vory, =0
y’l K y V1 K K A"

elde edilir.

Tersine varsayalim ki (4.2.10) saglansmn. Bu y egrisinin genel helis oldugunu
gostermektedir. (4.2.5) den (4.2.10)’ u elde etmek i¢in g sabit olmalidir. Boylece y genel
helisdir.

Sonu¢ 4.2.3. 3-boyutlu Galilean uzaymda yay parametreli bir egri y olsun. Daha sonra y

bir genel helisdir < y egrisi boyunca

AH + AV, H + uH = 0. (4.2.11)
Burada
A=3—
n 1A 2
_K (¥
=3 (5)
dir.

ispat. (4.2.10), (4.1.2) ve (4.1.3) e gore
—V, VY, Vi + AV, Vi Vg + uxV, = 0
—V,V,kVy + AV, H + uH = 0
AH + AV, H + uH =0
elde edilir.

(&) aciktr.

Sonug¢ 4.2.4. 3-boyutlu Galilean uzayinda yay parametreli bir egri ¥ olsun. Daha sonra y

bir dairesel helisdir
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VoV + 12V, = 0.

(4.2.5) kullanilarak ispat kolayca yapilabilir.

(4.2.12)

y bir dairesel helis oldugundan k ve 7 sabittir. Buna gore k'=t'=0 dir. ; = 13 =0, 1, = 72

olur. (4.2.5) den
VoV + 7%V, V=0

elde edilir.

Sonug¢ 4.2.5. 3-boyutlu Galilean uzayinda yay parametreli bir egri y olsun. Daha sonra y

bir dairesel helisdir <
AH + AH = 0.
burada A = —z2 dir.
(4.2.5), (4.1.2) ve (4.1.3) kullanilirsa,
VoV + V2,V + 2,9,V + A5V, = 0
(y bir dairesel helis oldugundan k = 7 = sabit)
VY Vo Vy + 4V, ViV + A,V V) + A5V =0
—AH+ (t)H =0
AH + (-t )H=0=AH + AH =0

elde edilir.
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4.3. 3-Boyutlu Equiform Galilean Uzayi ile Tlgili Tanimlar

Tanmm 4.3.1. 3-boyutlu Equiform Galilean uzayinda birim hizli bir y egrisi i¢in Frenet-

Serret formulleri

ar

E=KT+N

dN

= = kN + B (4.3.1)
dB— N + kB

do T K

seklindedir. Burada ¢ equiformunun degismez parametresi ¢ = | ? seklinde tanimlanir (Erjavec

vd., 2011).
Tamm 4.3.2. y, 3-boyutlu Equiform Galilean uzayinda birim hizli bir egrinin equiform

egriligi ve equiform torsiyonu

— A — — T
ir . AT =&
burada p, egrinin egrilik yarigapidir (Erjavec vd., 2011).

Tamm 4.3.3. y, 3-boyutlu Equiform Galilean uzayinda birim hizli bir egri olsun. y nin
Laplace-Beltrami operatoriinii A ile gosterelim ve y boyunca ortalama egrilik vektor alanini H

ile gosterelim.
H ortalama egrilik vektor alan
H=V,y" =V, V, =V, (4.3.2)
seklinde tanimlanir. Burada k , y nin egriligidir.
y’ nin Laplace operatorii
A= —V2= =V,V, (4.3.3)
ile tanimlanur.

Tamim 4.3.4. y, 3-boyutlu Equiform Galilean uzayinda birim hizli bir egri olsun. Bu egri
1.tip ise

AH = AH (4.3.4)
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seklindedir.
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4.4. 3-Boyutlu Equiform Galilean Uzayinda 1.Tip Egriler Ve Biharmonik Egriler I¢in

Karakterizasyonlar

Teorem 4.4.1. 3-boyutlu Equiform Galilean uzayinda yay parametreli bir egri y olsun.

Daha sonra y egrisi boyunca AH = AH olmasi igin gerek ve yeter sart
—k" — 3K’k — k3 + k1% = Ak,
—2k't—2x*t—k' =0
olmasidir.
Ispat. (4.3.1), (4.3.2) ve (4.3.3) den
AH = AkV,
= -V, KV,
= —=(V,y'[xV2])
==V, (y'(V; + xy'(V2))
==V, v ()Vy + V,ky' (V2))
==y V2] + v [y (V2)])
=—(r'('G)Vz + 7' (R)y' () + ' Ry () + 7' (v (V2))x)
= —(}/'(}/'(K))Vz + (kVy + V)K" + (kV, + TV3)K' + ky'(1V3))
=—("Vy + (V3 + V3)K' + k(¥ (DV3 + 7v'(V3)))
AH = —(k"V, + 2tk'V3 + kT'V3 — T%KV,)

AH = (—k" + t26)V, + (=21’ — kT)V;

elde edilir.
(4.3.2) ve (4.3.4) den

(—k" + k12)V, + (=2K'Tt — kT )V3 = AkV,
elde edilir.

(4.4.3) denkleminden (4.4.1) elde edilir.
28
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Tersine (4.4.1) denklemleri AH = AH saglamaktadir. (AH = AH)

Teorem 4.4.2. 3-boyutlu Equiform Galilean uzayinda yay parametreli bir egri y olsun.
Daha sonra y egrisi boyunca AH = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart y’ nin bir geodezik

olmasidir.

Ispat. | bir agik aralik ve y:1 - M yay uzunluklu bir egri olsun, burada yay uzunlugu s

dir. y nin Frenet ¢at1 alan1 {V;,V,, V5} olsun. (4.3.2) esitligi kullanarak,
V,H =V, kV, =y'()V, + ky'(V5) = K'V, + KV, + KkTV3
elde edilir.
H’ 1n Laplasyanini hesaplarsak
—AH =V, V., H = (k" — kt?)V, + (2K'T + KT')V3
dir.

Boylece y egrisi boyunca AH = 0 1n saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart k = 0 olmasidir.

Bu nedenle y bir geodeziktir.

Tersine her geodezik egri i¢cin k=0 dir. Buradan AH = 0 dur.
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5. BOLUM
Sonug¢

1) Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda 1.tip egriler ve biharmonik egriler incelendi.E3, 3-
boyutlu Oklid uzayinda 1.tip egrinin dairesel helis ve ayni1 uzayda biharmonik egrinin bir

geodezik oldugu gosterildi.

2) 3-boyutlu Galilean uzayinda 1.tip egriler ve biharmonik egriler incelendi ve yine 1.tip

egrinin dairesel helis ve biharmonik egrinin bir geodezik oldugu ispatlandi.

3) 3-boyutlu Equiform Galilean uzaymda 1.tip egri olmasi igin gerek ve yeter sartlar

incelendi. Yine bu uzayda biharmonik egrinin bir geodezik oldugu sonucuna varildu.
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