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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

BELIRSIiZLiK ICEREN DINAMIK SiSTEML_ERiN
LYAPUNOV METODUYLA KONTROLU

ihsan BAYIR

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Elektrik-Elektronik Miihendisligi Anabilim Dah

2003, Sayfa : 77

Bu ¢aligmada, giris kanalinda belirsizlik bulunan dinamik sistemlerin sinirh kontrol
isareti ile kontrolu igin bir metod verilmistir. Belirsizligin sinirlar1 ve kontrol igareti tizerindeki
sinirlamalar Snceden bilinmektedir. Kontrol igareti Lyapunov metodu ile elde edildiginden
kapal1 gevrimli sistemin asimptotik kararlilif saglanmustir.

Kontrol isareti Gi¢ kisimdan olugur; kapal gevrimli sistemi kararli yapan diigiik kazangh
bir dogrusal kontrol, belirsizligin sistem tizerindeki etkisini kargilayan bir dogrusal olmayan
kontrol, ve istenen zaman cevabi performansim saglamak igin bir dogrusal olmayan kontrol.

Kontrolor tasarimi igin, tasarim adimlarinin vurgulandifi bir prosediir verilmistir.
Kontrolériin etkinligi, verilen zamanla deZisen belirsiz parametreler igeren bir sistemle
gosterilmigtir. BOylece kapali ¢evrimli sistemin belirsiz parametrelere ragmen kararlilig

gbzlenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal kontrol, dogrusal olmayan kontrol, simrlandirimig kontrol,

Lyapunov kararlilik metodu ve kontrolii, belirsizlik igeren sistemler.
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ABSTRACT
Master Thesis

CONTROL OF UNCERTAIN DYNAMICAL SYSTEMS
VIA LYAPUNOV METHOD

ihsan BAYIR

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Electrical and Electronics Engineering

2003, Page : 77

In this study, a method is given to control dynamical systems with matched uncertainity
by constrained control signal. In advance, the bounds of uncertainity and the limitation of
control signal are known. Since the control signal law is obtained by employing Lyapunov
method, asymptotic stability of closed loop is achived.

Control signals contains three parts; a low gain linear controller for stabilizing the
closed loop system, a nonlinear controller, on-off, meet the effects of uncertainity, and a linear
controller to achive desired time responce performance.

In order to design controller a procedure is given to highlight the design steps. The
effectiveness of the controller is shown by considering a system which the uncertainity varied

with time. Thus, the robustness of the closed loop system is observed.

Keywords : Linear control, nonlinear control, saturated control, Lyapunov’s method and

controller, uncertain systems.
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1. GIRiS

Dogadaki tiim sistemler dogrusal olmayan tiirdedir. Dogrusal olmayan sistemlerin
davramslarinin anlagilabilmesi igin genellikle dogrusallagtiriimig modeller kullanulir.

Dogrusal olmayan sistemler i¢in genellestirilmig bir tamim yoktur. Bu nedenle dogrusal
sistem taum yapilir ve bu tammun digindaki sistemlere dogrusal olmayan sistem denilir.
Dogrusal sistem; Farkli girigler i¢in siiper pozisyon teoremini saglayan sistemlere dogrusal
sistemn, saglamayan sistemiere dogrusal olmayan sistemler denir [1].

Bununla beraber dogrusal sistemler dogrusal olmayan sistemlerin 6zel bir halidir.
Dinamik sistemler genellikle

)=, O (1.1)
diferansiyel denklemi ile ifade edilirler. (1.1) de x(f) € R" durum degiskeni, f € R" dogrusal
olmayan vektordiir. Denklem (1.1) deki dogrusal olmayan sistem

f(@), =0 1.2)
da bulunan denge noktasina gore dogrusallagtirilirsa, A(f) € R™ bu denge noktasindaki zamanla
degisen sistem matrisi olmak {izere

#(£) = Ap(t) (1.3)
dir. Sisteme ait denklemin ¢6ziimiinden elde edilen x(f) ¢ogunlukla zaman degiskeni ¢ sifirdan
sonsuza giderken durum uzayindaki degisim, sistem ydringesi olarak adlandirilir,

Denklem (1.3) de verilen 4 sistem matrisi zamanla de@igmiyorsa,

x ()= Ax(f) (1.4)
dir ve boyle sistemler zamania degismeyen dogrusal sistem olarak suuflandmbirlar.

Zamanla degigen sisteme drnek; Ugus sirasinda yakitt siirekli azalan uzay araglarinin
kiitlesi zamanla azalir, Boylece sistem dinamifi zamanla deZismektedir.

1.1. Denge Noktalar

Denklem (1.2) nin ¢6ziimii, denklem (1.1) in denge noktalar: x., i verir. Denge noktas:
fiziksel olarak Sekil 1.1 ile gosterilebilir.

Eger sistem x(¢) durum vektoriiniin bir konumunda birakilirsa, sistemin durum vektorii

bu noktada siirekli olarak kaliyorsa, s6z konusu nokta sistemin denge noktasidir. sistem Xeql V€

Xeqz de birakilirsa £ — oo igin, bu durumda siirekli kalir. Yukarida bu tanima gore x.q ve Xoq2 SOZ

konusu sistemin denge noktalaridir. Dogrusal olmayan sistemler $ekil 1.1 de oldugu gibi sonlu,

v
kel
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Negl Xeq2 \

Sekil 1.1: Fiziksel bir sistemde denge noktalari

veya sarka¢ probleminde oldugu gibi sonsuz denge noktalarma sahip olabilir. Herbir denge
noktasindaki sistem dinamigi denklem (1.4) deki esdegeri ile modellenir.

Denklem (1.4) de verilen dogrusallagtiriimis model ile sistemin dinamigi, s6z konusu
denge noktasi x,, orjine tagmnarak yapilmustir [2].

Dogrusal bir sistemin karakteristigi

[AI-4]=0 (1.5)
in dzdegerlerinin kompleks diizlemdeki yeri ile belirlenir. Denklem (1.4) de verilen sistem
ikinci dereceden olsun ve durum dzdegerleri;

a) reel ve negatif, b) reel pozitif, c) reel ve zt isaretli, d) reel kismi negatif kompleks
eslenik, e) reel kismu pozitif ve kompleks eglenik, f) reel kismu sifir kompleks eslenik ise, ikinci
dereceden bir sistemin ydrlingesi, yukaridaki durumlar igin $ekil 1.2 de x; ~ x; durum degiskeni
dtizleminde ¢izilmigtir.

Fiziksel olarak denge noktasimin kararlilis, Sekil 1.1 deki potansiyel enerji fonksiyonu
ile agafidaki gibi agiklanabilir.

Kararly denge noktast; Sistem denge noktasmda kiigiik bir degigim ile baska bir konuma
getirildiginde x — o giderken tekrar denge noktasina geri geliyor ise, s6z konusu denge noktas:
kararhdir.

Kararsiz denge noktast; Sistem denge noktasinda kiigiik bir degisim ile baska bir konuma
getirildiginde x — o giderken denge noktasindan uzaklasiyor ise, s6z konusu denge noktas:
kararsizdir.

Denge noktasmda dogrusallagtirilmug sistemin kararhlifi ise denge noktas: igin elde

edilmis sistem matrisinin Szdegerleri tarafindan belirlenir. Ikinci dereceden bir sistemin

dzdegerleri Sekil 1.2 de verilmig ve kararhliklar belirtilmistir. Sekil 1.2 de gﬁruldﬁgﬁ glbL

birgok kararlilik tiirdi vardir. AERETTM HUROLD
.. YOKSEX o BAERIEE
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Sekil 1.2: Ikinci dereceden dogrusal bir sistemin Szdegerleri ile x; — x, dﬂzlemindeA

¢izdirilmig sistem yorfingeleri.
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Genel anlamda kararlilik; Bir sisteme sinirli(sonlu) giris uygulandiginda sistemin ¢ikisa daima
kararli (siurli) kaliyorsa buna “Sirh Girig-Simirh Cikig Kararliify (Bounded Input-Bounded
Output Stability —BIBO) denilir.

Smurly Giris — Swuwrly Durum Kararhiligy, Smirhi giris uygulandiginda sistemin durum
degiskenleri daima sinirls kaldig: kararlilik “Sinirh Girig — Sinirh Durum Kararhhig (Bounded
Input Bounded State Stability —BIBS Stability)” olarak adlandirilir.

1.2. Dogrusal Olmayan Sistemlerin Dengé Noktasina Gore Dogrusallagtiriimas:

1.2.1. Dogrusallagtirma

Stirekli bir fonksiyonun belirli bir noktadaki degeri ve bu noktadaki egimi biliniyorsa
bilinen bu degerler ile fonksiyonun yaklagik bir modeli ¢ikarilarak bu noktamin yakinindaki
degerler bu model ile tahmin edilebilir. Taylor polinomlar: ve serileri, mithendislerin bdyle
tahminler yapmalarina imkan saglar.

Dogrusallagtirmanm uygulama alanlanndan biri de dogrusal olmayan sistemlerin
dogrusal modellerinin gikarilmasidir. Mithendislikte sikhikla temelde dogrusal olmayan bir
sistemin matematiksel modelini elde etme gereksinimi vardir. Matematiksel ve hesaplamaya
dayali dogrusal modeller bunlarin dogrusal olmayan modellerine gore ¢ok daha kolaydir.
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Sekil 1.3: fx) fonksiyonun x = a noktasindaki dogrusallastirilmas:

Sekil 1.3 deki f{x) fonksiyonunun x = a noktas: denge noktasi olsun. f{x) fonksiyonunun
a daki degeri ve tiirevi, swrastyla fla) ve f (@) ise; denge noktasinda f{x) fonksiyonunun x.
dereceden bir Taylor agilim: polinom olarak

(.\‘—a)3

: .. - x=aY
P.(x)= fla)+ flalx~a)+ fla) 57 + /N a) ~
(x—a)" B ) (o
+ ..+ "a)— ’a
1
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JroAx) denklem (1.6) da verilen polinomun birden yiiksek dereceden terimi olmak iizere,

denklem (1.6) da verilen polinom denklem (1.1) de yerine yazilirsa

X= (g} X+ fiodX) .7
X )y

elde edilir. Burada yiiksek mertebeden f;,(x) ihmal edilerek a noktasindaki sistemin Jakobian
matrisi,

—(zi loen =4 (1.8)

x
denilirse denklem (1.4) deki dogrusallagtinimis model

x(t)=Ax(t)
elde edilir.

Benzer sekilde sisteme u girisi varsa dogrusal olmayan sistem

x= fx(t), u(1)
formuna gelir. Yukaridaki denklem (1.6) daki benzer kabuller yapilirsa ve

o

cu b =B
aliirsa

x =Ax+ Bu 1.9)
elde edilir.

1.2.2. Dogrusal Olmayan Sistemlerin Kararhhg

Durum vektorii x in normu

Iei= bl sl + o+

ile hesaplanir. Bu kavram kullanilarak dogrusal olmayan sistemlerin ihtiya¢ duydugu daha 6zel

kararlilik-kararsizlik tanimlart yapilabilir.

Kararlilik-kararsizlik; R > |px(f)|| yarigapl: bir daire, x(0) durum degigkeni x in baglangig
degerleri olmak tizere 7 > |[x(¢)|| ve R > r olsun.

llx(®)l| degeri, R > r > 0 bolgesi igindeki » > 0 bdlgesi i¢inde, herhangi bir [x(0)l| < »
baslangig durumundan bagslayip ve sonra ¢ — oo igin |[x(#)|| < R bélgesi iginde kaliyorsa denge
noktasi kararhdir (Sekil 1.4, 1 numarayla belirtilen ySriinge).

Yukaridaki sartin saglanmayip, |px(#)|| nin R bolgesinin disina ¢ikmasi durumunda denge
noktasi kararsizdir (Sekil 1.4, 2 numarayla belirtilen ydriinge).
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Sekil 1.4: Kararlilik kavramlan 1) kararh sistem 2) kararsiz sistem 3) asimptotik kararh

sistem.

Asimptotik kararlilik; Eger sistem kararli ve ilave olarak [x(0)]| < r ve £ — oo igin ||} > O
kosulunu da sagliyor ise sistem asimptotik kararhdir (Sekil 1.4, 3 numarayla belirtilen yoriinge).

Asimptotik kararhhik, denge noktasinin kararh ve ilave olarak baglangic durumu x = 0
denge noktas1 civarindan baglamak iizere, ¢ sonsuza giderken x durumunun sifira yaklagmasi
anlamina gelir. 7 yarigaptyla tamml S, kiiresel bdlgesi ise bu denge noktasina ait gekim alam
olarak adlandinlir. Bu bdlgeye girildiginde durum degigkenleri sifira dogru gider. Bir miidahale
olmazsa yeterli bir siire sonunda durum degiskenleri mutlaka sifir olur. Yani diger ifade ile

gegici rejim cevabi bir siire sonra sifir olacaktir.

Yukaridaki tanimlara gore eger denge noktas: kararlh fakat asimptotik kararh degilse
marginal kararhdir (kararhlik simrindadir). Bu durumda durum degiskenleri R bSlgesi ile simrh
bolgede kalir.

Exponansiyel kararlilik; A ve o. tam pozitif sayilar olmak lizere ¢ > 0 igin sistem y&riingesi

b))l < ufpe(0)fje™
olarak degisiyor ise sistem exponansiyel kararlidir. Burada A sistemin denge noktasina
exponansiyel ulagma oramdir ve sistemin zaman sabitiyle orantihdur.

Exponansiyel olarak kararhilik asimptotik kararhlik kosulunu saglar fakat asimptotik
kararlilik kogulu exponansiyel olarak kararhlif: garanti etmez.

Exponansiyel fonksiyonun igaretinde herhangi bir degiyme olmayacag: kesin olarak
bilinmektedir.
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M v ? Y-
T L



exponansiyel kararhlik saglamyorsa, denge noktasi global olarak asimptotik / exponansiyel

kararhdir.
Dogrusal zamanla degismeyen sistemler; ya asimptotik kararh, ya exponansiyel kararls,

yada kararsizdir.

Bu tez ¢aligmasi daha dnce hazirlanmig seminer galxsmésmln devami ve aym zamanda
genisletilmis bir halidir [14]. Kullanilacak temel tammlarin verildigi bu giris bolimiyle birlikte

tez dért boliimden olugmugtur;
Bolim 2 de, Lyapunov’un kararhlik tamimi, bu tanmin ihtiyag duydugu baz

kavramlarla birlikte verilmigtir.

Boltim 3 de, dogrusal sistemler i¢in durum geribeslemeli kontrol verilmigtir. Verilen
dért kontrol tekniginden kutup yerlegtirme metodu, Ackermann metodu, yerine birakma metodu
verilmigtir. Bunlardan sonra bu tez galismasinda kullanilacak olan optimal kontrol kazanglarinin
hesaplanmasi yéntemi verilmistir.

Boliim 4 de, giris kanalinda belirsizlik igeren sistemlerin Lyapunov metodu ile kontrolii
verilmigtir. Literatiirde gesitli belirsizlik igeren sistemler ve bu sistemler igin kontrol onerileri
mevcuttur [6-13]. Bu tezde, Oncelikle bir hazirhk olarak, Lyapunov kararlilik metodu
kullanilarak dogrusal bir sistemin sinirlandirilmig (saturasyonlu) kontrol igareti ile kontroli
verilmig, daha sonra benzer metod ile degisim siirlart bilinen belirsiz parametrelere sahip

sistemin simrlandiriimig kontrol igareti ile kontrolii verilmigtir.



2. LYAPUNOV FONKSiYONU VE KARARLILIGI

2.1. Girig

Lyapunov’un orjinali Rusga olan ‘The General Problem of Motion Stability’ adh
aligmas: indirect metod (dogrusallastirma metodu) ve direct metod olmak ftizere iki metod
igerir. Lyapunov’un indirekt metodu daha 6nce Bolim 1.2.1 de verilen dogrusallagtirma metodu
ile aymdir. Lyapunov’un direkt metodu, Lyapunov fonksiyonuna dayandifindan asagida
Lyapunov fonksiyonu igin gelistirilen tammlar verilecektir.

Bg, lx]l < R ile tammh kiiresel bir bolgeyi ve Sg, llxl| = R ile tammh kirenin kendisini

tanimlamak {izere;

Pozitif tammls fonksiyon; Eger skalar bir /(x) fonksiyonu bir Bg kiiresi igindeki smnirh bdlgede
Nx)>0, x=0ve V(x)=0,x=0 2.1

gartlarmi sagliyorsa V(%) pozitif tamml: bir fonksiyondur.
Eger M(0) = 0 tim durum uzay1 igin saglamyorsa W(x) global pozitif tammh

fonksiyondur.
Lokal pozitif tammli bir Lyapunov fonksiyonun geometrik anlamu, sekille ifade

edilebilir.

X3

Sekil 2.1: ikinci dereceden bir sistemin pozitif taniml fonksiyonu

Burada durum degiskenleri x;-x, ekseni, V ise z eksenine yerlestirilmigtir. Sekil 2.1~ -

incelenirse, pozitif tamml ¥ fonksiyonu orjinde sifirdir ve durum degiskenleri arttikga: ill < V2 <
V3.esitsizliginde oldugu gibi artar. :




Pozitif tamimli ¥ fonksiyonu, Sekil 2.2 de oldugu gibi iki boyutlu olarak da
tammlanabilir. Sekilde her bir kapal alan; V(x) = V;, V(x) = V>, /(x) = V; ile olugur.

R

" x

Sekil 2.2: Pozitif tanimhi fonksiyonlarin diizey egrileri ile gdsterimi

Burada sistem yoriingesi ok yOniinde hareket etmekte ve orjine dogru gitmektedir.
Durum degiskenleri azaldikga V azalir ve (0,0) noktasinda sifira esit olur.
Negatif taniml: fonksiyon; Skalar bir V(x) fonksiyonu By, kiiresi i¢inde degigsin. Eger,
MNx)<0,x#0ve N(x)=0,x=0 2.2)
sartin: sagliyorsa V(x) fonksiyonu negatif tamml bir fonksiyondur.
Pozitif yari-tamimli fonksiyon; Eger V(x) skalar fonksiyonu
Nx)20,x#0ve V(x)=0,x=0
ise V(x) pozitif yari-tamml bir fonksiyondur.
Negatif yari-tamml: fonksiyon; Eger ~V(x) fonksiyonu pozitif yar-tammh ise /(x) fonksiyonu
negatif yari~taniml bir fonksiyondur.
Bu tammlarda pozitif/negatif yar1 tammh fonksiyon tamm x = 0 igin ¥(x) = 0

olabilecegini gdsterir.

Ornek 2.1:
1- V(x) = x;% + x;° pozitif tamml
2- V) =(x; +x, f pozitif yar1 tamml1
3- Mx)=—x"— (2x, +x,)*  negatif tammh
4- V(x) = xp6 + x1 xx; garpim igerdiginden, pozitif veya negatif tanimh

olarak tammlanamaz
Eger, bir sistemin durum degiskenleri ile tanimhi skalar bir V/(x) fonksiyonu i¢in

e W(x) pozitif taniml
e  V(x) negatif tammh




o |xl}j » 0 igin Ax) >0
sartlart saglamyorsa, V(x) bu sistem igin bir Lyapunov fonksiyonudur. Bu fonksiyon tim durum
degiskenlerini igerecek gekilde segilmelidir. Detayh bilgi [1] de bulunabilir.
Denklem (1.2) deki tek girigli-tek ¢ikish sistem ve g¢ok girigli-gok ¢ikish sistemlerin
sistem dinamikleri, sistem matrisi ile incelenir. Ozellikle yitksek mertebeden sistemler igin,
sistem matrisi ile pozitif-negatif tammhlifin tammina gereksinim vardir. Bu nedenle,

matrislerin bazi temel dzellikleri asagida verilecektir.

2.2. Matris Ozellikleri

Simetrik matris; Bir M kare matrisi i¢in eger M = M ise (diger bir ifade ile, eger V;, M;= M;
ise) M matrisi simetriktir.
Skew-simetrik matris; Bir M kare matrisi i¢in eger M'= —M ise (diger bir ifade ile, eger V;, M;; =
—M;; ise) M matrisi skew-simetriktir.
Quadratik form; n x 1 boyutunda x durum vektorii ile » x n boyutunda simetrik M matrisinden
olusan

x" Mx = zn: Z":m,.jx,xj m,=m, (2.3)

=1 j=1

formuna quadratik form denir. Bu formdaki fonksiyonun degeri skalardar.

Herhangi bir n x n boyutundaki M matrisi, bir simetrik ve bir skew-simetrik matrisin
toplamu olarak agagidaki gibi gosterilebilir.
M +M" +A4 -MT

2 2

-— -—

M+M" M-M" . .
Burada —2—— simetrik matris, ——2— ise skew-simetrik matristir.

M= 2.4)

Eger M skew-simetrik matris ise ilgili quadratik fonksiyonun degeri daima sifirdir. Yani
her x igin x"Mx = 0 dur.

Yukaridaki drnekte verilen pozitif ve negatif tammh Lyapunov fonksiyonlari, quadratik
formdadirlar. Bu nedenle, bu tezde, dogrusal sistemler igin en sade Lyapunov fonksiyonu sekli
olan quadratik form kullanilacaktir.

Yukaridaki sonuca gore M simetrik olsun yada olmasin, bu formdaki her quadratik
fonksiyon, bir simetrik matristen olusan quadratik fonksiyona esittir. Bu nedenle, Lyapunov
fonksiyonu aday1 olarak x"Mx quadratik fonksiyonun M matrisi, her zaman i¢in simetrik hale
doniistiiriilebildiginden, M matrisi genel olarak simetrik kabul edilebilir.
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2.2.1. Pozitif Tammh Matris ve Geometrik Anlam

Bir n x n boyundaki M kare matrisi igin

x'Mx>0, x#0 2.5)
ise M matrisi pozitif tamimlt bir matristir. Diger bir deyisle eger x"Myx quadratik fonksiyonu bir
pozitif tammli fonksiyon ise M matrisi pozitif tanimli bir matristir. Bu tamim her pozitif tamimh
matrisin bir pozitif tanimlt fonksiyon ile iliskili oldufunu agiklar. Bunun tersi ise dogru degildir.

Geometrik olarak pozitif tammhligin tanimi, basit bir deyisle; x vektdrii ile onun
goriintiisti Mx vektdrli arasindaki aginin daima 90° den kiigiik olmasi olarak yorumlanabilir. Bu
tanim Sekil 2.3 de gdsterilmigtir.

Mx

laj<90"

Sekil 2.3: Bir M mafrisinin pozitif tanimhiliginm geometrik yorumu

Bir kare matris M in pozitif tanimli olabilmesi i¢in diyagonal elemanlarinin pozitif
tamimli olmasi gerekir.
Sylvester teoremi geregiince M matrisinin pozitif tammli olmasi igin;

My My My
>0, |m, m, my|>0.. |[M[>0 (2.6)

my, My, My

LCTR VS

my, >0,
My My

seklinde minor’lerinin hepsinin pozitif olmasi gerekir.
Sylvester teoremi geregince M matrisinin negatif tanimli olmast igin;

o My My, '
>0, |my, m, myl<0O... Wl>0’ n gift
[p|<0. ntek

n

nyy, My,

Hty My

m, <0,

My, My, My,

seklinde minor’lerinin hepsinin negatif olmasi gerekir.
Pozitif veya negatif tamimh matrislerin daima tersi vardir. Ciinkii yukandaki tanimlara
gore pozitif veya negatif tanimli matrislerin determinant: sifir olamaz. Diger iki kosul asagidaki

it

gibidir:

S, .
R
% T ;
11 e
‘ ‘
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M matrisinin pozitif yari-tanimli olmas1 kogulu;

m, m. M,

m, m.
YOTRIS0 my, my, my|20... [M|=0

m, 20,

m: 1 ”’22
My My, Iy

M matrisinin negatif yan-tanimh olmasi kosulu;

my o m, My
20, jm., m., my,|<0. |M]=0

My Hh, Iy,

”’ll ml:
m, <0, I

May

egitsizliklerinin saglanmasidir.

2.2.2. Pozitif Tamimh Matris Ozellikleri

M matrisi bir kare matris olsun. A matrisi, M matrisinin &zdegerlerini igeren bir

diyagonal matris; ve U matrisi, M matrisinin 6zvektdrler matrisi olsun. U matrisi

Uv=1I .7
denklemini saglar. Pozitif tammli bir M matrisi her zaman igin

M=UAU (2.8)
seklinde bilegenlerine ayrisabilir. Boylece

x'Mx=x"U'AUx
esitligi yazilabilir. Ux = z doniiglimil yapilirsa

XM = (Ux)'A(Ux) = 2'Az 2.9)
saglanur.

2z = (Ux)(Ux) = x"U" Ux = x"(UTU)x = x"T x = x"x = ||x|

2z = x| (2.10)
x, n x 1 vektdr ve A, diyagonal ekseni 6zdegerlerden olusan » x r matris oldugundan

xTAx =Z":Z.,x,2 (2.11)

i=1

dir.
Amin(M), M matrisinin en kiigiik 5zdegerini,
Amax(M), M matrisinin en biiyiik 6zdegerini, gdstersin.

X" Aaia(M) I1x € x"Ax < 5" [A(M) I ] % (2.12)

olur. Bu egitsizlikie
X DM 1 % = D (M) ]

X' Dhanse M 1 % = Aenax M) x|
olarak yazlirsa yukaridaki 6zellikler ile pozitif tammli bir M matrisi igin
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DM < XMt < A MO (213)
esitsizligi saglanmaktadir.
(2.13) esitsizligi daha sonra dogrusal sistemlerin hedeflenen ydriingeye yonlenme

(yakinsama) oraninin bulunmasinda kullanilacak Snemli bilgiler igermektedir.

2.3. Dogrusal Zamanla Degismeyen Sistemler I¢in Lyapunov Kararkhk

Asagidaki dogrusal sistem verilsin

x =Ax (2.14)

P matrisi pozitif tamml bir matris olmak tizere Lyapunov fonksiyonu

V(x)=x"Px (2.15)
olsun. Pozitif tanimli ¥(x) fonksiyonun sistem ySrlingesi boyunca diferansiyeli alirsa

V(x) =x"Pc+x'Pk (2.16)

(2.14) denklemi, (2.16) da yerine yazilirsa

V(x) = (dx)"Px + x"P(4x)

V(x) =x"A"Px + x"PAx

V(x) =x(4"P+PA X
olur ve dogirusal sistemler igin kullaniimak dizere Lyapunov denklemi

AP+ PA=-Q (2.17)
elde edilir. Denklem (2.14) deki sistemin kararh olabilmesi igin Q matrisinin pozitif tanumh
olmas1 gerekir ve Lyapunov fonksiyonunun diferansiyeli

7 =—x"Ox (2.18)

dir.

Denklem (2.17) nin iki ¢6ziimi vardir;

a) Segilen bir pozitif tanimh P igin O nun bulunmasi, her zaman bir pozitif tammh Q
matrisi vermeyebilir. Bu nedenle bu ¢6ziim kullanilmaz.

b) Segilen bir pozitif tammli Q igin P nin bulunmasi, bu ¢6ziim her zaman sonug verir.

Ornek 2.2:
Sistem matrisi agagida verilen dogrusal sistemin kararlihgimn Lyapunov metodu ile

incelenmesi;

S
-8 -12

a) P = Iigin denklem (2.17) nin ¢dziimil
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~-Q=A"P+PA= 0 4
-4 -24

dir. Q matrisi pozitif tamml degildir ve bu P segimi ile elde edilen quadratik V=x"Px
fonksiyonu bir Lyapunov fonksiyonu degildir. Bu fonksiyon ile sistemin kararli olup olmadig
konusunda higbir sonug ¢ikarilamaz. Halbuki sistem kararh ve

|[AI-A4|=0
denklemini saglayan dzdegerleri A, = —4 ve A, = =5 dir.

b) @ = I igin denklem (2.17) {in ¢Szlimii

o [5/16 1/16
1/16 1/16

Ayrica Matlab program: ile ¢6zilm agagidaki komutlar ile yapilabilir:

» A = [0 4;-8 -24];
» Q = [1 0;0 1];
» P = lyap(A',A,Q)
P =
0.4375 0.0625
0.0625 0.0313

Elde edilen P matrisi pozitif tanimli ve dolayisiyla sistem kararhdir.
Sonug,

Dogrusal zamanla degismeyen bir sistemin kararhhfmn Lyapunov metodu ile
incelenebilmesi igin gerek ve yeter sart, herhangi bir pozitif tamml simetrik O matrisinin segimi
sonucunda elde edilen P matrisinin simetrik pozitif taniml1 olmasidur.

2.4. Dogrusal olmayan Sistemlerin Lyapunov Kararhlik Metoduyla incelenmesi i¢in
Kullamlan Metodlar

Dogrusal olmayan sistemler ig¢in genel bir Lyapunov fonksiyonu onerme kurah
olmamakla beraber, asagidaki metodlar Snerilen sisteme uygunsa kullamlabilir.

a) Doprusal sistemlerde oldugu gibi quadratik form

b) Sistemin enerji fonksiyonlarindan yararlanma

¢) Krasovskii metodu

d) Gradient Metodu

e) Sistemin fiziksel yapisi ve igleyisinden yararlanma

14



2.4.1. Quadratik Form

Dogrusal olmayan sistem uygun ise, ¥(x) = x"x quadratik formu sistem kararhhif igin

Lyapunov fonksiyonu olarak kullarulabilir.

Ornek 2.3:

) 2
1= 22~ x10e” + 27)

2., .2
X2 ==X — %" + %)

Verilen dogrusal olmayan sistemin Lyapunov metodu ile kararlihiinin incelenmesi;

Lyapunov fonksiyonu pozitif tammh quadratik V= [[x|[* yada agik formda,
V(x) = %" + x,°
olsun. Bu fonksiyonun tiirevi alinirsa
V(x)(x)=2x15c; + ZJCzJ;:z
V(x) =2xi06 ~ 2106 + %22)) + 2 x5(=21 — %2> + x,7)
V(x) =2 x5 — 2% (x> + %7) = 2 0331 — 2 %700 + %)
V(x) = =2 (e’ %7 Yoo + 3%
V(x) = -2 (] +x7)
negatif tammli fonksiyonu elde edilir.
Ornekte goriildiigh gibi bu dogrusal olmayan bir sistem igin Lyapunov fonksiyonu aday:
olarak segilen ve en basit formlardan olan quadratik form, aranan Szellikleri saglanmgtir.

2.4.2. Krasovskii Metodu

Dogrusal olmayan baz: sistemler igin genel Lyapunov fonksiyonu bulunmasi amaciyla
Krasovskii bir metod gelistirmistir. Krasovskii metodu otonom dogrusal olmayan sistemler igin

VOO () (2.19)
bigiminde basit bir Lyapunov fonksiyonu varli@ini esas alir.

Denge noktas: orjinde olan x = f{x) otonom sistemi igin bir A(x) matrisi

P/'
= <l 2
A(x) F™ (2.20)

tanimlanir. Bu sistemin Jakobiyen matrisini g&stersin ve —:{— otjin (x.,) civarindaki tiirevieri
X
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gostermek lizere n = 2 igin A(x)

g &
Ao x, oy
x

/RS

&, ox X=X

eq
dir. Eger F =4 + A" matrisi bir Q bdlgesi i¢inde negatif tamml: ise orjindeki denge noktasi (Xeq)
asimptotik kararhdir ve (2.19) ile verilen
nx) =1 () fix)
fonksiyonu bu sistem igin bir Lyapunov fonksiyonudur.
Eger Q bolgesi tim durum uzay: ise ve ilave olarak x|l o igin V(x)—> « ise denge
noktasi global asimptotik kararlidir [1]

% =f{x) dogrusal olmayan bir sistem olmak iizere V(x)=F (x)f(x) ve f (x) = A(x)(x) i¢in
Vx) = ()fx)
V() =0 f @+ FTe)
V(x) =f4A0Wx) + 4 () = F@)A" + 4] fix)
F=A+A4"

P(x) =/ F fix) (2.21)
Denklem (2.21) in negatif tamimh olmas: igin F" in negatif tammli olmas: gerekir.

Ornek 2.4:
Verilen sistemin Lyapunov kararhliginin Krasovskii metodu ile gosterilmesi
X1 =~6x+ 20
%o =-2x~ 63, -2x,
Burada
fi=—6x;+2x,
Hh=-2x-6x,-2x

dogrusal olmayan sistemi igin bir Lyapunov fonksiyonu arastiralim.

Am:l 2 -—6—6x’)

Fea+af=|0 2 4| 2 T— -12 4
2 —6-6x 2 —6-6x; 4 -12-12x} | L

Sylvester teoremine gore, Fi; = — 12 <0 ve | F | = 128 + 144x2 > 0 oldugundan F .matx"'i‘si;" :

i3
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negatif tammhidir. Krasovskii teoremine gére Lyapunov fonksiyonu,

T
-6x, +2x, —6x, +2x,
Vx) = fGftn) = [ 6 sz] [le o2
V() = (~6x1 + 2x05) + (=221 ~ 6 2 x3 )

dir. Bu fonksiyon pozitif tammlidir ve verilen sistem igin bir Lyapunov fonksiyonudur.

Genellestirilmis Krasovskii Teoremi

Iigilenilen denge noktasi orjinde olan % = f{x) otonom sistemi alinsin. 4(x) matrisi
sistemin Jakobiyen matrisini gdstersin. Orjinin asimptotik kararli olmas: i¢in yeterli sart orjinin
yakin Q komsulugunda, P ve Q pozitif taniml simetrik iki matris ve Vx # 0 olmak {izere

F(x)=AP+P4+(Q
negatif yari tanimh matrisinin var olmasidir. Bdylece

Vx) = £ (x)PAx)
fonksiyonu bu sistemin bir Lyapunov fonksiyonudur.

Eger Q tiim durum uzay: ise ve ilave olarak [[x[|— o igin ¥(x)—> o ise sistem global

asimptotik kararhdir.
Ispat : Bu teorem benzer bigimde ispatlanabilir. ¥(x) fonksiyonun pozitif tamimhhg

onceki gibi tiiretilebilir. Ayrica V' nin tiirevi
V (x)=Fx)PAx)
V(x) = F TP + )P 1)
£ 7 = A0)) oldugundan
V(%) =F )4 )PRx) + fRPAX (x)
V(x) =f(x) [A" )P + PAX)x)
V(x) =f(x) [A'®)P + PAG) + Q] fix) - (x)QA%)
AT(x)P + PA(x) + O = F(x) yazarsak son olarak
V()= F ) - f (2)0Rx)
~ fonksiyonu elde edilir. F(x) negafif yar1 tammli ve {J pozitif tanimli 1 oldugundan V(x) nega —

taniml ve orjindeki denge noktas: asimptotik olarak kararhdir.
Eger |lx||—> o igin P(x)— o ise Lyapunov direkt metodunun global uyarlamas, sxstemm

\
P

global asimptotik kararlt oldugunu gdsterir. A0
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2.4.3. Variable Gradient Metodu

Bu metod, bilinmeyen Lyapunov fonksiyonu gradiyentleri igin kesin bir form igerme
varsayimi ve varsayllan gradientin integrali ile Lyapunov fonksiyonunun kendisinin
bulunmasidir. Bu yaklagim diisiik dereceli sistemler i¢in bir Lyapunov fonksiyonunun basarih
bir gekilde bulunmasim saglar.

Bir ¥(x) skalar fonksiyon ve onun gradienti VF"(x)={F/éx,.....oF [éx,}' in integrali
arasindaki iligkiyi dikkate alalim.

V(x)= ]VVasc (2.22)
0

VWx) gradientten, skalar V(x) fonksiyonu elde etmek i¢in, gradient fonksiyonunun
vy,  ovVY,

&, oy,

(,j=1,23,...,n) (2.23)

kosullarim saglamass gerekir. Burada V¥ nin i. bilegeni sadece ¢F7/@x, tiirevinin dogrultusudur.

Ornegin, # = 2 olmas) halinde;

ovh = ovv, (2.24)

Cx, Ox,

Variable gradient metodunun temel esasi, Lyapunov fonksiyonu ¥ nin varsayilan dzel
bir formu yerine, gradient VV igin 6zel bir form varsaymaktir. Gradient fonksiyonu
varsaymamn basit bir yolu, a; belirlenecek katsayilar olmak iizere

VV, = ia,jxj (2.25)

=
formudur. Bu form, bir Lyapunov fonksiyonu aramak i¢in agafidaki ydntemlerin izlenmesini
saglar.

1) (2.25) bigiminde bir V¥ varsay.

2) (2.23) denklemlerini saglamak igin a; katsayilarim hesapla.

3) V nin negatif yan-tammh (en azindan lokal) olmasi igin (2.25) deki

katsayilar1 sinirla.

4) V7V nin integralinden ¥ fonksiyonunu hesapla.

5) V¥ nin pozitif tamml1 olup olmadiim kontrol et.

(2.23) kosullarmin saglanmasi, (2.22) integralinin integrasyon yolundan bagimsiz
oldugunu gosterir. Bu gogunlukla ¥ nin herbir eksene paralel olan yol boyunca integrali ile
rahathikla saglanir. Yani,

c. v@m&@ﬁRmm ROt
BOKIBIANTASY G mﬂ%&
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V(x)= [VF(%,0,....00d5 + [VV;(x,,0,....0)dx;, +...
0 0

. (2.26)
+ [VV,(,,0,...,0)dx,
0
ile Lyapunov fonksiyonu ¥ hesaplanabilir.
Ornek 2.5:
Verilen sistemin Lyapunov kararliliginin, Variable Gradient metodu ile belirlenmesi;
x1=—2x
E2==20+20% 2.27)
olsun. Bilinmeyen Lyapunov fonksiyonunun gradient’inin
VI =a,x +a,x,
VV, = a,x, +ay,x, (2.28)
formunda oldugunu varsayalim. (2.23) denklemi
- id
OVE, _ ovvy, 2.29)
Ca da
a, +x, =g +x =24 2.30
12 ' 2 ("'xz 21 1 axl ( )
Eger katsayilar
an=an= l, ap=a3y=0

olarak segilecek olursa
\% Vf—“ X1 \% V2= X

olur. Sonra ¥

V=vy

¥ =-2x -2x2(1-x1x3)
seklinde hesaplanabilir. ¥ fonksiyonu (1-xpx;) > 0 bolgesi iginde lokal olarak negatif
tammlidir. ¥ fonksiyonu

A +x7
! = 2.3D)

V(x)= f xdx, + J- x,dx, =
0

Bu fonksiyon pozitif tammlidir ve asimptotik kararhilif: saglar.

Denklem (2.31) ile verilen Lyapunov fonksiyonu, variable gradient metodu ile elde
edilebilen tek Lyapunov fonksiyonu degildir. Variable gradient metodu ile farkh katsayl-‘
segimleri igin farkli Lyapunov fonksiyonlar1 bulunabilir. Ornegin; 4 |
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= — 2
011"*1 an= x,

an=3x apn=73
alinirsa
r ‘I' 2 3 pd . e ~
I (.\')=—2—.\'l + 5,\': + X7 (2.32)
pozitif tanimh fonksiyonu elde edilir. Bunun tiirevi ile
V=-2x>-6x2-2x (xia— 3 x> x2) (2.33)

fonksiyonu elde edilir. Denklem (2.33) ile verilen V , lokal negatif tammli bir fonksiyondur
(dikkat edilirse quadratik kisimlar orjinin civarinda baskindir) ve bu sebeple (2.32) sistem igin

bir bagka Lyapunov fonksiyonu sunar.

2.4.4. Sistemlerin Fiziksel Ozelliklerden Yararlanarak Lyapunov Fonksiyonlarimn Elde

Edilmesi

Yukaridaki boliimlerde birgok &rnekte Lyapunov fonksiyonlam matematiksel bir

formiilasyon ile elde edildi, yani alinan diferansiyel denklemlerin dzellikleri incelendi ve ¥ <0
olan pozitif tanimlt ¥ Lyapunov fonksiyonunun varhi§ arastirildi. Bazi kompleks sistemler i¢in
mithendislik varsayimlari ve fiziksel 6zellikler kullamilarak bir Lyapunov fonksiyonu elde

edilebilir.

Ornek 2.6:
Sekil 2.4 de verilen bir robot kolunun global asimptotik kararhlifimin Lyapunov

metodu ile incelenmesi;
g, robotun eklem pozisyonunu tanimlayan » ynlil bir vektor

7, giris momentlerinin vektorii

g, agirhik momentlerinin vektorii

b, mafsallarin hareket etmesini saglayan merkezcil kuvvetlerin vektorii
H, robot kolunun eylemsizlik (atalet) matrisi (nxn)

olmak {izere n sayida eklemi bulunan robot kolunun dinamigi »n tane denklem ile tanimlanir ve
robot koluna ait dinamik denklem;

Hg)g +b(g, 4)+glg)=~ (2.34)
dir.
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taban (mafsal 0)

Sekil 2.4: Bir robot kolu drnegi

Robot kolunun hareket ettirilmesi i¢in bir P.D. (Oransal-Tiirevsel) ve etkin yergekimi
dengeleme teriminden olusan bir kontrolér varsayilsin.

1=-Kpg—-Kprq+g(q) (2.35)

Kp ve Kp sabit sayilardan olugan » x # pozitif tanimli matrislerdir. Deneme yamlma ile
(2.34) ve (2.35) ile tammlanan kapali ¢evrim dinamigi i¢in bir Lyapunov fonksiyonu aragtirmak
zordur. Ciinki (2.34) endiistride yaygin olarak bulunan 5 ve 6 eklemli robot kollan i¢in yiizlerce
terim igerir. Bu yilizden ¢ —0 ve g—0 oldufunu gbstermek oldukga zordur.

Fiziksel varsayimlarm yardimi ile b8yle karmagik robotik sistemler igin bir Lyapunov
fonksiyonu basarih bir gekilde tanimlanabilir. Tlk olarak, dikkat edilirse H(q) eylemsizlik matrisi
her g degeri i¢in pozitif tammhidir. Ikincisi, P.D. terimleri damper ve yay birlegiminin bir
benzeri olarak yorumlanabilir. B6ylece

V=%[§"Hq +q" K] (2.36)
gibi bir Lyapunov fonksiyonunu &nerilebilir. ilk terim robot kolunun kinetik enerjisini, ikinci
terim (2.35) kontroldriindeki gergek yay ile ilgili “yapay potansiyel enerji” yi gosterir.

Bu fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasinda mekanikteki enerji teoremi kullamlabilir.

Bu teoriye gbre mekanik sistemdeki kinetik enerjinin degisim oramm, dis kuvvetler tarafindan

saglanan kuvvete egittir. Bundan dolay:
V=4"c-g)+ i 'Keq 2.37)
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Yukaridaki denklemde t kontroloriiniin yerine konmasiyla
V=q"(-Kog-Keq+gr2)+q'Keq
V=-4"Kq-4"Keq + 4 'Knq
V=-4"Kng (2.38)

denklemi elde edilir. Kp pozitif tanimh bir matris oldugundan, /4 negatif tamml olma sartim

saglar. Robot kolu g # 0 olan herhangi bir pozisyonda Kkilitlenemediginden (b&yle durumlarda

ivmenin sifir olmadig: kolayhkla gosterilebilir), invariant-set teoremine gore [1] robot kolu g =

0 ve g = 0 konumlarma yerlesmelidir. Boylece, sistem gergekten global asimptotik kararhdir.
Sonug olarak, bu uygulamali rnekten iki sey dgrenilebilir;

Birincisi, bir sistemin davranis1 analiz edilirken, fiziksel 6zelliklerin miimkiin oldugu kadar gok

kullanilmasi gerekir.
Ikincisi, enerji benzeri fiziksel kavramlar, etkili Lyapunov fonksiyonlar1 segenegi sunabilir.
Fiziksel ozellikler, cok girigli, dogrusal olmayan kontroldrlerin geligtirilmesinde dnemli bir rol

oynar.

2.5. Lyapunov Metodu ile Sistem Performansimn Analizi

Lyapunov fonksiyonlarmin kullanim alanlar sadece sistemlerin kararhilik analizi ile
siurli degildir. Aym zamanda kararhi sistemlerin performanslann konusunda da tahminler
saglayabilir. Ozellikle dogrusal veya dogrusal olmayan asimptotik kararli sistemlerin siirekli
duruma erisme oranlarimin tahmin edilmesinde kullamilir. Bu baliimde, ilk olarak, diferansiyel
eyitsizliklerle ilgili temel bir Snerme verilecek ve daha sonra Lyapunov analizinin dogrusal ve
dogrusal olmayan sistemlerin siirekli duruma erigme oramnmn belirlenmesinde nasil

kullantlabilecegi incelenecektir.

2.5.1. Hedeflenen Yoriingeye Erisme Oram

Onerme 2.1;

Eger areel bir say: iken, bir reel W(¢) fonksiyonu

W(t) +aW () <0 (2.39)
esitsizligini sagliyorsa, buradan
w(t) < W(0) e™
( ) ©e T YOKSEX OCR T KURULY
yazilabilir. BOKDBIANTASYOM BPLEAKETE
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Ispat:
W(0) baslangig sart: olmak tizere denklem (2.39) un Laplace doniislimii yapilirsa

sW(s) - W(0) + aW(s) <0
W(s)(s + o) < W(0)
W) < W) e™

olur.
Bu dnerme, eger W > 0 olan bir fonksiyon ise (2.39) un saflanmasi ile W nin sifira

exponansiyel olarak yakinsadigim garanti eder. Lyapunov direkt metodu analizini kullaniniyla
bazen V fonksiyonu (2.39) formuna gelebilir.

2.5.2. Dogrusal Sistemlerin Siirekli Duruma Erigme Orammin Hesaplanmas:

Lyapunov analizine gbre dogrusal kararh bir sistemin yakinsama (stirekli duruma
erisme) oram hakkinda bilgi edinilebilir. P matrisinin en bilylk &zdeferi Aman(P) ile, O
matrisinin en kiigtik 6zdegeri Amin(Q) ile, ve bunlarin oram

2mm(Q) =
P Y (2.40)

max
ile gdsterilsin. P ve Q matrislerinin pozitif tanimlthl; Amin(Q), Amaz(P) ve dolayisiyla y skalar

sayilarin pozitif oldugunu gosterir. Matris teorisinden

P < Aa(P) Amin( DI < O
dir ve buradan
(%)
X' O 2T = T A P 1x 2 77 (2.41)
A (P)
elde edilir. Denklem (2.41), denklem (2.18) ile birlikte
2314 (2.42)
oldugunu gdsterir. Buradan yukaridaki 6nermeye gore
x"Px<V(0)e™ 243)
elde edilir. Bu esitsizlik x"Px 2 Amin(P)|(@®)|]® ile birlikte, x durumunun en az (y/2) oram ile
orjine yakinsadigim agiklar.
Ornek 2.7:
¥ = Ax. A 0 1 24
x = Ax, = .
-3 -4 244

0 = I segimi igin, (2.44) sistemine gore denklem (2.17) nin ¢6ziimi



7/6 1/6
P=
1/6 1/6
olarak hesaplanir. Amex(P) = 0,1937 ve Amin(Q) = 1 dir. Bu degerleri (2.40) da yerine yazarsak

y=taw@ 1438377
Aou(P) 01937

olarak hesaplanir.

Gorilldaga gibi W(¢) fonksiyonun alabilecegi en bliylik deger, yakinsama orammmn
mutlak degerce en kiigiik degerinin bunlunmast ile (yani en kiigiik Anin(Q) ve en bilylik Amax(P)
segimi ile) belirlenebilir. Buradan doprusal sistem igin yakinsama oranminin QO matrisinin segimi
ile nasil degistigi ve bu segimin sistemin dominant kutbu ile nasil bir ilgisi oldugu sorusu
duisiiniilebilir. Burada ilging bir sonug, yakinsama oranmin en kigiik degeri (vani sistem
enerjisinin en biyiik degeri) Q = I segimi ile belirlenebilir.

Simdi bunu gostermek ig¢in Lyapunov denkleminden bir Q = Q0 se¢imine karsihik gelen
¢bziimiin P matrisi oldugu varsayilsin.

ATP+PA=-0 (2.45)

Yine Lyapunov denkleminden Q = I se¢imine karsihk gelen bagka bir ¢6ziimiin P, matrisi
oldugunu varsayalim.

AT P+ Py A=-I (2.46)
olur.

Lyapunov denkleminde Ayn(Q) skaleri ile yeniden Slgeklenen Amin '(Q)Q matrisine
kargilk gelen ¢6zim Ao '(Q)P matrisi olacaktir. y denkleminde pay ve paydadaki
sadelesmeden dolay1 bu Slgeklendirmenin y degeri tizerinde etkisi olmaz ve Auin(Auin (Q)Q) =1
olur. Bu nedenle genelligi bozmadan Awin(Qy) = 1 varsayilabilir. Yukandaki iki farkli Q se¢imi
igin yazilan Lyapunov denklemlerini taraf tarafa ¢ikanlirsa matrislerin farki ile

A P-P)+P-P)A=-(Q:1-1) (2-.47)
olur. Agin(Q1) = 1 = Apae( 1) olduBundan (Q — I ) pozitif yar-tamimh ve bdylece (P — P,) matrisi
de pozitif yari-tammhdir. Buradan

Amax(P) = Amax(Po) (2.48)
elde edilir. Amin(Q1) = 1 = Amin( ) oldugundan O = I segimine karsihk gelen yakinsama oram
A_(O)
= Zmn \Y 2.49
Fuec P 2

(2.45) de Q = O segimine karsilik gelen yakinsama oranindan daha biiylik veya esittir. Bunun
anlami y degerinin optimal (en kiigiik) degerinin Q = I se¢imine karsilik geldigidir.
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Kararh A matrisinin tim Ozdegerlerinin birbirinden farkhi reel sayilar oldugu
varsayilsim. Boylece 4 matrisi kendisinin 6zdegerlerinden olugan diyagonal 44 matrisi haline
dnilgebilir. Bu durumda, y ile 4, (4) arasindaki

7[2==A(4) (2.50)
iligkisi bulunabilir [1]. Buradan y /2 degerinin kararh 4 matrisinin en biiylik dzdegerine esit
oldugu bulunur (“- isaretli olarak).

Gorildign gibi, Lyapunov metodu, dogrusal sistemlerde yakinsama orammn
belirlenmesini saglamigtir. Kararh dogrusal sistemler i¢in A matrisinin 6zdegerleri birbirinden
farkh reel sayilardan meydana gelsin. Yakinsama oram durym koordinatlarindan bagimsiz

olarak sadece A sistem matrisinin dominant kutbu ile iligkilidir. Eger V sistemin enerji

fonksiyonunu gdsterirse bu fonksiyon

¥V < V(0) 2t (2.51)
esitsizligi ile smurl alan igindedir ve 7(0)e™™™“" sistem enerjisinin alabilecegi maximum
degeri verir. ¥(0) degerinin pozitif ve dominant kutbun negatif olmasindan dolayi, ¥ sistem
enerjisinin belirlenmis maximum /(0)e”™™“” degerini agmadan zamanla sifira gitmesi

garantilenmistir.

2.5.3. Dogrusal Olmayan Sistemler Icin Siirekli Duruma Erigme Orammin Lyapunov

Metodu ile Hesaplanmasi

Dogrusal olmayan sistemler igin yakinsama oramnin tahmini ¥ nin kesin bir tahminini
elde etmek igin ¥V nin ifadesi iglemlerini de igerir. Bu metodun dogrusal olmayan sistemler igin
farki, ¥ ve V fonksiyonlarinin mutlaka durum degigkenlerinin quadratik fonksiyonu olmak

zorunda olmamasidir.

Ornek 2.8:
Asagida tammlanan sistemi ele alalim.
F1=x @2 +x2 -2 ) —dxx’
F2=x (0” + 3% - 2 ) + 4oy x, (2.52)

Segilen Lyapunov fonksiyonu yani pozitif taniml1 V= [Ixll?, yani

Vi, 1) =x +x)° (2.53)
fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun tiirevi

V (61, %) = 200 + x22) (e® + 357 - 2) @54 .. .
fonksiyonudur. (2.53) ve (2.54) arasinda ] o
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V=2WV-2) (2.55)

iligkisi vardir. ¥ pozitif tammh oldugundan ¥ in negatif tamiml: olabilmesi igin

0>7>2 (2.56)

olmahdir. (2.56) ile verilen sinirlar i¢inden baglayan sistem kararlidir. Fakat, sistemin siirekli
duruma erigme oram da elde edilebilir. Denklem (2.55), birinci dereceden, dogrusal olmayan
diferansiyel bir denklemdir [5]. Bu denklemin ¢6ziimii ile ¥(x) fonksiyonu elde edilebilir.

dv
£ —owyw-2
% V-2)
¥ _ i
v@2-v)

1.1 1
—(—+—=)dV = |24t
2(V 2—V) I

Bu integralin sabiti /#(@) olmak {izere ¢6ziim yapilirsa.

In(V) - In2-V) - In(a)=-4t¢
14

In = —4t
2-V)a
Vo
QR-VNa

2ae-Vaet=v
V1+ae*y=2ae™

20
V‘x e S
) 1+ae™ 257

fonksiyonu elde edilir. o pozitif reel katsayist £ = 0 amindaki baslangig kosullarindan

_ V(0

=370 (2.58)

denklemi ile bulunabilir.

Eger [(0)[> = W(0) < 2 ise, yani, e@er sistem yoriingesi +/2 birim varigaplt gemberin

iginden baglarsa, (2.59) dan, &> 0 ve boylece (2.58) den

) <207 (2.59)

olur. (2.59) durum vektdriiniin normu |px(f)|| nin exponansiyel olarak sifira yaklagtigim gésterir.

Eger yorilnge /2 birim varigaplt gemberin disindan baglarsa. vani. eger 11(0)> /2 ise

7(#) (ve bu ylizden aym zamanda |x(?)]| degeri de) sonlu bir zamanda sonsuza dogru gider. Bu

durum sistem igin kararsizhk anlamima geleceginden sistem kontrolden cikarak pars;alanméy; i~
veya bozulmaya dogru gidecektir (Sekil 2.5). Y
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Sekil 2.5: x,(0)= 0.9, x>(0) = 0.9 ve x,(0)= 1.1, x5(0) = 1.1 baslangig durumlan igin, (2.53)
sisteminin yGriingesinin x,-x, diizleminde gdsterimi.
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3. DOGRUSAL SiSTEMLER iCiN GERIBESLEMEL{ KONTROL

3.1. Girisg

Modern kompleks bir sistem gok girigli ve gok ¢ikigh olabilir. Onceleri boyle gok
girigli—¢ok gikish sistemler, tek girisli-tek ¢ikisli sistemlere doniistiirtilerek analiz ve tasarimi
yapilirdi. Daha sonralan bilgisayarlar ucuzlamasi ve birgok kontrol sisteminde kullanilmasi ile
bu gok girisli-¢ok ¢ikish sistemlerin bilgisayarda analiz edilmesine imkan veren ve matrissel
formda olan durum uzay modelleri geligtirilmistir.

Dogrusal bir sistemin dinamik denklemi

X =Ax+ Bu 3.1)
ve gikisi

y=Cx+Du 3.2)
ile tammlanir. 4 € R™ (1.4) de belirtildigi gibi sistem matrisi, B € R™ girig matrisi, C € R™
gikis matrisi, D € R™ girig-gikis gecis matrisi, x € R” durum degigkeni, u € R* giris, y € R”
¢ikigtir. Denklem (3.1)~(3.2) sisteminde verilen matris boyutlarinda n, 7, m sayilar fiziksel
olarak sirasiyla; durum degiskeni sayisi, kontrol girisi (giris kanali) sayis1 ve gikis degiskeni
sayisina karsilik gelmektedir.

Bir sistemde durum geribeslemeli kontrol metodu kullamlabilmesi igin

a) Sistemin tiim durum degiskenlerinin 6l¢iilmesi

b) Kontroledilebilirlik 6zelligine sahip olmas:
gerekir. Bu caligmada geribesleme igin gereksinim duyulan durum degiskenlerinin tiimiiniin
kontroledilebilir oldugu kabul edilecektir.

3.2. Kontroledilebilirlik

Bir sistemin kontroledilebilirlik zelligi, sistemin durum degiskenlerini x, baslangi¢
sartindan x, durumuna gtirebilme yetenegidir. Bir sistemde durum geribeslemeli kontrol
metodu kullamlabilmesi i¢in sistemin kontroledilebilir olup olmadiginin aragtirtimasi
gerekmektedir. Bu boliimde, belirtilen amagla kullanilacak olan kontroledilebilirlik matrisi ve

hesabi verilecektir.
Kontroledilebilirlik matrislerinin hesaplanmasinda kullamlacak olan vektorlerin

dogrusal bagimsizlig1 i¢in gerekli kosul;
Vektorlerin dogrusal bagimsizlign; ¢y, c, ... , c, sabit katsayilar olmak fizere eger

cxitremt .. tex,=0
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denklemi sadece
aQ=C=... =Cn=0

i¢in saglamyor ise xy, x,, ... , X, vektorleri dogrusal bagimsizdir,

3.2.1. Tiim Durum Kontroledilebilirlik

Denklem (3.1) sistemi igin tiim durum kontroledilebilirlik kosulu agafidaki gibidir.
Tim durum kontroledilebilirlik; Eger (3.1) sisteminin tiim x(f) durumlari # kontrol girisi
yardimiyla, bir x(#o) baglangi¢ ¢ikisindan bir x(¢,) son degerine #, < ¢ < #, aralifinda sonlu bir ¢

sfiresinde getirilebiliyorsa bu sistem tiim durum kontroledilebilirdir.

Bir sistemin tiim durum kontroledilebilir olup olmadig, kontrol edilebilirlik matrisinin
rank’1 ile tespit edilebilmektedir. Tiim durum kontroledilebilirlik tanimindan yararlanarak bu

matris elde edilebilir.

Bu matrisin hesabi igin 6nce kontrol girisi skalar (# € R, B € R™ ) olan (3.1) sistemi

i¢in ¢dziim yapilsin.
x(t) =" x(0)+ [¢"“ ™ Bu(r)ds
0

Durum degiskenlerinin son degeri durum uzaymnin orjini olsun (x(#;) = 0) ve baglangig zamam
t= 0 olsun. Bu kabuller tiim durum kontroledilebilirlik tanimina uygulanirsa,

x(t,) = 0=e"x(0)+ ]’eA(""’)Bu(z')d T
0
veya
e x(0) = —]'e”(""’Bu(r)d'r
0
olur. Esitligin her iki tarafim e " sabit matrisi ile soldan carpilirsa

L}
e et x(0) = — Ie‘A"e‘(""’Bu(r)dr
0

h

x(0) = [e* Bu(z)dz (3.3)

0
a(7) zamana baBli skalar bir fonksiyon olmak tizere e matrisi Sylvester interpolasyon

metodu kullanilarak [3],

Lo YﬁKsm@(;Fzmﬁ PCITRATLY
% YOP BAERKYETS
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n-1
e =) a (04" (3.4)
k=0
bigiminde yazlabilir. (3.4) denklemi (3.3) de yerine konursa
n—l1 4
x(0)=-),4'B ja,, (©u(r)dr (3.5)
0

k=0

integral isleminin sonucu

[ @yuds =,

doniistimii ile (3.5)
n—1
x(0)=-) 4*'Bp,
k=0
(5, ]
- n—1 é ~
x(0)=—[B | AB | - | A7'B]| = (3.6)
_ﬂn-l_J

olur. Eger sistem tiim durum kontroledilebilir ise alinan herhangi bir x(0) baslangi¢ durumu igin
denklem (3.6) saglanmalidir. Bu da R™

M,=[B | 4B | - | A"'B] (3.7

matrisinin rank’inin 7 olmasini gerektirir.

Bu analizden tiim durum kontrol edilebilirlik kogulu asagidaki gibi tammlayabilir;

(3.1) sisteminin tim durum kontroledilebilir olmas: igin B, 4B, A°B, ... , 4"'B
vektorlerinin dogrusal bagimsiz, ya da diger bir ifade ile R™ (3.7) matrisinin rank’1imn » olmas:
gerekir.

Elde edilen sonug¢ # kontrol vektSriiniin r x 1 boyutlu oldugu (3.1) sistemi igin
genisletilebilir. Bu durumda R™*™ boyutundaki

M=[B | 4B | - | A"'B] (.8)
matrisinin rank’1 # olmalidir.

(3.8) matrisine kontroledilebilirlik matrisi denir.

Ornek 3.1:

%= Ax + Bu, A= {1 ! } B= H 3.9)
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sistemi verilsin. Sistemin tiim durum kontroledilebilir olmasi igin

11
M,=[B | AB]=[0 0]

matrisinin rank’1 n olmahdir.
rank(M;) =1+ 2

oldugundan sistem (3.9) tiim durum kontroledilebilir degildir.
Simdi de asagidaki sistemi ele alalim;

¢=Ax+B =1 1 p=|® (3.10)
X U, 5 1 s 1 .

0 1
M.=[B | AB]=[1 —1]

rank(M,) =2
Sistem (3.10) tiim durum kontroledilebilirdir.

3.2.2. Cikis Durum Kontroledilebilirlik

Pratikte kontrol sistemi tasariminda, bazi durumlarda sistemin durum degiskenlerini
kontrol etmektense gikiglarnin kontrol edilmesi istenebilir. Bunun ig¢in (3.1)-(3.2) ile
tammlanan bir kontrol sistemi ele alinsin,

Eger sistemin ¢ikig1 bir y(#,) baslangi¢ ¢ikigindan bir y(¢1) son ¢ikigina 4<¢<f, aralifinda
sonlu bir ¢ siiresinde getirilebiliyorsa bu sistem tiim gikig kontroledilebilirdir.

Bu sartin saglanmasi i¢in gerekli kogul §6yledir:

Eger R™ V" boyutundaki

M,=[CB | CAB | CA’B | --- | CA™B | D] (3.11)
matrisinin rank’s m ise yukarida durum denklemi ile ifade edilen sistem tim g¢ikig
kontroledilebilirdir. (3.11) matrisi ¢ikig kontroledilebilirlik matrisidir.

3.3. Tiim Durum Kontrol Matrislerinin Hesaplanmasi

Denklem (3.1) ile tammlanmg bir sistemi ele alahm

x=Ax+ Bu

Sitemin durum kontroledilebilir oldugu ve durum degiskenlerinin hepsinin 6lgiildiigii
kabul edilirse, durum geribeslemeli kontrol isareti

u=-Kx (3.12)
dir. Burada K € R™ kontrol matrisi olarak adlandirilir. (3.1) sisteminde (3.12) kontrol isareti

T.C. YOKSEKOORETIM KURULY
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yazilirsa, kapali gevrimli sistemin dinamigi

x =(4-BK)x (3.13)
olur. Kapali gevrimli sistem matrisi
A.= (4 - BK) (3.14)

ile tekrar yazlabilir. K matrisi hedeflenen kapali gevrim performansim saglayacak sekilde
segilir.
Durum geribeslemeye iligkin agik-gevrim ve kapali-gevrim sistem blok diyagram:

agagda Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 ve gosterilmigtir.

u X X

B f =—>

A

Sekil 3.1: & = Ax + Bu agik gevrimli kontrol sistemi

] x X

-K

Sekil 3.2: &= A4x + Bu agik gevrimli sisteminin # = ~Kx ile durum geribeslenmesi

Geleneksel kontrol teorisinde sistemin girig-gikis iligkileri ile tanimlanmass, sisteme ait
baglangi¢ bilgilerinden yararlanma imkamm ortadan kaldirmaktadw. Buna karsin modern
kontrol yontemlerinde sistemin baglangi¢ bilgileri kullanilabilmektedir.

Durum geribeslemeli tasarimda karakteristik denklemin koékleri dogrudan kontrol
edilebildiginden, sabit yapili geleneksel kontrole gbre ¢ok daha esnek bir yapidadir. Durum
geribeslemeli kontrol sisteminde durum degiskenleri tim durum kontrol edilebilir ise
karakteristik denklemin kutuplan istenildidi gibi yerlestirilebilir. Bdylece istenen sistem
davramgim saglamak ve kararh bir sistem olusturmak igin istedigimiz kokleri segme sansina
sahip oluruz. ’

P1, PID gibi geleneksel kontrol tekniklerinde sistem derecesi artmaktadir. Buna karém
durum geribeslemeli kontrol tekniginde sistemin derecesi ayn1 kalmaktadir.. |
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Durum geribeslemeli kontrol sisteminin dezavantaji ise tiim durumlar elde edilip
geribeslenmesi zorunlulugunun olmasidir. Bdyle bir islem hem pahalidir hem de her zaman igin

fiziksel olarak miimkiin olmayabilir.

3.3.1. Kutup Yerlestirme Metodu ile Kontrol Matrisinin Hesaplanmasi

Bu bolimde kutup yerlestirme metodu olarak adlandirilan bir tasarim ydntemi
sunulacaktir. Tim durum degiskenlerinin Slgillebilir ve geribesleme i¢in mevcut oldugunu
varsayilsin. Eger ele alinan sistem tiim durum kontrol edilebilir ise, kapali ¢evrimli sistemin
kutuplari, uygun geribesleme kazang matrisi ile durum geribesleme yapilarak istenen kompleks
diizlemde herhangi bir bélgeye yerlestirilebilir.

Sunulan tasanim yontemi gegici rejim (hiz, soniim orani...) ve/veya frekans cevabi (band
genigligi... ) gereksinimlerine gore istenen kapal: gevrim kutuplarimin belirlenmesiyle baslar.

Sistemimiz (3.1) de verilen asagidaki

x =Ax+ Bu
sistemi ve kontrol isareti (3.12)
u=-Kx

olsun. Istenen kapali gevrim kutuplarinin ise

S=WLS=H2...85= Hnty S = Iy 3.15)
oldufu varsayilsin. Kapahh c¢evrimli sistemin kutuplar1 durum geribeslemeli kontrol
sistemlerinde kontrol isaretindeki K matrisi ile segilebilir. Eger sistem tiim durum
kontroledilebilir ise istenen kutup degerlerini elde etmek igin kullamlacak K geribesleme kazang
matrisi hesaplanabilir. K matrisinin hesabinda kullanilan kutup yerlestirme metodu, agagdaki
islem adimlarindan olugur.

a) Sistemin tiim durum kontroledilebilir olup olmadigini kontrol et.

b) A matrisi igin

|sI-A|=s"tas™ + a2+ taus +a,=0
karakteristik polinom denkleminden ay, a,, ... , @1, an katsayilarini belirle.

c) Kontroledilebilir kanonik form i¢in doniigtim matrisi T = M;W yi hesapla
M,=[B | AB | --- | A™B]
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g 1 .. 00
1 o0 . 0 0

d) Istenen 6zdegerleri (kapali-gevrim kutuplarr) kullanarak istenen kapali gevrim
karakteristik denklemini yaz.
|sI-A+ BK|=[s]-A4.|
= (s—p)(s—Ha) - - * (S—Ha)
=t a s Fa et oS 6, =0
¢) Istenen dzdegerleri saglamak icin gerekli K geribesleme matrisini hesapla

K=[ 0y | 0g1—Cp1 | On2—Gp2 |-+ | Oz |O1—a1 1 T -

Ornek 3.2:

Kutup yerlestirme metodu ile durum geribesleme tasarimy;
Bu programda durum geribeslemeli kararsiz bir sistemin istenen davramg: géstererek

kararl hale getirilmesi i¢in kullanilacak # = —Kx durum geribeslemesi igin gerekli X matrisi

hesaplanmaktadir.
Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibi tanimlanmg olsun.

= [0 1 0;64.4 0 -16;0 0 -100];%nxn 3x3
= [0 0 100]"'; gnxr 3x1
» = [1 0 0]; $mxn 1x3
» = [0]; $mxr 1x1
» sys = ss(a,B,C,D);

Bu sistemin dzdegerleri

»
»

U QW
|

» elgsys = eig(sys)
eigsys =
8.0250
-8.0250
-100.0000

Sistem bir pozitif reel dzdegere sahip oldufundan kararsizdir. Bu sistemin istenen
davramg1 gostermesi igin sahip olmasi istenen Szdegerler

» p = [{-2.038 -0.22775 -0.681
olarak tammlansin. Sistemin kontoledilebilir olmasi igin kontoledilebilirlik matrisi M, in rank’1

3 olmali. Kontroledilebilirlik matrisini hesaplarsak

» Mx = ctrb(A,B)
0 0 —-1600 v YORSEKSERETIR KURDLD
0 -1600 160000 POBIMANTASYON MERKES:
100 -10000 1000000 . . ’
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Bu matrisin rank’i

» RankMx = rank (Mx)
RankMx =
3
oldugundan sistem tiim durum kontroledilebilirdir. Sistemin bu kdklere sahip olmasi igin gerekli

K geribesleme kazang matrisi

» K = place(A,B,p)
K =
-0.1188 -0.0415 ~0.9705

olarak hesaplariz.
Yeni geribeslemeli sistemin sistem matrisi:

» Ac = A-B*K
Ac =
0 1.0000 0
64.4000 0 -16.0000
11.8764 4.1503 ~2.9458

ve bu yeni sistemin dzdegerleri

» eigAc = eig(Ac)
eigAc =
-0.2277
~-0.6800
-2.0380

seklindedir. Boylece sistemin istenen kutuplar

p =[-2.038 ~-0.22775 -0.68]
saglanmis oldu.

3.3.2. Ackermann Metodu ile Kontrol Matrisinin Hesaplanmasi

Bu metod tek girigli durum geribeslemeli agik gevrimli bir sistemde (eger miimkiinse)
istenen 8zdegerleri salamak kullamlan # = — Kx durum geribesleme kontroloriindeki K kazang
matrisini hesaplamaya yarar.

(3.1) ile tammb tek girigli bir sistemin agik ¢evrimli blok diyagram: Sekil 3.3 ve kapah
gevrimli Sekil 3.4 ile gbsterilmistir,

u X

~— B

| A4

Sekil 3.3: x= Ax+By ile ifade edilen, tek girigli, agik gevrimli kontrol sistemi
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u | B X f :] ‘

Sekil 3.4: x= Ax+Bu ile ifade edilen, tek girisli # = —~Kx durum geribeslemeli kontrol

sistemi

(3.1) ile taniml

¥=Ax + Bu
bir sistem olsun. Bu sistem i¢in istenen kapali gevrim kutuplar: (3.15) ile verilen

S=WLS=U2 o8 =Upp S =y
olsun. (3.12) ile tamimlt

u=-Kx
seklinde bir K matrisi ile durum geribeslemesi yapilmig sistemin denklemi (3.13)

%=(4 - BK)x
denklemine doniigiir. Burada (3.14)

(4-BK)=4,
doniistimiinl yapalim, Karakteristik denklem

{sI—-A4+BK\|=|sI-A4.|

=(s-m) (6 —p2) - - (s —pn)
=" +aow +a - tans+ a,=0
olarak yazilir. Cayley-Hamilton teoremihden[3]

) =A" +a At an de+ and = O (3.16)
yazilabilir. Bu denklem Ackermann formiiliinii elde etmek igin kullanilacaktir.
Islemleri kolaylagtirmak igin n = 3 alahm.

I=1

A.=A4A-BK

A% = (4 BKY =A? — ABK — BKA,

A’ =(4-BKY =4’ - A’BK — ABKA, — BK 4.°
Yukarida n. dereceye kadar yazilmus ifadeleri satir sirasina gdre sirayla a3, ay, a1, a0 (burada ay
= 1) ile garpilip egitligin sol tarafini ve sag tarafin1 ayn ayn toplanirsa

ol +ad, + a;ACZ +Ac3



= a3l + a4 - BK) +a (A’ — ABK — BKA,) + A’ - A’BK — ABKA, ~ BKA,*
=asl+a,d+ a4’ + A —a,BK - a,ABK —a ;BKA. — A’BK — ABKA. — BKA,’
3.17)
(3.16) Cayley-Hamilton denkleminden geribeslemeli sistem igin
asl+adc+ad’ + 47 =0(U)=0
ve geribeslemesiz sistem igin
a3l + ad+ a4+ A = D), D) %0
yazilabilir. ®(4,) ve ®(4) denklemlerini (3.17) denkleminde yerine konursa
®(A) = D(4) - a,BK — BK A — @ ,ABK ~ a ;BKA. — ABKA, — A’BK
®(4) = 0 oldugundan
@(4) = B(a K + a KA, + KA. %) + AB(a K + KA:) + A’B(K)
olur. Bu ifadeyi matrissel olarak kontroledilebilirlik matrisi ile bir bagka matrisin ¢arpim

seklinde yazilabilir.
2 a2K+a1KAc+KAcz
D(4)=[B |AB | A°B] oK+ KA,
K

Sistemin tam durum kontroledilebilir olmasi i¢in (3.8) de verilen
M,=[B | AB | A’B]
matrisinin tersinin var olmas: gerekir. Bu matrisin tersi ile en son bulunan denklemin her iki

tarafim soldan garpilirsa
02K + o KA, + KAZ
[B 4B | 4B]1™ ®4)= oK + KA,
K

Yine bu denklemin her iki tarafi soldan [ 0 0 1] ile carpilirsa

azK + a1 KA, + KA?
[001][B |4B | A’B]1"®)=[0 0 1] oK + KA,
K
elde edilir. Boylece » = 3 olan sistem i¢in X matrisi
K=[0 0 1][B |4B | A#B]" @)
olur. Yukarida K matrisini veren denklem herhangi bir » degeri i¢in

K=[00---011[B|4B|--- |4”'B] &) @18
olarak genellestirilebilir. Burada ®(d) Ao
j . r. E g
OU) =A"+a A+ tapd v a, A +I=0 Lo he
T.C. YORSEXBERETT KUEm D -
[PEHEAARTA

TEASYOM bassiED
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dir. Durum geribeslemeli sistemde X geribesleme kazang matrisinin belirlenmesinde kullanilan
(3.18) denklemi Ackermann formiilii olarak bilinir. Bu formiille tek girigli (3.1) sisteminde
istenen dzdegerleri saglamak igin gerekli K kazang matrisi hesaplanabilir. Sistemin tek girisli

olmak zorunda olmasi bu ydntemin bir dezavantajidir.

3.3.3. Yerine Birakma Metodu ile Kontrol Matrisinin Hesaplanmas:

Eger sistemin derecesi diigiik ise (# < 3), bu durumda K matrisini istenen karakteristik
polinomda yerine birakmak daha basit olabilir. Ornegin, » = 3 igin durum geribesleme kazang
matrisi K

K=k bk k]

K matrisinin istenen karakteristik polinom | s/ - 4 + BK | da yerine konup (s — w)(s — p)(s —
1) e esitlenmesiyle

| 81— A4+ BK|= (s — pa)(s — pa)(s — 1)
yazlabilir. Her iki taraf s in polinomu oldugundan aym kuvvetlere sahip terimlerin
katsayilarinin egitlenmesi ile &;, k» ve k3 degierlerini bulmak miimkiindir. Bu yol 7 = 2 veya 3

i¢in uygundur. Fakat n> 3 igin pek uygun degildir.

3.4. Optimal Kontrol Matrisinin Hesaplanmasi

Bé&liim 3.1-3.3 de kontrol kazanci hesaplanirken 6nce kapah gevrimli sistem igin istenen
Ozdegerler belirlenmis daha sonra bunu gergeklestirmek igin gerekli kontrol kazanci
hesaplanmigtir. Bu tekniklerin baz1 sakincalar1 vardir:

1) Istenen sistem performansinin optimal olmast igin, gesitli kriterlere gore hazirlanmis
optimal kapali ¢evrimli transfer fonksiyonlar: tablolar halinde mevcuttur. Fakat bu tablolar tek
girigli-tek gikish ve diislik dereceden sistemler i¢in kullamsh olsa da gok girisli-gok ¢ikish ve
yiiksek dereceden sistemler i¢in kullamgh degildir.

2) Uygulamada kontrol sinyalinin genligi izerinde fiziksel kisitlamalar bulunabilir. Bu
kisitlama, kontrol sistemi besleyen gii¢ kaynagindan, kontrol elemanimin g¢ikigindan veya
sistemin kontrol giriginden kaynaklanabilir. Istenen sistem performansinin (veya bu ¢aligmada
ele alinacak olan optimal sistem performansimn) saglandifi K kazancinda kontrol sinyalinin
degeri, izin verilen smirlar1 agabilir. Bdyle bir durumda istenen performansin elde edilmesi
miimkiin olmayacag: gibi sistemin kararliligi dahi tehlikeye girebilir[4].

Sistemin fiziksel kisitlamalarindan dolay: kontrol sinirlar: iizerinde herhangi bir taviz
verilemese de izin verilen kontrol sinurlari iginde en uygun sistem performansinin saglanmasi

istenir. Iste bu amagla, bu bdliimde, gok girisli-gok c¢ikishi dogrusal sistemler igin kontrol
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sinyalinin genliginin ayarlanarak simirlandirilabildigi ve bu simrlar iginde en uygun sistem

performansinin saglandi1 bir kontrol verilecektir.

3.4.1. Performans indeksi

Kontrol sistemlerinin tasariminda, mevcut kontrol kararinin belirlenmesi igin bir kural
bulunmas amaglanabilir. Bdyle bir 6igii genellikle bir optimizasyon kriteri (performans indeksi)
ile saglanir. Performans indeksi, sistemin gergek performansina ne kadar yakin oldugunu veren
bir fonksiyondur. Cogu uygulamada, performans indeksinin minimize edildigi b&ylesi bir yolla
kontrol vektdriiniin secimi ile, sistem davranii optimize edilir.

Performans indeksi sonugta elde edilecek kontrol sisteminin yapisini belirledigi igin gok
onemlidir. Yani, elde edilecek kontrol sistemi performans indeksinin bigimine gdre dogrusal,
dogrusal olmayan, zamanla deBisen, zamanla degismeyen olabilir. Kontrol mithendisi
problemin gereksinimine gdre performans indeksini formile eder ve boylece elde edilecek
sistemin yapisim etkiler. Bu gereksinim sadece performans gereksinimlerini degil kontrol
bigiminin fiziksel gergeklegtirilebilirligini saglamak amaciyla bazi kisitlamalan da igermektedir.
Verilen bir sistem igin en uygun performans indeksini belirlemek (8zellikle kompleks

sistemlerde) olduk¢a zordur|3).

3.4.2. Lyapunov Metoduyla Parametre Optimizasyonu

Bu -kisimda, Lyapunov fonksiyonu ile quadratik performans indeksi arasmdaki
dogrudan iligki ve bu iligkiyi kullanarak parametre optimizasyon probleminin ¢oziimii
verilecektir.

A sistem matrisi kararh olan

x =Ax
sistemini ele alalm. 4 nin ayarlanabilir parametre veya parametrelere sahip oldugunu
varsayalm. Q@ € R™ pozitif tammli (veya pozitif yar1 tanimli) simetrik matris olmak tizere

minimize edilmek istenen performans indeksi
J = [« Qrdt
[\]

olsun. Bu durumda problem, performans indeksini minimize etmek igin sistem parametrelerinin

ayarlanmasi ile ¢6ziiliir.
P matrisi pozitif tammli simetrik matris olmak {izere
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d
TOx = ——(x"Px
x Ox dt( )
oldugunu varsayalim.
x"Qx = %" Px —x"Pi=—x" A" Px— x" PAx =-x" (A" P+ PA)x

olur. Lyapunov'un ikinci metoduna gdre eger 4 matrisi kararli ise segilen her bir Q matrisi igin

A'P+PA=—Q (3.19)
Lyapunov denklemini saflayan P matrisi vardir. Bu ylizden P matrisinin elemanlan bu
denklemle belirlenebilir.

Performans indeksi J

J= aj‘xr Oxdt = —x" Px {5 = ~x" (0)Px(0) + x7 (0)Px(0)

0
ile hesaplanabilir. 4 matrisinin biitlin 6zdegerlerinin reel kisimlar1 negatif oldugundan x(c0)—>0
olur. Buradan
J=x"(0)Px(0) (3.20)

elde edilir. Bdylece performans indeksi J, baglangi¢ kosullari x(0) ve denklem (3.19) deki gibi 4
ve Q matrisleri ile ilgili olan P matrisi ile elde edilebilir. Q verilmis, x(0) baslangig
kosullarmdan verilmis oldugu igin, P matrisi, 4 matrisinin elemanlarimn bir fonksiyonudur.
Boylece bu minimumlastirma isleminin sonucu, ayarlanabilir parametrenin optimal degerini

verecektir [3].

3.4.3. Lineer Quadratik Optimal Kontrol

Kontrol edilecek sistem (3.1) verilen

X =Ax+Bu 3.21)
sistemi, kontrol isareti ise (3.12) ile verilen
u=~Kx (3.22)

olsun [3]. Optimal kontrol sistemlerinin tasarmmnda problem; segilen performans indeksini,

yani L(x, #) x ve u nun quadratik fonksiyonu olmak tizere
J= J‘L(x,u)dt
0

integralinin minimize edilmesi problemidir. Bbylece, optimal kontrol ve optimal regiilator
sistemlerinin quadratik performans indeksine gbre tasarimi, (3.22) kontrol isaretindeki X
matrisinin elemanlarimin belirlenmesi problemine indirgenir.

Denklem (3.21) ile tamimlanan sistem igin optimal kontrol vektdril u(f) nin belileentigesi
problemini ele alalim. O € R™ pozitif (veya yan-pozitif) tamml simetrik matns, ReR"“
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pozitif taniml simetrik matris ve # simrlandirilmamig kontrol igareti olmak {izere, performans

indeksi
J = [(" @+ x" Rx)dt (3.23)
0

alinabilir. Amag bu performans indeksini minimize edecek K degerinin belirlenmesidir. Burada
optimal K degeri Lyapunov'un ikinci metodu kullamlarak elde edilecektir. Dikkat edilirse
denklem (3.23) un sag tarafindaki ikinci terim kontrol sinyali harcadign enerjiyi verir. Q ve R
matrisleri sirasiyla, hata sinyalini ve kontrol sinyali enerjini siirlayan agirhiklardir. Ele alinan
optimal kontrol probleminde kontrol vektdrii #(f) nin saturasyona girmedigi varsayilacaktir.

Asafida gosterilecegi gibi, (3.22) ile belirtilen dogrusal kontrol, optimaldir. Bu yiizden,
eger performans indeksini minimize etmek igin X matrisinin bilinmeyen elemanlan belirlenirse,
(3.22) herhangi bir baglangi¢ kosulu i¢in optimaldir.

Optimizasyon problemini ¢6zmek igin (3.22) deki kontrol isareti (3.21) sisteminde
yerine konursa

X =Ax—BKx=(4 - BK)x (3.24)
elde edilir. Asagidaki iglemler igin 4 — BK matrisinin kararh oldugunu (veya reel kisimlar
negatif olan dzdegerlere sahip oldugunu) varsayalim. (3.22) denkleminin (3.23) denkleminde

yerine konmasiyla

J = (=" Ox+x" K" RKx)dt
0

J= [ (Q+ K" RK)xdt
0
elde edilir. Bu parametre-optimizasyon probleminin ¢dziimi igin
d
x"(Q + KRK)x = = (x"Px)

olarak alnsm. x = (4 —BK)x oldugundan buradan,

x'(Q + K'RKyx =-[(4 -BKyx)'Px —x"P[(4 ~BK)x]

= —x"[(4 -BK)'P + P(4 -BK))x

elde edilir. Bu son denklemin her iki tarafimn kargilastiriimas: ile denklemin herhangi bir x
degeri igin

(4 -BK)'P + P(4 -BK) = Q + K'RK) (3.25)
egitligini saglamas: gerektigi bulunur. Lyapunov’un ikinci metoduna gore, eger (4 — BK) kararli
bir matris ise (3.25) denklemini saglayan pozitif tanimh bir P matrisi vardir. O halde x(c0) = 0
olmak t{izere (3.20) denkleminin elde edilmesinde kullanilan benzer yol ile
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X'Ox = -% (x"Px)

x'Ox = —x"(4"P + PA)x
AP+P4=-Q

J=]‘xTQxdt = —xTPx‘: = —x'(a0) Px() + x"(0) Px(0)

Burada 4 mn biitlin 6zdegerleri negatif reel kisimlara sahip oldugundan x(c0)—>0 olur. Boylece
performans indeksi

J=x"(0)Px(0) (3.26)
olarak yazilabilir.

Quadratik optimal kontrol problemini ¢dzmek i¢in agagidaki ydntem izlenecektir:
R pozitif tamimh veya reel simetrik matris, 7 bir determinant: sifirdan farkh bir matris olmak
iizere
R=TT
yazilabilir. Béylece (3.25) denklemi
A" -K"B"YP + P4 -BK) + Q +K'TTTK = 0
AP —-K'B'P + PA -PBK + Q +K'T'TK = 0 3.27)
olur. Bu denklemde
anry' =1
6zdegligi yardimu ile
K'B'P = K1 B"P = KT (T"Y(T"Y'B"P
K'T'TK - K'B"P -PBK= K"T'TK - KT (I"YT"Y'B'P - PB(ITY(TTY'K
doniisimi yapilir ve X, ¥ uygun boyutta martisler olmak iizere
X=TK, Y=(I"Y'B'P
alinarak
X'x -X'y -¥Y'xX = X-0'(x-1) - ¥’y
benzeri doniliglimler yapilirsa
K'T'TK -K"B"P -PBK = [TK —(T"Y'B"P I"[TK - (I"Y'B"P | ~ PBT/(T"Y'B"P
elde edilir. Buradan (3.27) denklemi
AP + PA+ [TK —(T'Y'B'P V' (TK - (T"Y'B'"P1 -PBR'B'P+Q =0
seklinde yazilabilir. J nin X ya gdre minimizasyonu
*"[TK - (T*Y'B'P'[ TK - (T'Y'B"P | x
nin X ya gdre minimizasyonunu gerektirir. Bu son ifade, degeri sifir veya s1f11dan bliyiik posz -
say1 olan quadratik bir fonksiyondur. Bu nedenle ifadeyi sifir yapan o



TK = (T'Y'B'P
degerinde minimum olur. Bdylece

K =TX1"Y'B'P = R'B'P (3.28)
elde edilir.

Denklem (3.28) optimal K matrisini verir. Boylece performans indeksi (3.23) gibi olan
optimal kontrol problemi igin verilen optimal kontrolér dogrusaldir ve

u(f) = - R'B"Px(f) (3.29)
ile ifade edilir. (3.28) deki P matrisi (3.25) denklemini veya asagidaki indirgenmis Riccati
matris denklemini saglamak zorundadir:

AP+ PA-PBR'B'P+Q=0 (3.30)
(3.30) indirgenmis Riccati matris denklemi olarak adlandrlir.

LQR kontrol igin tasarim adimlan 6zetle:

1) Riccati indirgenmis matris denklemi olan denklem (3.30), P matrisi i¢in ¢oziliir.
2) Bulunan P matrisi (3.28) denkleminde yerine yazilir ve optimal K degeri bulunur.

Eger, elde edilen X matrisine gore (4 — BK) kararh ise sonug dogru, degilse yanhstir.
Denklem (3.30) daki indirgenmis Riccati denklemini saglayan X degeri, MATLAB

programinda [K, P, E] = Iqr(4, B, R, Q) komutu ile hesaplamir. Burada E degeri geribeslemeli

sistemin dzdegerlerini verir.

Ornek 3.3:

X1

k)

Sekil 3.5: Ikinci dereden, durum geribeslemeli bir sistem

Sekil 3.5 deki gibi bir sistem olsun. Varsayilan kontrol sinyali
u(t) = — Kx(1)
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10
Qz[o ﬂ]’ k20

olmak tizere performans indeksi
J = [T Ox + )t
0

yi minimize edecek optimal geribesleme kazang matrisi X nin elemanlarimt yukarida verilen

y6ntemle bulalim. Verilen sistemin durum-uzay denklemi

x =Ax + B A—-o1 B—O
* “ A= o) Tt

dir. Verilenlere gire denklem (3.30) deki indirgenmis Riccati matris denklemini ¢dzersek
A'P+P4A-PBR'B'P+Q=0
Q ve R matrisleri simetrik oldugundan, P simetrik bir matristir,

{:O 0][1711 P12]+l:p11 Pu:l[o l:l
1 0jip, Py P, Ppll0 O
_[P]l Plz:”:o}[l][o l]l:p“ Pu-_'_l:l 0}___[0 0:!
Pa Pnl Py Pn| [0 u 00
Bu denklem

P Pt i H S
Py Pui |0 pul |PuPn Ph 0 p) |0 0]

olarak basitlestirilebilir. Bu matris denkleminden asagidaki {i¢ denklem elde edilir.

I“Plzz =0
Pu—PpPn=0

K+2p,-pi =0
Bu denklemlerin p11, p12 Ve p2 igin ¢oziimii ile elde edilen

P=[p“ p‘=]=[«/m 1 }

P Px i a2
matrisinden
Denklem (3.28) den optimal kazang matrisi X
K=R'B'P
Pn Po
=[1][o 1 [ ]
] P Pxn -
=[p12 pzz] R



=[t Ju+2]

Boylece optimal kontrol sinyali

1t =—Kx=-Xx ~,/,u+ 2x,

olarak bulunmug olur. Kontrol sinyali herhangi bir baslangi¢ kosulu igin verilen performans

indeksini saglar.
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4. BELIRSIZLIiK iCEREN DINAMIK SISTEMLERIN LYAPUNOV METODUYLA
KONTROLU

4.1. Giriy

Bir sistem dinamiginde lizerinde dnceden bilinemeyen belirsiz parametreler bulunmasi
miimkiindiir. Kontrol sistemi tasarlanirken bu belirsizliklerin g6z Oniine alinarak sistem
performansinin garantilenmesi gerekmektedir. Literatiirde gesitli belirsizlik iceren sistem tiirleri
ve bu sistemler igin verilmis kontrol &nerileri mevcuttur [6-13). Bu bdliimde ise, bunlar i¢inde,
sinirh bir girige sahip ve parametre defisiminden dolayi, sistem dinamiginde parametre
belirsizligi olan sistemlerin Lyapunov metodu ile kontrolu verilecektir.

Gutman kontrolorii, dnce sabit parametreli sisteme [7] ve daha sonra parametre
belirsizliji igeren sisteme [8] uygulanacaktir. Verilen metodun kullanilabilmesi i¢in belirsizlikle
ilgili agafiidaki kogullarin saglanmasi gerekir:

a) Belirsiz parametrenin degigim aralif: bilinmelidir,

b) Belirsizlik sistemin kontrol kanalinda olmahdsr. Eger belirsizlik sistem dinamiginde
degil ise (sistem matrisi iginde olabilir), belirsizlik kontrol matrisinin safinda yani kontrol
sinyaline eklenebilecek bir fonksiyon olarak yazilabilmelidir.

c¢) Paramatrelerdeki degisim yiiksek frekansh olmamalidir.

4.2. Gutman ve Hagander Kontrolorii

Gutman ve Hagander kontrol teknifinde [7], sistem &nce diiglik kazangh bir durum
geribeslemeli kontrolor ile kararh hale getirilir. Elde edilen yeni sistem igin bir quadratik
Lyapunov fonksiyonu bulunur ve buna gore bagka bir durum geribeslemeli kontrol hesaplanir.
Bu iki kontroldr toplanarak kontrol sinirlarna gore saturasyon sinrlart belirlenir. Verilen
yontemler kontrol gikiginda saturasyon olmasmna rafmen, saturasyon simrlarinda, belirlenen
baglangig degerlerini olusturan kiime iginden baglayan sistemin kararhligi garantilenerek

hedeflenen performans saglanir.

Denklem (3.1) deki sistem i¢in dogrusal, zamanla degismeyen, siirekli zamanlt

% =Ax+ Bu, x(0)=xp 4.1
sistemini ele alalun. Burada
{4, B] “4.2)
matris ¢iftinin stabilize edilebilir [7] oldugu varsayilsin ve kontrol isareti
gsusk j=hL..,m 43) -
CRETIH Wﬂw

(&
£.C Wﬁgﬂfwﬂ o BRI
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ile simrlandimlmig olsun, Bu kontroldr ile sistemin belirlenen referansa hizla yonlenmesi;
yoneliginin miimkiin oldufu kadar hizli, aym zamanda, smurh kontrol isaretinin, durum
degiskenlerinin ve sistem gikislarimn ayarlanabilmesi hedeflenmistir.

Kontrolor tizerindeki sinirlamalardan dolayi, baglangic kosullart x(0) tiim R" degil,
sinirl1 bir alandir. Bundan dolaydir ki, 4 matrisi kararsiz ise, (4.3) aralif1 ile simrlandiriimg bir
kontrol giriginin, durum degiskenlerini R” in herhangi bir noktasindan orjine getirmesi miimkiin
olmayabilir.

Tanim 4.1: D matrisi, durum uzayinda durum degiskenleri orjine getirilmek sistemin baslangig
kosullarimin kiimesi olsun. Bu kiimede segilen baslangic degerlerini orjine getirecek Bolim 3

deki geribesleme kazanci K

LaL| L.l 4.4
ile gosteriisin.
A, 2 A(L) 2 (A-BL") 4.5)

matrisi kararhdir. (4.2) varsayimindan dolay: boyle bir L matrisi vardir. L matrisi
E2EL2{x,|x ek, g s-1xSh, j= 1,..,m} (4.6)

kiimesidir. E(L) kiimesi, sistemi kararh yapan ~L'x dogrusal durum geribeslemesi ile

baglangigta (4.3) sinirlarim agmayan baglangig durumlarmin kiimesidir. Yani sistemin baslangig

durumu E(L) kiimesi iginde ise sistem kontrolore ait (4.3) sinirlarmi agmaz. Bu tantma gore

baglangig durumundan ayrildiktan sonra sistemin izleyecegi yGriinge esnasinda sistem (4.3)

smnirlarim agabilir. E(L) baglangigtan sonraki y&riingeyi garanti etmez.

Bolim 2.3 de verildigi gibi bu sistem igin bir Lyapunov fonksiyonu tamimlansin.
Denklem (4.5) de verilen 4., kararli bir matris oldugundan, Lyapunov denklemi

AP +PA4 =0 4.7

n x n boyutundaki her pozitif tanimh simetrik Q. = Q) > 0 matrisi igin, n x n boyutunda pozitif

tamml: simetrik

P,(L, Q)2 P.= PT >0 4.8)
matrisini verir. O halde

V(x)=x"Px (4.9)
fonksiyonu

X =A4cx (4.10)
sistemi igin bir Lyapunov fonksiyonudur. (4.10) igin bir kararhlik bdlgesi

Q200,P,c)2 {x|xPx<c} .11
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olarak tammlanabilir. Lyapunov’un II. Teoremine gbre £ > 0 igin

x0)eQ>>x()eQ (4.12)
dir. Gutman ve Hagander [7] kontrol tekniginde, tammlanms olan D, E(L), (L, P., c)
kiimelerinin

DcQcE (4.13)
sartm: saglamasi gerekmektedir. (4.13) kosulunu saglamak igin tasarimda kullanilacak olan P,,
c ve L degerleri igin yeterli kosul, daha sonra B&lim 4.3 de sunulacaktir. Ornek olarak verilen
Sekil 4.1 de, ikinci dereceden bir sistem igin (4.13) {in saflandif gorilmektedir.

P
— )
\

Sekil 4.1: Denklem (4.13) de verilen D, Q ve E kiimelerinin ikinci dereceden bir sistem

igin gBsterimi

48



Kontrol sinyalinin ¢ikiginda bulunan ve denklem (4.3) de tanimlanan dogrusal olmayan

eleman, saturasyon fonksiyonu saf( . )

sat,(f,)

sar(fy 245 ) (4.14)

sat (f.)
ve j. girig kanalina ait sat(r)
g rsg,
sat, (r)y=yr g, Sr<h “4.15
h, h<r

ile tantmlanmig olsun.

4.3. Gutman-Hagander Kontrol Tasarimi

Daha onceki bdlimde belirtildigi gibi sistemi kararh yapacak diisiik kazangl L durum
geribesleme matrisi hesaplanir. Hedeflenen performans: saglamak i¢in kapali ¢evrimli sistem
igin bir Lyapunov fonksiyonu olugturulur. Lyapunov fonksiyonuna gdre, bagka bir durum
geribesleme hesaplamr. Iki kontrol toplanir ve (4.3) ile smurlandirilan saturasyon igine alinir.
Asagidaki teorem sistemin kararhilifinin saglandigini ispati ile birlikte vermektedir. Bu teorem

temel alinarak kontroldriin tasarim igin tasarim adimlar ise ispattan hemen sonra verilecektir.

Teorem 4.1: Kontrol edilecek sistem (4.1)-(4.3) ile tammlanmis olsun. Tanim 2.1 deki D
kiimesinin,

1) (4.4) ve (4.5) sartim saglayan » x n boyutunda L matrisinin olmasi,
2) (4.7) Lyapunov denklemini saglayan n x n boyutunda P. = P >0ve Q.= Q' >0

matrislerinin olmasi,

3) (4.13) sarti, yani
Dc (L, P, c)yc E(L)

sartin1 saglayan bir ¢ sabiti olmasi,

zelliklerine sahip bir kiime oldugunu varsayalim.

K 2 diag(k,....k), k 20, i=L2,..,m (4.16)

ile tammli £ matrisi olsun. Bu durumda
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u=sat[(- L" ~ K B'P)x} .17
kontrolord tim K degerleri ve tiim x, € D baglangig degerleri igin sistemi orjine gotiiriir.

Ispat: Onerilen (4.17) kontrol sinyali, siirekli bir fonksiyon verir.

Sinrlanmamus (4.1)-(4.2) sisteminin

u=-Lx+v (4.18)
kontrolti ile geribeslendigi varsayilsin. Eger xo € D < Q ise, x(f) € Q olacak sekilde bir v
secilebilir. Ornegin igin v = 0 béyle bir segim olabilir. v = 0 igin, (4.18) ile geribeslenen sistem
(4.10) sistemine doniigir. (4.13) varsayim x(f) € E(L) oldugunu agiklar.

Ispatin geri kalan kisminda (4.3) siurlarimi agmayan daha iyi bir v degerinin nasil elde

edilecegini gosterilecektir.
(4.18) kontroldrii ile geribeslenmis olan (4.1) sistemi (4.5) de tammh 4, ile

X =Ax+ Bv “4.19)
olarak ifade edilir. (4.7) e gbre hesaplanmg P, matrisi ile

V=x"Px (4.20)

fonksiyonu bir Lyapunov fonksiyonu adayi olsun. ¥ hesaplanirsa,
V=x"Px+x'P.x
V = (A + BV Pox + x"P, (Ax + By)
V=x"A'Px+v' B'Px+x"PAx+x"PBv
V=x"(4£P+PA)x+V B Px+x PBv
Bu denklemde sonug skalar oldugundan, birbirinin transpozu olan v' B’ Px ve x"P.Bv aymdr.
VB'Px&x"PBy
denkliginden
V=x'(4LP+PA)x+2xPBy (4.21)
dir. ¥ nin Lyapunov fonksiyonu olmas igin (4.21) in negatif tammli olmas: gerekir. (4.7) den
dolay: (4.21) in x" (4P, + P4 )x terimi negatiftir. Ikinci terimin negatif yan taniml, yani
2x"PBv<0 (4.22)

olmasi gerekmektedir. Efer bu sart saglamrsa, Lyapunoviun direkt metoduna gore baslangic
koguliar (4.11) bdlgesi i¢inde baslayan sistem asimptotik kararhdir. Bu sartt saglamak amaciyla
v igin x"P.B vektSriiniin transpozu

= -B'Px @23)



secimi ile (4.22) negatif tammli quadratik
~2x"P.BB"Pyx
fonksiyonu haline gelir ve (4.21) iin negatif tamimhilifs saflanir.
(4.23) seimini biraz daha genellestirmek miimkiinddir.
R 2 diag(?,...,7,) 720, j=L...m (4.24)

ile tanimh R matrisi olsun. v igin

v=—RB Px (4.25)
segimi (4.22) yi saglar. (4.25) segimi ile (4.22) negatif tamimli quadratik bir fonksiyon haline
gelecektir. Boylece

2x"PBv=-2x"PBRB'Px<0 (4.26)
sart1 saglanir.
O halde ¥V, smmirlanmamus (4.18), (4.25)

u=-L%- RB"Px
kontroli ile geribeslenen sistem igin bir Lyapunov fonksiyonudur. R matrisi x in bir fonksiyonu
da olabilir.

Ispat igin sonraki adim, R matrisinin uygun bir se¢imi ile x € E i¢in simrlanmamg
(4.17) kontrol6riiniin (4.18), (4.25) bigiminde yazlabilecegini gostermektir. Yani herhangi bir
diyagonal K >0 matrisi ve x € E igin

~L' - RBPx=sat (- L'x - K B'Px) @.27
esitliginin goziilebilecegini ve uygun bir R matrisinin bulunabilecegini gOstermektir. (B'P),
terimi B"P, matrisinin j. satirin1 gdstermek tzere (4.27) inj. satirini ele alahm

-l x~F(B"P,),x = sat(—{]x~k,(B"P,),x) (4.28)
Durum degiskenlerinin £ kiimesi iginde olmasi (x € E saglanmas1), kontrol isaretinin ——lex

bileseninin [g;, %;] araliginda
g < —lex <h, (4.29)

oldugu anlammna gelir. Buna ilave olarak, eger —I'x—k ,(B"P),x aralignn iginde ise, bu
durumda 7, =k, 20 olur. Diger taraftan, eger

—ljrx—kj(BrPc)jx> h,
ise daha kiliik bir 7,, —/7x ile toplanacak terimi azaltacaktir. Yani,

-
~lix—F(B'P)x=h,
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kosulunu saglayan 0 < 7, <k; arahgnda bir 7, degeri vardir. Ust limit %, igin anlatilan bu durum

benzer gekilde alt simir degeri g; iginde incelenebilir.
Kontrol igaretinin j. kanah i¢in yapilan segimler Sekil 4.2 ile gésterilmigtir.

7% ~[[x-k,(B"P),x

5 ] N
1

T ~ T
~l;x-F(B'F),x

4&

Sekil 4.2: 7 nin hesaplanmasi

$ekil 4.2 de saturasyon igindeki —/7x— Ej (B"'P) ,% isareti, A; Gist stmrint agmugtir. Buna
kargmn saturasyona ugrayan igaret —; x— 7 (B" P,), x = h, degerini alarak sistemin kontrol isareti

elde edilmistir.

Bu sonug ¥ <0 oldugunu gosterir, dstelik kontrol girisi simrlanmag
%= Ax+ Bsat(-L x - KB' P.x) (4.30)

sistemi x; € € sartim saglar ve kararhihik saglanir.

Teoremin temel kogulu

Dc (L,P,c)c E(L) 4.31)
kosuludur. L tizerindeki bu iki kogul sistemi kararli yapar ve smirlanms kontrol i¢in daha agir
kosullara izin verir.

(4.17) kontrolorinin tasarimi; D kiimesinin formilasyonunu; L, P, (veya Q.)
matrislerinin se¢imini; ¢ sayisiin segimini; Teorem 4.1 in kosullarini saglayan ve kapah

gevrimli sistem davramig1 istenen gekilde olan K matrisinin segimini igerir.

Gutman-Hagander kontroloriiniin tasarim adimlari:
Adim 1 : Sistemin baglangi¢ durumlarimn kiimesi olan D kiimesini belirle.

D kiimesi ilk Snceleri mimkiin oldugu kadar kilgiik segilmelidir. D baglangic
durumlarinin kiimesidir. Sistem y&riingesinin D kiimesinin digina ¢ikmasi bir sorun olusturmaz. -

-~ &]itm: .
pERETIAKVRTLD,
?‘@c'@mm SAMTASYON M;"‘m :
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Adim 2 : Dogrusal durum geribesleme matrisi L yi bul.

Dogrusal durum geribesleme kazang matrisini bulmak igin degisik yontemler
kullanilabilir. 3. Boliimde, bu yontemlerden; Ackermann ydntemi, kutup yerlestirme yontemi,
yerine koyma ydntemi ve optimal dogrusal kontrol (Linear Quadratic Regulator-LQR) tasarimi
verilmigtir.

Bu ¢aligmada, verilen yontemlerden LQR tasarim kullanacaktir. LQR tasarimi (3.23)
performans indeksinde uygun Q ve R matrislerinin segimi ile gergeklestirilebilir. Once tasarimin
durum degiskenleri lizerindeki hedefini yansitan bir Q matrisi segilir. Daha sonra baglangigta x
in D iginde kalmas: igin —L'x Kontroldril (4.3) siurlanm saglayana kadar R matrisinin Q
matrisine gbre agirh arttrilir veya azaltilir. Bunu yapmak igin R matrisinin tim elemanlar
farkli bir skalar say ile carpilarak tekrar Slgeklenebilir. Smirlar dogrusal oldugundan (4.3) nin
saglanmasi kolayhkia kontrol edilebilir.

g, <max(-I; x)<h, ji=14,2,...,m (4.32)

xeD
Eger D, herhangi bir L i¢in (4.32) saglanamayacak bigimde ise, bu tasarim uygun degildir.
(4.30) u saglayan, sistemi kararh yapacak L matrislerinin elde edilmesinde, dogrusal
kontrol tasarimi igin diger kriterler (6rnegin, kutup yerlestirme) kullamlabilir.
(4.32) ile E o D saglanmaktadir. Advm 3 de (4.31) i saglayacak P ve ¢ bulunmaya

cahsilacaktrr.

Adim 3: P, ve ¢ yi bul.

(4.7) Lyapunov denklemini saglayan P. = P’ > 0 matrisi arastmilir. Bunun i¢in eger
LQR teknifi kullamlacaksa, (3.30) Riccati matris denklemi P, matrisini bulmak i¢in
kullamlabilir. Diger yontem, verilen Q. se¢imi igin (yani, ¥ nin uygun bir azalma oram igin),
(4.7) Lyapunov fonksiyonunu ¢dzmektir.

Eger bu ydntem bagarisiz olursa baska bir P, matrisi segilir. Boyle bir P, secilemezse; E
bolgesini genisletmek igin, daha dilgiik bir L kazanc: segilir. Bu da olmazsa son olarak baglangig
kosullan kiimesi D nin kigiiltiilmesi diginiilmelidir.

Adim 4: (4.17) ye gore u kontroldriinii hazirla ve & ; parametrelerini simulasyon ile ayarla.

Yukarida tekrarlanan islemlerin temel 6zellikleri:
1. (4.7) i saglamaya gahigirken, kritik bir durum olugmayacak kadar D ve E bolgelen; )
arasinda yeteri kadar bogluk birakmak (Sekil 4.1). v

2. D ve E arasinda bir Q bdlgesi olugturmak. ' '
o YOESTKOCRETIRG T wEEL
SR ORIANTASY O PERRIES .
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(1) ya Adm 1 de D nin azaltilmasiyla, yada Adim 2 de E nin biyiitilmesi ile
gergeklestirilir.
(2) Adim 3 de ya P. nin degigtirilip 4’ P, + P, 4, <0 sartmmn kontrol edilmesiyle, yada Q.
nin degistirilip P, nin (4.7) den elde edilmesiyle gergeklestirilir.
Q bolgesinin bulunmast bir deneme yanilma islemi ile gergeklegtirilir. Bunun igin sistematik bir

yol bulunmamaktadir.

Ornek 4.1:
Iki adet integratdrden olugan tek girigli bir sistem verilsin. Sistem

01 0
i=[0 0]x+l:Ju, -1<u<l (4.33)

ile tammlanmig olsun. Sisteme ait baglangig kosullari kiimesi

D={xeR*|-10<x < 10, i=12}
olsun. L matrisini bulmak i¢in B6lim 3.4 de verilen LQR kullamlacaktir. Performans indeksi
(3.23) deki gibi

J =°].(xTQLx+uTRLu)dt (4.34)
0
dir. Performans indeksinde Q; matrisi igin
10 0

0, =[ o 1] (4.35)
se¢imi x; durumunun, orjine gitmesinin x, durumuna gdre Snemini yansttir, (4.31) yi saglamak
icin R; matrisi,

R;, = 500000 (4.36)
degerine kadar arttirihr. % = — Lx dogrusal kontrol

u=-[4,47 94,6110 437

olarak hesaplanir. Bu dogrusal kontrol dogrudan kullamilamayacak olsa da daha sonra bir
referans olarak kullanilacaktir.
P, matrisini bulmak i¢in (4.7) Lyapunov denklemi

4, = (A«-BLT)=[3 1}[?][4,47 94,6]-10°

0 (4.38)

Q, =diag(l, 1)
degerleri igin ¢oziildiiiinde T
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159 1118
P = ? ? 4.39
¢ [111,8 1187,3} ( )

matrisi elde edilir ve

supx’ Px<c<minx" Px
xeD xe6E

nin yani (4.31) in saglanmadigs (Sekil 4.3.a) bulunur.
c=supx’ P.x = 142682

xeD

Yeni bir L matrisi bulmanin bir yolu, daha Snce bulunan L matrisini 1 den kiigiik bir katsayi ile
carpmaktir. Bu metod kullamlarak daha &nce bulunan L matrisi 0.78 katsayisi ile garpildifinda
(4.31) i saglayan (Sekil 4.3.b) dogrusal kontrol igin

L=0.78-[4,47 94,6]-10°° (4.40)
matrisi elde edilir. Bu teknigin yaninda performans indeksi (4.34) de kontroloriin agirhfinin
yani R nin yeterince arttirilmasi ile de (4.7) saglanabilir (6rnegin R, = 1,5- 10° olabilir). Elde
edilen 4, asimptotik kararlidir. (4.40) dogrusal kontrol ile sistem matrisi

01

Ac=(A—BL’)=[0 .

]_[(1)][4,47 94,6]-0,78-107 (4.41)

olur. (4.7) e gore yeni bir P, matrisi elde edilir.

0 - 10 _ 17,3 143,3 b
“lo 1 °71143,3 1943,5 (4.42)

ve
c=supx’ Px = 225370

xeD

ile (4.7) e gore yeni bir Q hesaplanir. Simdi (2.15) saglamr.

Simulasyon sonuglary;
Verilen sistem i¢in yapilan segimlere gore D, E ve Q bolgeleri Sekil 4.3.a ve Sekil 4.3.b

de ayn ayn gosterilmigtir. Verilen ikinci dereceden sistemin yériingesi —L'x—KB"Px=0
dogrusuna ydnlenir ve otjine gider. Tek girisli sistem igin K skalardir bu saymntn degeri ne
kadar arttirilirsa sistem y&riingesi B'P.x =0 dogrusunu o kadar yakmn takip edecektir. Kesikli
gizgi B'P.x = 0 diizlemini gdstermektedir.

Sekil 4.4, Omek 4.1 de, £ = 1.10™* segimine kargiik simulasyon sonuglarim

gostermektedir. $ekil 4.4.a, sistem yorlingesinin B"P,x =0 dogrusu {izerinden orjine gittigi. .

gortilmektedir. Sekil 4.4.b, durum degiskenlerinin, Sekil 4.4.c ise kontrol sinyalinin Zamana
gore deBisimini gostermektedir. Baglangigta kontrol sinyali {zerinde bir saturasyon
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bulunmaktadir.
Sekil 4.5, Ornek 4.1 de & segiminin £ = 1.107 olarak arttirildig1 kontrol sinyali igin

simulasyon sonuglarini gostermektedir. Sistem ydriingesinin B’ P.x =0 dogrusuna daha yakin
bir bigimde ve daha hizl1 bir gekilde orjine gittigi goriilmektedir.

Sekil 4.6, Ornek 4.1 igin & = 0 segimine karsilik simulasyon sonuglarim1 géstermektedir.
Kontrol sinyali u(f) = ~L"x haline gelir ve kapali gevrimli segimle sistem (4.10) a doniisiir. Bu
segim ile kontrol sinyali lizerinde saturasyon olugsmasi miimkiin degildir ve olusmadig:
goriilmektedir. Kontrol kazanci Bo6lim 4.4 de verilen optimal kontrol metodu ile

hesaplandigmdan kontro! sistemi optimaldir.

56



A0 -

A

_50 1 1 ] (- Il
-250 -200 -150 ~100 -50 0 50 100 150 200 250

X
a)
50 T T T T T T T T T
40_

40¢ 1
_50 S 1 1 ! 1 1 1 1 L
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
X4
b)

Sekil 4.3: Ornek 4.1 igin hesaplanan D, E ve Q bolgelerinin ve B'Px = 0 diizleminin x;x,
duzleminde gosterimi. Coziimde, a) u = — [ 4,47 94,6 ]107°x; b) u = —0,78[ 4,47
94,6 ] .107x; segimlerine karsilik gelen D, E ve Q bdlgeleri
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Sekil 4.4: Ornek 4.1 de, £ = 1.10™ segimine kargilik simulasyon sonuglary; a) x;-x,

diizleminde sistem yoriingesinin gosterimi b) Durum degiskenleri x;(f) ve x,(f) nin

zamana gore degigimi c) #(f) nin zamana gBre degigimi
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Sekil 4.5: Omek 4.1 igin £ = 1.107 segimine kargilk simulasyon sonuglart a) x;-x,
diizleminde sistem yoriingesinin gbsterimi b) Durum degigkenleri x;(¢) ve x,(¢) nin

zamana gdre deZigimi c) w(f) nin zamana gdre degigimi. s
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Sekil 4.6: Ornek 4.1 igin k = 0 segimine kargilik simulasyon sonuglan a) x;-x, diizleminde

sistem ybriingesinin gosterimi b) Durum degiskenleri x,(f) ve x,(f) nin zamana gbre

degisimi c) u(f) nin zamana gore degigimi. .
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4.4. Parametre Belirsizligi igeren Sistemlerin Lyapunov Metoduyla Kontroli

Gutman, dogrusal sistemler igin gelistirilen ve B&lim 4.2 de verilen kontroldrii
gelistirerck parametre belirsizligi igeren sistemlere uygulamigstir [8].

n sistemdeki belirsizligi belirtmek Gizere denklem (4.1) deki sistem

x=Ax+Bu+mn, x0)=x (4.43)
olur. Vektérel formdaki belirsizlik vektérii 7

v={neR"| |7,lcr,(x)<p;} (4.44)
biciminde sinirli olsun. Kontrol vektérii

g, <u,<h, j=l..,m (4.45)
ile symirlanmig ve elemanlar: biitiin j degerleri igin sifirdan farkh olan

lg,+p, B,~—p), j=l...m (4.46)
vektoril ile belirtilen aralik igin mevcut olsun.

[4, B] (4.47)
matris ¢ifii stabilize edilebilir olsun. Sistemi (4.46) simirlan iginde kararh hale getirebilecek
(4.4) ile tammh L durum geribesleme kazang matrisinin var oldugu, ve (4.4) ile geribeslenen

sistem igin (4.5) matrisinin kararh oldugu varsayilsin.
(4.4) kontroldr kazanglarmun (4.46) smirlan iginde sistemi kararh hale getirdigi

baslangi¢ kogullan kiimesi bu durumda;

G(L)% {z lzeR", g, +p,s-Lz<h-p, j= 1,...,m} (4.48)
kiimesidir. '

(4.7)~(4.12) kosullarimin (4.43),(4.44) sistemi i¢in de saglandifn varsayilsin. Onerilecek
kontrol6riin, D baglangig kogullar: kiimesi iginden baglayan sistemi orjine getirebilmesi igin D,
(L, P., c), ve G(L) bslgeleri i¢in

| Dc QU, P, c)c G({L) (4.49)
kosulunu saglanmasi gerekir. (4.49) kosulunu saglamak igin L, P, ve c degerleri igin uygun bir
segim yapilmahdir. Bunun igin gerekli yontemler verilecektir.

(4.45)
g, r<g,
sat(ry=4r g, Sr<h,
h, h<r
olur.

Teorem 4.2: Sistemimiz (4.43) ile tanimlanms sistem olsun. P, >0, =1,...‘,.‘m: 'vev; (445) :
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kosullan saglansmn. (4.46) @in tim elemanlann mevcut olsun. Tamm 2.1 deki D kiimesinin, bu
kilme iginde (4.4) ve (4.5) sartim saglayan L matrisinin olmasi, (4.7) sartini saglayan P.= PT>0
ve 0,= Q7 > 0 sartim saglayan R™ matrislerin olmasi, ve (4.49) sartim saglayan bir ¢ sabitinin
mevcut olmasi 6zelliklerine sahip bir kiime oldufu varsayilsin. Son olarak Q iginde (4.44) nin

saglandii varsayilsin.

Tamim 4.3:

K 2 diag(k ,....k,) k20, j=1,..,m (4.50)
ise

u,=sat] ~lx-r,(x)-sgnd Px)~kb Px], j=l...m (4.51)

kontrolorii tim K degerleri ve tiim x, € D degerleri igin sistemi orjine gotliriir.

Ispat: Denklem (4.51) in ispati, [6; Teo. 4] ve bir 6nceki Teorem 4.1 de verilen [7; Teo. 3.1]
ispatlarm birlesimidir. Onerilen bir kontrol sinyali ile geribeslenen ve xo € D bolgesi i¢inden
baglayan sistem igin (4.20) bir Lyapunov fonksiyonu ise (4.12), (4.49) saglanir ve sistem
asimptotik kararhdir. O halde (4.20) yi saglayan bir kontrol elde edilmelidir.

Belirsizligin sistem kararhilig iizerindeki etkisinin ortadan kaldirilmast;
(8.43)-(4.47) sisteminin (4.18) deki gibi
u=sat(-L"x +v) 4.52)
kontrol isareti ile geribeslendigi varsayilsin. Eger xo € D < Qise, x(f) € Q
Eger (4.52) kontroldrii (4.45) ile tamiml1 kontrol (saturasyon) strlartm agmazsa (4.52) igin

u=-LTx+v (4.53)
yazilabilir. Verilen sistemde (4.48) dan dolay1

{vii< 0 j=La,m 4.54)
segimi igin (4.52) kontrolSrii (4.45) ile tamml1 kontrol (saturasyon) simrlarim agmaz. O halde
kapah gevrimli sistem

%=(4-BL x+Bw+1n) (4.55)
dir. Lyapunov fonksiyonu (4.20) deki

V=x'Px
olsun. Bu fonksiyonun tirevi

V=x" (AP +P A )x+2x PB+7), A.=(4 -BL") (4,5-51';1-.;'_?: ; m

N

dir. Sistemin Lyapunov metoduna gore kararls olabilmesi igin (4.56) in negatif tammb olmast

¢ . ALY
g vinsEdm mm’-‘:‘” .

AR AT o P
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gerekir. Denklem (4.7) den dolays, (4.56) da

X (AP +PA)x<0
saglanir, ¥ < 0 kosulunun saglanmast igin skalar

x'P.B(v+ 1) (4.57)
fonksiyonun negatif veya sifir olmasi gerekmektedir. x"P.B terimi (1 x ) boyutunda, (v + 7)
terimi ise (n x 1) boyutunda vektorierdir. Denklem (4.57)

X PBy+n)=Y (B]Px)Yv,+7n,), Jj=le..m (4.58)
j=l

olarak tekrar yazilabilir.
Denklem (4.44) den, 7 belirsizlik vektdriinlin degisim arah@ bilinmektedir. Problem,

bu belirsizligin, sistemin kararllig lizerindeki etkisini ortadan kaldirarak sistemi kararh
yapacak v kontroliiniin belirlenmesidir. (4.44) den yararlanarak bu segim i¢in genlik ve isaret
yoniinden iki kriter belirlenecektir.

a ) Genlik kosulu;

2| vi| 2] (4.59)
segimi yapilirsa, (v + 7) toplam igin

{Sgn (v; +7,)= 0, Vi =—’7’} j=l.,m (4.60)

sgn(v, +,)= sgn(v,), v, #-7,
elde edilir. Boylece, 7 belirsizlik vektoriinlin (4.58) in negatif yari-tanimh olmasi kogulu
izerindeki etkisi ortadan kalkar ve saturasyon sinirlan da agtimamis olur.
“b) Isaret kosulu;

v, = -r,(x)-sgn(b; Px), p, 2r,(x)2n,(x)| (4.61)
secimi ile (4.57) ifadesinin negatif yart tammhhg saglanmg olur.

Denklem (4.48) den dolayr —L"x terimi (4.46) ile verilen sinirlar igindedir. (4.61) in
genligi ise (4.44) ile verilen sinirlar iginde segilirse (4.52) igin saturasyon gergeklesmez.
Boylece (4.52) kontrol igareti (4.53) olarak da yazlabilir. (4.52) de (4.61) ye gore segilen v
bileseni ile belirsizli§in degisim aralifindan yararlamlarak, belirsizlifin sistemin kararhih@
fizerindeki etkisini ortadan kaldiracak bir kontroldr tasarlanmustr.

K ile zaman cevabinin kazancinin ayarlanmasi;

Belirsizligin kararhlik {izerindeki etkisi ortadan kaldmldiktan sonra (4.43)-(4.47)
sistemi igin (4.52) kontrolii yerine (4.50) ile tanimht K ile

u=sat(-L'x+v—-KB Px) (4.62)
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segilirse denklem (4.20) de verilen Lyapunov fonksiyonun tlirevi
V=x"(A"P. +PA )x+2x"PB(v+7)—x PBKB Px (4.63)
olur. (4.52) tizerinde bir saturasyon olugsmamaktaydi. Bu nedenle daha nce saglanmus olan
x"(A"P,+PA )x+2x" PB(v+7n)<0
gegerlidir. (4.63) de (4.52) ye ilave edilen —KB” P.x ile ilgili terim

-x"P.BKB"Px=-) (b]Px)'k, i=l..,m (4.64)

j=l
dir ve negatif yar tammh quadratik bir fonksiyondur. Teorem 4.1 deki gibi (4.50) ye gore
segilen tim K degerleri igin (4.64) negatif yar1 tamimh dolayisiyla (4.63) negatif tanimlidir.

(4.52) ye —KB" Px in ilave edilmesinden meydana gelen (4.62) de bir saturasyon olsa bile

(4.43)-(4.47) sistemi her zaman kararlidir.

¥V = x"Psx bir Lyapunov fonksiyonudur. Bundan dolay, tiim ¢ degerleri igin

X € Q>x(H) e Q
saglanir. Boyle bir se¢im igin sistem asimptotik kararhdir. Denklem (4.51) in hesaplanmas:
Sekil 4.7 ile gbsterilmigtir.

—I}x—r,(x)-sgn(b] P.x)— k b; P.x

/

S i

‘gl g] +pj /17 _’)J hj

-

Sekil 4.7: u; degerinin hesaplanmasi

Kontrol tasarim iglemleri temelde Boliim 4.2 ile aymdir. Tasarimda I;j segimi igin
asagidaki durumlar meydana gelecektir.

k ;=0 alinirsa;
QO bolgesi iginde

u, = sat [—lj’x —7,(x)-sgn(b,,x) ] = —-l,’x ~r,(x)-sgn(b,F,x) (4.65)

olur. Denklem (4.65), sistemi stabilize eden bir dogrusal kontrol ile belirsizligin sistemin
kararlilig1 Gizerindeki etkisini ortadan kaldiracak bir dogrusal olmayan kontroliin toplamin verir.

Bu toplam kontrol simirlarimi ihlal etmemektedir.
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k, > alimirsa;

T
h,, —sgn(b, P.x)>0

u, ={-4x, b/Px=0 (4.66)

g, —sgn(b;Px)<0
olur. (4.66) bir roleli kontroldur. Goriildiiga gibi (4.50) e gore segilen I;j nin degeri kararlihg:
etkilememektedir. Boliim 4.1 denklem (4.24) deki gibi, kontrol edilen sistemin zamana gore

cevabimin nasil olmasi isteniyorsa, IE, ,J = 1,..., m degeri ona gore segilmelidir.

Kontrolérin ¢aligmasty;
Sekil 4.7 de verilen (4.51) kontroldriinde kontrol bilegenleri;

a) I} x terimi, sistemi kararlt yapan diisik kazangl bir dogrusal kontroldur.

b) —r,(x)-sgn(b,P.x) terimi, sistemin giris kanalindaki belirsizligin, sistemin kararliig
{izerindeki etkisini ortadan kaldirma gorevini goren dogrusal olmayan kontroldur. Genligi,
belirsizligin olusturdugu genlikten biyiik veya esittir. Genlik ve igareti V < 0 kosulunu her
zaman igin saglar.

) —k jbf Px terimi, sistem performansim ayarlamaya yarayan bir dogrusal kontroldur.
Ej nin ayarlanmasi ile sistemin zaman cevabi ayarlanabilir. Bu terimin genlifi yavas yavas
arttinldifinda saturasyon olugmaya baglar. Arttirlmaya devam edilirse, kontrol igaretinde
B’ P.x =0 durum uzay diizlemi civarinda yiiksek frekansh titregimler meydana gelir.

Kontrol sinyali yukandaki {i¢ terimin toplanip saturasyona sokulmas: ile elde edilmistir.

Bu nedenle, saturasyon igindeki bilegenlerin toplammin saturasyon st siur1 s, yi agmasi
durumunda, kontrol igareti 4, ye esit olur. Benzer gekilde saturasyon igindeki bilegenlerin

toplaminin, saturasyon alt sinirt g, nin altina inmesi durumunda, kontrol isareti g ; Ye esit olur.

Herhangi bir sir agitmamig ise kontrol igareti, bu {i¢ terimin toplamina egittir.
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Ornek 4.2;

a, ve a, sistemdeki parametre belirsizlikleri olmak iizere

5c=[0 1]x+[0]u (4.67)
a a, 1

sistemi verilsin. Sistemdeki parametrelerin degisim araligi,

jai < 0,01, i=1,2 (4.68)
kontrol isareti Gizerindeki sinirlama,
ju] < 4 (4.69)
ve durum degigkenlerinin baglangi¢ sartlarinin belirledigi kiime,
D= {x|-10sx,510, i=1,2} (4.70)
olsun. Sistemdeki belirsiz a;, a, parametreleri kontrol girigindeki bir belirsizlik gibi alinarak
sistem tekrar yazilsin.
%= [g :)]x+[(;:[(u +177) @.71)

n=ax +a,x,
(4.8) Lyapunov denklemi igin Ornek 4.1, (4.42) de bulunan P, matrisi kullanilabilir.
P =[17,3 143,3}
° 1143,3 1943,5
(4.40) deki gibi
LT =(0.00349 0.00738),
¢ =225370
alinirsa
(7l £0,01( pey| + 2] ) 1,94  (Q bBlgesi iginde)
bulunur.
Q bolgesi iginde | —L"x | < 0.86 olarak bulundugundan tek girisli (4.67)-(4.70) sisteminde (4.46)
kosulu
~4+1,94<0,86 < 41,94
-2,06 <0,86< 2,06
ile saglanir. Dolayisiyla (4.49) saBlanir.
b'P.=(143,3 1943,5)
(4.51) de yerine yazilirsa, L
# = sat [ -(0.0037 + k- 143,3) x;, ~(0.0738 + k- 1943,5) x; — r ] (4.72)
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olur. Burada dogrusal olmayan r ifadesi
r=001-sgn(®; Px)-(|x |+{x, (4.73)
ile veya asagdaki tablo ile hesaplanabilir (Sekil 4.8.b).
[-0.01x, +0.01x,] D, iginde
r=4[ 0.0lx, +0.01x, ] D, icinde 4.74)
[ 0.01x, -0.01x, ] D, iginde

Simulasyon sonuglari;

Sekil 4.8.a, Ornek 4.2 de elde edilen D, Q ve G bolgelerini, Sekil 4.8.b, (4.74) de
tammh D;, D, ve D; bolgelerinin, B'P;x = 0 dogrusu ve x;-x; eksenleri yardimiyla tespitini
gostermektedir.

Sekil 4.9 da, £ =5.107 segimi igin simulasyon sonuglan verilmigtir. Sekil 4.9.a, xi-x,
diizleminde sistem yoriingesini gdstermektedir. Sistem, B'Px = 0 diizlemi {izerinden orjine
gitmektedir ve asimptotik kararhdir. Sekil 4.9.b, durum degiskenleri x,() ve x(f) nin, Sekil
4.9.c kontrol sinyalinin zamana gore degisimini gostermektedir. Kontrol izerinde baslangicta -4
alt simirida bir saturasyon ve ¢ = 25 saniyeden itibaren bir titresim bulunmaktadir. Sekil 4.9.d, ¢
= 25 saniye civarmda kontrol isaretindeki titresimi bilydk Slgekli olarak gdstermektedir. Sekil
49., simulasyon igin kullamlan belirsiz parametreler ai(f) ve ax(f) nin degigimini
gostermektedir. Bunun igim, [-0.01, 0.01] arah@inda 5 saniye ara ile karesel olarak rasgele
degen sinyal kaynaklari kullamimgtir.

Sekil 4.10, Ornek 4.2 de £ = 0,5 segimi igin simulasyon sonuglarim gbsterir. k degeri
arttigindan durum degiskenlerinin daha hizh sifira gitti§i gorillmektedir.

Sekil 4.11, Ornek 4.2 de £ = 0 segimi igin simulasyon sonuglarim gdsterir. Bu segim ile
kontrol sinyali (4.65) haline dondgtir. Daha Snce ifade edildigi gibi, kontrol sinyali lizerinde
saturasyon olusmamustir. Durum degiskenlerinin daha uzun siirede orjine gittigi goriilmektedir.

Simulasyon sonuglarinda goriildiigii gibi, B'Px = 0 diizlemi boyunca bir titregim
bulunmaktadir. Titresimi azaltmak igin ¢ikiga birinci dereceden bir filtre

u=-u,+u 4.75)
eklenerek titresim azaltlabilir. Denklem (4.75) de, u kontrol isareti, u. bir sabit ve # kontrol
isaretinin birinci dereceden tirevidir.

Ornek olarak aliman sistemde, kararhllikk ve de smurh kontrol basanyla
gergeklestirilmigtir. Ancak, titresim bir sorun olarak durmaktadir. Kapah gevrimli sistemin

cevabi durum uzay denklemi B’P.x = 0 a yakin olmasindan dolay1 yavastir.
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Bu béliimde verilen ydntem ile kontrol igareti smurh olan belirsizlik igeren dinamik
sistemler igin bir sistemi orjine g6tiirecek kontroldr sunuldu. Tasarimda izlenen adimlar agik¢a
su sekildedir.

1) Miimkiin olan baglangi¢ kogullar1 klimesini kararlastir (D);

2) Sistemi kararlt yapan diisiik kazangh bir dogrusal kontrol bul *);

3) Bir Lyapunov denklemi hesapla (4.8);

4) Tasarm igin ¢ok dnemli olan, D ¢ Q@ < G kosulunu, belirsiz parametrelerin miimkiin

olan en en bityiik ve en kilgiik degerleri i¢in saglanip saglanmadigini kontrol et;
5) Belirsizligin sistemin kararhlig Gizerindeki etkisini ortadan kaldiracak bir kontrol hesapla

(-7,(x)-sgn(d, F.x));
6) Diyagonal bir kazang matrisi hesapla (K );

Sonug olarak elde edilecek kontrol igareti, iki dogrusal ve bir dogrusal olmayan terimin

toplaminin saturasyonudur.
Kapali gevrimli sistem igin asimptotik kararhlik saglanmaktadir. Kapal g¢evrime ait

diger karakteristikler tasarim agsamasinda kullanici segimine gore elle ayarlanabilir.
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Sekil 4.8: Ornek 4.2 igin a) D, Q ve G bblgelerinin gésterimi, b) (4.74) de tanimh D,, D,

ve D, bolgelerinin, B'P.x = 0 dogrusu ve x,-x, eksenleri yardimiyla tesbiti.
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Sekil 4.9: Omek 4.2 de, k = 5.10* segimi igin simulasyon sonuglary; a) Sistem
yoriingesinin x;-x, diizleminde gBsterimi, b) Durum degigkenleri x,(f) ve x»(f) nin
zamana gbre degisimi, c) Kontrol igaretinin zamana gbre degisimi, d) 7 = 25 saniye
civarinda kontrol isaretindeki titresim, ¢) Simulasyonda kullanilan belirsiz a,(r) ve
a,(f) parametrelerinin zamana gore degigimi.
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Sekil 4.11: Ornek 4.2 de. £ = 0,5 secimi igin simulasyon sonuglari; a) Sistem

yorlngesinin x,-x, diizleminde gtsterimi b) Durum degigkenleri x;(?) ve x,(¢) nin

zamana gre degisimi ¢)Kontrol isaretinin zamana gire degigimi.
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Sekil 4.12: Ornek 4.2de & =0 segimi igin simulasyon sonuglari; a) Sistem ybriingesinin

x1-x; dilzleminde gdsterimi b) Durum degiskenleri x;(f) ve xx(?) nin zamana gore

degisimi c) Kontrol isaretinin zamana gére degigimi.
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5. SONUC VE TARTISMA

Kontrol sistemleri tasarlanirken, genel olarak, dinamik sistemin denge noktasinda
dogrusallastiriimast ile elde edilmis olan dogrusal bir matematiksel model kullamlir. Bu model
fiziksel sistemi tam olarak kargilayamayabilir. Bunun birgok sebebi vardir. Bu tezde agagidaki
iki sebep g6zoniine alinmigtir;

1) Dinamik sistemler modellenirken baz1 sistem parametreleri o an igin belirsiz olabilir.
(Ornegin, yiik tizerinde degisimler olabilir)

2) Kontroldriin ¢ikis1 veya sistemin kontrol girisinin fiziksel yapisindan dolays, kontrol
isareti Gizerinde bir smirlama ile kargilagilabilir (Ornegin, sistemi besleyen giiciin genliginin
smirli olmasi, kontrol elemanlarmin fiziksel yapisi (besleme geriliminin genliginin simrh

olmasi, veya OPAMP’1n ¢ikisinun sinirli olmasi gibi) bdyle bir sinirlamay: getirir)

Parametrelerde meydana gelebilecek degisimlerin ve kontrol igareti Gizerindeki fiziksel
smirlamalarm  dikkate ahnmamasi, tasarlanan kontrol sisteminin gdrevini yerine
getirememesine, hatta bazi durumlarda sistemin kararsiz hale gelmesine neden olabilir.

Bu c¢ahgmada, bdyle sistemler i¢in Onerilen kontrol, Lyapunov’un ikinci metodu
kullanilarak hesaplanmigtir. Once, dogrusal dinamik sistemlerin siirli kontrol isareti ile
kontrolii i¢in bir kontrol Snerisi yapilmigtir. Daha sonra dogrusal sistem yerine giris kanalinda
belirsizlik bulunan dinamik sistem ele alinmig ve bu sistemin sinirh kontrol igareti ile kontrolii
i¢in bir kontrol nerisi yapilmigtir. Sistemdeki belirsizligin degigim aralify ve kontrol isareti
tizerindeki sinirlama bilinmektedir. Bu iki olumsuz etkiye ragmen, nerilen kontrol, belirlenen
baslangig kosullar: kiimesi i¢inden baglayan sistemi asimptotik olarak kararl yapar.

Onerilen kontrol igareti, sistemi kararhi yapan diigiik kazangh dogrusal bir kontrol,
sistemdeki belirsizligin sistemin kararlilifi Gizerindeki etkisini ortadan kaldiran bir dogrusal
olmayan kontrol ve kontrol edilen sistemin zaman cevabimn ayarlanmas: igin bir dogrusal
kontrol olmak tizere ii¢ terimin toplaminin saturasyonundan meydana gelmektedir.

Kontrol sisteminin galigabilmesi igin gerekli kosullar ve bu kosullar saglamak i¢in baz:
yontemler sunulmugtur.

Ornek olarak alinan sistem igin kontrol hesaplanmig ve simulasyon sonuglari verilmigtir
(Sekil 4.8-11). Simulasyon sonuglarindan tasarlanan kontrol sisteminin sistemi orjine gotiirdiigi
gorilmigtir. Kontrol isareti Gizerinde bazi titresimler bulunmaktadir. Bu titresim, onerilen

kontrol igin bir dezavantajdir ve birinci dereceden bir filtre ile azaltilabilir.
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Durum geribeslemeli kontrol sisteminin dezavantaji ise tim durumlan Slgilip
geribeslenmesi zorunlulugunun olmasidir. BSyle bir islem hem pahalidir hem de her zaman igin
fiziksel olarak miimkiin olmayabilir.

Bagka bir dezavantaj, durum degigkenlerinin Sl¢iilmesinin gerekmesi ve kontroldriin
sadece sistem ¢ikisindan yararlanarak yapilmasidir. BSyle bir iglem hem pahalidir hem de her
zaman igin fiziksel olarak miimkiin olmayabilir. Ayrica durum degiskenlerinde hata olmadif
varsayilmaktadir. Sistemdeki giiriiltiiler ve Olgme hatalar: gibi olumsuziuklar g6z Oniine
alinmamugtir.

Bu ¢aligma, ileriye yonelik olarak, yukarida varsayilan dezavantajlarin giderilmesi veya
azaltilmas: yoniinde genisletilebilir. Sadece giris kanalindaki belirsiziik yerine daha genel
belirsizlik tiirleri i¢in ve de, tim durum deZigkenlerini Slgmek yerine, Slgiilen durumlardan

diger durum degiskenlerinin elde edildigi bir ¢aligma olarak genigletilebilir.
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