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ONSOZ

Kesir dereceli tiirev ve integral fikrinin ilk ortaya atilmasindan bu yana yaklasik
olarak 300 yil gecti. Kesir dereceli tiirev ve integral fikri, tarafimdan ¢ok yakin bir tarihte
Ogrenildi. Aynen, bulanik mantiktaki, 1 ve 0’larin disinda ara degerlerle bir kiimeye
iiyeligin s6z konusu olmasi gibi, kesir dereceli tiirev ve integralde de herhangi bir
fonksiyonunun, 0.7’nci dereceden tiirevi veya 0.3’iincii dereceden integralinin alinabilme
fikri, bana ¢ok ilgin¢ geldi. Daha sonra tabiattaki sistemlerin modellerinin tanimlanmasi
icin kullanilan tam dereceli diferansiyel denklemlerin, aslinda sistemi ger¢cek manada
modelleyen kesir dereceli diferansiyel denklemlerin yakinsatilmig bir halinin oldugu
iddias1 beni daha da sasirtti. Bu siirecle baslayan doktora tezi ¢alismamin merkezine, kesir
dereceli kontrolorlerin dogrusal olmayan sistemler ve kaotik sistemler lizerine etkisi ile
kaotik kesir dereceli sistemler oturdu. Yaptiim bu tez ¢aligmasinin, konuyla ilgilenen
gerek lisans, gerek lisansiistii Ogrencilerin ve gerekse bu konuda caligmak isteyen
akademisyenlere bir rehber olacagin diisiiniiyor ve umuyorum.
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OZET

Bu tezde, endiistride sik¢a kullanilan tam dereceli PID tipi kontrolorlerin yerine,
kesir dereceli PI* kontrolor kullanilmasi durumunda dogrusal olmayan sistem dinamigi
iizerine ne gibi bir etki olusturdugu incelenmistir. Bunun i¢in ilk olarak tam dereceli P/
kontroldriin dogrusal olmayan sistem dinamigi tiizerinde kararsizlik etkisi olusturan
kontrolér parametreleri K, ve K;, kesir dereceli PI* kontroloriin parametreleri olarak
secildiginde, kesirli a integral derecesinin degerine gore sistemde Limit Cevrim (LC)
olarak bilinen osilasyonlar gozlendigi ve sistemi kararsizliktan kurtardigi ortaya
konmustur. Ayrica, tam dereceli P/ kontroloriin dogrusal olmayan sistem dinamigi
tizerinde kararsiz LC davranig olusturan kontrolor parametreleri K, ve K, kesir dereceli PI*
kontroldriin parametreleri olarak secildiginde, kararsiz L(C’yi belirleyen baslangic
degerlerinin, a integral derecesine bagli olarak degistigi ortaya konmustur. a integral
derecesi azaldikga sistem cevabini belirleyen baslangi¢ degerlerinin arttifi gosterilmistir.
Kesirli o araliginin tespiti icin, Genellestirilmis Aktarim Islevi analizi kullanilmistir.
Benzer sekilde, PI kontrollii kaotik bir sistemde, kontrolor parametreleri ayni kalmak
kaydiyla tam dereceli PI kontrolor yerine kesir dereceli PI* kontrolor segilmesi
durumunda, a integral derecesinin etkisi incelenmis ve o integral derecesine bagli olarak
kesir dereceli PI* kontroloriin, sistemi kaotik davranigtan kurtardigi gosterilmistir. Hangi o
integral derecesinde sistemin kaotik davranis gosterdigini tespit etmek icin, frekans tanim
bolgesi yaklasim tabanli kaos kestirim yontemi olan Genesio-Tesi varsayimi kullanilmistir.

Bu calismada ayrica, kaotik davranig gosteren tek ve iki hiicreli 6zerk Gecikme
Zamanl1 Hiicresel Sinir Ag1 (GZHSA) nin kesir dereceli modeli verilmistir ve her iki kesir
dereceli GZHSA’da sistem derecesi a>0.1 i¢in, kaos gozlendigi niimerik simiilasyonlarla
gosterilmistir. Ayrica, siirekli zamanli tek durum degiskenine sahip gecikme elemanli
0zerk dogrusal olmayan kaotik sistemin kesir dereceli modeli de verilmistir. Bu modelde,

sistem derecesi 0>0.2 i¢in, kaos gozlendigi niimerik simiilasyonlarla gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesir dereceli dogrusal olmayan sistemler, Genellestirilmis aktarim
islevi, Genesio-Tesi varsayimi, Kesir dereceli kontrol, Kesir dereceli
kaotik sistemler.
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SUMMARY

EFFECTS OF FRACTIONAL ORDER STRUCTURES ON THE NONLINEAR
BEHAVIORS

In this thesis, the effects on a nonlinear system dynamics in the case of employing
fractional order PI* type controllers, instead of integer order PID type controllers which
are frequently used in industry, are investigated. For this purpose, firstly, when the
controller parameters K, and K; which create the effect of instability on nonlinear system
dynamics of integer order PI controller are chosen as the parameters of fractional order PI*
controller, oscillations known as Limit Cycle (LC) with respect to the value of fractional a
integral order are shown and thus, the system is prevented from instability. In addition,
when the controller parameters, K, and K;, creating the behavior of instable LC on
nonlinear system dynamics of integer order P/ controller are chosen as the parameters of
fractional order PI°, it is observed that the initial values determining LC depend on a
integral value. It is shown that as o integral value decreases, the initial values determining
the system response increase. In order to diagnose the fractional o range, Describing
Function is used. Similarly, in a chaotic system with P/ controller, in case the controller
parameters remain unchanged and instead of integer order P/ controller, a fractional order
PI* controller is chosen, the effect of o integral order is investigated and it is shown that
the fractional order PI* controller, saves the system from chaotic behavior depending on «
integral order. In order to diagnose for which a integral order the system exhibits a chaotic
behavior, the frequency domain approach based chaos prediction method Genesio-Tesi
conjecture is used.

In this study, also, the fractional order models of single and two-cell autonomous
Delayed Cellular Neural Network (DCNN) exhibiting chaotic behavior are given. For the
system order ¢>0.1 in both DCNN with fractional order, a chaos is seen with numerical
simulations. In addition, the fractional order model of a nonlinear autonomous continuous-
time difference-differential equation and with only one variable is given. In this model,
numerical simulation results of the fractional order model demonstrate the existence of
chaos when system order a>0.2.

Keywords: Fractional order nonlinear systems, Describing function, Genesio-Tesi
conjecture, Fractional order control, Fractional order chaotic systems.
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1. GIRIS

1.1. Kesir Dereceli Sistemler

Ik olarak 1695 yilinda, Leibniz tarafindan L Hospital’e gonderilen mektupta kesir
dereceli hesaplamadan bahsedilmis ve Leibniz mektubunda asagidaki soruyu muhatabina

yoneltmistir [1].

“ Tam dereceli tiirevin anlami, tam dereceli olmayan tiirev icin de genellenebilir
mi?”

L’Hospital, gonderilen mektubu biiyiik bir ilgiyle okumus ve bir soruyla cevap vermistir.

“ Farz edelim bu derece 1/2, bu durumda ne olacak?

Leibniz’in bu mektuba cevabi ise;

“ Bu gelecekte faydali sonuglart olacak bir paradoksa doniisecek”

seklinde olmustur. Devam eden donemde; Eular ve Lagrange’in caligmalar1 her ne kadar
daha erken yapilmis olsa da, sistematik calismalar asag1 yukar1 19. yiizyilin baslangic1 ve
ortalarinda, Liouville, Holmgren ve Riemann tarafindan yapilmistir [1-2].

Kesir dereceli hesaplama, saf matematik konusu olmadigindan dolayi, teorik
gelismelere paralel olarak ¢esitli uygulamalarin da Oniinii agmigtir. Kesir dereceli
hesaplama, bir ¢ok fiziksel problemin ifade edilebilmesine ve basariyla ¢oziilmesine
yardimc1 olmustur [2]. Son yillarda yapilan arastirmalar, kesir dereceli diferansiyel
denklemlerin karmasik dinamikleri tanimlamak i¢in etkin bir ara¢ oldugunu ve birgok
fiziksel ve miihendislik ile ilgili sistemleri daha etkili modelleyebildigini gostermistir [3].
Bunlara 6rnek olarak; fiziko-kimyada, bir metal ve iyonik ortam arasindaki piiriizlii ara
ylizden akan akimin, gerilimin kesir dereceli tlireviyle orantili olmasi; elektrikte, bir
kapasitenin elektrotlarindan en az bir tanesinin piiriizli bir yiizeye sahip olmasi durumunda
benzer sekilde kapasiteden gecen akimin, gerilimin kesir dereceli tiireviyle orantili olmasi;
elektronikte, 5/2 dereceden siniizoidal osilatorlerin varligi; yayilma alaninda, homojen
olmayan medyada anormal yayillma olaymin tanimlanmasimin kesir dereceli tiirevle

saglanmasi verilebilir. Aslinda fizik ve miihendislik ile ilgili yapilan tam dereceli modeller,



kesir dereceli modellerinin tam dereceye yakinsatilmis hali olarak degerlendirilebilir. Fizik
ve mithendislik ile ilgili sistemlerin, kesir dereceli modelleme ile daha iyi tanimlaniyor
olmasi ve bu yapilar igerisinde kesir dereceli operatdrlerin de var olmasi nedeniyle, bu tiir
sistemlerde olusacak dinamiklerin incelenmesi 6nem kazanmaktadir.

Kesir dereceli hesaplama ve modellemeye paralel olarak, kesir dereceli sistem veya
kontrolérden olusan kesir dereceli kontrol yapilarmin literatiirdeki ilk uygulamasi; 1958’de
agir cisimlerin pozisyon kontroliinii yapmak icin Tustin [4] tarafindan yapilmistir. Bunun
disinda 1961 ve 1963 yillarinda Manabe [5-6]’da kesir dereceli integratorii kontrol
sistemlerine uygulamigtir. Fakat gegen siire icerisinde sinirli hesaplama giiciinden dolay1
kesir dereceli hesaplama, yukarida bahsedilen birka¢ ¢aligma disinda kontrol sistemlerine
uygulanmamistir. Son yillarda, bilgisayar teknolojisindeki gelismelere paralel olarak,
Axtell’in [7] calismasiyla kesir dereceli kontrol tekrar giindeme gelmistir. Boylece kesir
dereceli kontrol yontemleri, dogrusal sistemlerin kontroliinde yogun bir sekilde
kullanilmaya baglanmistir [8-24].

Kesir dereceli kontrol yapilarinda kullanilan kontrolor tiplerinden biri de, kesir
dereceli PI*D" tipi kontrolérlerdir. Bu tip kontroldrlerin, su ana kadar dogrusal sistemler
iizerindeki etkisi irdelenmistir [25-32]. Benzer sekilde, dogrusal olmayan sistemler {lizerine

de kesir dereceli kontroldrlerin etkisi, son zamanlarda arastirilmaya baslanmistir [33-36].

1.2. Kaotik Sistemler

Son yillarda, kaos teorisi ve dogrusal olmayan sistemlerde gozlenen ve tuhaf
cekiciler olarak adlandirillan kaotik dinamikler, arastirmacilar tarafindan yogun bir sekilde
calisilmaya baglanmistir [37-41]. Kaos kabaca; baslangi¢ sartlarina hassas bagli davranig
gosteren dogrusal olmayan deterministik bir sistemde, diizensiz davraniglar olarak
tanimlanabilir [40]. Deterministik sistemler; sistem davranislarinin, sistem parametreleri ve
baslangi¢ sartlar1 tarafindan belirlendigi sistemlerdir [41]. Kaotik sistemin deterministik
olmasi, giiriiltii ile kaos arasindaki en &nemli farkhiliktir. Cevremize baktigimizda,
rastlantiya dayanan veya rasgele olarak isimlendirilecek tipte davranmiglar gérmek
miimkiindiir. Bu davranig tiirleri, aldigimiz kararlardan toplumsal olaylara, ekonomiden
biyolojik sistemlere, meteorolojiden miihendislik ile ilgili sistemlere ¢ok genis alanda
gozlemlenebilir. igilen sigara dumanin yiikselisi, riizgarda salinan bayragin sekli veya

musluktan damlayan suyun zamanla periyodikligini kaybetmesi bu davranig sekillerine



basit birka¢ 6rnektir. Bu sistemlerde olusan diizensizligin sebebi; sistemin belirsizlikler
iceren bir yapida olmasindan kaynaklanmaktadir. Belirsizlik igeren sistemler; sistemin
bilinmeyen parametrelerinden, tanimlanmasi zor olan dogrusal olmayan baglantilardan ve
modellenemeyen dinamiklerden meydana gelebilir [42-43]. Aslinda tiim sistemler
deterministik yapidadir. Ancak, belirsizlikler iceren yapilardan dolayi sistem deterministik
olmayan yapidaymis gibi algilanir. Bu noktada dikkat cekici bir husus ise kaotik
sistemlerin belirsizlik iceren bir yapida olmamasidir.

Kaotik sistemlerin en énemli 6zelligi olan baslangic sartina hassas baglilik, ¢ok

eski tarihlerde bile gozlenen bir durumdur.

“ Bir mih bir nali - Bir nal bir at1 - Bir at bir komutani - Bir komutan bir orduyu — Bir ordu

bir iilkeyi kurtarr.”

Atasozii bu durumun gozlendigine bir ornektir. Baslangi¢ sartina hassas baglilik Poincare

tarafindan aslinda dile getirilmis bir durumdu. Poincare;

“ Eger doga kanunlar: ve evrenin baglangic anindaki durumunu biliyor olsaydik, evrenin

tam olarak durumunun ne olacagini basariyla tahmin edebilirdik. ”

“ Goziimiizden kagan ¢ok kiigiik bir ayrinti, gormezden gelemeyecegimiz oranda biiyiik bir

etkiye yol acar ve biz bu etkinin rasgele oldugunu saniriz.

diyerek baslangi¢ sartlarinin énemine vurgu yapmustir [44]. Fakat, garip cekiciler olarak
adlandirilan kaotik davranislar, ilk olarak 1963°de E. N. Lorenz’in meteorolojik tahminler
yapmak amaciyla olusturdugu ii¢ durum degiskenine sahip modelin, bilgisayarda
simiilasyonu sonucunda ortaya somut bir sekilde konmustur [45]. Lorenz 1972’de,
“Tahmin edilebilirlik: Brezilya’da bir kelebegin kanat ¢irpist Teksas ta bir hortuma sebep
olur mu?” baslikli konusmasiyla baslangic sartina hassas bagliligi anlatmis ve baslangig
sartiyla 6zdeslesen kelebek etkisi tabirinin ¢ikmasini saglamistir [44].

Kaotik davraniglar, dogrusal olmayan sistemlerde gozlenen dinamiklerdir.
Tabiattaki veya insan yapimi bir¢ok sistem, dogrusal olmayan yapidadir. Dolayisiyla,
kaotik davranislar ve sistemlerle karsilasma olasilig1 ¢ok yiiksektir. Ozellikle miihendislik
sistemlerinde, kaotik davramslar istenmeyen davrams tiirleridir [46]. Ornegin, kontrol

sistemlerinde istenmeyen bu davranis tiirlinii ortadan kaldirmak igin ¢esitli yontemlerle bu



davranislar elimine edilebilir. Bu isleme kaos kontrol denir. Sistemin kaotik davranis
gosterip gostermemesi, geri beslemeli kontrol yapilariyla saglanacagi gibi tasarim
asamasinda sistemin bu Ozelligi gostermeyecek sekilde gerceklestirilmesiyle de
saglanabilir. Bunun yan1 sira kaos, g¢esitli sayisal haberlesme tekniklerinde de
kullanilmaktadir [47]. Bu yiizden, kaotik davranig gosteren sistemlerin ortaya ¢ikarilmasi
ve dogrusal olmayan dinamiklerin ve kaos kontrol iizerinde c¢alisilmasi gerekliligi
dogmustur. Bununla ilgili olarak son zamanlarda, kesir dereceli bir¢ok sistemin kaotik

davranig gosterdigi ortaya konmustur [48-55].

1.3. Tezin Yapisi

Bu tez c¢aligmasinda, genel olarak kesir dereceli 6zerk ve deterministik olan
dogrusal olmayan yapidaki sistemler incelenecektir. Gilinlimiizde kesir dereceli
kontroldrlerin dogrusal sistemler iizerine ne tiir etkilerinin oldugu incelenmis olmasina
karsin, dogrusal olmayan sistem dinamigi iizerine etkileri arasgtirilmamistir. Bu nedenle
kesir dereceli PI* kontroloriin dogrusal olmayan sistemler iizerine ne tiir etkilerinin
oldugunu ortaya koymak ve kaotik sistemler iizerine etkilerini gostermek amaglanmistir.
Ayrica yeni kesir dereceli gecikme zamanli sistemlerde kaotik davramiglarin varhigini

gostermek amaciyla, tezin yapist devam eden kisimdaki gibi planlanmustir.

Boliim 2: Kesir Dereceli Hesaplama

Bu boliimde, kesir dereceli hesaplamadan bahsedilecek ve Griinwald-Letnikov ve
Riemann-Liouville tanimlart verilecektir. Ayrica kesir dereceli diferansiyel denklemlerin
¢ozlimil i¢in nlimerik bir yontem verilecek ve baz1 fonksiyonlarin kesir dereceli tiirev ve

integralleri 1> a >-1 aralifindaki baz1 degerler i¢in elde edilecektir.

Boliim 3: Yakinsatilmis Kesir Dereceli Integral Operatorii

Bu béliimde, kesir dereceli sistemlerin zaman cevabini pratik bir sekilde elde etmek
ve sistemlere ait simiilasyonlarin rahat bir sekilde saglanabilmesi amaciyla kullanilacak
olan, kesir dereceli integral operatoriiniin yakinsatilmis transfer fonksiyonlarinin elde

edilmesi i¢in Onerilen bir metot anlatilacak ve bu metodun kullanilmasiyla elde edilen kesir



dereceli integral operatdriiniin yakinsatilmis transfer fonksiyonlar1 ¢=0.1-0.9 araliginda 0.1

adimlarla verilecektir.

Boliim 4: Kesir Dereceli Kontrol

Bu boliimde ise, genel olarak kesir dereceli kontrol kavrami agiklanacak ve kesir
dereceli kontrol yapilarina birka¢ 6rnek verilecektir. Kesir dereceli kontrol ¢esitlerinden
kesir dereceli PI"D" kontrol iizerinde 6zellikle durulacak ve kabaca kesir dereceli kontrol

sistemlerinde kararliliga deginilecektir.

Béliim 5: Dogrusal Olmayan Ozerk Sistem Dinamigi ve Kaos

Bu boliimde, dogrusal olmayan 6zerk sistemlerde gézlenen dinamikler anlatilacak
ve kaotik davranigin tanimi verilecektir. Ayrica, kaotik davraniglarin nicel ve nitel olarak
tespitini saglayan ydntemlerden bir kaci agiklanacak ve kaos kontrol metotlarina

deginilecektir.

Boliim 6: Genellestirilmis Aktarim Islevi Analizi ve Genesio-Tesi Kaos Kestirim
Yontemi

Bu boliimde, dogrusal olmayan sistemlerin frekans analiz yontemlerinden
Genellestirilmis Aktarim Islevi (GAJ) analizi ve kaotik davranislarin olusmasiyla ilgili
sistem parametre kestirim yontemi olan Genesio-Tesi varsayimi Orneklerle adim adim

anlatilacaktir.

Béliim 7: Dogrusal Olmayan Ozerk Sistem Dinamigi Uzerine Kesir Dereceli PI*
Kontroloriin Etkileri

Bu boliimde, Bolim 6’da anlatilan yontemler kullanilarak, kesir dereceli PI*
kontroldriin dogrusal olmayan 6zerk sistem dinamigi ve kaotik sistemler iizerine etkisi elde

edilen simiilasyon sonuclariyla ortaya konacaktir.



Boliim 8: Kesir Dereceli Kaotik Sistemler

Bu boéliimde, mevcut siirekli zamanli kaotik Chua, Rossler ve Chen sistemlerin
kesir dereceli modellerinde de kaosun varligi, simiilasyon sonuglartyla gosterilecek ve yeni
kesir dereceli gecikme zamanli sistemlerde kaotik davraniglarin varligi, sistem derecesi ve
parametrelerine gore ortaya konacaktir.

Boliim 9: Sonuclar

Bu boliimde, genel bir degerlendirme ile tezde elde edilen sonuglar verilecektir.



2. KESIR DERECELi HESAPLAMA

2.1. Temel Tanimlamalar

Genel olarak kesir dereceli hesaplamada integro-diferansiyel operatorii Denklem

(2.1)’deki gibi tanimlanmaktadir.

dar
e Re(@)>0
D = 1 Re(a)=0 2.1

j.(dz')fa Re(a) <0

Burada, a kompleks tiirev veya integral derecesini gostermektedir. Bu tez ¢aligmasinda,
kesir dereceli hesaplama operator derecesinin reel oldugu kabul edileceginden, o’nin reel
kismina gore operator siniflandirilacaktir. Kesir dereceli matematikte, bir¢ok kesir dereceli
tiirev ve integral tanim1 mevcuttur. Bunlardan en ¢ok bilinenleri, Griinwald-Letnikov ve

Riemann-Liouville tanimlaridir [2,56-57].

2.1.1. Griinwald-Letnikov Tanim

Griinwald ve Letnikov, kesir dereceli tlirev i¢in bir yaklagim gelistirmislerdir.
Gelistirilen bu tamimlamaya gore, a dereceli bir integro-diferansiyel; Denklem (2.2) ile

ifade edilir [2,57].

D2 f ) = lim 2L 22)

Burada; h adim sayis1 olup, A’ f(x)

A S (x) = i -1’ (i}/(x - Jjh) (2.3)



seklinde ifade edilirse ve toplam isleminin » gibi sonlu bir sayiya kadar yapilmasi

durumunda;
$cn(?)- 1 T(r+l-a) 04
= j) Tl-a) L@+
olacaktir. Eger, h = ~—2 olarak kabul edilir ise Denklem (2.2)
r
)

. r aI(j—a) (x—a
D} f(x)=lim , flx—j|— (2.5)

roe I'(-a) jzz(; rGg+n r

olur. Burada a: rasgele bir say1, a: baslangi¢ degeri ve /1(.): Euler Gama fonksiyonudur.

2.1.2. Riemann-Liouville Tanim

Sik karsilasilan diger bir kesir dereceli integro-differansiyel tanimlama, Riemann-
Liouville tanimidir [2]. Bu tamimlamaya gore kesir dereceli integral (2.6)’daki gibi ifade

edilir.
D f) == [e=0) " e, a0 2.6)
-

n-1 <o< n olmak kaydiyla Denklem (2.6) nin n. dereceden tiirevi alinirsa

a 1 dn h n—-a-1
D f(x)= r— j (x—17)""" f()dr , n>0 2.7)

olur. Denklem (2.7), f(x) fonksiyonunun (n-a). dereceden kesir dereceli tiirevine karsilik
gelmektedir. Burada, # bir tam sayidir.

Her iki tanimlamada da kullanilan Euler Gama Fonksiyonu,



re=[ye” dy. y>0 (2:8)
0
ile bulunur. Burada, v>0 olup bir tamsayidir. Denklem (2.8)’in v+1 i¢in integrali alinirsa;

: + vj.e_yyv_ldy =v['(v) (2.9)

0

rv+1)= vae_y dy =-e’t’
0

olarak elde edilir [58].

2.1.3. Niimerik Kesir Dereceli integro-Diferansiyel

Kesir dereceli integro-diferansiyel isleminin, niimerik olarak yapilabilmesi i¢in
bir¢ok algoritma vardir [2,59-61]. Bu alt boliimde, niimerik olarak a dereceli bir integro-
diferansiyel ¢oziim algoritmalarindan olan G/ algoritmasindan bahsedilecektir [2]. Bu

algoritma, digerleri gibi bagimsiz x degiskeninin 0 degerinden baslayarak, biri birinden
ayrt N+1 noktada f{x) fonksiyonun degerinin bilinmesi durumunda, a*f (%c“ ‘nin

herhangi bir a ic¢in yakinsatilarak tasarlanmasini saglar.  fix) fonksiyonu i¢in

orneklendirme,
S =) fy =f(x/N)sf; = f(x= jx/ N)s..fo = f(x) (2.10)

bigiminde yapilir. Burada; N drnek sayisidir. G/ algoritmasiyla Denklem (2.5)’de verilen
Griinwald-Letnikov tanimi, N — oo ifadesi ¢ikarilip a=0 degeri alinarak basitlestirilebilir.

Bu durumda Denklem (2.5), =N i¢in Denklem (2.11)’e doniisiir.

WD f () = (, D7 (), =

NG -a) f(x_j_xj _YNTSIG =) ooy

T(-a) S T(+1) N) T(-a) S T(+1)

Gama fonksiyonundan kag¢inmak ve programin daha etkin caligabilmesi i¢in, ¢arpma

toplama ile G/ algoritmasi (2.12)’deki formda uygulanabilir.



2.2. Kesir Dereceli Tiirev ve Integralin Laplas Déniisiimii

o kesir derecesine sahip bir tiirev veya integral operatdriiniin Laplas Doniistimii,

ozellikle kontrol sistemlerinin ve modellerin transfer fonksiyonlarmin elde edilmesi ve
analizlerinin yapilmasinda biiyiik kolayliklar saglar. Bunun igin, ,D? f(x)ifadesinin

Laplas Doniistimii elde edilirse;

L{,pr f(x)}=]oe—“‘ CAPACI RN 2.13)

o
0 dx

Bu ifadeden kesir dereceli tiirev;
n—1

L{,Df f(0)}=s7F(s)~ Y. s" o D £ (0) (2.14)
k=0

olacaktir. Eger tiim baslangi¢c sartlar1 sifir alinirsa, bu durumda kesir dereceli tlirevin

Laplas Doniisiim{i,

L}, D¢ f(x)f=5"F(s) (2.15)
olarak elde edilir. Benzer sekilde kesir dereceli integralin Laplas Doniisiimii de,

L{, 1% f(x)}=5“F(s) (2.16)

olur. Boylece kesir dereceli sistemler analiz edilirken, Gama fonksiyonundan olusan

karmasik ¢arpma islemlerinden de kaginilmis olunur.
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2.3. Bazi Fonksiyonlarin Kesir Dereceli Tiirev ve Integrali

Bu alt boliimde, bazi fonksiyonlarin kesir dereceli tiirev ve integralleri, Bolim
2.1.3° te verilen algoritma kullanilarak MATLAB ortaminda elde edilmis ve nilimerik

cOziimleri grafiksel olarak gosterilmistir.

2.3.1. Birim Basamak Fonksiyonu

fIx)=1 birim basamak fonksiyonunun a¢=0.3 ve 0.5 i¢in tiirevleri ile a=0.3 ve 0.7
icin integralleri Sekil 2.1°de verilmistir. Grafiklere dikkat edilirse, kesir dereceli tlirevde
kesir derecesi 1’e yaklastik¢a, f{x)=1 fonksiyonunun tiirevi 0’a dogru yaklasmaktadir.
Kesir dereceli integralde kesir derecesi 1’e yaklastik¢a f{x)=1 fonksiyonunun integrali x

fonksiyonuna yaklagmaktadir.

Sx)

Sekil 2.1. fix)=1 fonksiyonunun 0=0.3 ve 0.5 i¢in tiirevi, a=0.3 ve 0.7 i¢in integrali

11



2.3.2. Birim Rampa Fonksiyonu

f(x)=x birim rampa fonksiyonunun a¢=0.2 ve 0.7 i¢in tiirevleri ile 0=0.4 ve 0.6 i¢in
integralleri Sekil 2.2’de verilmistir. Bu degisimlerden de goriilecegi gibi kesir dereceli
tirevde kesir derecesi 1’e yaklastikca f{x)=x fonksiyonunun tiirevi 1 degerine
yaklagsmaktadir. Kesir dereceli integrali ise kesir derecesi 1’e yaklastikca flx)=x

fonksiyonunun integrali x*/2’ye yaklasmaktadir.

25 T T T T T T T T T

Sx)

Sekil 2.2. f{x)=x fonksiyonunun 0=0.2 ve 0.7 i¢in tiirevi, a=0.4 ve 0.6 i¢in integrali

2.3.3. Sin(x) Fonksiyonu

fix)=sin(x) fonksiyonunun 0=0.3 ve 0.6 igin tirevleri ile a=0.2 ve 0.7 i¢in

integralleri Sekil 2.3°de verilmistir.

2.3.4. Cos(x) Fonksiyonu

flx)=sin(x) fonksiyonunun o=0.3 ve 0.5 icin tiirevleri ile ¢=0.3 ve 0.6 igin

integralleri Sekil 2.4’de verilmistir.

12



S)

Sx)

_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1

25 T T T T T T T T T

Sekil 2.4. f(x)=cos(x) fonksiyonunun 0=0.3 ve 0.5 i¢in tiirevi, a=0.3 ve 0.6 i¢in integrali

13



2.3.5. In(x) Fonksiyonu

Son olarak f{ix)=/n(x) fonksiyonunun a=0.25 ve 0.5 i¢in tiirevleri ile ¢=0.25 ve 0.5

icin integralleri Sekil 2.5’de verilmistir.

Mo TR R

f(O.S)(x) f(().25)(x)

Sx)

£ P
=~ T T L
1 1

Sekil 2.5. f(x)=In(x) fonksiyonunun a=0.25 ve 0.5 igin tiirevi, a=0.25 ve 0.5 i¢in integrali

Yukanida verilen O6mek fonksiyonlar i¢in elde edilen, kesir dereceli tlirev ve
integraller grafiksel olarak incelendiginde, kesir derecesi 1’e¢ yaklastikca ilgili f{x)
fonksiyonlar1 da tam dereceli birinci dereceden tiirev ve integral degisimlerine

yaklagmaktadir.
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3. YAKINSATILMIS KESiR DERECELI INTEGRAL OPERATORU

Kesir dereceli hesaplama, karmasik ve zahmetli siirecleri de beraberinde
getirmektedir. Ozellikle kontrol sistemlerinin analiz ve simiilasyonlarmm kolaylastirmak
amaciyla, kesir dereceli operatorlerin tam dereceli transfer fonksiyonlarina yakinsatilmasi
distinlilmiistiir. Bunun icin literatiirde sikca karsilasilan ve kullanilan, kesir dereceli
integral operatoriiniin tam dereceli transfer fonksiyonlarina yakinsatilmasi i¢in bir yontem
Onerilmistir [62]. Bu yontem kabaca, belirli frekans araliginda ve hata ile kesir dereceli

integralin yakimsatilmis tam dereceli transfer fonksiyonunu elde etmektedir.

3.1. Kesir Dereceli Integral Operatoriiniin Tam Dereceli Transfer Fonksiyonlarina
Doniistiiriilmesi

Boliim 2°de verildigi gibi kesir dereceli bir integratdr s- tanim bolgesinde (3.1)’deki

gibi ifade edilir.
» 1
I%(s)=— (3.1)
s

Burada; s=jo i¢in kompleks frekanst ve a pozitif kesirli integratdr derecesini temsil
etmektedir. Kesir dereceli bir integratorin Bode Diyagraminda, frekans cevabina
bakildiginda -20a dB/dec egimle degistigi goriilecektir. Sekil 3.1°de kesirli =0.9,0.5 ve
0.2 dereceli integrator i¢in MATLAB ortaminda elde edilen Bode Diyagrami verilmistir.
Dikkat edilirse integratdr derecesi azaldik¢a, a’ya bagl olarak Bode Diyagramindaki
genlik degisiminin egimi azalmakta, acinin ise degeri artmaktadir.

Denklem (3.1), frekans tanim bolgesinde ifade edilmek istenirse, yaklasik olarak

(3.2)’deki bigimde tek kesirli gli¢ kutbu ile modellenebilir [62-63].

]“(s)ziaz;a,0<a<l (3.2)

S
[HS
Pr



Burada; pr: kose frekansini, 1/pr: durulma zaman sabitini temsil etmektedir. -20a dB/dec
egimli degisime sahip kesir dereceli integrator, Sekil 3.2°de gosterildigi gibi 0 dB/dec ve

-20 dB/dec alternatif zik-zak egrilerin toplamina yakinsatilabilir.

Genlik(dB)
=

O Focccmmme -4

10 10 10" ‘ :

w(rad/s)

[
=
T

a=0.2

a=0.5

o e
o
T T

Aci(derece)

&0
O

a=0.9

-1 1D1

L
]
]

i} 1 I 2
w(rad/s)

o fF--q4-------F----1--

—
]
—= [

Sekil 3.1. Kesir dereceli integratoriin a=0.9, 0.5 ve 0.2 i¢in Bode Diyagramlar

Frekans(rad/s)

Genlik(dB)

-20 dB/dec l

0 dB/dec -20a dB/dec

Sekil 3.2. -20a dB/dec egimli kesir dereceli integratoriin ve 0 dB/dec ve -20 dB/dec egimli yakinsatilmig
zik-zak egrilerin temsili Bode Diyagramlar1
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Bu durumda Denklem (3.2) ile verilen yakinsatilmis transfer fonksiyonu, kutup ve sifir

ciftleri tarafindan tanimlanacak bigimde tekrar yazilabilir.

N-1
[HSJ
1 ol oz
[°(s) # ———— = lim "% (3.3)

i
=

+
B
N——
=
:
/T\\
+
|
N——

(N+1) sistem; yakinsatilacak frekans bandi ile belirlenen toplam kutup-sifir ciftlerinin
toplamina karsilik gelecektir. Bu nedenle, sinirli bir frekans araligi i¢in Denklem (3.3)
sonlu N sayisina diisiiriilebilir.

1 SJ
Z;

N-1

i
1% (s) = I ~ 2
+

]

Bu durumda, yakinsatma iglemi i¢in kutup ve sifir ¢iftlerinin tespit edilmesi gerekecektir.

(3.4)

Sekil 3.3’te gosterildigi gibi arzulanan degisimle, yakinsatilan zik-zak degisim
arasindaki maksimum hatanin veya uyumsuzlugun y dB (y pozitif bir sayidir) oldugu kabul

edilsin. Boylece yakinsatilan fonksiyonun kutup ve sifirlar1 asagidaki gibi elde edilir.

Ik kutup: Po = pTlo[y/zoa]
Tk sifir: z, = p,100/100)

Ikinci kutup: p, = ZOIO[y“O“]

Ikinci sifir: z, = p,10L/100-)
N. sifir: Zyy = prll()[y/lo(lfa)]
(N+1). sifir: p,, =z, 100710 35)
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Burada, pr kose frekansi; Sekil 3.2°den goriildiigii gibi transfer fonksiyonunda, -3 dB
genligin olustugu frekans degeridir. Yakinsatilmis transfer fonksiyonunun pj ilk kutbunun

degeri; hata olarak secilen y dB tarafindan belirlenmektedir. Son kutbu olan py degeri ise N

tarafindan belirlenmektedir.

-20 dB/dec

Sekil 3.3. -20a dB/dec egimli kesir dereceli integratoriin ve 0 dB/dec ve -20 dB/dec egimli zik-
zak egrilerin sabit y dB hata ile temsili yakinsatilmasi

Eger Denklem (3.5) igin a ve b degerleri,
a= 10[_1//10(170:)] . b — 10[}’/100(] . ab — 10[}’/1005(1705)] (36)
olarak tanimlanirsa, yakinsatilmis transfer fonksiyonunun kutup ve sifir dagilimlari,

Z_O_i_ —ZN*I —a; &:&:.: pN :b (37)

by P Pro Zy 4 ZN4

olur. a degeri sifirin bir 6nceki kutba orani, b ise kutbun bir onceki sifira oranm1 olarak

tanimlanabilir.

Ayrica, ab ifadesi de kutbun bir dnceki kutba veya sifirin bir 6nceki sifira oranina

karsilik gelmektedir.
Zl :ZQ — :ZN71 :ﬂ:&: :—pN ab (3 8)
Zy 4 Zya Po D Py
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Yukarida verilen iliskilerden, ilk kutup olan p¢ kullanilarak, diger kutup ve sifirlar

(3.9) ve (3.10) ifadelerinden faydalanilarak iiretilebilir.

p; =(ab)' p,, =123,... (3.9)

z, =(ab) ap,, i=1,2,3,... (3.10)

Dikkat edilirse, hem p; hem de z;, ab oraninda geometrik olarak artmaktadir. Bu durumda,

Denklem (3.4)’te tanmimlanan yakinsatilmis transfer fonksiyonu,

= (3.11)

olur. Burada, (N+1) tane kutup olacaktir. N sayisi, se¢ilen frekans bandindan hareketle
bulunabilir. Maksimum frekans degeri wmax, son kutuptan biiylik olamayacagi gibi son

kutuptan bir 6nceki kutuptan da kiiclik olamaz. Bu esitsizlikten faydalanilarak,

pN—l < a)max < pN = (ab)(N_l) pO < a)max < (ab)N pO = (ab)(N_l) < h < (ab)N
Py
10g[ a)max J
0] Py
(N —1)log(ab) < log(ﬂ) <log(ab)= N - 1<———=<N
Po log(ab)

w
10g[ maXJ
¢ +1

log(ab)

N =int (3.12)

ifadesi elde edilir.
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Bu ifadeler kabaca 6zetlenecek olursa, yakinsama; baslangi¢ kirilma frekansi, dB
cinsinde kabul edilebilir hata ve s-diizlemindeki kutup sayilarinin uygun belirlenmesiyle

gerceklestirilebilir.

3.2. Kesir Dereceli Integral Operatoriiniin Tam Dereceli Yakinsatilmis Transfer
Fonksiyonlarinin Elde Edilmesi

Bu alt boliimde, kesir dereceli integratoriin a=0.1-0.9 araliginda, 0.1 adimlarla bir
onceki kisimdaki metot kullanilarak elde edilen yakinsatilmis tam dereceli dogrusal
transfer fonksiyonlar1 verilecek ve metodun uygulanmasina yonelik birkag Ornek

gosterilecektir.

0=0.9, ©,,.x=100 rad/s, y=2 dB ve p7=0.01rad/s icin:

Frekans bandi @=10%-10° rad/s aralig1 secilecek olursa ve kose frekanst p=0.01

rad/s almirsa;

Denklem (3.5)’ten py=0.0129,

Denklem (3.6)’dan a= 100, »=1.6681 ve ab=166.81,

Denklem (3.12)’den N=2,

Denklem (3.9) ve (3.10)’dan p;=2.15, p,=358.9, zp=1.29, z;=215.1

degerleri bulunur. Bu degerler Denklem (3.4)’te yerine yazilirsa,

! s 3.13
=0 z) 1.29 215.1 _0.036s" +7.77s +10
2 5 K K s s +361s* +776s +10
11+ 1+ 1+ 1+
A 12 0.0129 2.15 358.9
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transfer fonksiyonu elde edilir. Sekil 3.4’te, Denklem (3.13)’de elde edilen transfer
fonksiyonunun, 1/(1+s/0.01)*° ifadesinin ve 1/s*° kesir dereceli integratoriin Bode
Diyagramlar1 verilmistir.

Sekil 3.4 incelendiginde Denklem (3.13)’te elde edilen tam dereceli dogrusal
transfer fonksiyonu, 1/(1+s/0.01)* ifadesine yakmsamustir. Denklem (3.13)’tin 1/s"? kesir
dereceli integratore yakinsamasi igin, 36 dB’lik bir genligin transfer fonksiyonuna kazang
olarak katilmasi gerekecektir. Bu durumda Denklem (3.13), K=10""=63 ile carpilarak kesir

dereceli integratore 1/s”"’a yakinsamasi saglanacaktir.

20 (0.00360%+7.770+0.01)/(*+36.10*+7760+10)

-20

Genlik(dB)

1/(14w/0.01)*°

-40

60

_BD : L MR | " .......|I:I L MR | L MRS
10 10 10 10 10
w(rad/s)

Sekil 3.4. 1/s*? | 1/(1+s/0.01)** ve yakinsatilmis transfer fonksiyonunun Bode Diyagramlar:

2.268s> +489.5155 + 630
57 +361s* +7765+10

1 ~
10-9(s):swz1°-9(s)= (3.14)

Sekil 3.5°te, 1/s™? kesir dereceli integrator ve Denklem (3.14)’te verilen tam dereceli
dogrusal transfer fonksiyonunun Bode Diyagramlari verilmistir. Sekilden goriildiigi gibi

iyi bir yakinsamanin oldugu sdylenebilir.
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30

20

10

Genlik(dB)
(]

-10

-20

-30

-4|:|2 L M | L L ......ll:I L MR | L L ......2
10 10 10 10 10
w(rad/s)

Sekil 3.5. a=0.9 ve pr =0.01 i¢in kesir dereceli integral ve yakinsamasinin Bode Diyagramlari

0=0.9, ©sx=100 rad/s, v=2 dB ve p1=0.001rad/s icin:

Benzer sekilde frekans bandi @=102-107 rad/s aralig1 secilirse ve farkli olarak kose

frekansi p7=0.001 rad/s alinirsa;

Denklem (3.5)’ten py=0.00129,

Denklem (3.6)’dan a= 100, »=1.6681 ve ab=166.81,
Denklem (3.12)’den N=3 (N=2 almacaktir),

Denklem (3.9) ve (3.10)’dan p;=0.215, p»=35.89, z=0.129, z=21.51

degerleri bulunur. Bu degerler Denklem (3.4)’te yerine yazilacak olursa,
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l s s s
[T+ 1+ 1+ )
Ca\z) 0.129 " " 21.51 _0.00365> +0.0779s +0.01

T2 i _[1+ s j[” s j(“ s j_s3+36.1s2+7.763s+0.01
[ » 0.00129 | 0215\ 35.89

(3.15)

transfer fonksiyonu elde edilir. Sekil 3.6’da, Denklem (3.15)’te elde edilen transfer
fonksiyonunun, 1/(1+s/0.001)"° ifadesinin ve 1/s*° kesir dereceli integratériin Bode
Diyagramlari verilmistir.

Sekil 3.6’ya bakildiginda Denklem (3.15)’te elde edilen tam dereceli dogrusal
transfer fonksiyonu, 1/(1+s/0.001)** ifadesine yakinsamistir. Denklem (3.15)’in 1/5* kesir
dereceli integratore yakinsamasi i¢in, 54 dB’lik bir genligin transfer fonksiyonuna kazang
olarak katilmasi gerekecektir. Bu durumda Denklem (3.15), K=10>"=501 ile carpilarak

. . o 1709 5
kesir dereceli integratore, yani 1/s ~’a yakinsamasi saglanacaktir.

20

o> (0.0360°+0.0779w+0.01)/(w*+3610w*+7.7630w+0.01)

[
=

Genlik(dB)
o |
o

1/(1+0/0.001)*°

&
=
T

-0

B

10* 10 10" 10 10
w(rad/s)

Sekil 3.6. 1/5”7 , 1/(1+5/0.001)"° ve yakinsatilmis transfer fonksiyonunun Bode Diyagramlari
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1 ~ 1.803s% +39.01s +5
1) =—~1"(s) = 3.16
(5) s () s +36.1s% +7.763s + 0.01 ( )

Sekil 3.7°de, 1/5"° kesir dereceli integratér ve Denklem (3.16)’da elde edilen tam
dereceli dogrusal transfer fonksiyonunun Bode Diyagramlart verilmistir. Sekil 3.7’den de
goriildiigii gibi Denklem (3.14)’e gore ¢ok daha iyi bir yakinsama saglanmustir.

O<a<laraliginda 0.1 adimlarla kesir dereceli integratorlerin yakinsatilmis tam
dereceli transfer fonksiyonlari, literatiirde yukarida anlatilan algoritma kullanilarak,
Omax=100 rad/s (0=107-10% rad/s olmak kaydiyla), y=2 dB hata ve p1=0.01 rad/s kose
frekansi i¢in elde edilmistir [50]. Tablo 3.1°de, Ahmad [50]’de elde edilen tam dereceli
transfer fonksiyonlar1 verilmistir. ¢=0.9 i¢cin Denklem (3.14)’te elde edilen sonuglarin,
Tablo 3.1’deki sonuglarla hemen hemen ayni oldugu goriilmektedir. Ayrica Hartley
[48]’de wmax=100 rad/s (0=102-10? rad/s olmak kaydiyla), y=2 dB hata ve p1=0.001 rad/s
kose frekansi igin elde edilen yakinsatilmis transfer fonksiyonlart Tablo 3.2°de verilmistir.
Benzer sekilde 0=0.9 i¢in Denklem (3.16)’da elde edilen sonuglarin, Tablo3.2’deki

sonuglarla ¢ok yakin oldugu sdylenebilir.

Genlik(dB)

40 L sl L L ......|I:I L MR | L M
10 10 10 10 10
w(rady/s)

Sekil 3.7. 0=0.9 ve pr =0.001 i¢in kesir dereceli integral ve yakinsamasinin Bode Diyagramlari
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Tablo 3.1. Ahmad [50]’de elde edilen yakinsatilmis tam dereceli transfer fonksiyonlari

1 1584.8932(s +0.1668)(s + 27.83)
s (s +0.1)(s + 16.68)(s + 2783)

1 79.4328(s +0.05623)(s + 1)(s + 17.78)

$92 (s +0.03162)(s +0.5623)(s + 10)(s +177.8)

I 39.8107(s +0.0416)(s + 0.3728)(s + 3.34)(s + 29.94)
597 (54 0.02154)(s + 0.1931)(s + 1.73)(s + 15.51)(s + 3138.9)

I 35.4813(s+0.03831)(s +0.261)(s + 1.778)(s + 12.12)(s + 82.54)
04" (54 0.01778)(s + 0.1212)(s + 0.8254)(s + 5.623)(s + 38.31)(s + 261)
I 15.8489(s +0.03981)(s +0.2512)(s + 1.585)(s + 10)(s + 63.1)

s (5+0.01585)(s + 0.1)(s + 0.631)(s + 3.981)(s + 25.12)(s + 158.5)

1 10.7978(s +0.04642)(s + 0.3161)(s + 2.154)(s + 14.68)(s + 100)
596 (5 +0.01468)(s + 0. 1)(s + 0.6813)(s + 4.642)(s + 31.62)(s + 215.4)

I 9.3633(s + 0.06449)(s + 0.578)(s + 5.179)(s + 46.42)(s + 416)

s%7 (54 0.01389)(s + 0.1245)(s + 1.116)(s + 10)(s + 89.62)(s + 803.1)
5.3088(s + 0.1334)(s + 2.371)(s + 42.17)(s + 749.9)

$O% " (54 0.01334)(s + 0.2371)(s + 4.217)(s + 74.99)(s + 89.62)(s + 1334)
1 2.2675(s+1.292)(s +215.4)

s (s+0.01292)(s +2.154)(s +359.4)

“

©

| -

Tablo 3.2. Hartley [48]’de elde edilen yakinsatilmis tam dereceli transfer fonksiyonlari

1 22045 +5004s° +5038s” +234.55 + 0.4840

017 §5 1359 85% 4+ 57425 + 424752 +147.7s + 0.2099
_60.95s* +816.95° +582.8s” +23.24s + 0.04934

02 7 5 1 1345* +956.55° +383.552 +8.953s5 + 0.01821
1 23.76s% +224.95” +129.1s% + 4.7335 +0.01052

03 7 5 4 64.515* +252.25° +63.6152 +1.104s + 0.002267
255" +558.557 +664.25% +44.155 + 0.1562

04 7 05 1125.65% +840.65° +317.25% +7.4285 + 0.02343
N 15.97s* +593.25” +1080s” +135.45 +1

05 7 5 113435 +10725° +543.45% +20.10s +0.1259
85795 +255.65° +405.3s” +35.93s + 0.1696
$%0 5% 194225% +472.95° +134.852 + 2.6395 + 0.009882
54065 +177.6s° +209.65° +9.197s + 0.0145
$7 5% 188.125% +279.25° +33.352 +1.9275 + 0.0002276
_5.2355” +1453s% + 53065 + 254.9

s 5% 1 658.15% + 570052 + 658 25 + 1

_ 1.766s” +38.275s + 4.914

5% 3 £36.1552 +7.7895 + 0.01

“

|

©

©

|

©

| -

©

| -

| -

| -

| -
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Elde edilen sonuglar; daha iyi bir yakinsamanin saglanmasinin N degerinden ¢ok pr
degerine bagl oldugunu gostermektedir. pr=0.001 rad/s kose frekansi i¢in elde edilen
yakinsama ¢ok daha iyi oldugundan, ilerleyen béliimlerde yapilacak simiilasyonlarda
Tablo 3.2’den faydalamilacaktir. Sekil 3.8’de, Tablo 3.2°deki yakinsatilmis transfer
fonksiyonlar1 ve kesir dereceli integratorlerin Bode Diyagramlart a=0.8, 0.5 ve 0.3 i¢in

verilmigstir. Elde edilen sonuglara gore ¢ok iyi bir yakinsamanin oldugu sdylenebilir.

3 I:I Sy, -

20

10

Genlik(dB)

-10

-20

-30

_4|:| L M | L M | L MR |

10 10 10 10 10
w(rad/s)

Sekil 3.8. ¢=0.8,0.5 ve 0.3 i¢in kesir dereceli integral ve yakinsamasinin Bode Diyagramlari

Sekil 3.9°da, Denklem (3.17)’de verilen ve Bolim 8’de kullanilacak gecikme
zamani elemani ile kesir dereceli integratorden olusan yapimin, a=0.9 ve =1 degerlerinde,
s=jo almarak polar diyagrami verilmistir. Yakinsamanin daha iyi fark edilebilmesi igin
sadece w =1 rad/s ve w,=20 rad/s frekans aralig1 gosterilmistir.

—ST

e

G*(s) =

(3.17)

a

N
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0.4

0.2

Sekil 3.9. G'(jw) kesir dereceli sistem (—) gergek ve (---) yakinsatilmus polar diyagramlari

Burada, z; gecikme zamanimi gostermektedir. Sekil 3.9’dan kesikli ¢izgilerle
gosterilen degisim a=0.9 i¢in Tablo 3.2’de verilen yakinsatilmis tam dereceli transfer
fonksiyonu kullanilarak elde edilen degisimi, diiz ¢izgi ise a=0.9 icin kesir dereceli
integrator kullanilarak elde edilen degisimi gostermektedir. Elde edilen sekilden de net

olarak yakinsama goriilmektedir.
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4. KESIiR DERECELiIi KONTROL

Kesir dereceli hesaplama ile birlikte, 20. yiizyilin ortalarindan itibaren dinamik
sistemlerin kontroliinde, kesir dereceli kontrolorler ve kontrol yapilari kullanilmaya
baslandi [4-6]. Fakat, bu caligmalar hesapsal giigliiklerden dolay1 ¢ok kisitli kalmigtir.
Yiizyilin sonlarma dogru, Axtell’in [7]’de konuyu giindeme tekrar getirmesiyle birlikte son
yillarda yogun bir sekilde kesir dereceli kontrol yapilariyla ilgili caligmalar yapilmistir [8-
36]. Bu yapilarda, gerek kontrolor gerekse kontrol edilen sistem kesir dereceli
olabilmektedir. Her durumda, sistemin tamami kesir dereceli bir kontrol sistemi halini
almaktadir. Bu boliimde, kesir dereceli kontrol yapilari ve kesir dereceli PI*D" kontrol

anlatilacaktir.

4.1. Kesir Dereceli Kontrol Yapilan

En basit haliyle, birim geri beslemeli Tek Girisli Tek Cikish (7TGTC) kesir dereceli

kontrol sistemi Sekil 4.1°de goriilmektedir.

r(?) e u »(1)
G (s) Gy (s) -

Y

Sekil 4.1. Birim geri beslemeli kesir dereceli kontrol sistemi

Burada; G (s) kontrolérii, G;k) (s) ise kontrol edilen sistemi temsil etmektedir. Sistemin,

kesir dereceli kapali ¢evrimli bir kontrol sistemi olabilmesi i¢in kontroloriin veya kontrol
edilen sistemlerden en az birinin kesir dereceli olmasi1 gerekmektedir.
Sekil 4.1’de verilen TGT(C kesir dereceli kontrol yapisi, (4.1)’de verilen

diferansiyel denklem ile tanimlanabilir.

a, D" y(t)+...+ alD,“ly(t) + aODf‘Oy(t) = mef'"r(t) +...+ leflr(t) + bODtﬁOr(t) 4.1



Burada, o,>...> a;> 0p>0 ve f>...> 1> fo=>0 olmak kaydiyla ay, Sk (k=0,1,2,...) rasgele
reel sayilar ve ay, by (k=0,1,2,...) katsayilardir.

Denklem (4.1)’in s- tanim bolgesindeki ifadesi,

Y(s) b, s +..+bs" +bys”’

- an al a0
R(s) a,s” +..+as” +a,s

G*(s) = (4.2)

olur. G¥(s), Sekil 4.1°de verilen kesir dereceli kontrol yapisimin transfer fonksiyonudur. Bu
durumda, G*(s)’min durum uzay modeli tam dereceli sistemlerde oldugu gibi (4.3)’deki

bi¢imde ifade edilir.

s*X(s)=A(s)X(s)+ B(s)R(s) 4.3)
Y(s)=C(s)X(s)

Kesir dereceli kontrol yapisinin literatiirdeki ilk ornegi, Sekil 4.2.°de verilen
dogrusal olmayan yapidaki kapali ¢evrimli bir sistemde, kesir dereceli tiirev operatoriiniin
kullanilarak pozisyon kontroliiniin yapilmasidir [4]. Bu ¢alismada; sistemin soniim orani,
Cnin kontroloriin derecesi a’ya bagh oldugu ve Ky kazancindan bagimsiz oldugunu
gosterilmistir. Ayrica, sistemin kararli ve dayanimli olmasi arasindaki en iyi dengenin,
0<o<1 aralhiginda saglandig1 gosterilmistir. Benzer sekilde Manabe [5]’te, dogrusal
olmayan bir sistemi kesir dereceli integral operatoriiyle Sekil 4.2°dekine benzer bir yapiyla
kontrol etmistir. Manabe’nin inceledigi sistemde, kontrol edilen sistem ve kontrolor kesir
dereceli integrator formunda segilmistir. Bu ¢alismada ayrica, sifir hiz hatali bir sistem igin

optimal parametrelerin kesir dereceli yapida olmasi1 gerektigi gosterilmistir.

O
Kys® " F o 1,8

Doyum

A

Y
Y

Sekil 4.2. Kesir dereceli D* kontrolérlii kapali gevrimli dogrusal olmayan sistemin pozisyon kontrolii

Yakin gecmiste ise kesir dereceli kontrol, ¢ok farkli kontrol yapilarinda

kullanilmigtir. Bunlardan birisi Model Referans Uyarlamali Kontrol (MRUK)’iin, kesir
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dereceli integrator ve tiirev kullanilarak elde edilmesidir [14,20]. Sekil 4.3(a) ve (b)’de
sirasiyla kesir dereceli integral ve tlirev kullanilarak elde edilen kontrol yapilarinin blok
semalar1 verilmistir. Burada, Gp.q(s) referans modelin ve G(s) kontrol edilecek sistemin
transfer fonksiyonunu, »: referans sinyali, #: kumanda sinyalini, y: sistem c¢ikigini yp:
referans model ¢ikisini, e: referans model ile kontrol edilen sistem arasindaki hatayi, &:
parametre vektoriinii ve y: uyarlama kazancim gostermektedir. Uygulamalarda Gioa(s)
kesir dereceli secilerek, G(s) sistemiyle arasindaki hataya bagli olarak IT kontroldriiniin
parametreleri ayarlanmaya calisiimistir.

Vinagre [14] ve Ladaci [20]’de verilen, kesir dereceli tiirev operatorii igeren tek
girigli tek ¢ikigh bir sistem, MRUK algoritmasi kullanilarak kontrol edilmek istendiginde,
kapali ¢evrimli sistemin kararliligi, tatminkar performans diizeyinde ve yiiksek bozucu
etkileri bertaraf etme yetenegiyle garanti edilmektedir. Ayrica benzer sonuglar, kesir
dereceli integral kullanimi i¢inde gegerlidir. Bu yapinin, giiriiltiiliiniin etkin oldugu ¢aligma
ortamlarinda ve tasarimcinin isteklerine karsilik verecek bazi kontrol sistemleri igin

avantajlar sagladigi gosterilmistir.
Model

Gmod(s )

Y

Kesir Dereceli Inegrator

-y/s*

Sistem

L G(s)
(a)
Model

Gmod(s )

Ym

Y

-y/s

Sistem Kesir Dereceli Tiirev

N G(s) " >

(b)

Sekil 4.3. a) Kesir dereceli integral kullanilan ve b) Kesir dereceli tiirev kullanilan, MRUK
algoritmasi
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Bir diger onemli kesir dereceli kontrol yontemi, CRONE olarak adlandirilan ve
Fransizca “Commande Robuste D’Ordere Non Entier” (anlami kesir dereceli dayanimli
kontrol) olarak agilimi verilen kontrol yapisidir [64]. CRONE yaklasimi, kesirli
dayanimliktan hareket ederek, bu dayanimli yapiy1 kontrol sistemlerine uygular.

Bu kontrol yapisinin anlagilabilmesi igin delikli bir seddin oniindeki suyun
dinamigi ele alinacaktir. Bu dinamik, (4.4)’de verilen matematiksel modelle ifade

edilmektedir.

L0
dt

+F(t)=0 (4.4)

Burada; M: suyun kiitlesini, V(7): delikli gozlerden gecen suyun hizini ve F(f): gdzenekli
seddin suya uyguladigi tepki kuvvetini temsil etmektedir. S ara yiizey alan1 olmak iizere,
(6)=0(?)/S ve F(t)=P(t)'S olarak ifade edilirse, Denklem (4.4)

Mw+P(t)=O

4.5
S* dt (45)

olur. Burada suyun akis1 (), su setinin ara yiizeyinde olusan basing P(f)’nin kesir dereceli

tiireviyle ifade edilebilir [64].

a-1
o(t) = 171 d }:(t) R 1<a<2 (4.6)
a)oa dt?
Bu durumda Denklem (4.5);
ML PO gy oo PO L py 2o (4.7)
S*\w,"" ) dt” dr”

halini alir. T degisken zaman sabiti olarak isimlendirilir ve (4.8)’deki ifadeyle tanimlanir.

r=[M IIJ (4.8)

@2 o«
S° o,
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Bu yapi, kesir dereceli dayanimli kontrol i¢in kullanilabilir. Bunun i¢in Denklem
(4.7ynin Laplas formundaki karakteristik denkleminin koklerine bakilarak, sistemin

dinamik davranisi oncelikle analiz edilecek olursa;

1+ ()" =0 (4.9.a)
()" =—1=e"/" (4.9.b)
denkleminden,

s, = %e”” (4.9.c)

kutuplar1 elde edilecektir. Bu kutuplar, kompleks eslenik yapidadir ve merkez agis1
20 (6=(n-n/a)) dir. Sekil 4.4°de, es séniim yar: dogru parcalar: olarak adlandirilan ve 8 ac1
degerleri kesir derecesi o tarafindan belirlenen s-diizlemindeki dayanimli yap1
verilmektedir. Sekilden, dogal frekans ve soniim oranlar1 kutuplarin konumundan

faydalanilarak dogrudan bulunabilir.

Im(s)
S+:Cl)u€+jn/a
+n/o.
\ O=n-T/ax
Es sOniim !
yar1 dogrulari}
! Re(s)
' -m/a
s=w,e”’™

Sekil 4.4. Kesirli dayanimli yapimin s-diizlemindeki gdsterimi
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o, :%sinﬁzésin(ﬂ—ﬂ/a):%sin(ﬂ/a) (4.10.a)

{(s)=cos@=cos(r—n/a)=—cos(w/a) (4.10.b)

Goriildiigii gibi dogal frekansi w,’nin, bagl oldugu parametrelerden biri kesir derecesi a
olmakla birlikte, soniim oran1 { yalnizca a’nin bir fonksiyonudur. (4.7) s- tanim bdlgesinde

tekrar yazilirsa;

(z)“ P(s)+ P(s)=0 (4.11.2)

P(s)= —&J P(s) (4.11.b)

olur. Burada, (1/(zs))” ifadesi bir kontrol blogu olarak diisiiniilebilir. Bu blok,

ﬂ(s)=(i]a =(wJ (4.11.c)
(A} S

olarak ifade edilebilir. Burada, w,=1/7’ dur ve birim kazang frekansi olarak adlandirilir. Bu

durumda pB(jo), o €|w,,w,], dayanimh kontroliin yapildig: frekans araligi olmak tizere,

eger CRONE kontrolér Sekil 4.1°deki G.*(jw) olarak ifade edilirse,

Bjo)=G!(jo)G* (jo) (4.11.d)
ifadesinden

koo _ B(jo)
G (jo) "% (o) (4.11.e)

olarak frekans cevabindan kesir dereceli kontrolor elde edilmis olur.
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Oustaloup [64], bu yapinin, arabalarin siispansiyon sistemlerinde kullanildiginda,

titresimlerin izole edilmesinde etkin bir ara¢ oldugunu gostermistir.
4.2. Kesir Dereceli PI"D" Kontrol

PID kontrolorler, giinlimiizde en fazla kullanilan kontrolérlerdir [65]. Tiim kontrol
yapilarinin yaklasik %90°’1 PID’dir. Integral, oransal ve tlirevden olusan yapida, integral
gecmiste sistemde olusan hatayi, oransal anlik sistemde olusan hatay1 ve tiirev de gelecekte
sistemde olusacak hatay1 diizeltmeyi hedefler. PID kontrolorler; proses kontrol, motor
stiriiciileri, manyetik ve optik hafizalar, otomotiv, ugus kontrolii, takim tezgahlar1 gibi bir

cok alanda uygulanmaktadir [1]. Tam dereceli bir PID kontroldriin transfer fonksiyonu;
Ki
Gc(s)zKp+T+de (4.12)

seklindedir. Burada; K,,: oransal, K;: integral, Kg: tiirev katsayilaridir. PID kontrolérler, PD
veya PI seklinde de kullanilabilmektedir. Bu iki kontrolor kaskad baglandiginda ise klasik
PID kontrolore donlismektedir. Bir kontrol sisteminde, PD kontrolorler séniim oranini ve
ylikselis zamanini etkileyebilmektedir ama siirekli durum cevabi {izerinde bir etkileri
yoktur. PI kontrolorler ise stirekli durum hatasini etkilemekte ama yiikselme zamanin
arttirmaktadir.

Bu kadar ¢ok kullanilan ve bir¢ok kontrol problemlerine ¢oziimler iiretebilen PID
kontroldrler kesir dereceli segilerek de kullanilabilir. Bu durumda Denklem (4.12),

(4.13)’deki kesir dereceli transfer fonksiyonuyla ifade edilecektir.
k Ki A
GC(S)ZKP+S_a+KdS (4.13)

Burada; tam dereceli PID kontrolérdeki gibi Kj: oransal, K;: integral, Kj: tiirev
katsayilaridir, 0<(a,4)<2 olmak kaydiyla, a: kesirli integral derecesini ve A: kesirli tiirev
derecesini gdstermektedir. Kesir dereceli PI*D"* kontrolér, Sekil 4.1°deki yapida G*.(s)

olarak secilirse, birim geri beslemeli yapi, kesir dereceli bir kontrol sistemine doniisecektir.
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Aslinda bu fikir ilk defa Podlubny tarafindan ortaya atildi ve gelistirildi [9,25-26].
Podlubny [26]’da, kesir dereceli PI*D" kontrolérlerin sadece tam dereceli sistemlerin degil
kesir dereceli sistemlerin de kontroliinde, etkin bir sekilde kullanildigini gostermistir.
Ayrica kesir dereceli PI°D" kontrolérlerin, tam dereceli PID kontrolérlere gore kontrol
kalitesini ve dayanimi arttirdigi gosterilmistir [28,66].

Sekil 4.5.(a)’da a=1 ve A=l i¢in tam dereceli P/D kontroloriin a-4 diizlemdeki

gosterimi, (b)’de ise kesirli halinin ayn1 diizlem tizerindeki gosterimi verilmistir.

A A
PD PD
1 @i e PID 1 PID
P PI P PI
5 ® > 5 >
1 1 a
(a) ¢ (b)

Sekil 4.5. a) Tam dereceli P-I-D diizlemi b) Kesir dereceli P-/-D diizlemi

Dikkat edilirse; tam dereceli kontrolor diizlem tizerinde 4 nokta ile ifade edilirken,
kesir dereceli kontroldr, tarali alandaki sonsuz nokta ile ifade edilebilmektedir. Ayrica; tam
dereceli PID kontrolérde kontrol parametreleri 3 tane olmasina ragmen, kesir dereceli
PI“D* kontrolérde kontrol parametre sayist 5’e ¢ikmaktadir. Bu durum, kontrol edilen
sisteme daha esnek bir miidahale imkan1 sunmaktadir. Optimal kontrol saglamak icin bu
parametrelerin uygun secilebilmesi Onemlidir ve bu amacgla tam dereceli PID
kontroldrlerde oldugu gibi genetik algoritmalar kullanilmistir [29].

Tam dereceli PID kontroloriin, K,=0.309, Ki=4.5 ve K4=0.0006 degerleri i¢in Sekil
4.6.(a), (b) ve (c)’de sirasiyla, diger katsayilar sabit kalmak sartiyla, farkli K, K; ve Kq4
degerleri i¢in Bode Diyagramlan elde edilmistir. Sekil 4.7.(a) ve (b)’de benzer sekilde
kesir dereceli PI*D* kontroloriin, sabit K,=0.309, Ki=4.5 ve K4=0.0006 degerlerinde,
sirastyla, diger degerler sabit kalmak kaydiyla, farkli a ve A degerleri i¢in Bode
Diyagramlar1 elde edilmistir.

Kesir dereceli PI“D" kontrol uygulamalarn sadece kesirli integral veya tiirev
uygulamalari olabilecegi gibi kesirli PI* veya PD"de olabilir. Ya da kesirli PI"D veya
PID" seklinde de uygulanabilmektedir [27,30-31]
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Sekil 4.6.a) Tam dereceli PID-farkli K, degerleri i¢cin Bode Diyagrami
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Sekil 4.6. b) Tam dereceli PID-farkli K; degerleri icin Bode Diyagrami
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Sekil 4.6. ¢) Tam dereceli PID-farkli Ky degerleri i¢in Bode Diyagrami
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Sekil 4.7. a) Kesir dereceli PI*D-farkli a degerleri i¢in Bode Diyagramu
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Sekil 4.7. b) Kesir dereceli PID"-farkl1 /. degerleri igin Bode Diyagrami
4.3. Kesir Dereceli Sistemlerde Kararhhk
Kararlilik, kontrol teorisindeki en temel sorundur. Bir kesir dereceli sistemin eger
tiim kutuplar1 Riemann diizlemi iizerinde negatif degerde veya negatif reel kisimda ise
kararlidir [1]. Bununla birlikte, kesir dereceli sistemler i¢in tam dereceli sistemlerde
oldugu gibi genel bir kararlilik analizi heniiz bulunmamastir.
Ozel kesir dereceli bir sistem icin kararlilik sorusu, kolay bir sekilde cevaplanabilir.

Ornegin, karakteristik denklemi F(s*)= N(s*)/D(s*) olan kesir dereceli bir sistemin kokleri

(4.14)’deki denklemin ¢6ziilmesiyle bulur.

() +a, (s“) " +..+as+a,=0 (4.14)

Burada, 0<o<1 dir. Eger ¢ =s* alinarak Denklem (4.14)’de yerine yazilirsa;

oc"+a, 0" +..+a0 +a, =0 (4.15)
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olur. Denklem (4.14)lin kararli olabilmesi i¢in, Riemann diizleminde (-z/2<arg(s)<z/2)
karakteristik denklemin tiim koklerinin sag yar1 s-diizleminde bulunmasi gerekir. Sekil
4.8°de o=s" doniisiimii yapildiginda, Denklem (4.15)’in kararlihigi, o-diizleminde tiim
koklerin -7/2(a)<arg(s*)<m/2(a) bolgesinin disinda olmasina baglhidir. Yani; F(s%) sistemi
icin kararliligin garantisi, Denklem (4.15)’in tiim koklerinin (4.16)’da verilen ifadeyle

taninan kapali acisal bolgenin disinda olmasiyla saglanabilecektir.

T

5 =
|arg( )| a 5

(4.16)

Burada, § burada kapali bolgeyi temsil etmektedir. Kesir dereceli F(s”) sisteminin durum
uzay gosterimi i¢in de durum gegis matrisi 4’nin tiim 6z degerleri, yukarida bahsedilen
bolgenin disinda olmasi kararlilik icin gereklidir. Ayni parametre degerlerinde, tam
dereceli kontrol sistemleri ile kesir dereceli kontrol sistemlerin kararlilik gereksinimleri
kiyaslanirsa, kesir dereceli yapilarin daha esnek oldugu goriilmektedir. Belirsizlik iceren
davraniglara karsi tam dereceli kontrol sistemlerinde, karakteristik denklemin parametreleri
ayarlanarak sistem belirsizlikten ¢ikarilabilir. Fakat, kesir dereceli kontrol sistemlerinin bu

esnek kararlilik 6zelligi belirsizlige karsi cok daha dayanimli bir yap1 ortaya koymaktadir.

Im(s) Im(o) (j a
Kararli Bolge Kararli Bolge
s-diizlemi o-diizlemi
Re(s) Re(o)
Kararl1 Bolge Kararl1 Bolge

2y

o

Sekil 4.8. Kesir dereceli F(s*) sistemin kararlilik bolgesinin geniglemesi

Tam dereceli sistemlerde oldugu gibi kesir dereceli sistemlerin kararliliginin tespiti
icin de, frekans cevap analizleri daha etkin ve uygundur. Kesir dereceli kontrol

sistemlerinin frekans cevabi, tam dereceli kontrol sistemlerinde oldugu gibi s=jw alinarak
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elde edilebilir. Bode Diyagrami veya Nyquist egrileri, bu sayede elde edilebilir ve
kararlilik analizi yapilabilir.

Sekil 3.1°de, 1/s* integratoriiniin Bode Diyagrami elde edilmisti. Elde edilen o
degerlerinde, faz marjini pozitif oldugundan elde edilen sonuclar i¢cin kapali ¢evrimli
sistem kararlidir. Fakat, a =2.2 i¢in =-a 90=2.2%90=198° olacag1 i¢in faz marjini pozitif
olacak ve sistem kararsiz olacaktir.

Nyquist kriteriyle kararlilik analizi yapilabilmesi i¢in, kesir dereceli kontrol
sisteminin ac¢ik ¢evrim transfer fonksiyonunun polar diyagraminin -14j0 noktasini
cevreleyip cevrelemedigine veya ka¢ defa cevreledigine bakilmalidir. Ornek olarak,
Denklem (4.17)’de verilen kesir dereceli sistemin kararliligi Nyquist kriteriyle incelenecek

olursa;

G () =—— 6 (4.17)
(s%)s® +1.834(s%)s + (s*) + 0.1667

oncelikle acik ¢evrim transfer fonksiyonu olan G(k)(s)’in kompleks diizlemdeki degisimine
bakmak gerekir. a=1, 0.9 ve 0.7 i¢in Sekil 4.9’da tam dereceli (a=1) ve kesir dereceli
(¢=0.9 ve 0.7) sisteme ait polar diyagram elde edilmistir.

Sekil 4.9’a gore iic farkli a degeri icin sistemin polar diyagrami gosterilmistir.
Nyquist kriterine gore kararlilii; elde edilen polar diyagramin -1+j0 noktasini kag defa
cevreledigi ve ayrica N ve G®(s) agik cevrim transfer fonksiyonunun sag yarl s-
diizlemindeki kutup sayis1 P belirleyecektir. (4.18)’deki ifade, kapali ¢evrimli sistemin sag

yar1 s-diizlemindeki kutup sayini vermektedir.

Z=P+N (4.18)

o=1 i¢in sistem, tam dereceli yapidadir. Sekil 4.9’a bakildiginda, egri -1+j0
noktasini bir defa ¢evrelemektedir. Bu durumda N=1 dir. G(s)’in s5;=-1, $,=-0.5 ve s3=-
0.334 olmak tizere 3 kutbu vardir ve bunlarin higbiri sag yan s-diizleminde degildir. Bu
durum i¢in P=0 olacaktir. Bdylece, kapali ¢evrimli sistemin sag yar1 s-diizlemdeki kutup
sayis1 Z=P+N=1 olarak bulunacaktir. Bu sonuca gore sistem, kararsiz bir yapiya sahiptir.

0=0.9 kesir dereceli sistem icin Sekil 4.9’a bakildiginda, egrinin -1+0 noktasin1 hig

¢evrelemedigi goriiliir. Bu durumda N=0 dir. G*(s)’in 5,=-1.027 ve §23~-0.61240.25 olmak

40



iizere 3 kutbu vardir ve bunlarin higbiri sag yari s-diizleminde degildir. Bu durum i¢in P=0
olacaktir. Boylece kapali ¢cevrimli sistemin sag yan s-diizlemdeki kutup sayis1 Z=P+N=0
olarak bulunacaktir. Bu sonuca gore sistem kararlidir.

Benzer sekilde a=0.7 kesir dereceli sistem igin Sekil 4.9’a bakildiginda, egrinin
-1+j0 noktasini hi¢ ¢evrelemedigi goriiliir. Bu durumda N=0 dir. Gk(s)’in 51=-1.2144 ve
§23~-0.684+£j0.405 olmak {iizere 3 kutbu vardir ve bunlarin hi¢biri sag yar s-diizleminde
degildir. Bu durum i¢in P=0 olacaktir. Boylece, kapali ¢evrimli sistemin sag yari s-
diizlemdeki kutup sayisi Z=P+N=0 olarak bulunacaktir. Bu sonuca gore de sistem

kararhdir.

0.5

—
o —

=00

-1.4

s -

Sekil 4.9. GY(jw)’mn, a=1, 0.9 ve 0.7 igin polar diyagrami
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5. DOGRUSAL OLMAYAN OZERK SISTEM DINAMIGi VE KAOS

Bir sisteme, eger toplamsallik teoremi uygulanamiyorsa o sistem dogrusal olmayan
bir sistemdir. Insan yapimi ve tabiattaki sistemlerin ¢cogu dogrusal olmayan yapidadir
[42-43]. Fakat matematiksel kolayligindan dolayi, siklikla temel dogrusal diferansiyel
denklemlere yakisatilirlar. Deneysel sonuglarla uyum igerisinde oldugu siirece, bu
basitlestirme islemi kabul edilebilmektedir. Dogrusal olmayan sistemlerin en Onemli
ozelliklerinden birisi, sistem giris isaretinin tipi ve genligine bagl olarak sistem cevabinin
belirgin farkliliklar gostermesidir. Dogrusal olmayan sistemler, dogrusal sistemlerde
goriinmeyen bircok davraniglar1  gostermektedir. Bu dogrusal olmayan sistem
davraniglarina; ¢oklu denge noktalari, kendinden uyarimli osilasyonlar (limit ¢evrim),
catallasma ve kaos, rezonans atlamasi, alt harmoniklerin iiretilmesi, asenkron soniimleme
ve frekans-genlik bagimlilig1 6rnek olarak verilebilir [43].

Dogrusal olmayan bir dinamik sistem (5.1)’deki formda verilen diferansiyel

denklemle ifade edilebilmektedir.
5= f(x0) (5.1)
Burada; f; nx1 boyutlu dogrusal olmayan vektér fonksiyonu ve x: nx1 boyutlu durum

vektoriidiir. n ise, durum degiskeni sayisi olup sistem derecesini gostermektedir. Denklem

(5.1)’e, kontrol isareti eklenecek olursa sistem,

x = f(x,u,t) (5.2.2)

seklinde ifade edilir. Burada kontrol isareti; u=g(x,?) ile tamimlanirsa, kapali ¢evrimli

dogrusal olmayan kontrol sistemi,

x= flx,g(x,1),t] (5.2.b)

seklinde tanmimlanacaktir. Dogrusal sistemler, zamana bagimli ve zamandan bagimsiz

sistemler olarak siiflandirilabilir. Bu siniflandirmayi, 4 katsayr matrisinin zamana baglh



olup olmamasi belirlemektedir. Dogrusal olmayan sistemler de bicimsel olarak, 6zerk ve

6zerk olmayan sistemler olarak siniflandirilabilir.

5.1. Dogrusal Olmayan Ozerk Sistem Dinamigi

Denklem (5.1)’de verilen sistemin, 6zerk bir sistem olabilmesi i¢in f’nin zamana

bagimli olmamasi gerekir. Bu durumda sistemin durum denklemleri,

x=f(x) (53)

olur. Aksi durumda sistem, 6zerk olmayan bir sistemdir. Tiim fiziksel sistemler, 6zerk
olmayan yapidadir denebilir. Ozerk sistem kavrami, dogrusal sistem kavrami gibi idealize
edilmis bir kavramdir. Bununla birlikte pratikte sistem 6zellikleri, siklikla ¢ok yavas da
olsa degismektedir. Fakat, zamana bagimli bu degisiklikler, pratikte anlamli bir hataya
sebep olmuyorsa ihmal edilebilir.

Ozerk ve dzerk olmayan sistemlerin arasindaki temel fark, dzerk sistemlerin durum
yoOriingelerinin baslangi¢c zamanindan bagimsiz olmasidir. Genel olarak, 6zerk olmayan
sistemlerde bu bdyle degildir. Bu nedenle, 6zerk olmayan sistemlerin analizlerinin
yapilmazi, dzerk sistemlere gore daha zordur. Ozerk sistemler analiz edilirken, asagida

agiklanan belirli kavramlarin kullanilmasi1 gerekmektedir.

5.1.1. Denge Noktalari
Sistem yoriingesine karsilik gelen noktaya, denge noktasi denmektedir. Bir sistem
yoriingesi ancak bir denge noktasina karsilik gelmektedir. Denge noktalarina gore,

dogrusal olmayan 6zerk sistemlerin kararlilik problemleri ¢oziilebilmektedir. Denklem

(5.3)’in denge noktalar1, matematiksel olarak Denklem (5.4)’iin ¢6ziimiiyle elde edilir.

fx)=0 (54

Burada x , denge noktalaridir.
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5.1.2. Dogrusallastirma ve Lokal Kararhhk

Dogrusallastirma; dogrusal olmayan sistemin lokal kararliligi ile ilgilidir. Dogrusal
olmayan sistem, kiiclik oranlardaki degisimler icin dogrusallastirilmis sisteme benzer
davraniglar gosterir.

(5.3)’de verilen ozerk sistem gz Oniine alinsin ve f{x)’in siirekli tiirevlenebilir
oldugu kabul edilsin. Bu sartlarda, dogrusal olmayan sistem dinamigi Denklem (5.5) ile
ifade edilebilir.

X = (—j X+ [y (%) (5.5)
ax x=0 ’

Burada; f,.4.(x), x’in yliksek dereceli terimlerini ifade etmektedir. (5.5)’deki Taylor agilimi
birinci terimden baglamaktadir. f{0)=0 oldugundan dolay1, denge noktasi x=0 dir. 4 katsay1
matrisi; x=0’daki f’in x’e gore Jakobien matrisini gostermektedir (0f; /Ox; elemanli nxn

matrisinden olusmaktadir).

_(9
4= (&JM (5.6.2)

Bu durumda, x=0 denge noktasindaki dogrusallastirilmis sistem (veya dogrusal yakinsama)
X = Ax (5.6.b)
olur. Bu yapmin kararligi i¢in, asagidaki degerlendirmeler yapilabilir.

e Eger A matrisinin tim 6z degerleri tamamen sol yar1 kompleks diizleminde ise
dogrusallastirilmis sistem kararlidir ve denge noktas1 asimptotik kararlidir.

e Eger 4 matrisinin 6z degerlerinden en az bir tanesi sag yar1 kompleks diizleminde
ise dogrusallastirilmis sistem ve denge noktasi kararsizdir.

e Eger A4 matrisinin tim 6z degerleri tamamen sol yar1 kompleks diizleminde ama en

az bir tanesi jow ekseni lizerinde ise dogrusallastirilmig sistem kritik kararlidir. Yani
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denge noktasi kararli, asimptotik kararli veya kararsiz olabilir. Bu durumdaki

sistemin kararlig1 hakkinda bir sey sOylenemez.

Ozerk dogrusal olmayan sistemlerde iissel kararli davranis, asimptotik kararli
davranig, limit ¢evrim, periyot katlama ve kaotik davranislar goriilebilmektedir.
Dogrusallastirilmis, dogrusal olmayan sistemin durum uzay analizleriyle, 6zerk sistem

davraniglari asagida agiklanacagi gibi gesitlilik gostermektedir.

5.1.3. Kararh veya Kararsiz Diigiim

Eger 6z degerlerin hepsi negatifse, bu nokta kararli diigiim olarak isimlendirilir.
Ciinkii, Sekil 5.1(a)’da goriildiigii gibi x ve x’nin her ikisi de fiissel olarak sifira
yakinsayacaklardir. Bu yapi, iissel kararli davranis olarak tanmimlanir. Eger 6z degerlerin
hepsi pozitifse, bu nokta kararsiz diigiim olarak isimlendirilir. Sekil 5.1(b)’den goriilecegi
gibi, x ve x ’nin her ikisi de {issel olarak sifirdan uzaklasacaklardir. Bu yapi {issel kararsiz
davranis olarak tanimlanir. Her iki durum i¢inde, 6z degerler reel eksen iizerindedir. Bu

nedenle, sistem yoriingesinde bir osilasyon s6z konusu olmayacaktir.

5.1.4. Eger Noktasi

Durum uzay diyagrami, eger’e benzedigi i¢in bu ismi almistir. Denge noktalarina
gore dogrusallastirilmis sistemin, 6z degerlerinden biri pozitif digeri negatif ise sistem

kararsiz olacaktir. Sekil 5.1(c)’de bu yap1 goriilmektedir.

5.1.5. Kararh veya Kararsiz Odak

Kararli odak, 6z degerlerin sol yar1 diizlemde kompleks eslenik olmas1 durumunda
meydana gelir. Bu durumda, x ve x’nmin her ikisi de asimptotik olarak orijine
yakinsayacaklardir. Bu durum asimptotik kararli yapiya karsilik gelmektedir ve Sekil
5.1.(dy’de bu yap1 goriilmektedir. Oz degerler, eger kompleks eslenik olarak sag yari
diizlemde iseler, bu durumda x ve x’min her ikisi de asimptotik olarak orijinden

uzaklasacaklardir. Sistem kararsiz yapidadir. Bu yap1 Sekil 5.1.(e)’de goriilmektedir.
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Sekil 5.1. Dogrusallastirilmis dogrusal olmayan sistemin durum uzay diyagramlari



5.1.6. Merkez Nokta

Sekil 5.1.(f)’de goriildigh gibi, tiim yoriingelerin elips oldugu ve bu yoriingelerin
merkezinde ise denge noktasinin oldugu yapidir. Bu yapida, 6z degerler kompleks eksen

uzerinde bulunmaktadir.

5.1.7. Limit Cevrim

Dogrusal olmayan sistemlerde, disardan uyar1 olmaksizin gozlenen sabit genlik ve
frekanslt osilasyonlara Limit Cevrim (L() veya kendinden uyarimli osilasyonlar
denmektedir. 1920 yilinda Balthasar Van der Pol kendi adiyla anilan {inli osilator
dinamikleriyle bu 6nemli olay1 basit¢e gdstermistir [43].

Durum uzay gosteriminde L, kapal1 izole egri olarak tanimlanir. Yani yoriingenin
kapal1 (hareketin dogal bir periyoduna isaret eder) ve izole(¢evrimin dogal sinirlarina isaret

eder) olmasi gerekir. LC nin, yakinindaki yoriingelere gore ti¢ farkl: tipi vardir:

1. Kararli LC: Tim yoriingeler, Sekil 5.2.(a)’da goriildiigii gibi L(’ye yakinsar.
2. Kararsiz LC: Tiim ydriingeler Sekil 5.2.(b)’de verildigi gibi L den uzaklasir.
3. Yar Kararli LC: Sekil 5.2.(c)’de goriildiigli gibi baz1 yoriingeler LC’ye komsu

bolgelerden uzaklasirken, bazi yoriingeler yakinsamaktadir.

Van der Pol osilatérii matematiksel olarak Denklem (5.7.a)’daki diferansiyel

denklemle tanimlanmaktadir.

mi +2c(x* = Dx +kx =0 (5.7.a)

Burada; m, ¢ ve k pozitif sayilardir. Eger m=1, ¢=0.4 ve k=1 alinarak sistemin
MATLAB/Simiilink ortaminda benzetimi yapilirsa, Sekil 5.3’teki LC davranis elde

edilecektir.
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Sekil 5.2. Kararli, kararsiz ve yari kararli LC

x04(2.5,2)

]
T

X2
]
T

Sekil 5.3. m=1, ¢=0.4 ve k=1 i¢in Van der Pol osilatoriiniin durum uzay diyagrami

Ikinci dereceden bir dzerk sistem

X = fi(x,,x,) (5.8.2)
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X, = f5(x;,x,) (5.8.b)

bagintilariyla tanimlanabilir. Burada; x; ve x, sistemin durum degiskenleri, f; ve £,
fonksiyonlar1 ise durum degiskenlerinin dogrusal olmayan fonksiyonlaridir. Denklem (5.8)
ile tanimlanan dogrusal olmayan 6zerk sistem i¢in L(’nin varlig1 Poincare, Bendixson ve

Poincare-Bendixson teoremleriye tespit edilebilir [43].

Teorem 5.1(Poincare): N, L( tarafindan c¢evrelenen diigiim, merkez ve odaklarin

sayisini ve S, cevrelenen eger noktasi sayisini vermek tizere, Denklem (5.8) ile

tanmimlanan ikinci derece ozerk sistemde N=S+1 olmasi durumunda LC vardir.

Teorem 5.2(Bendixson): Denklem (5.8 )’ ile tanmimlanan dogrusal olmayan sistem

icin durum uzay diyagrammmn bir  Q bolgesinde, 0f;/0x;+0f>/0x, ifadesinin

kaybolmamasi ve isaret degistirmemesi durumunda LC mevcut olmayabilir.

Teorem_35.3(Poincare-Bendixson): Denklem (5.8) deki dogrusal olmayan sistem

icin stmirlt bir Q bélgesinde asagida verilenler dogrudur.
- Yoriinge, bir denge noktasina gitmektedir.

-Yoriinge, asimptotik bir LC olmaya meyillidir

-Yoriinge, bir L nin kendisidir.

5.2. Kaos ve Kaotik Davranislar

Son yillarda, kaos teorisi ve dogrusal olmayan sistemlerde gozlenen ve tuhaf
cekiciler olarak adlandirilan kaotik dinamikler arastirmacilar tarafindan yogun bir sekilde
calisilmaktadir [37-41]. Kaos; baslangi¢ sartlarina hassas bagli davranmig gosteren
deterministik bir sistemde, diizensiz davramislar olarak tanimlanmaktadir. Deterministik
sistemler; sistem davraniglarinin, sistem parametreleri ve baglangic sartlar1 tarafindan
belirlendigi sistemler oldugundan dolay1 giiriiltii ile kaos arasindaki en 6nemli farkliliktir.

Denklem (5.1)’de verilen dogrusal olmayan siirekli zamanli bir sistemde kaosun

gozlenebilmesi igin;
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e Sistemin durum degisken sayisi, n >3 olmasi,
e Sistemin dogrusal olmayan en az bir eleman igermesi,

e Sistemin baglangi¢ sartina hassas bagli olmasi,

gerekir [38]. Siirekli zamanlh bir sistemde kaosun gozlenebilmesi icin, sistemin en az ii¢
tane durum degiskenine sahip olmasi gerekir. Yani; tam dereceli sistemler igin sistem
derecesinin n >3 olmasi gerekir. Fiziksel olarak bunun anlami ise, 6zerk bir sistemin en az
lic tane enerji depolayan elemanin olmasi gerekliligidir. Dogadaki ve insan yapimi
sistemlerin hemen hemen hepsi, dogrusal olmayan yapidadirlar. Bu sartlara gore birgok
sistemde, kaosla karsilasma olasili1 yiiksektir. Fakat, kaotik dinamigin en dnemli 6zelligi
olan baslangi¢ sartina hassas baglilik, her 3. derece ve iizeri dogrusal olmayan sistemde
gozlenmez. Baglangic sartina sistem yoriingesinin duyarlilif1 veya baslangi¢ sartina hassas
baglilik, su sekilde agiklanabilir: Kaotik olmayan bir sistemde, bir durum degiskeninin,
birbirine ¢ok yakin iki farkli baslangic sartlart i¢in sistem ydoriingelerinden birinin, diger
baslangic sartina gore elde edilen yoriingeye bakilarak tahmin edilebilmesi s6z konusudur.
Kaotik bir sistemde bu olanaksizdir. Kaotik sistemde, sistem durum degiskeninin birbirine
cok yakin iki farkli baslangic degeri icin sistem yoriingesi, kisa bir siire sonra birbiriyle
iligkisi tahmin edilemeyecek derecede degisim gosterir [37].

Bu durumun daha iyi anlagilabilmesi i¢in, Lorenz Denklemi incelenecektir. Lorenz
modeli, iklim ve hava durumu tahmini i¢in kullanilan 6nemli bir aractir ve dogrusal

olmayan bir yapidadir [44]. Lorenz denklemlerinin durum uzay formunda ifadesi

X =0(x, —x)) (5.9.2)
X, =x(p—x)—x, (5.9.b)
Xy = X%, — fx, (5.9.¢0)

seklindedir. Burada; o, p ve f >0 olan katsayilardir, x;: 1s1 yayilim devrilme oranini, x:
yatay sicaklik degisim miktarini ve x3: dikey sicaklik degisim miktarini temsil etmektedir.

Eger o =10 ve f=8/3 sabit alinarak, p degistirilirse p=28 degerinde sistem kaotik davranis
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gosterir. Sekil 5.4’te, bu degerler ve x((0.5, 0, 0) baslangi¢c degeri icin MATLAB/Simiilink
ortaminda Lorenz denkleminin elde edilmis {ic boyutlu durum uzay diyagrami

verilmektedir.

Sekil 5.4. =10, =8/3 ve p=28 icin Lorenz denkleminin {i¢ boyutlu durum uzay diyagrami

Sekil 5.4’ten de goriildiigi gibi, sistem kaotik davranig gostermektedir. Bu sistemin
baslangi¢ sartina hassas bagli oldugunu gostermek i¢in, x; durum degiskeninin x¢(0.5, 0, 0)
baslangi¢ sartinda izledigi yoriinge ile x((0.50001, 0, 0) baslangi¢ sartinda izledigi yoriinge
arasindaki farka bakmak gerekir. Sekil 5.5.(a) ve (b)’de, verilen farkli baslangi¢ sartlarinda
x1 durum degiskeninin zamana gore degisimleri, (c)’de ise iki yoriinge arasindaki farkin
zamana gore degisimleri goriilmektedir. Sekil 5.5’e dikkat edilirse, baglangi¢ sartindaki elli
binde birlik bir degisime karsilik iki yoriinge arasindaki fark, sinyalin kendisinden biiyiik

degerlere ulasmaktadir.
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Sekil 5.5. a) ch(O.S, 0, 0) baslangig sart1 i¢in x,’in b) x¢(0.50001, 0, 0) baslangi¢ sart1 i¢in x;’in ve
¢) Iki yoriinge arasindaki fark, e’nin zamana gore degisimleri

Sekil 5.5.(c)’de goriildiigli gibi, baslangicta <35 i¢in iki yorlinge arasindaki fark c¢ok
kiigiiktiir. Ancak #>35 i¢in hata, gittikce artmakta ve bir siire sonra tahmin edilemeyecek
bir degisim gostermektedir. Buradan acgik¢a gorildiigii gibi 7>35’den sonra sistem
yoriingesinin degisimi, <35 kismina bakilarak farkli baslangic degerleri i¢in tahmin
edilemez. Kaotik olmayan dinamik davranislarda ise bu durum gozlenmez. Eger o, ve f
ayni kalmak kaydiyla p=99.96 alinirsa, Sekil 5.6’da elde edilen periyot katlamali L{
davranisi sistemde gdzlenir. Bu davranig, kaotik davranis degildir ve sistemde baslangi¢
sartina hassas bagli davranisin gerceklesmemesi gerekir. Bunu gozlemleyebilmek icin
Sekil 5.7.(a) ve (b)’de x; durum degiskeninin, sirastyla xo(0.5, 0, 0) ve x¢(0.501, 0, 0)
baslangi¢ sartlarinda izledigi yoriingelerin zamana gore degisimi, (c)’de ise iki ydriinge
arasindaki farkin zamana gore degisimleri verilmistir. Bu sistem parametreleri igin iki
farkli basglangic sarti arasindaki fark biiylik tutulmasina ragmen, iki yoriinge arasindaki
hata ihmal edilecek boyuttadir. Bu durumda, gegici rejim bittikten sonra, LC osilasyonun

karakteristigi rahatlikla farkli baglangi¢ sartlari igin tahmin edilebilir.

52



Sekil 5.6.
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Sekil 5.7. a) x,(0.5, 0, 0) baslangi¢ sart1 i¢in x;’in, b) x(0.501, 0, 0) baslangi¢ sart1 i¢in x;’in ve

¢) Tki yoriinge arasindaki fark, e’nin zamana gore degisimleri
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Sonug olarak, kaotik bir sistemin temel O6zellikleri genel olarak asagidaki gibi

Ozetlenebilir:

e Sistem, deterministlik yapidadir.
e Sistemin yoriingesi, belirli sinirlar igerisindedir (tuhaf ¢ekici).
e Sistemin yoriingeleri, periyodik yapida degildir. Asla birbirini tekrar etmezler.

e Sistem, baglangic sartlarina hassas bagl yapidadir.

5.3. Kaosun Tespiti

Kaotik davranmiglarin tespitinde kullanilan yontemler, sistemin kaotik davranis

gosterip gostermedigini ortaya koymak amaciyla kullanilmaktadir. Bu yontemler;

e Zaman yo0riingesinin izlenmesi,

e Durum uzay diyagraminin incelenmesi,
e Lyapunov iisleri,

e Poincare haritasi,

e Gii¢ spektrumu,

e (atallasma diyagrami

olarak isimlendirilirler [37]. Bu yontemlerle, nicel veya nitel olarak kaotik davranislarin
varlig1 tespit edilebilmektedir. Bu ydntemlerden; Lyapunov Usleri, Poincare Harita ve
Catallagma Diyagrami asagida verilecektir. Bu kaos analiz yontemleri anlatilirken,

Denklem (5.10)’da durum uzay formunda denklemleri verilen basit sarkag incelenecektir.

a')=—la)—sin¢9+gcos¢ (5.10.a)
q

0=w (5.10.b)

b=w, (5.10.c)
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Burada; ¢ = w,t + ¢, dir. g: basit sarkacin uzunlugu, g: siirme isaretinin genligi, wp: siirme

isaretinin agisal hizi, 6: basit sarkacin normal ile yaptig1 ag1 ve w: basit sarkacin agisal

hizin1 temsil etmektedir.
5.3.1. Lyapunov Usleri

Kaotik davranisin nicel olarak tespiti i¢in kullanilan yontemlerden biri, Lyapunov
uisleridir [41]. Bu yontem, kaotik davranis ile rasgele dis etkilerden olusan giiriiltiiyii ayirt
edilebilmekte ve nicel olarak kaotik davranisin derecesini gostermektedir. Denklem (5.3)
ile ifade edilen sistemin, birbirine yakin iki farkli baslangi¢ sart1 i¢in elde edilen sistem
yoriingeleri, x(f) ve xo(¢) olsun ve sirasiyla x ve x, iki yoriingenin baslangi¢ degerleri kabul
edilsin. Ayrica iki yoriinge arasindaki farkta s ile gosterilsin. Denklem (5.3) Taylor serisine

acildiginda;

df (x) (x=x,)+ .. (5.11.)

dx x0

Jx) =1 (x)+

elde edilir. Burada ilk tiirev teriminden sonrasi ihmal edilecektir. Iki yoriinge arasindaki

farkin degigsim orani ise;

=5k = - f0) =T () (5.11.b)

dx|

biciminde elde edilir. Zamanla ayrismanin iissel yapida olmasi beklenecektir ve Lyapunov

ussi olarak tanimlanan A ile temsil edilecektir.

s(t) = s(t,)e™" (5.11.c)

=0 i¢in Denklem (5.11.c)’nin zamana gore tiirevi alinacak olursa,

§ = As(0)e™ = As (5.11.d)
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olur, Denklem (5.11.b) ile (5.11.d) esitlenirse,

PR AC)) (5.11.¢)
dx x0

ifadesi elde edilir. Goriildiigli gibi eger 4 pozitif ise iki yoriinge birbirinden uzaklasiyor,
eger A negatif ise iki yoriinge birbirine yaklasiyor demektir.

Kaotik sistemlerin en Onemli 0Ozelligi olan birbirine ¢ok yakin baslangig
degerlerindeki sistem yoriingelerinin birbirinden iraksamasi, zamana gore {issel degisimin
gostergesidir. Eger, ¢, baslangic zamam ile ¢ arasindaki iki yoriingede, 7 Ornekleme
araliginda n tane Ornek alinacak olursa, matematiksel olarak (5.12.a)’deki esitlik elde

edilir.
t—t,=nt (5.12.a)

Burada; x; yoriingesi iizerindeki, xi(%), xi(t1), xi(t2),...,xi(t,) degerlerine, sirastyla xjo, Xij,
Xi2,..., Xin degerlerinin karsilik geldigi ve xjp noktasina ¢ok yakin bir degerden baglayan
baska bir x; yoriingesinin ise, xj(t), xj(t1), xj(%2),...,xj(t,) degerlerine karsilik, sirasiyla x;jo,
Xj1, Xj2,..., Xjn degerlerinin karsilik geldigi kabul edilsin. Bu durumda iki farkli yoriinge

arasindaki belirli araliktaki fark dizisi, (5.12.b)’deki gibi elde edilecektir.

d, =‘xi —xj‘

d, =|x., X
dy =X, =X,
(5.12.b)
dn = xt+n _xj+n
Eger iki yoriinge arasindaki farkin iissel degistigi kabul edilirse,
d, =d,e” (5.12.¢)
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olacaktir. Her iki tarafin dogal logaritmasi alinirsa, (5.12.d) elde edilir.
A, = lln[d—”J (5.12.d)

Elde edilen 4 Lyapunov iissii olarak tanimlanmaktadir. Eger ortalama Lyapunov iissii elde

edilmek isteniyorsa,

1 N
Ao == D4 5.13
o =y LA (5.13)

ifadesi kullanilacaktir. Sisteme ait zaman serilerinden faydalanilarak, kiigiik bir 6rnekleme
araligr icin Lyapunov isleri elde edilebilir [67-68]. Elde edilen A degerleri igerisinde
maksimum degere sahip olana da maksimum Lyapunov iissii denir. Bu deger eger sifirdan
biiyiikse, sistemde kaotik davranig kanitlanmis demektir. Sifir ve negatif degerler almissa,
en azindan drneklenen bolgedeki degerlere gore sistemde kaos yoktur denir.

Denklem (5.10)’da siiriilen basit sarkacin, wp=2/3 rad/s, g=2 m ve g=1, 1.18, 1.45,
1.5 i¢in Sekil 5.8’de simiilasyon sonuglarina gore elde edilen durum uzay diyagramlari
goriilmektedir. Buna gore g=1 ic¢in sistemde LC davranig varken, g=1.45’de periyot
katlama davramis1 goriilmekte ve g=1.18 ve 1.5’te ise kaotik davranis gozlenmektedir.
Simiilasyonda elde edilen @ durum degiskeninin yoriingesinden faydalanilarak, Lyapunov
iisleri elde edilebilir. Bu durumda; g=1 igin Apnx=0 ve A= -0.0469; ¢=1.18 icin
Amax= 0.0046 ve 1,,=0.0043; g=1.45 i¢in Apax=0 ve Aor=-0.0091; g=1.5 icin Ap=0.0035 ve
Aort=0.0027 degerleri bulunacaktir. Elde edilen Lyapunov {iislerinin Sekil 5.8’de verilen

sonuclar1 dogruladigr goriilmektedir.
5.3.2. Poincare Haritas:

Periyodik olarak siiriilen osilatorlerin, ii¢c boyutlu durum uzayiyla (x;, x,, ¢) ilgili
standart bir teknik olan Poincare harita, Sekil 5.9°da goriildiigii gibi yoriingenin zamana

gore T=27/wp periyoduyla drneklenerek (x;,x;) lizerine iz diisiimiiniin ger¢eklestirilmesidir

[69]. Burada, T slirme isaretinin periyodunu gdostermektedir.
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Sekil 5.8. Basit sarkacin wp=2/3 ve g=2 a) g=1, b) g=1.18, ¢) g=1.45 ve d) g=1.5 durum uzay
diyagramlart
X2

?\_% /“

i i+1 (@) i+2

X2

X1

®

Sekil 5.9. Siiriilen dogrusal olmayan bir sistemin a) Ug boyutlu durum uzayi, b) Poincare haritasi
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Sekil 5.9’dan agikca goriilecegi gibi, benzer bir yoriingede her bir =mT yiizeyinde
(m=1,2,3,...) yoriingelerin olusturdugu noktalar benzer olacaktir. Bununla birlikte, Sekil
5.9.(a)’ya dikkat edilirse, yoriingenin 27 periyotlu bir osilasyon yaptigi1 goriilecektir.
Sekil5.9.(b)’den goriilecegi gibi, yiizey {lizerinde olusan A ve B noktalar1 periyot
katlamanin oldugunu gostermektedir.

Sistem siirekli duruma ulagincaya kadar olusan gecici durumun siiresine bagli
olarak, Poincare haritasinda kendini tekrarlamayan ve sadece gecici davranista gézlenen
noktalarda Orneklenebilir. Sistem davramiginin net bir sekilde analiz edilebilmesi igin
yoriingenin gegici durum digindaki kismi alinarak, bu haritanin elde edilmesi
gerekmektedir. Poincare haritada, periyot katlama davranislarida agik bir sekilde
gozlemlenebilir. Catallasma ve kaotik davraniglar gibi karmasik yoriingelerin Poincare
haritas1 ¢ikarildiginda, bir veya dagimik birka¢ nokta degil de ¢ok sayida noktalardan
olusan bir sekil olusacaktir. Sekil 5.10°da, basit sarkacin kaotik davranig gdstermesi ve

periyodik davranis gostermesi durumu i¢in elde edilmis Poincare haritalar goriilmektedir.

2,04

Pl

w(rad/s)
[
=
1

2,04
q=2, 0p=2/3, g=1.5 (@)
T T T T T T T
-30 20 -1.0 0,0 1,0 2.0 3,0
O(rad)
2,':" {, --\\I‘ /,_\\ l,_.\\l
= .+
= _
§, 0.0
S
-20-
q=2, wp=2/3, g=1 )
T T T T T T T
-30 20 -1.0 0.0 1,0 2.0 3.0
O(rad)
Sekil 5.10. Siiriilen basit sarkacin wp=2/3 rad/s, ¢=2 ve a) g=1.5,b) g=1 i¢in Poincare
haritasi
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Sekil 5.10.(a)’da sistemin kaotik davranis gosterdigi goriilmekte, (b)’de ise periyodik bir
davranis sekline sahip oldugu sonucuna rahatlikla varilabilmektedir. Nitekim Sekil 5.8’de

verilen durum uzay diyagramlari, bu sonucu net bir sekilde ortaya koymaktadir.

5.3.3. Catallasma Diyagrami

Sistem davraniglari, sistemin Ozelliklerini belirleyen degerlere baghdir. Bu
degerlere, sistem parametresi denmektedir. Genellikle sistem parametresinde meydana
gelen ufak degisiklikler, sistemin davranisi tizerinde ufak farkliliklar olusturur. Fakat bazen
sistem parametresinde olusan veya olusturulan ufak bir degisiklik, sistemin davraniginda
biiyiik farklilagsmaya sebep olabilir. Bu duruma da, catallasma adi verilir [70]. Daha teknik
olarak catallasma, sistem parametresinin degismesiyle c¢ekici noktanin kararliginda
meydana gelen degismeyle, ani olusan davramis kaymasi olarak ta tanimlanabilir.
Catallagsma, bir sistemde LC, periyot katlama, periyodumsu davranis ve kaos seklinde
olugabilir. Bu bir genelleme olmamakla birlikte, catallasmanin baslamasi sistemin kaotik
davranisa gidiyor oldugunun bir isareti olarak degerlendirilebilir.

Bir sistemde catallasma, catallasma diyagrami ile goriilebilir. Catallasma
diyagrami; bir sistem parametresine gore sistem degiskenlerinden birinin grafiksel
gosterimine denir. Diyagram; x-ekseni bir sistem parametresine gore degisirken, y-ekseni
zamana gore elde edilen diger degiskenin bircok degerini noktalayarak elde edilmektedir.
Bu sayede x-eksenindeki sistem parametresinde olusacak cok kiigiik degismelere karsilik,
sistemin davranisinda olusacak ani degisiklikler tespit edilebilecektir.

Kaotik bir sistemin catallagma diyagrami, fraktal bir yapiya sahiptir [70]. Bu yap1
seklin ¢ok kiiclik bir bolgesinin, ¢ok genis bir bdlgesiyle benzer oldugu anlamina
gelmektedir.

Sekil 5.11°de, Denklem (5.10)’da verilen sistemin catallasma diyagrami, sarkact
siiren isaretin genligi g’ye gore elde edilmistir. Sekilden; yaklasik olarak sistemde
2=1.08"den itibaren catallagmanin basladigi, g=1.1’de sistemin kaosa girdigi ve g=1.12"de
sistemin kaostan ¢iktig1 periyot katlama davranisi sergiledigi soylenebilir. Bu
degerlendirmeler, elde edilen diyagramin diger bolgeleri iginde yapilabilir. Bu diyagram

Lyapunov iisleri ve Poincare haritada elde edilen sonuclarla da ortiismektedir.
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Sekil 5.11. Siiriilen basit sarkacin wp=2/3 rad/s ve ¢=2 igin g sistem parametresine gore
catallagma diyagrami

5.4. Kaos Kontrol

Kaos, diizensizlik ve kestirilememezlik icerdiginden dolayr bir ¢ok kontrol
sisteminde varligi istenmemektedir. Fakat, giivenli haberlesmenin saglanmas1 gibi
durumlarda da istenmektedir [71-72]. Bu nedenle kaos kontrolii, kaos kadar 6dnemli bir
konu halini almistir. Kaos kontrolii, genel olarak iki baslikta incelenebilir. Bunlardan birisi
giincel sistem yoriingesinin takip edilerek, sistemin arzulanan sistem yoriingesinde
kalmasin1 saglayacak olan geri beslemeli yapidir. Digeri ise sisteme ait bilgi ve 6zellikleri,
kaotik davramisi degistirmede veya istenilen davranisi saglamasi yoniinde kullanmay1
amaglayan geri beslemeli olmayan yapidir. Geri beslemeli metotlar, kontrol edilen
sistemleri degistirmeden kaotik garip cekiciler iizerindeki kararsiz periyodik yoriingeleri,
kararli hale getirir. Geri beslemeli olmayan metotlarda ise, kontrol edilen sistemin
parametrelerinden biri ¢cok az degistirilerek, kaotik yoriingelerden baslangi¢ yoriingesine
sistem davranigi degistirilir [46]. Bir dinamik sistemde kaotik davraniglarin degistirilmesi,
parametre uzayinda yerinin farkli bir bélgeye alinmasi veya kaldirmasini saglayan bir ¢ok
metot vardir. Bunlardan birisi Ott-Grebogi-York (OYG) metodudur [73]. Bu metod; genel
ve giivenilir olmakla birlikte, duyarli ve yiiksek hassasiyetli olarak yoriingenin takip
edilmesini ve geri beslemeli olarak ¢alistirilmasini gerektirmektedir. Bu durum, 6zellikle
bazi uygulamali sistemlerin ¢ok zahmetli ve pahali olmasma sebep olmaktadir. Geri

beslemeli olmayan yaklasimlar ise daha esnek ve sistemi iyi tanimlayan denklemelerin
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kullantimimi gerektirir. Fakat, bu metotlarda sistem yoriingesinin takip edilmesine gerek

yoktur ve kontrol islemi herhangi bir zamanda uygulanabilir. Bu sayede sistem periyodik

bir yoriingeden kaotik davranig gostermeyen baska bir periyodik yoriingeye gegirilebilir.

Bu kontrol yontemlerinden bazilar, asagida genel 6zellikleriyle birlikte verilecektir.

5.4.1. Ott-Grebogi-Yorke (OGY) Metodu

Bu metot; kaosun, kaotik cekici icerisinde gomiilii bulunan smirsiz sayidaki

kararsiz yorlingelerden birinin golgelemesiyle bastirilabildigini gostermistir [46]. Bu

metodun temel kabulleri asagida verildigi gibidir.

Sistem dinamigi »-boyutlu harita formunda tanmmlanabilir, ¢,,, = f($,.p)
(6rnegin Poincare harita).

p, calisilan yoriingenin olustugu nominal sistem parametresi p “nin gok yakininda
degistirilebilir ve ulagilabilir bir sistem parametresidir.

Bup degeri i¢in sistem, kararli hale getirilmek istenen ¢ekici civarindaki periyodik
bir yoriingeye yonlendirilir.

p’nin kiiglik degisimleri igin sistemin bdlgesel sistem davraniglarinda kiigiik
degisiklikler olur ve p’nin degisimiyle bu yoriingenin pozisyonu gilivenilir bir

sekilde degistirilmis olur.

(¢, p parametre degeri igin f haritasi iizerinde var olan sabit bir noktay1 temsil etmek

kaydiyla, Sekil 5.12’de bu metot grafiksel olarak verilmistir. Bu metodun ana 6zellikleri

ise asagida siralandigi gibidir.

Sistemin dinamik modeli gerekmez. Deneysel olarak elde edilen, zaman serisi bile
yeterli olabilmektedir.

Her hangi bir erigilebilir parametre, kontrol parametresi olarak kullanilabilir.

Hata ve giiriiltii yoksa uygulanan kontrol sinyali, kontrolii ger¢eklestirmek igin
yeterlidir.

Giriilt, kararh hale getirilmis yoriingeyi bozabilir.

Sistemin istenen ydoriingeye oturabilmesi i¢in sistem, gecici kaotik davranig

gosterir.
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(N‘F 1

Sekil 5.12. OGY Metodunun sekilsel gosterimi

Bu yontemin kullanilmasina 6rnek olarak, bulanik kontrolorler ile yapilan kaos

kontrol uygulamalar verilebilir [74].

5.4.2. Pyragas Metodu

Bir diger geri beslemeli kaos kontrol metodudur. OGY metodunda karsilasilan
problemlerden kurtulabilmek i¢in, Pyragas [75] tarafindan siirekli zamanl sistemler igin
Onerilmistir. Bu metot; belirli sartlar altinda, kararsiz periyodik yoriingeleri, bozulmusg
stirekli zamanli yapiya doniistiirerek kararli hale getirmektedir. Bu durum, Sekil 5.13’de

verilen iki farkli geri beslemeli yapiyla saglanabilmektedir.

¥

x(%) Kaotik

Sistem

Acos(wt)

(@)

¥

x(?) Kaotik

Sistem

O O—0O

Gecikme

)

Sekil 5.13. a) Disardan bozucu bir etki kullanilarak, b) Gecikme zamani kullanilarak
yapilan kontrol

Sekil 5.13.(a)’daki yapi, disardan geri beslemeli sistemin periyodik bir isaret kullanilarak
siiriilmesiyle saglanabilmektedir. Sekil 5.13.(b)’deki yapi1 ise disaridan geri beslemeli
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sisteme bir enerji girisinin olmadig1 gecikmeli kendi kendine kontroliin saglandig1 yapidir.
Kontroliin gerceklesebilmesi i¢in kaotik ¢ekicide gomiilii bulunan kararsiz periyodik
yoriingelerden birinin periyodunun, disardan sistemi siiren isaretin periyodu 27/w’ya ya da
7 gecikme zamanina esit olmas1 gerekir.

Bu metodun genel avantajlari ise asagida verilmektedir.

e Orijinal sisteme ait her hangi bir ¢6ziim, kontrol amaci olarak segilebilir.
e Kontroldr, ¢ok basit bir yapiya sahiptir.
e Erisilebilir bir sistem parametresine gerek duyulmaz.

e Kiiciik parametre degisimlerinden ve bazi uygulamalar i¢in giiriiltiiden etkilenmez.

5.4.3. Geri Beslemeli Olmayan Kaos Kontrolii

5.4.3.1. Calisma Kosullar1 ile Kaos Kontrol Metodu

Calisma kosullan ile kaos kontrolii, analitik veya niimerik yontemler kullanarak
parametre uzayindaki kaotik bolgeyi bulmaya veya tahmin etmeye yarar. Boylece, elde
edilen parametre uzayia gore yapilan degisikliklerle, kaos kontrolii gergeklestirilebilir. Bu
metod, sistem parametrelerinden biri veya bir kac¢i kaydirilarak sistemin davranisi

kaotiklikten ¢ikarilip periyodik bir hale getirilebilir [46].

5.4.3.2. Sistem Tasarimi ile Kaos Kontrol Metodu

Bu metod, uygun sistem tasarimiyla sistemi kaostan kurtarmak veya ortadan
kaldirmak diisiincesine dayanmaktadir. Sistemi kaotik davramigtan kurtarmak, ayni
zamanda sistemi tasarlanan yapimnin disina da ¢ikarabilir. Yani sistem tasarlanirken bir
sistem parametresi degisikligi, sistemi tasarim amacinin disina cikarabilir. Ornegin, bu
parametre hareketli bir parcanin eylemsizligi veya kiitlesi olabilir. Ayrica, sistemin
tasarimina ters diismeyecek diizeyde verimliligi azaltmaksizin yapilacak parametre
degisikliklerinin yapilmasini engelleyen giigliiklerde s6z konusu olabilir. Bunu yapmak
icin kaotik sistemin, basit ve genellikle dogrusal 6zerk bir sisteme (kontroldr) baglanmasi
yeterli olacaktir [46]. Bu durumda, ana sisteme baglanan 6zerk dogrusal sistem, kaotik

davraniglart veya kararsiz yoriingeleri elimine etmeye c¢alisacaktir. Bu yontem, ana
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sistemin herhangi bir parametresinin degistirilmesinin zor oldugu durumlarda
kullanilmaktadar.

Genel olarak kaos kontrol yontemleriyle ilgili genel bir degerlendirme yapilirsa,
eger amag sadece kaosun bastirilmasi ise geri beslemeli olmayan yontemler daha ¢ok tercih
edilir. Cilinkii, bu yontemlerin uygulanmasi daha basittir. Geri beslemeli yontemlerin
temelinde ise kaotik c¢ekici icinde bulunan bir ¢ok kararsiz periyodik ydriingeden bir
tanesini alarak kararli hale getirmek vardir. OGY metodu, giiriiltiiye duyarli oldugu icin
giiriiltiiniin etkisi dikkat edilecek ilk etmendir. Bunun i¢in bu metodun kullanildigi kontrol
sistemlerinin asirt giliitiiniin oldugu durumlarda hatali ¢aligma olasilig1 yiiksektir. Bu
nedenle, sistemde giiriiltii varsa Pyragas’in yontemleri tercih edilebilir. Ayrica OGY

metodu, karmasik bilgisayar analizlerine ihtiya¢ duyar ve bu da maliyeti artirir.
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6. GENELLESTIRILMIS AKTARIM ISLEVI ANALIZI VE GENESIO-TESI
KAOS KESTIiRIM YONTEMIi

Kaotik sistemlerin deterministik olmasi, kaosun kontroliinii biiylik oranda
kolaylagtirmaktadir. Fakat, sistemin hangi parametrelerde kaotik davranis gosterdiginin
bulunmasi islemi, zor ve zahmetli bir istir. Bu nedenle, bir 6nceki boliimde verilen
yontemlerin disinda, Onerilen frekans tanim bolgesi analiz yontemleriyle de dogrusal
olmayan sistemlerde catallasma tespit edilebilir [76-77]. Ayrica frekans tanim bdlgesi
yaklasimlariyla, kaos kestirimi Genesio-Tesi varsayimi ile yapilabilmektedir [78-79].
Genesio-Tesi varsayimi ile, sistemin hangi sistem parametrelerinde kaosun beklenmesi
gerektigi, hangilerinde kaosun kesinlikle gozlenemeyecegi tespit edilebilmektedir. Bu
sayede, kaotik davranisin olusmasinin beklendigi sistem parametreleri sonsuz bir uzaydan
siirlt bir uzaya indirgenebilmektedir.

Bir onceki bolimde bahsedildigi gibi kaosun kontrolii, ulasilabilir sistem
parametreleri degistirilerek sistemi bu davranistan ¢ikarmak veya bu davranisin igerisine
sokmakla miimkiin olabilmektedir. Kontrol sistemlerinde, sistem parametreleri iizerine bir
miidahalenin istenmedigi veya imkan1 olamadig1 durumlarda, dogrusal sistemlerin kontrolii
icin PID tipi kontrolorler hem avantajli ve hem de pratiktir. Benzer sekilde, dogrusal
olmayan sistemlerin kontrolii icin de kontrolér parametreleri ile bu islem
saglanabilmektedir. Burada dikkat edilmesi gereken konu, Sekil 6.1°de verilen kaotik
davranis gdstermesi olanaksiz dogrusal olmayan Lur’e tip bir sistem, bir P/ kontrolorle
kontrol edilmek istendiginde, sisteme yiikledigi ek dinamikten dolay1r kontrolor
parametrelerine gore kaotik davranis gosterebilmesidir. Bu yapidaki sistemler icin kaos
kestirim yontemi olan Genesio-Tesi varsayimi kullanilarak, parametre ayarlamasi
yapilabilmektedir [80]. Bu sayede, P/ kontrolor parametrelerine gore sistem kaotik bolgeye
sokulup ¢ikarilabilmektedir. Bu sonug, kaotik sistemlerin P/ tipi kontrolorle kontrol
edilmesini miimkiin kilmaktadir.

Bir sonraki bolimde verilecek olan kesir dereceli PI“ kontroloriin, dogrusal
olmayan Lur tipi 6zerk sistem iizerine etkilerini analiz edebilmek icin, GAI analizi ve
Genesio-Tesi varsayimi kullanilacaktir. Bu ki konu 6rneklerle devam eden alt béliimlerde

verilecektir.



¥

Dogrusal olmayan alt sistem

Sekil 6.1. Lur’e tipi sistem

6.1. Genellestirilmis Aktarim Islevi Analizi

GAI metodu, genel olarak dogrusal olmayan sistemlerde goriilebilen periyodik
osilasyonlarin analizinde kullanilir [43,81]. Dogrusal olmayan sistemlerde gozlenen
periyodik davranislarin en basinda LC gelir. Baz1 sistemlerde LC istenebilir. Ornek olarak,
elektronikte, laboratuarlarda kullanilmak amaciyla osilatorlerde istenebilir. Ama yinede
cogu kontrol sisteminde LC istenmez. Genel olarak GAI metodu ile LC dalga sekli
hakkinda kesin bir bilgi elde edilmese de, goriilebilecek LC’nin kararlilig: ile yaklasik
genlik ve frekansinin tespiti miimkiindiir. Bununla beraber GAI metodu, dogrusal olmayan

sistemlerin L davranis gostermesini saglamak veya L(C’den kurtarmak i¢in kompanzator

tasariminda da kullanilmaktadir.
6.1.1. Tek Girisli Genellestirilmis Aktarim Islevi Analizi
Denklem (5.3)’de tanimlanan, Sekil 6.1°deki Lur’e tipi sistem gz Oniinde

bulundurulsun ve sistemin ¢oziimi p(f)=Bsinaet olsun. Burada, B ve w pozitif

tamsayilardir. Bu durumda dogrusal olmayan alt sistem 7(y)’nin ¢ikist;
n() =Y {Fx(B,0)sin(kat) + F,, (B, w)cos(kat)| (6.1)
k=1

bigimindeki harmonik bilesenlerden olusacaktir. Ana harmonik disindaki bilesenler ihmal

edilirse, Sekil 6.1°teki sistemin karakteristik denklemi;
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(+G(jo)(Fr(B,0) + jF,(B,0))/B)=0 (6.2)

olacaktir. Sekil 6.1’de goriilen Lur’e tipi sistem i¢in, Denklem (6.2)’de verilen
karakteristik denklemlerdeki Fourier katsayilari, Tek Girigli Genellestirilmis Aktarim
Islevi (TGGAI), N =(F,, + jF,/)/ B ile tanimlanarak yerine konursa,

1+ G(jw)N(B,w) =0 (6.3)

elde edilir. Burada, n(.) tek degerli dogrusal olmayan bir fonksiyondur. Bu durumda, Sekil
6.1’teki Lur’e tipi sistem G(s) ve N(B)tarafindan temsil edilmis olacaktir. N(B,w) ifadesi

(6.4)’de verilen esitlikle bulunabilir.

N(B,w) =F1R+—J'F“=L f(Bsinwt)sin wtdwt + j | B sin wt )cos wtd wt (6.4)
B

6.1.2. Cift Girisli Genellestirilmis Aktarim Islevi Analizi

Bu analiz yonteminin anlagilmasi igin, Sekil 6.1°deki sistem g6z Oniinde
bulundurulsun ve sistem ¢ikis1 y(f)=4A+Bsinaot olsun. Burada B ve w pozitif tamsayilardir.

Bu durumda dogrusal olmayan alt sistem #(y) nin ¢ikisi;

n(.)=F (4,B,0)+ i {Fm (4,B,w)sin(kwt) + F,; (4, B, o) cos(ka)t)} (6.5)

k=1

bicimindeki harmonik bilesenlerden olusacaktir. Ana harmonik disindaki bilesenler ihmal

edilirse, Sekil 6.1°deki sistemin karakteristik denklemi;

(1+ G(0)F,(A4,B,w)/ A) =0 (6.6)

(1+G(jo)(Fx (4, B,0) + jF, (4, B,0))/ B)) = 0 (6.7)
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olur. Denklem (6.6) dc biasi, Denklem (6.7) frekans terimini temsil etmektedir. Sekil
6.1°de verilen Lur’e tipi sistem icin (6.6) ve (6.7)’de verilen karakteristik denklemlerde ki

Fourier katsayilari, Cift Girisli Genellestirilmis Aktarim Islevi (CGGAI), N,=F, A4 ve

N, =(F,, + jF,;)/ B ile tanimlanarak yerine konursa
1+ G(O)N,(A4,B,w)=0 (6.8)
1+ G(jo)N,(4,B,0)=0 (6.9)

elde edilir. Burada, n(.) tek degerli dogrusal olmayan bir fonksiyondur. Bu durumda Sekil
6.1°deki Lur’e tipi sistem, G(s), N, (A4,B,w)veN,(A4,B,w)tarafindan temsil edilmis

olacaktir. N, (A,B,w)ve N,(A4,B,w) ifadeleri (6.10.a ve b) denklemeleriyle elde edilir.

F, i .
NO(A,B,a)):jozﬁJ.f(A+Bsma)t)da)t (6.10.a)

ER + ]El

N,(4,B,w) = 7

= LB( '[f(A + Bsin wt)sin otd ot + j j(f(A + Bsin ot )cos a)tda)t)J
T

-

(6.10.b)

6.1.3. Limit Cevriminin Kararhhg:

Denklem (6.3), (6.11)’deki gibi tekrar yazilarak, L’ nin karakterize ettigi B ve o

degerleri bulunur.

G(jo) =—ﬁ (6.11)

L¢’nin kararlilig, G(jw) ile —1/N(B)’nin kompleks diizlemdeki degisimlerinin
kesisme noktas1 veya noktalarina komsu bolgelere bakilarak degerlendirilir. G(jw) egrisi
—1/N(B)’yi tamamen c¢evreliyorsa (icine aliyorsa) bu sistem kararsizdir. Bu durumda,
sistemin ¢ikisinda genligi giderek artan bir siniizoidal isaret goriilecektir. Eger G(jw) egrisi

hicbir sekilde —1/N(B)’yi ¢evrelemiyor ise, sistem kararlidir. Bu durumda sistem ¢ikisinda
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genligi sifira giden bir siniizoidal isaret beklenmelidir. G(jw) egrisi —1/N(B)’nin bir
boliimiinii ¢evreliyor, bir boliimiinii ¢evrelemedigi durumda ¢evreledigi kisimda bir nokta
alindiginda sistemin ¢ikisinin genligi artacak, ¢evrelemedigi kisimda bir nokta alindiginda
genlik azalacaktir. Kesisme noktasi i¢in osilasyonun genligi, B’ye bagl olarak —1/N(B)’nin
degisiminden, frekansi olan w’nin degeri de G(jw)’ nin degisiminden elde edilir.

G(jw) ve —1/N(B)’nin kompleks diizlemdeki degisimi Sekil 6.2’de gdsterildigi gibi

olsun ve G(jw)’nin sag yari s-diizleminde hi¢ kutbu olamadigi kabul edilsin.

Im

-1/N(B)

=00

Sekil 6.2. G(jw) ve -1/N(B)’nin kompleks diizlemdeki degisimi

Gorildigi gibi G(jw) ve —1/N(B) degisimleri, P ve Q olmak iizere iki farkli
noktada kesigmekte ve bu noktalarda Denklem (6.11) saglanmaktadir. —1/N(B) degisimi
iizerinde bulunan P noktasindaki B’nin degeri, O noktasindaki B’nin degerinden kiigiik
oldugu kabul edilsin. P noktasindaki osilasyonun kararliligi incelenmek istenirse, bu
noktada calisan sistemde, sistem parametrelerinde bir degisme veya bozucu bir etki
oldugunda bu ¢alisma noktast P' veya P"’ye kayacaktir. P' noktasina kayarsa bu nokta,
G(jw) egrisi tarafindan c¢evrelenmedigi icin B genligi azalacak ve P noktasindan
uzaklasilacaktir. Eger bozulmanin etkisiyle ¢alisma noktast P"’ne kayarsa bu defa G(jw)
egrisi bu noktayi i¢ine aldigindan B genligi artacak ve ¢alisma noktasi yine P noktasindan

uzaklagacaktir. Buna gore P noktasi, bir noktadan uzaklagan karakteristige sahiptir ve bu
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nokta kararsiz bir L(’ye karsilik gelmektedir. Yani, Denklem (6.11)’den analitik olarak Bp
ve wp degerleri hesaplansa bile sistemde LC gozlenmeyecektir. Aym sekilde bir bozucu
etkiyle Q calisma noktas1 Q' veya Q'"’ne kayarsa; 0"’ ne dogru kaydiginda G(jw) tarafindan
cevrili bu noktada, genlik artarak Q noktasina kayacaktir, Q"’ne kaymissa bu nokta G(jw)
tarafindan ¢evrili olmadigindan dolay1 genlik azalacak ve ¢aligma noktas: Q noktasina geri
donecektir. O noktasi, bir noktada birlesen karakteristige sahiptir ve bu noktada L
kararlidir. Bagka bir deyisle Denklem (6.11) ile analitik olarak hesaplanan Bqg ve wq’nun
yaklasik olarak karakterize ettigi bir L gozlenir.

Yukarida anlatilanlar 6zetlenecek olursa;

“G(jow) egrisi ile -1/N(B)’nin her bir kesisme noktasi, bir LC’ye karsilik
gelmektedir. Eger, kesisme ve yakimindaki noktalara bakildiginda, kesigme noktasindan
itibaren -1/N(B) degigiminin B artim yoniindeki kismi, G(jw) tarafindan ¢evrelenmiyorsa,

bu kesigme noktasi kararli bir LC ’ye karsilik gelir. Aksi halde LC kararsizdir”

Bu noktada kisa bir degerlendirme yapilmak istenirse, Nyquist kararlilik kriterine
gore dogrusal geri beslemeli sistemlerde G(jw) degisimi -14j0 noktasindan gectigi
durumda, sistem “baslangi¢ sartlarina bagh osilasyonlar” yapacaktir. Fakat GAI
metoduyla, dogrusal olmayan geri beslemeli sistemler incelendiginde, G(jw) egrisi ile
—1/N(B)’nin kesistigi nokta veya noktalarin karakterize ettigi ve kararliliga bagli olarak
“baglangi¢c sartlarindan bagimsiz osilasyonlar” godzlenecektir. Bu dogrusal sistemler ile

dogrusal olmayan sistemler arasindaki dnemli bir farkliliktir.

Ornek 6.1: Omek olarak, Celik [80]’de incelenen sistem verilecektir. Sekil 6.1°de verilen

sistemdeki dogrusal alt sistem,

G(s)=— 21 , a,b,¢c>0 (6.12.a)
s +as  +bs+c

ve dogrusal olmayan alt sistem de,

n(y)=-y’ (6.12.b)
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kabul edilerek sistemde; L(C’nin varligi, kararlihigi, varsa genligi ve frekansi TGGAI
analiziyle incelenecektir.

Celik [80]’de Denklem (6.12.b)’nin TGGAI asagidaki bicimde elde edilmistir.

N(B) =—%B2 (6.12.¢)

Bu ifade Denklem (6.3)’te yerine konursa,

c—aw’ . bo-’
0° +(a’* =2b)o* +(b* —2ac)w® +c’ / 0° +(a* =2b)o* +(b° —2ac)w® + ¢’

(6.12.d)
olur. Denklem (6.12.d)’nin sanal kism1 0’a esitlenirse,
bo-w’ 3
— v o [——B2j:0 (6.12.¢)
@’ +(a” -2b)o" +(b” —2ac)w” +c 4
@ = ~/b olarak bulunur. Denklem (6.12.d)’nin reel kismi da —1’e esitlenerek,
c—aw’ 3,
-=B" |=-1 6.12.
[a)6 +(a’ =2b)o* +(b* —2ac)w’ +c* j[ 4 j (6.12.0

B= %(c - ab) olarak bulunur. Denklem (6.12.a)’daki sistem parametreleri, sistemde LC
olusma sartlarini saglayacak sekilde a=0.4, b5=2 ve c=1 alindiginda sistemde olusacak olan

baslangi¢ sartlarindan bagimsiz osilasyonlarin genligi, B = %(c —ab)=0.516 ve frekansi

@ =A+b =1.414rad / s bulunur. Bu durumda sistem cikisi,
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,(t)=0.516sin(1.414¢) (6.12.g)

olur. Fakat, Denklem (6.12.g) ile ifade edilen osilasyonun sistemin ¢ikiginda pratikte
gdzlenebilmesi icin L kararli olmalidir. TGGAI metoduyla tespit edilen LC kararliligmin
incelenmesi icin Denklem (6.11) saglanmak kosuluyla, G(jw) ile —1/N(B)’nin kompleks
diizlemdeki degisimlerine bakilmalidir. Kararlilik i¢in, iki deg§isimin kesisme noktasimin
bir noktada birlesen karakteristige sahip olmasi gerekir. Sekil 6.3’de G(jw) ile —1/N(B)’ nin
kompleks diizlemdeki degisimleri verilmistir. Sekile bakildiginda G(jw) tarafindan; taral
olmayan bdlge saat yoniiniin tersinde 2 defa, N=-2, kesikli ¢izgilerle taranmis bolge saat
yoniinlin tersiyle 1 defa, N=-1 cevrelenmis ve diiz ¢izgilerle tarali bdlge hig

cevrelenmemistir, N=0.

N ==y
N e

T w=1.414

Im

Sekil 6.3. a=0.4, b=2 ve c=1 i¢in G(jw) ve -1/N(B)’nin kompleks diizlemdeki degisimi

Bu sistem parametrelerinde acik ¢evrim transfer fonksiyonunun kutuplari;
51=0.044+71.428, 5,=0.044 -j1.428 ve 53=-0.489 olmak iizere ii¢ tanedir. Bunlardan s; ve s,

sag yari s-diizlemindedir, P=2.
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Nyquist kararlilik kriterine gore, kapali ¢cevrimli sistemin kutuplarn agik ¢evrimli
sistemin sifirlarina esittir ve acik ¢evrimli sistemin sifirlar1 da, Z=P+N dir. Buna gore Sekil
6.3’deki diiz cizgilerle tarali olan bdlgeye denk gelen 0 < B < 0.516 araligindaki B
degerleri icin Nyquist kararlilik kriteri uygulanirsa (Z=2-0=2), Sekil 6.1°deki sistemin 2
kutbu sag yar1 s-diizlemindedir ve sistem kararsiz bir davranig gosterir. Dolayisiyla Sekil
6.1°deki sistemin ¢ikisindaki isaret artarak denge noktasi olan ¢ noktasina kayar. Sekil
2.9’da kesikli ¢izgilerle tarali olan bolge co > B > 1.154 ve tarali olmayan bolge 1.154 >B >
0.516 araligina denk gelir. Buraya da Nyquist kararlilik kriteri uygulanirsa, tarali olmayan
bolgedeki B degerlerinde (Z=2-2=0), Sekil 6.1°deki sistemin hi¢ bir kutbu sag yar s-
diizleminde degildir. Bu aralikta sistem kararhidir ve Sekil 6.1°deki sistemin ¢ikigindaki
isaretin genligi azalarak denge noktasi olan g’ya kayacaktir. Ayni sekilde kesikli cizgilerle
taranmis bolgede kalan B degerlerine bakildiginda burada da Sekil 6.1°deki sistemin sag
yart s-diizleminde (Z=2-1=1), 1 tane kutbu vardir. Bu durumda bu bolgeye ait B degerlerini
saglayan baglangi¢c sartlarinda Sekil 6.1°deki sistem kararsiz bir davranig gosterecek ve
¢ikisindaki isaretin genligi artarak sonsuza gidecektir.

Yukarida yapilan degerlendirmelere gore g noktasi, bir noktada birlesen
karakteristige sahiptir. Bu durumda Denklem (6.11)’i saglayan ve ¢ noktasinin karakterize
ettigi bir L( pratik olarak gozlenecektir. Bu sonucun dogrulugunu ve metodun etkinligini
gorebilmek i¢in O6rnek sistemin, simiilasyon sonucunda elde edilen ¢ikisin, yo(f)=xi,
zamana gore degisimi Sekil 6.4’te ve durum uzay diyagrami farkli iki baslangic sarti

(201(-0.2, -0.8, 0) ve x(2(0.2, 0.1, 0)) icin Sekil 6.5’te verilmistir.
Ornek 6.2: Bu o6rekde, Sekil 6.6’te verilen ve Ugar [82]’de incelenen PI kontrollii

dogrusal olmayan Lur’e tipi sistem incelenecektir. Bunun i¢in sisteme ait bloklar asagida

verilen denklemlerle ifade edilecektir.

K

G.(s)=K, +—L (6.13.2)
s
G, (s)= L (6.13.b)
P g 1 2s 1 o
n(y)=y’ (6.13.c)
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«s)

Sekil 6.4. a=0.4, b=2 ve c=1 i¢in sistem ¢ikisindan bir kesit

0.8

0.6

0.4

0.2

X2
[}
T

-0.8 -0.6 -0.4 0.2 ] 0z 0.4 D& 0.8
X1

Sekil 6.5. a=0.4, b=2 ve c=1 i¢in sistemin iki farkli baslangi¢ sart1 i¢in durum uzay diyagrami
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A

Dogrusal olmayan alt sistem

Sekil 6.6. PI kontrolorlii dogrusal olmayan Lur’e tipi sistem

Bu durumda, kapali cevrimli yapinin dogrusal alt sisteminin transfer fonksiyonu,

K, s+K,

s*+2s5% —s

G(s) = (6.13.d)

olur. Burada K, ve K; sirasiyla oransal ve integral katsayilaridir. Genellikle G(s)’in genligi
iizerinde herhangi bir sinirlama olmadig1 kabul edilmekle beraber, pratik uygulamalar icin
ozellikle kiigiik K, ve K; degerleri iizerinde durulmustur. Kapali ¢evrimli sistemin frekans

tanim bolgesinde karakteristik denklemi, s=j@ i¢in;

L_(pr YK +K )oY (K, ~2K,)o +wa}(332]:_1 6.13.)

o’ + 60" + @’ o + 60" + 0’ 4

elde edilir. Boylece kapali ¢evrimli sistemde olusacak osilasyonun frekansi Denklem

(6.13.e)’den
0= |——— (6.13.1)
olarak elde edilir, »>0 olmasi igin;

K,>K,>0; K, >K,>K,/2 (6.13.g)
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olmalidir ve burada K, ve Kj; pratikte olabilecek en biiylik kazang¢ degerleridir. Kapali

cevrimde olusacak osilasyonun genligi;

_\/4 @0’ +60" +w*
“ala 4 2
3K,0" +(2K, +K o

(6.13.h)

biciminde Denklem (6.13.e)’den elde edilir. Denklem (6.13.f) ve (6.13.h)’de analitik
olarak goriildiigi gibi Sekil 6.6’daki sistemde G.(s), P/ tipi bir kontrolér oldugu durumda
kapali ¢cevrimli sistemde bir L olusmaktadir. Bu L, Sekil 6.3’deki sistemin girisine her
hangi bir isaret uygulanmadan, sadece durum degiskenlerinin baglangi¢ sartlarinin sifirdan
farkli oldugu durumda olusmaktadir. P/ kontrolor kazanglarinin pratikte alacagi en biiyiik
degerler, K;=2 ve K =1 oldugu disinilerek, K, =1 ve K,6 =09 alnirsa, Sekil
6.6’daki kapali ¢evrimli sistemde olusabilecek LC genligi B =1.82 ve frekanst @ =1.12
rad/s degerlerinde GAI analizi yardimiyla analitik olarak bulunur. Bu degerler yaklasik
degerler olmakla beraber, gercek degerler ancak kapali ¢evrimli sistemin niimerik
¢oziimiinde elde edilebilir. Sekil 6.7°de, K, =1 ve K, =0.9 i¢in sistemde beklenen LC
degisimi farkl dort baslangic sarti; (x,(0),x,(0))=(0, 0.5), (-0.3,-0.3), (2,1) ve (2,-2) i¢in
sistemin durum uzay diyagraminda, x, durum degiskeninin x, durum degiskenine gore
cizdirilmesiyle elde edilen degisim gdsterilmistir. LC, durum degiskenlerinin baslangi¢
sartti ne olursa olsun genligi B=1.82 ve frekansti @w=1.12 rad/s civarindadir.
(x,(0),x,(0))=(0,0) denge noktas1 harig, olabilecek tiim durum degiskenlerinde Sekil
6.6’daki kapali ¢evrimli sistem,  Sekil 6.8’de verilen ve genligi B =1.83, periyodu
T =5.84 s olan L davranis1 gosterir.

Sekil 6.8’de goriildigi gibi kapali ¢evrimli sistemde olusan ve niimerik olarak

bulunan LC genligi ve frekansi daha once GAI uygulanarak bulunan sonuglara g¢ok

yakindir.

Pl Kontrolorlii Sistemde Olusan Limit Cevrim Kararliligi: Sekil 6.9°da Denklem

(6.13.e)’nin grafiksel ¢6ziiml w, < @ < w, araligi ve B, < B < B, araligi i¢in ¢izdirilmistir.
Sekil 6.9°da, —1/N(B) dogrusu ve G(jw) egrisi birbirini ¢ noktasinda kesmektedir ve bu
noktada bir LC vardir.
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-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Sekil 6.7. Ki=1 ve K,=0.9 i¢in 4 farkli baslangi¢ sartinda sistemin durum uzay diyagrami

=586 ——————>

_2 L L L 1 L L

74 76 78 80 82 84
1(s)

Sekil 6.8. Ki=1 ve K,=0.9 i¢in Ornek 6.2°de verilen sistem ¢ikisindan bir kesit
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0.03 ‘

0)1:1

0.02

0.01} -1/N(B)

B|:1.1 T 32:2.5

-0.01+

-0.02 -

-0.03 +

-0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1

Re

Sekil 6.9. Ki=1 ve K,=0.9 i¢in G(jw) ve -1/N(B)’nin kompleks diizlemdeki degisimi

Sekil 6.9°daki —1/N(B) lizerinde isaretlenen ok yonleri bu ¢ noktasinin bir noktada
birlesen karakteristikte oldugunu gostermektedir. Bu durumda, ¢ noktasindaki LC

kararhdir.

Ornek 6.3: Burada, kararsiz LC davranisa 6rnek olarak, (6.14.a, b ve c) bagmtilariyla
tanimlanan sistem bloklar1 i¢in Sekil 6.6’da verilen P/ kontrollii dogrusal olmayan Lur’e

tipi sistem ele alinacaktir.

G (s)=K,+ LY (6.14.2)
s
G,(s) L (6.14.b)
’ sT+2s5+1 o
n(y)=y’ (6.14.¢)
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Sekil 6.6’da G(s) ile Gy(s)’den olusmus dogrusal alt sistem, G(s) ve n(y) dogrusal olmayan
elemanin TGGAI'm1, N(B)’nin olusturdugu kapali cevrimli sistemin frekans karakteristik

denklemi,

[—prz +(K, -2K,) (2K,-K)o® +K, }(332 j -1 (6.14.d)

o' +20° +1 @ +20° + o 4

olarak elde edilir. Sekil 6.6’da verilen sistemde olusacak osilasyonlarin frekanst w,

Denklem (6.14.d)’nin sanal kisminin sifira esitlenmesi ile;
0= |[—=~—— (6.14.¢)

bulunur ve ®>0 olmasi igin;

Ki>0 614
K,<K,/2 (6.14.9)
dir. Olusabilecek osilasyonun genligi de Denklem (6.14.d)’nin reel kismi -1’e esitlenerek

bulunur.

B:\/ o' +20° +1) 6.14.8)

2
3K, +2K, ~K,)

Bu sistemde, LC’nin olabilmesi i¢in kontrol parametreleri K, ve K; Denklem
(6.14.1)’yi saglayacak sekilde, K,=0.4 ve K;=1 almirsa, beklenen LC genligi B=3.65 ve
frekans1 w=2.23 rad/s olur.

Bu asamada beklenen LC kararliligi i¢in bir sey soylemek miimkiin degildir ve
ancak Denklem (6.14.d)’nin grafiksel ¢oziimiiniin analizinden anlasilabilir. Sekil 6.10°da
K,=0.4 ve K=1 igin w=[2,+0) ve B=[3,10] aralig1 i¢in G(jw) ile —1/N(B)’nin degisimi

kompleks diizlemde verilmistir.
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PI Kontrolorlii Sistemde Olusan Limit Cevrim Kararliligi: Sekil 6.10°da gorildiigii gibi

G(jw) ile —1/N(B), q noktasinda kesismektedir ve kapali ¢evrimli sistem bu noktada
Denklem (6.14.e)’deki frekansa ve Denklem (6.14.g)’deki genlige sahiptir. Buna gore ¢
noktasinda dengedeki sistem, bir bozucu tarafindan ¢ noktasina kayarsa —1/N(B), G(jow)
egrisi icerisinde yer alacaktir. Bu durumda ¢~ noktasindaki osilasyonun genligi artarak
sonsuza gidecektir ve sistem kararsiz bir davranis gosterecektir. Eger bozucu etki sistemi g°
noktasina kaydirirsa, bu durumda —1/N(B), G(jw) egrisi disinda kalacaktir ve osilasyonun
genligi azalarak sifira gidecektir. Bu davranis, dogrusal sistemlerde goriilen asimptotik
kararli bir davranistir. Sonug olarak, L’ nin meydana geldigi g denge noktasinda olusacak
ufak bir sapmada sistem bu denge noktasindan uzaklasacaktir. Sekil 6.10’daki —1/N(B)
iizerinde gosterilen oklarin yonleri, bu degisimi gostermektedir. Buna gore, ¢ noktasindaki
L kararsizdir.

Bu yapidaki bir sistem, durum degiskenlerinin baslangi¢ sartina veya kontrol
parametrelerinin degerlerine gore farkli iki davranis tipi; kararli davranis veya kararsiz

davranis gosterecektir. Burada kontrol parametreleri, K,=0.4 ve K;=1, sabit secilirse, Sekil

x 10

-1/N(B)

3123

Im

w=2

_5 L L L L L L
-0.16 -0.14 -0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0

Re

Sekil 6.10. K,=0.4 ve K=1 i¢in G(jo) ile -1/N(B)’nin kompleks diizlemdeki degisimi
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6.10°daki ¢ noktasmi igine alan ¢ noktasmin sagmna denk gelen durum degiskenlerinin
baslangic degerleri igin sistem kararsiz olacaktir. ¢ noktasini icine alan, ¢ noktasinin
solunda yer alan durum degiskenlerinin baslangi¢c degerleri icin sistem, asimptotik kararli
davranig gosterecektir. Sekil 6.11°de birbirine ¢ok yakin iki farkli baslangi¢ sarti igin

sistemin zaman cevabi1, MATLAB/Simiilink ortaminda benzetim yoluyla elde edilmistir.

Xo1

(®)
o

1(s)

Xo2

(a)

w(®)
o

_1 0 L L L L L 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

(b)) )

Sekil 6.11. K,=0.4 ve K=1 i¢in Ornek 6.3’te verilen sistemin a) x¢;(3.95,0,0) baslangic sart1 igin
cikist, b) x¢2(3.98,0,0) baslangig sart1 igin ¢ikist

Sekil 6.11°de goriildiigl gibi, x01(3.95,0,0) baslangic sartinda sistem soniimlil bir osilasyon
yapmakta, fakat x(»(3.98,0,0) baslangi¢ sart1i i¢in sistem kararsiz bir davranis
sergilemektedir. Dikkat edilirse x¢; baslangi¢ sart1 ile x¢, baglangi¢ sart1 birbirine ¢ok yakin
degerlerdir ve sistemin geg¢ici durumu LC’nin karakterize ettigi osilasyon biiyiikliiklerine
yakindir. Sekil 6.12°de, bu iki farkli baglangi¢ sart1 i¢in sistemin durum uzay diyagraminda
iki farkli yoriinge gozlenmektedir. Yoriinge, 6zellikle kararsiz L( etrafinda yogunlastiktan
sonra saparak farkli yerlere yonelmislerdir. Buradan da anlasilacagi gibi, sistemin

dinamiginde baslangi¢ sartlar1 belirleyici durumdadir.
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X2
o
T

X1

Sekil 6.12. K,=0.4 ve K~=1 igin Ornek 6.3’te verilen sistemin x(;(3.95,0,0) ve x(2(3.98,0,0)
baslangic sartlari i¢in durum uzay diyagrami

6.2. Genesio-Tesi Kaos Kestirim Yontemi

Dogrusal olmayan sistemlerde gozlenen kaotik davranistan, kagimmmak veya
tiretmek i¢in sistem parametrelerinin ayarlanmasini saglayacak genel bir metot heniiz
mevcut degildir. Fakat miithendislik sistemlerinin analiz ve tasariminda kullanilan frekans
cevabt tabanli yOntemler yardimiyla, kaotik davranisin gozlenecegi parametre
kestirimlerinin yapilmasi miimkiindiir. Harmonik denge metodu olarak ta bilinen bu

yontemlerden birisi de, asagidaki gibi ifade edilen Genesio-Tesi varsayimidir [78]:

“Bir geri beslemeli Lur’e tipi bir sistem uygun filtreleme etkisi ile limit ¢cevrim
(LC) ve denge noktast (DN) belirli kararlilik karakteristiklerinde kendileri
aralarinda etkilesime girdikleri zaman sistem kaotik davranis gésterir.”

Bu varsayimin temelinde ii¢ 6nemli adim vardir.

1. LC ve ayrt DN’nin etkilesimi,
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2. Kararlilik karakteristikleri,

3. Filtreleme etkisi.

Sistemin DN’leri sistem ¢ikisi y’nin ¢6ziimii ile elde edilecektir.

y+GO0)n(y)=0 (6.15)

Miimkiin olan LC, karakteristik Denklemler (6.8) ve (6.9) kullanilarak harmonik denge

metoduyla bulunabilir.

1.Etkilesim: Sekil 6.13’de, dogrusal olmayan n(y) fonksiyonunun da i¢inde bulundugu
Denklem (6.15)’in  y’ye gore degisimi verilmistir. Burada, y ekseni {izerindeki iz
diistimlere bakildiginda LC’nin en az bir DN’yi icermesi gerektigi kolay bir sekilde
goriilmektedir. Sekil 6.13’te, LC’nin, y=0’daki DN’yi icerdigi ve LC olusabilmesi i¢in
bunun temel sart oldugu kabul edilsin. G6z 6niinde bulundurulan LZC’nin, P ve Q arasinda
degistigi ve y=FE’de ayri bir DN’nin var oldugu varsayilsin. Bu durumda y=FE’deki DN,
sistem davranisinda etkisi olmayacaktir. Bu duruma karsilik gelen periyodik ¢oziim yy(%),
yalniz n(y) fonksiyonuna baglidir ve y=FE’deki DN’nin varligt veya yoklugundan
etkilenmez. Diger taraftan P’ ve (' arasinda degisen bir L(, y=FE’deki DN’den etkilenir. Bu

durumda, y'o(¢), DN’yi i¢ine aldig1 zaman L ile DN arasindaki etkilesim sart1 saglanir.

A n(y)yty/G(0)

P’ P 0

[«

ty
-l <

<V

Yo(®

v
Y'o(®)

Sekil 6.13. Ayr1 DN ve LC arasindaki etkilesim
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Bu sart (6.16)’daki esitsizlik ile ifade edilebilir.
B>|E- 4| (6.16)

2.Kararhilik Karakteristikleri: LC yani yo(f) kararli ve y=E’deki ayr1 DN’nin kararsiz

olmasi gerekir. Burada, LC’nin varligi ve kararliligi GAI metodu ile belirlenirken ayri
DN’nin kararliligi ise sistemin bu noktadaki dogrusal es degerinin, Nyquist kararlilik
kriteriyle sorgulanmasiyla miimkiindiir. Her iki kararlilik analizinin de grafiksel olarak

yapilabilmesi varsayimin uygulanmasini kolaylastiracaktir.

3.Filtreleme Etkisi: LC’nin olusmasini saglamak icin goz oniinde bulundurulan sistemde

uygun bir filtreleme etkisinin olmas1 gerekmektedir. Fakat kaotik davranisin olugmasi,
L(’nin garantili bir sekilde olugsmasi icin gerekli olan yiiksek filtreleme etkisinden daha az
bir filtreleme etkisinin saglanmasina baglidir. Bu yoniiyle bahsedilen sartlar igerisinde
yalniz filtreleme etkisi nitel gibi géziikmektedir ve etkili bir parametre kombinasyonu ile
sonuca gidilebilir.

Genesio-Tesi bu varsayimla, aslinda dogrusal olmayan sistemlerin analizinde
kullanilan GAJ metodunu genisleterek kaotik davramslarin kestiriminde kullanmislardir.
Bu varsayimin anlasilabilmesi i¢in, Celik [80]’de incelen kaotik bir sistem, 6rnek olarak

verilecektir.

Ornek 6.4: Bu ornekde, Sekil 6.1°de verilen dogrusal olmayan geri beslemeli sistemin
bloklar1 (6.17.a ve b)’deki gibi olsun. Bu sistemin kaotik davranig gosterecegi sistem

parametreleri Genesio-Tesi varsayimiyla bulunacaktir.

1
G(s)=— > ,a, b, c>0 (6.17.a)
s +as” +bs+c

n(y)=y’ —dy (6.17.b)

Sistemde, kaotik bir davramis gozlenip gozlenemeyeceginin anlasilmasi i¢in
Genesio-Tesi varsayim geregi, oncelikle bir LC’nin varligi sorgulanmalidir. Bunun igin

CGGAI analiz metodu kullanilarak, n(y)’nin CGGAI ’ni,
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NO(A,B):A2+%Bz—d (6.17.0)

N,(A,B)=34" + %BZ —d (6.17.d)

olarak elde edilir. L(’nin tespiti i¢in (6.17.a), (6.17.c) ve (6.17.d), Denklem (6.8) ve

(6.9)’da yerlerine yazilirsa,

[1)[/12 L3 _dj S (6.17.¢)
c 2
2,3 ;o
#dpa-e (6.17.9)
_ 2 . _ 3
: (zc aw )2 J(bzw @) — (31424_332_61):_1 (6.17.g)
@ +(a” -2b)o” +(b” —2ac)w” +c¢ 4

ifadeleri elde edilir. Denklem (6.17.g)’nin sanal kism1 “0” ’a esitlenerek;

[ bor—ar J:o:» w=+b (6.17.h)

o’ +(a’ -2b)o* + (b* —2ac)o” + ¢’

LC’nin frekanst bulunur. w=+b icin Denklem (6.17.f)’den A ¢ekilip, Denklem
(6.17.g)’de yerine yazilirsa,

Bz\/%(Zd—Zc—ab) (6.17.1)

olarak L(’nin degisken bileseni B elde edilir. Denklem (6.17.1), Denklem (6.17.f)’de

yerine yazilirsa,
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A

+ /%(2(1[9 +d—c) (6.17.1)

olarak osilasyonun sabit bileseni A elde edilir.
Sistemde LC' olusabilmesi i¢in Denklem (6.17.f) ve (6.17.1)’nin pozitif olmasi

gerekir. Bunun i¢in;
d>c+%b>0 (6.17.))

sartinin saglanmasi gerekir. Denklem (6.17.j)’in tanmimladig1 sartlarda, sistemde bir L(
vardir.
Kaotik davranigin varliginin tespiti i¢in, sistemin DN’leri arastirilmalidir. Bunun

i¢in Denklem (6.15), bu 6rnek i¢in ¢oziiliirse,
Y+ GO)y* —dy)=0 :>y(1 + [lj(yz - d)j =0=y,=0,y,, =FJd —c (6.17.K)
C

sonuglari elde edilecektir. Dogrusal olmayan elemanin degisimi ve sistemin DN’leri Sekil

6.14’de verilmistir.

n(y)+y/G(0)
(]

i
0

y
Sekil 6.14 . y+(1/c)(y*-dy)=0 ifadesinin degisimi ve denge noktalar
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L( sart1 olan a, b, c >0 ve Denklem (6.17.j) saglanacak sekilde a=0.4, b=3, c=1 ve
d=2 alarak, LC’nin frekans1 o =1.732rad/s, degisken bileseni B=0.461 ve sabit bileseni
A= £0.824 olarak bulunur. Kompleks diizlemde kararlilik analizi yapabilmek igin
Ni(4,B)’nin, N(A(B),B) sekline doniistiiriilmesi gerekir. Bunun i¢in denklem (6.17.f)’den
A ¢ekilip, Denklem (6.17.d)’de yerine konursa N,(4(B),B) elde edilir. Bu ifade sadece B

degiskenine bagli olacak ve

1
N,(B)=1- 1532 (6.17.1)

elde edilecektir. Sekil 6.15’te a=0.4, b=3, c=1 ve d=2 i¢in G(jw) ve —1/N,(B)’nin kompleks
diizlemdeki degisimleri verilmistir. Bu iki degisim, @ =0 durumu disinda g(a,, Bq)=(1.732,

0.461) noktasinda kesigmektedir.

3 T T T T T II T
2+ ' .
_1 /5n(y) _1
Oy =0 2
1+ : .
q B—0 i T
0 < 0L . ! 0 =0
w=0 ,
E B,=0.461 l :
4l w=1.732 1NB) : |
2t i i
Ak i i
G(jw) E
| 1 1 1 1 1 H 1
A ] -4 3 2 1 1] 1

Sekil 6.15. a=0.4, b=3, c=1 ve d=2 igin Ornek 6.4’te verilen sistemin kompleks diizlemdeki degisimi

Sekil 6.15’te goriildiigii gibi secilen parametrelere gére bu ¢ noktasi bir noktada

birlesen bir karakteristige sahiptir ve ¢ noktasinda beklenen LC kararhidir. a=0.4, b=3, c=1
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ve d=2 icin iki farkli baslangi¢ sartinda, sistemin simiilasyonu sonucunda elde edilen

durum uzay diyagramlar Sekil 6.16’da verilmistir.

08}

Xo1

0.4

X2
o]
T
1
1

0z

04t

061

Yo(t=x,
Sekil 6.16. a=0.4, b=3, c=1 ve d=2 icin Ornek 6.4deki sistemin x, Ve xo, baslangi¢ sart1 i¢in durum
uzay diyagrami ve sisteme ait DN’leri
Sekil 6.16’da gosterilen g noktasinda, L’ nin kararli oldugu goriilmektedir. Ayrica
x01(-0.2, 0, 0) baslangi¢ sartinda limit ¢evrimi y2=—\/(d—c)=—1’deki DN’yi igine almakta ve
x02(0.2, 0, 0) baslangi¢ sartinda ise limit ¢evrimi y3=\/(d—c)=1’deki DN’yi igine almaktadir.
Bu sonuca gore y;=0’daki denge noktas1 ayr1t DN dir. Genesio-Tesi kaos varsayimina gore,
bu sistemin kaotik davranig gosterebilmesi i¢cin bu DN nin kararsiz bir DN olmasi gerekir.
Bu noktanin kararliligi, Nyquist kararlilik kriteri ile incelenecek olursa, n(y)’nin y=0’daki

denge noktasi icin dogrusallastirilmis es degeri yardimi ile kompleks diizlemde

—1/M = 1 elde edilir. Boylece G(jw) degisiminin bu noktay1 ¢evreleme sayisina

oy -0

bakilabilir. Bu nokta G(jw) degisimi tarafindan saat yoniinde 1 defa ¢evrelenmistir ve N=1

dir.
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Incelenen 6rnekteki dogrusal alt sistem, Denklem (6.17.j)’yi saglamak kosulu ile
a=0.4, b=3, c=1 ve d=2 olarak sistem parametreleri se¢ilsin. Bu durumda, dogrusal alt

sistem G(s)’in s,, =—0.0321%F j1.7255 ve s, =-0.3357 olmak Uzere tiim kokleri sol yar

s-diizlemindedir ve P=0 dur.

Nyquist kararlilik kriterine gore, kapali ¢evrimli sistemin sag yari s-diizlemindeki
kutup sayisi, acik ¢evrimli sistemin sifirlar1 olan Z=P+N=0+1=1"e esittir. Bunun anlamu,
kapali ¢evrimli sistem, n(y)’nin y=0 noktasindaki dogrusallagtiritlmis esdegerine gore bir
tane kutbunun sag yari s-diizleminde olmasi anlamina gelir ve sistem kararsizdir. Bu sonug
ayni zamanda y=0 DN’nin karars1z oldugu anlamina gelir.

Sistem yoriingesi ile y=0’daki DN arasinda bir etkilesimin olabilmesi i¢cin Denklem

(6.16)’nin saglanmasi gerekir. Bu sistemde £=0 oldugundan etkilesim sarti

d>2ab-c (6.17.m)

olur. Denklem (6.17.m)’yi saglayan sistem parametrelerinde, sistemde kaotik davranig
beklenmelidir. Burada bulunan sonucun, bir tahmini sonu¢ oldugu her zaman gézden uzak
tutulmamalidir. Bununla beraber, ileri seviyede baska bir metot kullanilmadan bdyle basit
bir teknik ile de kaotik davranisin varliginin belirlenmesi dnemlidir.

Son olarak sistemin uygun filtreleme etkisine sahip olmas1 gerekir. Sistemde uygun
parametre kombinasyonuyla filtreleme etkisi saglanabilmektedir. Sekil 6.17, c=1 ve d=2
sabit alinarak ve yukarida verilen kaotik davranisin olusma sartlar1 gbéz Oniinde
bulundurularak, 6rnek sistemin simiilasyon sonuglarina gore elde edilmistir. Sekil 6.17°de,
kaotik davraniglarin beklenildigi gibi yukaridaki sartlar1 saglayan sistem parametrelerinde
gozlemlenmistir. Sekil 6.17 her ne kadar sabit c-d ve degisken a-b sistem parametreleri
icin elde edilmis ise de farkli parametre diizlemleri i¢in de elde edilebilir.

Sekil 6.17°de a <1.5/b ile tanimlanan bolge, kaotik davranisin olugmasi i¢in ana
sart olan ayr1 DN ile LC etkilesim halinde oldugu bolgedir. Bu bdlgede, uygun filtreleme
etkisi altinda kaotik davranis beklenmektedir. Sekil 6.17’de gosterilen Pi(1.5, 0.6) ve
01(1.3, 0.6) noktalarindaki sistem parametrelerinde elde edilen durum uzay diyagramlari,
Sekil 6.18(a) ve (b)’de gosterilmistir. Ayrica bu noktalara ait parametrelerdeki sistemin

zaman cevabindan bir kesit Sekil 6.19(a) ve (b)’de gosterilmistir.
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1 2 T T T
- Periyot katlama ASiﬂltotfk
- gozlenen hat kararly bolge
r et LC beklenen
bélge
0.8+
0.6
0.4
Kaotik davramg gozlenen bc'ilge":_:_ .....
I:Iz e T
Kararsiz bélge
D 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Sekil 6.17. Ornek 6.4°deki sistemin c=1 ve d=2 i¢in b-a diizleminde kaotik davranisin beklendigi ve
gozlendigi sistem parametrelerinin bolgesel gdosterimi

Py 0

Sekil 6.18. Ornek 6.4°de verilen sistemin xo(2*10%, 0, 0) baslangic sartinda c=1 ve d=2 i¢in Sekil
6.17°deki a) P(1.5, 0.6) noktasindaki sistem parametrelerindeki durum uzay diyagrama,
b) 0,(1.3, 0.6) noktasindaki sistem parametrelerindeki durum uzay diyagrami
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(1)

00 900 920 930 940 950 880 9¥0 S80 950 1000
«s)

(1)

®)

500 =00 9200 530 9400 850 BBO 5700 880 990 1000
«s)

Sekil 6.19. Ornek 6.4’de verilen sistemin xo(2*10®, 0, 0) baslangi¢ sartinda c=1 ve d=2 icin
Sekil 6.17°deki a) P;(1.5, 0.6) noktasindaki sistemin zaman cevabindan bir kesit
b) 0,(1.3, 0.6) noktasindaki sistemin zaman cevabindan bir kesit
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7. DOGRUSAL OLMAYAN OZERK SISTEM DINAMIGI UZERINE KESIR
DERECELI PI KONTROLORUN ETKILERI

Bu boéliimde, Sekil 7.1°de verilen kesir dereceli kontroldriin kullanildigr dogrusal
olmayan Ozerk sistemde, Genesio-Tesi varsayimindan faydalanilarak kaos kestiriminin

nasil yapilabilecegi anlatilacaktir.

H1)=0 0]

+

N RONE LG

________________________________

Kesir dereceli kontrolor Dogrusal Sistem

3
—~
-
A

Dogrusal olmayan eleman

Sekil 7.1. Kesir dereceli dogrusal olmayan kontrol sistemi

7.1. Kesir Dereceli PI” Kontrolorlii Dogrusal Olmayan Sistemde Kaos Kestirimi

Sekil 7.1°deki kesir dereceli kontrolor ve dogrusal sistem, kesir dereceli dogrusal
alt sistem olarak ifade edilebilir. Bu durumda, Sekil 7.2°deki Lur’e tipi kesir dereceli
sistem elde edilmis olur. Bu sayede sisteme, kesir dereceli kontrolordeki integral

derecesinin etkisi, kaos kestirim yontemiyle daha kolay tespit edilir.

W)

S
~
~

Dogrusal olmayan alt sistem

Sekil 7.2. Kesir dereceli Lur’e tipi sistem



Sekil 7.2°deki sisteme, kesir dereceli kontroloriin etkisini tespit edebilmek i¢in

Genesio-Tesi varsayimi uygulanacak olunursa;

1. Bir L¢ var olmali; y=y, (7).

Ayri bir DN var olmali; y=E.

DN ve LC’nin kararlilik 6zellikleri; LC, yo(¢) kararli, y=E’deki DN kararsiz olmal..
DN ile L arasinda bir etkilesim olmali; bazi ¢ degerleri igin yo(f)=E olmali.

A

Sistem uygun filtreleme etkisine sahip olmali.

Sistemde yukaridaki sartlarin saglanmis olmasi gerekecektir. Bu sartlarin saglandigini
kontrol etmek i¢in, Denklem (6.8) , (6.9) ve (6.15)’in Sekil 7.2’deki kesir dereceli sistem

icin sirastyla asagida verilen bigimde yeniden tanimlanmasi gerekir.

1+ G*(0)N,(4,B,0) =0 (7.1)
1+ G (jw)N,(4,B,w) =0 (7.2)
y+G (0)n(y)=0 (7.3)

Onerilen varsayimmin birinci asamasini sorgulayabilmek icin, dncelikle Denklem (7.1) ve
(7.2)’nin ¢éziimiiyle LC’yi karakterize eden 4, B ve @ degerleri bulunur. Denklem (7.1)
ve (7.2)’nin ¢oziim kiimesi yoksa, sistemde bir LC varligimdan so6z edilemez. ikinci
asamada ise Denklem (7.3)’den sistemin DN’leri tespit edilebilir. Uciincii asamada, sistem
¢Oziimlerinin kararlilik kontrolii yapilmalidir. Ayr1 DN i¢in, y=FE’de dogrusallastirilmis
sistemin kararlilik analizi kolay bir sekilde klasik yontemlerden biriyle yapilabilir. Bir
onceki Boliimde de bahsedildigi gibi, bu islemin yapilmasinda Nyquist kararlilik kriterini

kullanmak daha avantajlidir. LC’nin kararhliginin tespiti icin ise GAI analiz metodu
kullamilabilir. Sekil 7.3’de, G*(jw), —1/Ny(B) ve -1/ Z—; ,-¢ nin yerleri kompleks

diizlemde temsili olarak gosterilmistir.
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-1/N\(B)

Im

Sekil 7.3. Kesir dereceli sistemde DN ve LC kararlilik karakteristikleri

Dogrusal alt sistem G*(jw)’nin sag yar s-diizleminde hi¢ kutbu olmamasi

kaydiyla, dogrusallagtirilmis geri beslemeli sistemin, y=E’deki DN’nin kararsiz olmasi i¢in,

-1/ Z_n“E ‘nin kompleks diizlemde olmasi gereken yeri Sekil 7.3’de kesikli ¢izgiyle
I

gosterilmistir. Kararli bir LC i¢in —1/N;(B)’nin degisim yoni Sekil 7.3’deki gibi olmak
kaydiyla, O noktasinin tanimladig1 LC bir noktada birlesen yapidadir ve kararlidir.

Temel sart olarak kabul edilebilecek dordiincii asama ise etkilesim olarak
adlandirilmaktadir.  Etkilesimin gerceklesebilmesi i¢in Denklem (6.16)’da verilen
esitsizligin saglanmasi gerekir.

Son olarak; sistemde uygun filtreleme etkisinin olmas1 gerekir. Denklem (7.4)’deki
esitsizlik, bir LC’nin var olmast i¢in gereklidir. Denklem (7.4)’lin etkinlik derecesi
azaltilarak, sistem kaotik davramig gosterecek sartlara getirilebili. Bu da sistem

parametrelerini uygun sekilde degistirilmesi ile saglanir.

G* (jo)| >> |G* (njw)

, n=234,..,© (7.4)
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Bu sartlar saglandiktan sonra sistemde kaos beklenmelidir. Devam eden alt
bolimde, kesir dereceli PI* kontrolorlerin dogrusal olmayan sistem dinamigi iizerine
etkileriyle ilgili 6rekler verilecektir. Bu 6rneklerde, kontrolor parametresi olarak sadece
kesirli o integrator derecesi kullanilacaktir. Bu sayede, sistem dinamigi iizerine kesirli o
integral derecesinin olusturacagi etkileri degerlendirme imkani olacaktir. Ayrica bu
ornekler, GAI analiz metodu ve Genesio-Tesi varsayiminin kesir dereceli sistemlerde de ne

derece etkin bir ara¢ oldugunu goérme imkani verecektir.

7.2. Kesir Dereceli PI Kontrolorliin Dogrusal Olmayan Sistem Dinamigi Uzerine
Etkileri ile Tlgili Ornekler

Bu boliimde GAT analizi ve Genesio-Tesi varsayimi kullamilarak, kesir dereceli PI*
kontrolore ait a parametresinin, dogrusal olmayan sistem dinamigi lizerine etkilerini
gostermek amaciyla 6rnek uygulamalar incelenecektir. Ornek uygulamalara ait
simiilasyonlar, =~ MATLAB/Simulink  ortaminda  gerceklestirilmistir. ~ Ayrica  tiim
simiilasyonlarda, kesir dereceli integratdr operatorii yerine, Boliim 3’te verilen Tablo

3.2°deki yakinsatilmis tam dereceli transfer fonksiyonlar: kullanilmistir.

Ornek 7.1: Bu 6rekte, Ornek 6.2°de incelenen ve blok diyagramu Sekil 7.1°deki gibi
kontroldr, sistem ve dogrusal olmayan bloklardan olusan yap1 ele almacaktir [83]. Bu
yapida, Ornek 6.2°den farkli olarak tam dereceli P/ kontroldr yerine kesir dereceli PI*

kontrolor kullanilacaktir.

G (s) =Kp+£a’, 0<a<l (7.5.a)
S
G, (s5)= L (7.5.b)
P sP+2s—1 o
n(y)=y’ (7.5.¢)

Bu sistemde olugmasi muhtemel osilasyonlarin varligi, kararliligi, frekansi ve
genligi GA[ analizi yardimiyla tespit edilebilir. Kesir dereceli PI* kontroloriin tam dereceli

PI kontrolorden farkli olarak sistem iizerinde ne gibi etkisi olabilecegini gbzlemlemek igin
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Omek 6.2°de sistemi kararsizlastirdig1 tespit edilen kontroldr parametreleri secilecektir.
Bunun igin K,=1 ve K=2.5 almacaktir. Dogrusal olmayan alt sistemin 7GGA/’si Denklem
(6.12.c)’de verilmisti. Bu denklem, (7.1) ve (7.2)’de yerine yazildiginda sistemin

karakteristik denklemi,

K,(jo)* +K, (3 2)
> —0 | 7B |=-1,0<a<l (7.5.d)
[(jw)“* +2(jo) —(JW)J 4

olur. K,=1 ve K=2.5 degerlerinde Denklem (7.5.d)’nin saglanabilmesi i¢in 0<a<0.71
olmalidir. Grafiksel olarak Denklem (7.5.d)’nin saglanabilmesi i¢in —1/N(B) ile Gk(ja))’nm
karmasik diizlemde kesismesi gerekmektedir. Grafiksel olarak B=[2,4] araliginda —1/N(B)
ile @=(0,+o0) araliginda Gk(ja))’nm karmasik diizlemdeki degisimleri Sekil 7.4’te farkli a
degerleri i¢in verilmistir.

Sekil 7.4’te goriildiigii gibi 0=0.7 igin —1/N(B) ile G*(jw) ile ¢; ve ¢, olmak iizere
iki farklh noktada kesisme s6z konusu iken a =0.75, 0.8 ve 1 i¢in kesisme yoktur. 0=0.7
icin kesisme noktalarinin kararli olmasi durumunda, sistemde LC olusacaktir. Diger a
degerlerinde ise sistem kararsiz bir davranig gosterecektir.

Denklem (7.5.d)’nin verilen kontrolor parametreleri igin ¢oziimii elde edildiginde,
q: kesisme noktalarinin karakterize ettigi frekansi, w,;=1.18 rad/s, genligi, B,=1.26 ve
g2 kesisme noktalarinin karakterize ettigi frekansi, w,,=1.88 rad/s ve genligi B,,=1.87 olan
L gergeklesmesi beklenecektir. Fakat; ¢; noktasi kararli olmasina ragmen, g, noktasi
kararsiz bir yapiya sahiptir. Bu yilizden sistemde sadece g; noktasimnin karakterize ettigi
baslangi¢ sartindan bagimsiz osilasyonlar gozlenecektir. Sistemde olugmasi beklenen
osilasyonlar1 gozlemleyebilmek ig¢in, sistemin zaman cevabina ihtiya¢ olacaktir. Bu
nedenle, sistemin MATLAB/Simulink ortaminda benzetim yoluyla zaman cevabi elde
edilecektir. Sekil 7.5°te, x0(0,0.4,0) baslangi¢ sartinda a=0.7 ve a=0.8 i¢in sistemin zaman

cevaplari verilmistir.
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-0.02

Sekil 7.4. —1/N(B) ile Gk(/'a))’nm farkli o degerleri i¢in kompleks diizlemdeki degisimi

a=0.8

_2 L L L L L 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

1(s)

Sekil 7.5. Kesir dereceli dogrusal olmayan 6rnek sistemin a=0.7 ve a=0.8 i¢in zaman cevaplari
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Sekil 7.5’te, beklendigi gibi 0<a<0.71 aralifi disindaki a=0.8 icin sistemde
kararsiz bir davranig varken, bu aralik igerisinde bulunan «=0.7 inegratér derecesi i¢in
sistemde baslangi¢ sartindan bagimsiz osilasyonlar olugsmaktadir. Sekil 7.6’da, bu
osilasyonlarin durum uzay diyagrami goriilmektedir.

Sekil 7.6’da, x01(0,0.01) baglangi¢ sart1 i¢in sistem, Sekil 7.4’teki ¢; noktasinin
tanimladig1 osilasyon karakteristiginin belirledigi L( yoriingesine yerlesmektedir. Benzer
durum, L digindaki bir nokta olan xg,(1.4,0.01) baslangi¢ sarti icinde gegerlidir.

q: noktasinin karakterize ettigi baslangi¢ sartindan bagimsiz osilasyonun, siirekli
durumundan bir kesit Sekil 7.7°de verilmistir. Gortildiigii gibi sistemin ¢ikisinda gozlenen
osilasyonun frekanst ©=1.047 rad/s ve genligi B=1.148 dir. Bu degerler sistemin analizi

i¢cin kullanilan GAJ metoduyla elde dilen degerlere yakin degerlerdir.

1.5+ 8
1L i
0.5+ ]
X02
& O T
0.5+ .
AE i
1.5+ .
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Sekil 7.6. Kesir dereceli dogrusal olmayan 6rnek sistemin a=0.7, x1(0,0.01) ve x¢(1.4,0.01) i¢in
durum uzay diyagrami

99



1.5

0.5

1

-1.5 : :
80 85 90 95

t(s)

Sekil 7.7. g; noktasinin karakterize ettigi L’ nin siirekli durumundan bir kesit

Ornek 7.2: Bu ornekte, kararsiz LC davranisin gdzlendigi Ornek 6.3’te incelenen
sistemde, kontrolor kesir dereceli PI* segildiginde a derecesinin sistemin davranisi lizerine

etkileri incelenecektir. Sekil 7.1°de verilen sistem igin sistem elemanlari

Gf(s):Kp+£;, 0<a<l (7.6.a)
S
G (s) - (7.6.b)
P sP4+2s+1 h
n(y) = y3 (7.6.¢)

olarak secilir. Bu 6rnekte de kesir dereceli PI* kontroloriin tam dereceli PI kontrolérden
farkli olarak sistem {izerinde ne gibi etkileri olabilecegi incelenecektir. Bu amagla, Ornek
6.3’de incelenen sistemde kullanilan tam dereceli kontrolér parametreleri olan, K,=0.4 ve

K=1 alinacaktir. Dogrusal olmayan alt sistemin 7GGAI, Denklem (6.12.c)’de verilmisti.
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Sekil 7.1°de Gck(s) ile Gp(s)’den olusmus dogrusal alt sistem, Gk(s) ve n(y) dogrusal
olmayan elemanin TGGAI, N(B)nin olusturdugu kapali cevrimli sistemin frekans

karakteristik denklemi, Denklem (7.1) ve (7.2)’de yerine yazildiginda,

KUy +K, [332}—1, 0<a<l (7.6.d)
(o) +2(jo)*" +(jo)* \ 4

elde edilir. K,=0.4 ve K~=1 i¢in Denklem (7.6.d)’nin saglanabilmesi i¢in 0<a<1 olmalidir.
Grafiksel olarak Denklem (7.6.d)’nin saglanabilmesi i¢in, —1/N(B) ile Gk(/'a))’nm karmasik
diizlemde kesigmesi gerekmektedir. B=[3,100] araliginda —1/N(B) ile w=[2,+) araliginda
Gk(jw)’mn kompleks diizlemdeki degisimleri grafiksel olarak Sekil 7.8’de 0=0.1, 0.4, 0.7
ve 0.9 degerleri i¢in elde edilmistir.

Sekil 7.8°de goriildiigii gibi —1/N(B) ile G*(jw); ¢=0.1 igin ¢;, a=0.4 igin ¢,
0=0.7 i¢in g3 ve 0=0.9 i¢in ¢, noktalarinda kesismektedir. Bu durumda, her bir kesigsme
noktasinin tanimladig1 bir L( sistemde mevcuttur. Denklem (7.6.d)’nin, verilen kontrolor
parametreleri i¢in ¢Oziimii elde edildiginde, g, kesisme noktalarinin karakterize ettigi
frekans1 w,;=19.64 rad/s, genligi B,;=21.1881, ¢, kesisme noktalarinin karakterize ettigi
frekans1 w,,=5.66 rad/s ve genligi B,,=7.1611, g3 kesisme noktalarinin karakterize ettigi
frekansi w,3=3.44 rad/s ve genligi B;3=4.9462 ve g, kesisme noktalarinin karakterize ettigi
frekans1 w,4=2.63 rad/s ve genligi B,~4.1213 olan LC davranisin beklenmesi gerekir.
Fakat Sekil 7.8’den de goriildiigii gibi, tiim kesisme noktalar1 kararsiz yapidadir ve
sistemde kararsiz LC’nin oldugu anlamina gelir. Bu yapidaki bir sistem, Ornek 6.3’teki
gibi durum degiskenlerinin baslangi¢ sartina gore farkli iki davranis tipi; asimptotik kararli
davranis veya kararsiz davranig gosterecektir. Sekil 7.9’da o=0.1, 0.4, 0.7 ve 0.9 degerleri
icin birbirine ¢ok yakin iki farkli baslangi¢ sarti igin sistemin zaman cevaplari

MATLAB/Simiilink ortaminda benzetim yoluyla elde edilmistir.
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Sekil 7.8. K,=0.4 ve K=1 i¢in Gk(/'co) ile -1/N(B)’nin kompleks diizlemdeki degisimi

Sekil 7.9.(a), (b), (c) ve (d)’de goriildiigi gibi swasiyla; xo;*"(13.7,0,0),
x01(0'4)(8,0,0), x01(°'7)(6.6,0,0) ve x01(0'9)(6.1,0,0) baglangi¢ sartlarinda, sistem soniimli bir
osilasyon yapmakta ama xoz(o'l)(l3.8,0,0), x02(0'4)(8.1,0,0), x02(0'7)(6.7,0,0) ve xog(o'g)(6.2,0,0)
baslangi¢c sart1 icin sistem kararsiz bir davramig sergilemektedir. Dikkat edilirse xo;
baslangig sartlari ile x¢, baslangi¢ sartlar1 birbirine ¢ok yakin degerlerdir ve sistemin gegici
durumu LC’nin karakterize ettigi osilasyon biiylikliiklerine yakin degerlerdir. Sekil 7.10°da
0=0.1, 0.4, 0.7 ve 0.9 degerleri i¢in yukarda verilen baslangi¢ sartlarinda sistemin durum
uzay diyagramlar1 verilmistir. Goriildiigli gibi sistemin dinamiginde, baslangi¢ sartlarinda
belirleyici durumdadir. Ama burada a integral derecesine gore durum uzay diyagramindaki
kararsiz LC yoriingesi degismektedir. « integral derecesi azaldikga, yoriinge
genislemektedir. Bu durum, osilasyonlarin genliginin arttigi anlamina gelmektedir. Ayni
zamanda LC osilasyonun frekanst da, o integral derecesinin azalmasma bagli olarak
artmaktadir. Bu &rnekte, a integral derecesi Ornek 6.3’teki sistemin davranmisinda olusan
kararsiz L(C’yi ortadan kaldirmama veya kararli hale getirmemekle birlikte, sistemin
davranigini belirleyen baslangi¢ degerlerini degistirmistir. a integral derecesi azaldikea,

sistem cevabini belirleyen baslangi¢ degerlerinin arttigi goriilmektedir.
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Sekil 7.9. K,=0.4 ve K=1 i¢in Ornek 7.2’de verilen sistemin a) xo; " ve x¢, " baslangig sartlari
icin, b) xo; % ve xp, ¥ baslangi¢ sartlari igin, ¢) %0107 ve x0,07 baslangig sartlar i¢in ve

d) x01% ve x, ™ baslangi¢ sartlari i¢in ¢ikislari
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(1) ()

Sekil 7.10. K,=0.4 ve K=1 i¢in Ornek 7.2°de verilen sistemin a) xo, " ve x0, %" baslangi¢ sartlar
icin, b) xo;* ve x,"¥ baslangi¢ sartlar igin, c) %0107 ve x0,07 baslangi¢ sartlar1 igin ve
d) x0; % ve xp, " baglangic sartlari i¢in durum uzay diyagramlari

Ornek 7.3: Bu 6rnekte, Celik [84]’te incelenen Sekil 7.1°deki dogrusal olmayan kontrol
sistemi verilecektir. Bu sistem, kontrolsiiz durumda kaos olugsma ihtimali olmayan bir
sistemdir ve tam dereceli bir P/ kontrolorle kontrol edilmek istendiginde, kontroloriin
yiikledigi ek dinamikten dolay1 sistemde kaotik davranmiglar gézlenmis ve Genesio-Tesi
varsayimindan faydalanilarak kontrol parametrelerinin ayarlanmasinin s6z konusu oldugu
gosterilmistir [80]. Incelenecek kesir dereceli sistemde, dogrusal sistem parametreleri,
kaotik davranisin olugmasii saglayan sistem parametreleri ve tam dereceli kontrolor
parametreleri, kesir dereceli kontroloriin kontrol parametreleri olarak secilecektir. Sekil

7.1°deki sistemde, dogrusal sistem;

1

—  a,b>0 7.7.a
sP+as+b ( )

G,(s)=

kesir dereceli kontrolor,
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Gf(s):Kp+%, O<a<l (7.7.)

ve dogrusal olmayan eleman,

n(y)=cy-y*, c>0 (7.7.¢)

olsun. Burada; tam dereceli sistemi kaosa sokacak sistem parametreleri a=0.26, b=1.4, c=1
ve kontrol parametreleri K,=0.34 ,K;=1.134 olarak alinacaktir. $ekil 7.11°de, tam dereceli

sistemin yukaridaki sistem parametreleri i¢in durum uzay diyagrami verilmistir.

0.8

0.4

X2

0.2

0.4}

06

ks 1 1 1 1 1 1 1 1
46 04 02 a 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Sekil 7.11. Ornek 7.3’teki tam dereceli P/ kontrollii dogrusal olmayan sistemin durum uzay diyagrann

Sistemi, Genesio-Tesi varsayimi ile inceleyebilmek i¢in ilk dnce, bu sistemi Sekil
7.2°deki kesir dereceli Lur’e tipi sisteme doniistiirmek gerekmektedir. Bu durumda kesir

dereceli dogrusal alt sistem;
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K, s“ + K,
+as™" +(b+cK,)s" +cK,

G"(s)= o (7.7.d)

olur. Bu sistemde, kaos kestirimi yapmak i¢in B6lim 6’da anlatilan islemler adim adim

uygulanacak olursa;

o Sistemde bir LC var mi?

Sistemde, a parametresine gore L(C’nin var olabilmesi i¢in Denklem (7.1) ve (7.2)’yi
saglayan A, B ve w degerlerinin var olmasi gerekir. n(y)=—y> nin Celik [80]’de elde

edilen CGGAI asagida gibidir.

B2
NO(A,B) = _A_ﬂ (776)

N,(4,B)=-24 (7.7.9)

Bu durumda, s = jw icin sirasiyla Denklem (7.1) ve (7.2);

B2
[A + EJ =C (77g)
[ . : 'Kp(lja))“—i-Ki ' J:L (77h)
(Jo)" +a(jo)* " +(b+cK ,)jo)* +cK, | 24

olur. B>0 ve >0 olmak kaydiyla Denklem (7.7.g) ve (7.7.h)’1n saglanmasi i¢in 0>0.281
olmasi gerekmektedir. Sekil 7.12°de —1/N,(B) ve G*(jw)’nin kompleks diizlemdeki
degisimleri «=0.25, 0.3 ve 0.4 icin verisilmistir. Dikkat edilirse, 0>0.281’1 saglayan a=0.3
ve 0.4 icin —1/N,(B)ve G*(jw)kompleks diizlemde sirasiyla g, ve g, noktalarinda
birbirleriyle kesismektedir. Bu durum LC’nin varhigin1 gostermektedir. Ama ¢>0.281’1
saglamayan a=0.25 igin —1/ N, (B) ve G*(jw)kompleks diizlemde bir kesisme s6z konusu

degildir ve sistemde LC yoktur.
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Sekil 7.12. Ornek 7.3 teki kesir dereceli PI* kontrollii dogrusal olmayan sistemin kararlilik karakteristigi

o Sistemde ayri bir DN var mi?

Sisteme ait DN, Denklem (7.3) yardimiyla bulunabilir. Bu durumda, sistemde y;=0 da ve
y=c’de olmak {iizere iki farkli DN vardir. Bunlardan, y=c noktas1 ayr1 DN’ye karsilik
gelmektedir. Clinkdi, sistemde gozlenecek L davranigi y=0’daki DN’yi icine almakta ama
y=c’deki DN’yi c¢evrelememektedir. Sekil 7.13’de @=0.4 i¢in sistemin durum uzay

diyagrami verilmistir. Goriildiigii gibi, L y=c’deki DN’yi ¢evrelememektedir.

e LC kararli ve ayri DN kararsiz mi?

Sistemde 0>0.281 i¢in L vardir ve L’ nin kararh olabilmesi i¢in, Sekil 7.12°deki ¢, ve ¢
noktalarinin bir noktada birlesmesi gerekmektedir. Sekil 7.12°ye bakildiginda, bu iki
kesigme noktasinin tanimladigi LC kararlidir. Sekil 7.13’de, sistemin simiilasyonuyla elde
edilen durum uzay diyagraminda da LC gozlenmektedir. Ayr1 DN’nin kararliligi, Sekil
7.12°de dogrusal olmayan elemanin y=c’deki dogrusallastirilmis esdegerinin yerinden
faydalanilarak, Nyquist kararlilik kriteriyle incelenebilir. Nyquist kararlilik kriterine gore,

kapali ¢evrim sistemin sag yari s-diizleminde bir kutbu oldugundan, ayri1 DN kararsizdir.
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Sekil 7.13. Ornek 7.3°de, a=0.4 igin kararli LC ve ayrt DN

e DN ile LC arasinda bir etkilesim var mi?

Kararsiz DN ile kararli L etkilesime girmesiyle, sistemde L' giiriiltiilii hale gelecek ve
sistem kaotik davranis gosterecektir. Bu yiizden, bu sart sistemde kaosun gozlenecegi
sistem parametrelerinin kestirimi i¢in ana sart olarak degerlendirilebilir. Denklem
(6.16)’nin saglanmasiyla, sistemde kaos beklenen o parametresi degerleri belirlenebilir.

Denklem (6.16)’nin saglanmasi i¢in ¢>0.89 olmalidir.

o Sistem uygun filtreleme etkisine sahip mi?

Yukarda bahsedilen sarlar nicel, ama son sart olan uygun filtreleme etkisi niteldir. Bu
yiizden, net bir sekilde uygun filtreleme etkisini saglayacak o parametresini tespit etmek
mimkiin degildir. Bunun i¢in DN ile LC etkilesiminin saglandigi, ¢>0.89 degerlerinde
kaotik davranigin aranmasi gerekmektedir.

Sekil 7.14°de, a’nin dort farkli degerleri igin sistem yoriingeleri verilmistir. Dikkat
edilirse, a<0.281 i¢in sistem asimptotik kararli bir davramig gdsterirken, 0.281> o >0.89

araliginda LC davranis gostermektedir. ¢>0.89 icin sistemde DN ile L arasinda etkilesim
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s0z konusu oldugu i¢in, Sekil 7.14.(c) ve (d)’de goriildiigii gibi L bozulmaya
baglamaktadir ve sistemde periyot katlama davramis gozlenmektedir. Ayrica, cesitli o
degerlerinde sistemin zaman cevabi Sekil 7.15°de elde edilmistir. Sistemin zaman cevabi
serilerinden faydalanarak, sistemde kaosun varlig1 nicel olarak maksimum Lyapunov iisleri
ile tanimlanabilir. Tablo 1°de ¢esitli a degerleri igin sisteme ait maksimum Lyapunov
iisleri degerleri elde edilmistir. Sonug olarak, tam dereceli P/ kontroloriin aksine, yaklasik
olarak 0> a >1 i¢in kesir dereceli PI* kontrolorlii sistemde kaotik davranis gozlenmemistir.

Bu sayede, tam dereceli P/ kontroldriin sisteme yiikledigi ek dinamikten de kurtulmus

olunur.
a=0.5
05t
o g Or
'I:I5 r (b) 1
02 01 0 01 02 0.5 0 0.5 1
y y
a=0.9 0=0.95
1 1 .
0.5 0.5
s O s 0
05 05
(c) @
- s s - 1 . . .
-05 ] 05 1 -0.5 ] 05 1
y y

Sekil 7.14. Ornek 7.3°deki kesir dereceli PI* kontrollii dogrusal olmayan sistemin a) a=0.1 igin, b)
0=0.5 igin, ¢) =0.9 i¢in, d) ¢=0.95 i¢in durum uzay diyagrami
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Tablo 7.1. Ornek 7.3°deki sistemin farkli a dereceleri igin maksimum Lyapunov

isleri
Sistem Derecesi Maksimum Lyapunov Usleri
(@) (Amax)
1 5.907x107
0.95 0
0.9 0
0.5 0
0.1 0
15 T T T T (Z:l T T T
= 1
= 05 j
" o) |
0.4 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
(a) a=0.9
15 T T T T T T T
= 1
2 05
=~ I:I |I "
0.5 I I I I I I I
0 50 100 150 (py 200 250 300 350 400
0=0.5
1 [ T T T T T T T
=05}
< ]
DE C 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 © 200 250 300 350 400

«s)

Sekil 7.15. Ornek 7.3’deki kesir dereceli Lur’e sisteminin a) a=1 igin, b) =0.9 i¢in ve ¢) a=0.5 igin

zaman cevaplari

Ornek 7.4: Celik [84]’te incelenen ikinci sistem, diger bir uygulama olarak ele almacaktir.

Sekil 7.1°deki dogrusal olmayan kontrol sistemi i¢in Denklem (7.7.a) ve (7.7.b) sirasiyla

sistem ve kontrolordiir. Dogrusal olmayan eleman olarak, kiibik tiirden bir dogrusalsizlik

secilecektir ve Denklem (7.8.a) ile ifade edilecektir.

n(y)=y>-cy, c>0
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Burada, tam dereceli sistemi kaosa sokacak sistem parametreleri a=0.2, b=1.5, ¢=3
ve kontrol parametreleri K,=0.12, K~=0.3 olarak alinacaktir. Bu parametreler i¢in tam
dereceli PI kontrollii dogrusal olmayan sistemin durum uzay diyagrami, Sekil 7.16°da
verilmistir.

Bir onceki ornekteki sira takip edilerek, benzer analiz yapilacak olursa; oncelikle
yukaridaki sistemin, Lur’e tipi sisteme doniistiiriilmesi gerekmektedir. Bu durumda kesir

dereceli dogrusal sistem;

X1
o]
T

10 F

Sekil 7.16. Ornek 7.4’teki tam dereceli PI kontrollii dogrusal olmayan sistemin durum uzay
diyagrami

K, s“ + K,
+as” +(b-K,)s* - K,

G (s) = o (7.8.b)

Dogrusal olmayan alt sistem;

n(y)=y’ —(c-1y (7.8.¢)
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olur. Denklem (7.8.b) ve (7.8.¢) ile tanimli sisteme, Bolim 6°da anlatilan islemler adim

adim uygulanacak olursa;

o Sistemde bir LC var mi?

n(y)=y’—(c—1)y’ nin Genesio [78]’de elde edilen CGGAI'' asagidaki bicimde

verilmistir.

N,(4,B)= A4’ +%BZ—(C—1) (7.8.d)
2 3 2

N,(4,B)=34 +ZB —(c-1 (7.8.e)

Bu durumda, s = jw i¢in Denklem (7.1) ve (7.2) sirastyla;

2, 30
(A +EB )_3 (7.8.9)
[ _ Kp({w)“+K; | J(7_1_532j=_1 (7.8.8)
(jo) +a(jo)" +(b+K,)(jo)* -k, 4

olur. B>0 ve v>0 olmak kaydiyla, Denklem (7.8.f) ve (7.8.g) nin saglanmasi i¢in yaklasik
olarak ¢>0.155 olmas1 gerekmektedir. Sekil 7.17°de, —1/ N,(B) ve G*(j®) nin kompleks
diizlemdeki degisimleri 0=0.1, 0.2 ve 0.6 i¢in verilmistir.

Dikkat edilirse ¢>0.155’i saglayan a=0.2 ve 0.6 igin —1/N,(B) ve G*(jo)
kompleks diizlemde sirasiyla ¢, ve ¢ noktalarinda birbirleriyle kesismektedir. Bu durum,

LC’nin varligin1 gostermektedir. Ama 0>0.155’1 saglamayan a=0.1 i¢in —1/N,(B) ve

G"*(jw) arasinda bir kesisme s6z konusu degildir ve sistemde LC yoktur.
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Sekil 7.17.

X1

Sekil 7.18. Ornek 7.4°de, a=0.5 igin kararli LC ve ayr1 DN
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o Sistemde ayri bir DN var mi?

Sisteme ait DN’leri, Denklem (7.3) yardimiyla bulunabilir. Bu durumda, sistemin y;=0’da
Ve V,5 = +1/3 de olmak iizere ii¢c farkli DN’leri vardir. Bunlardan y=0 noktasi, ayr1 DN’ye

karsilik gelmektedir. Ciinkii sistemde gozlenecek L( davranig y = +4/3 *deki DN’leri icine

almakta ama y=0’daki DN’yi ¢evrelememektedir. Sekil 7.18’de, o=0.5 i¢in sistemin durum
uzay diyagrami verilmigtir. Goriildigi gibi LC y=0’daki DN’yi ¢evrelememektedir ve bu
ayr1 DN dir.

o LC kararli ve ayri DN kararsiz mi?

Sekil 7.17°deki ¢q; ve g, noktalarinin, bir noktada birlegen karakteristikte olmasi sebebiyle
LC kararlidir. Ayr1 DN, Nyquist kararlilik kriterine gore kapali ¢evrim sistemin sag yari s-

diizlemde bir kutbu olmas1 sebebiyle kararsizdir.

e DN ile LC arasinda bir etkilesim var mi?

Denklem (6.16)’nin saglanmasiyla, sistemde kaos beklenen o parametresi degerleri

belirlenebilir. Etkilesimin saglanmasi i¢in 0>0.54 olmalidir.

o Sistemin uygun filtreleme etkisine sahip mi?

Uygun parametre kombinasyonu ile bu sart saglanabilir. Bunun i¢cin DN ile L etkilesimin
saglandigl, 6>0.54 degerlerinde kaotik davranisin aranmasi gerekmektedir. Sekil 7.19°da,
o’nin dort farkl degerleri icin sistem yoriingeleri verilmistir. Dikkat edilirse, 0<0.54 icin
sistemde LC davranisg gozlenmektedir. ¢>0.54 i¢in sistemde DN ile LC arasinda etkilesim
vardir ve Sekil 7.19.(b)’de goriildiigii gibi LC bozulmaya baslamaktadir. Sekil 7.19.(c) ve
(d)’de ise sistemde kaotik davranig gézlenmektedir. Bu sonucu, farkli a degerleri i¢in Sekil
7.20’de elde edilmis sistemin zaman cevabinda ve Tablo 2’de elde edilmis maksimum
Lyapunov iisleri degerlerinde de gormek miimkiindiir.

Sonug olarak, bu 6rnek icin tam dereceli P/ kontroloriin aksine, 0 > a >0.8 igin,
kesir dereceli PI* kontrolorlii sistemde kaotik davramis gdzlenmemistir. Bu sayede, tam

dereceli P/ kontroloriin sisteme yiikledigi ek dinamik biiyiik oranda 6nlenmistir.
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Sekil 7.19. Ornek 7.4°deki kesir dereceli PI* kontrollii dogrusal olmayan sistemin a) a=0.3 icin,
b) a=0.8 i¢in, ¢) a=0.9 i¢in, d) ¢=0.95 i¢in durum uzay diyagramlari

0 S0 100 150 (@) 200 250 300 350 400
0=0.9
3 T T T T T T T
2 -
1k
0 1
-1 B 1 1 1 1 1 1 1 1
0 S0 100 180 (py 200 05250 300 350 400
0=0.
~— 2 i
€>\ 1k
100 150 © 200 2580 300 350 400
«(s)

0
a0

zaman cevaplari
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Sekil 7.20. Ornek 7.4’deki kesir dereceli Lur’e sisteminin a) a=1 i¢in, b) ¢=0.9 i¢in, ¢) o=0.5 i¢in



Tablo 7.2. Ornek 7.4’deki sistemin farkli a dereceleri i¢in maksimum Lyapunov

isleri
Sistem Derecesi Maksimum Lyapunov Usleri

() (Amax)
1 7.296x10™

0.95 2.692x10™

0.9 11x10™

0.8 0

0.3 0
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8. KESIiR DERECELI KAOTIK SISTEMLER

Kaos olarak adlandirilan, dogrusal olmayan sistemlerde gozlenen ve Onceden
kestirilemeyen dinamikler son zamanlarda yogun bir sekilde ¢aligilmasina paralel olarak,
kesir dereceli sistemlerde de kaotik dinamiklerin varliginin tespiti, arastirilmasi gereken bir
konu durumuna gelmistir. Siirekli zamanl bir sistemde, garip ¢ekiciler olarak tanimlanan
karmasik dinamiklerin gozlenebilme sarti: sistemin dogrusal olmayan eleman
bulundurmasi, baslangi¢ sartina hassas baglilik ve sistem derecesinin ii¢ ve lizeri olmasidir.
Dikkat edilirse, kaosun en onemli 6zelligi olan baglangi¢ sartina hassas baglilik, stirekli
zamanli bir sistem i¢in sistem derecesi ligten kii¢iik olan dogrusal olmayan sistemlerde
gozlenmez. Buna karsin, gerek mevcut kaotik sistemlerin kesir dereceli modellerinde ve
gerek yeni tanimlanan kesir dereceli sistemlerde, sistem derecesi ligten kii¢ciik olmasina
ragmen sistemde kaotik davramslar goézlenmistir [48-55,85-90]. Bununla birlikte,
geleneksel siirekli zamanli sistemlerde oldugu gibi sistem derecesi hakkinda net bir
smirlama siirekli zamanl kesir dereceli sistemler i¢in sdylemek miimkiin degildir. Ornegin,
kesir dereceli Chua sistemi igin sistem derecesi 2.7 [48] iken, kesir dereceli Rossler sistemi
i¢cin 2.4 [51] ve kesir dereceli Chen sistemi i¢in bu sinir ilk bagta 2.92 [52], sonra 2.1 [53]
ve son olarak ta 0.3 [54] olmustur.

Yukarda bahsedilen, kaos gozlenen kesir dereceli sistemlerin derecesi 3’ten kiigiik
olmasina ragmen sistemde hala {i¢ durum degiskeni vardir ve bu ii¢ durum degiskenlerinin
en az bir tanesinin derecesi birden kiigiik degerdedir, ayrica higbirinde gecikme elemani
mevcut degildir. Devam eden kisimlarda incelen sistemlerle ilgili yapilan simiilasyonlarin
hepsi MATLAB/Simiilink ortaminda elde edilmistir. Ayrica a kesir derecesi, bu boliimde

incelenen tiim sistemler i¢in 0<o<1 araliginda alinmistir.

8.1. Kesir Dereceli Siirekli Zamanh Sistemlerde Kaos
Bu alt boliimde, siirekli zamanli kesir dereceli kaotik sistemlere ornek olarak;
sirastyla kesir dereceli Chua sistemi, kesir dereceli Rossler sistemi ve kesir dereceli Chen

sistemi incelenecektir.



8.1.1. Kaotik Chua Sistemi ve Kaotik Kesir Dereceli Modeli

Alisilmis Chua sisteminden farkli olarak bu sistemde, par¢ali dogrusal yapidaki
dogrusal olmayan eleman yerine, kiibik tiirden dogrusalsizlik kullanmilmistir ve benzer

davraniglar gézlenmistir [48]. Chua sisteminin durum uzay gosterimi, asagida verildigi gibi

ifade edilmektedir.

dx x=2x°

— =0 + 8.1.a
dr {y 7 } (®10
d_y:x_y+z (8.1.b)
dt

dz 100

= —_py, =7 8.1.c

a- P P (8.1c)

Burada; x, y ve z durum degiskenleri, ¢ ve f sistem parametreleridir ve verilen tiim
uygulamalar i¢in f=100/7 alinacaktir. Denklem (8.1)’de tanimlanan Chua sisteminin, kesir

dereceli modelinin durum uzay gosterimi de,

dix x=2x°

=0l y+ 8.2.a
o {y ; } (8.2.2)
dly

=x—-y+z 8.2.b
P y (8.2.b)
diz 100

=—fy, - 8.2.c
s B (8.2.c)

seklindedir. Burada, g her durum degiskeninin kesirli derecesine karsilik gelmektedir.
Kesir dereceli modelin, rahat bir sekilde simiilasyonlarinin yapilabilmesi i¢in durum uzay

gosterimine esdeger blok diyagrami, Sekil 8.1’deki gibi verilmistir [48].
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r(t)=0 x1=x(f)

X2

________________________________

Kesir dereceli integral Dogrusal alt sistem

S
~
~
A

Dogrusal olmayan eleman
Sekil 8.1. Kesirli Chua sisteminin derecesinin kolay bir sekilde degistirilmesini saglayan geri beslemeli
yapi
Sekildeki blok diyagraminda, kesir dereceli integral, dogrusal alt sistem ve dogrusal
olmayan alt sistem (8.2)’de verildigi bicimdedir. Burada, x; ve x, simiilasyonlarda durum

degiskeni olarak kullanilacaktir
1
G,(s)= e (8.2.d)

o(s*+s+f)
s +s+(B-0)

G,,(s) = (8.2.€)

3
2x” —x

= (8.2.9)

n(x) =

Sekil 8.1°de verilen geri beslemeli sistemde, o =9.5 ve f=100/7 degerleri ve a=1 i¢in tam
dereceli sistemin durum uzay diyagrami, Sekil 8.2°de verildigi gibi elde edilmistir.

Sistemin kesir dereceli modelinde ise Sekil 8.1°deki blok diyagramindaki integral
derecesi 0=0.9, 0.8 ve 0.7 icin sistemde kaosun varlig1 gosterilmistir. Bu durumda sistem
derecesi de sirasiyla 2.9, 2.8 ve 2.7 olacaktir. Bu durumlara karsilik gelen sistemlerin
durum uzay diyagramlari, Sekil 8.3’de elde edilmistir.

Goriildiigii gibi 3.dereceden tam dereceli sistemin kaotik davranig gostermesi soz
konusu olmakla birlikte, 3.dereceden kiigiik degerli kesir dereceli Chua sisteminde de

kaotik davraniglar gozlenmektedir.
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o=1; 0=9.5; p=100/7

0.8
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_1 1 1 1 1 1
005 004 -003 -002 001 0 0.0

X2

002 003 004 005

Sekil 8.2. Tam dereceli Chua sisteminin, 6=9.5 ve f=100/7 i¢in durum uzay diyagrami

Tablo 8.1. Kesir dereceli Chua sisteminin, sistem derecesi ¢, kesirli integral derecesi a ve sistem
parametreleri o, f§ igin maksimum Lyapunov isleri

Sistem Integral Sistem Maksimum Lyapunov
derecesi derecesi parametreleri Usleri

(@) (@) (0.5) (Amax)
0.9667 0.9 (10, 100/7) 0.00190
0.9333 0.8 (11, 100/7) 0.00032

0.9 0.7 (13, 100/7) 0.00008

Tablo 8.1°de, maksimum Lyapunov isleri integral derecesi a=0.9, 0.8 ve 0.7 i¢in

birbirine ¢ok yakin iki farkli baslangi¢ sartina (x;(0.1,0,0) ve x02(0.1001,0,0)) gore elde
edilen sistem yoriingesinden faydalanilarak elde edilmistir. Maksimum Lyapunov iislerinin
hepsi pozitif degere sahiptir ve bu da sistemde kaosun var oldugunu géstermektedir.

Sekil 8.4’de sirasiyla sistemin ii¢ farkli integral derecesi a=0.9, 0.8 ve 0.7 i¢in x
durum degiskeninin zamana gore degisimleri elde edilmistir. Elde edilen zaman

cevaplarindan da, sistemin kaotik yapida oldugu goézlenebilmektedir.
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] 0=0.9; 0=10; p=100/7

005 -004 003 -0.02 —D.D1x2 1} 001 002 003 004 005
0=0.8; o=11; p=100/7
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X1=x

02F
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08}
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004 003 002 -0 1} 0.01 0.02 0.03 0.04
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[IR=R 3
0B+
04F

0z2r

X=X
(]
:

0z2F

04

-1 1 L L L L L L
-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 X3 0 0.om 0.02 0.05 0.04
(©)
Sekil 8.3. Kesir dereceli Chua siteminin a) a=0.9, b) 0=0.8 ve ¢) 0=0.7 integral derecesi i¢in durum uzay
diyagramlar1
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a=0.9; =10; p=100/7

x1()
]
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Sekil 8.4. Kesir dereceli Chua sisteminin a) a=0.9, b) a=0.8 ve ¢) 0=0.7 integral dereceleri igin
zaman cevaplari

8.1.2. Kaotik Rossler Sistemi ve Kaotik Kesir Dereceli Modeli

Kaotik kesir dereceli sistemlere bir diger drnek, kesir dereceli Rossler sistemidir.
Bu sistemde, sistem derecesi 2.4’¢ esit ve biiyllk degerlerde sistemin kaotik davranis
gosterdigi ortaya konmustur [51]. Tam dereceli Rossler sistemi agagida verilen durum uzay

gosterimiyle tanimlanmaktadir.

dx

A (v+ 8.3.
% (y+2) (8.3.a)
Q=x+ay (8.3.b)
dt

dz

—=02+42z(x-10 8.3.c
7 z(x—10) (8.3.c)
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Burada x, y ve z durum degiskenlerine karsilik gelmekte ve a sistem parametresi olarak
tamimlanmaktadir. Tam dereceli Rdssler sistemi, «@=0.15 ic¢in kaotik davranis
sergilemektedir. Sekil 8.5’de sisteme ait durum uzay diyagrami, ii¢ boyutlu uzayda elde

edilmistir.

40..---7

304

2 a0

10

U

V-

20

Sekil 8.5. Tam dereceli Rdssler sisteminin ¢=0.15 i¢in durum uzay diyagrami

Kesir dereceli Rossler sisteminin durum uzay formunda ifadesi

d%x

=—(y+z 8.4.a
e (y+2) (8.4.a)
Y xtay (8.4.b)
dt”
2 02+ 2(x-10) (8.4.c)
dt”
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seklindedir. Tam dereceli Rossler denkleminden farkli olarak, kesir dereceli modelde her
durum degiskeni kesirli « tiirev derecesiyle tanimlanmaktadir.

Sekil 8.6 ve 8.7°de sirasiyla a=0.9 ve 0.8 kesirli sistem derecesi i¢in ii¢ boyutlu
durum uzay diyagrami x(0.1,0,0) baslangic sartinda benzetim yoluyla elde edilmistir.

Sekil 8.6. Kesir dereceli Rossler sistemi’nin a=0.9 ve a=0.4 i¢in durum uzay diyagrami

Tablo 8.2°de maksimum Lyapunov isleri, Rdssler sisteme ait durum
degiskenlerinin kesir derecesi a=0.9 ve 0.8 i¢in birbirine ¢ok yakin iki farkli baslangi¢

sartina  (x01(0.1,0,0) ve x02(0.1001,0,0)) gore elde edilen sistem yoriingesinden
faydalanilarak elde edilmistir.

Tablo 8.2. Kesir dereceli Rossler sisteminin, sistem derecesi o ve sistem parametreleri a
i¢in maksimum Lyapunov iisleri

Sistem Sistem Maksimum Lyapunov
derecesi parametresi Usleri
(@) (@) (Zmax)
0.9 0.40 0.0033
0.8 0.63 0.0007
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Maksimum Lyapunov {iislerinin hepsi pozitif degere sahiptir ve bu da sistemde kaosun var

oldugunu gostermektedir.

Sekil 8.7. Kesir dereceli Rossler sisteminin 0=0.8 ve ¢=0.63 i¢in durum uzay diyagrami

Ayrica Sekil 8.8’de sirasiyla sistemin iki farkli kesir derecesi a=0.9 ve 0.8 i¢in x

durum degiskeninin zamana gore degisimleri elde edilmistir. Elde edilen zaman

cevaplarindan da, sistemin kaotik yapida oldugu gézlenebilmektedir
20 T T
=
-20 . !
350 400 (@) 450 500
20 T T
=
-20 L L
350 400 (b) 450 500
t(s)
Sekil 8.8. Kesir dereceli Rossler sistemin a) a=0.9 ve a=0.4 ve b) a=0.8 ve ¢=0.63 i¢in zaman
cevaplari
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8.1.3. Kaotik Chen Sistemi ve Kaotik Kesir Dereceli Modeli

Siirekli zamanl kesir dereceli kaotik sistemlerle ilgili incelenecek son 6mek, kesir
dereceli Chen sistemi olacaktir. Kaotik Chen sisteminin kesir dereceli modelinde, sistem
derecesi 0.3’¢ kadar kaotik davranig goriilmektedir [54]. Tam dereceli Chen sisteminin

durum uzay modeli,

dx
— = - 8.5.a
7 a(y —x) (8.5.2)
ﬂz(c—a)x—xz+cy (8.5.b)
dt
dz
—=xy-b 8.5.¢c
5 b (8.5.¢c)

ile tanimlanir. Burada; x, y ve z durum degiskenlerine; a, b ve ¢ sistem parametrelerine
karsilik gelmektedir. Tam dereceli Chen sistemi, =35, b=3 ve ¢=28 icin kaotik davranis
sergilemektedir. Sekil 8.9°da da, sisteme ait durum uzay diyagraminin {i¢ boyutlu uzaydaki
degisiminden kaotik davranig agik bir bigimde gozlenmektedir. Benzer sekilde kaotik Chen

sisteminin kesir dereceli modelinin durum uzay tanimi,

i’t:c =a(y—x) (8.6.a)
Cjﬁj/ =(c—a)x—xz+cy (8.6.b)
cjhaz =xy—bz (8.6.¢)
seklindedir.
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Sekil 8.9. Tam dereceli Chen sisteminin a=35, b=3 ve ¢=28 i¢in durum uzay diyagrami

Tablo 8.3. Kesir dereceli Chen sisteminin, sistem derecesi a ve sistem parametreleri a, b, ¢ i¢in
maksimum Lyapunov iisleri

Sistem derecesi Sistem parametreleri Maksimum Lyapunov Usleri
(@) (a, byc) (Amax)
0.9 (35,3,28) 0.0760
0.8 (35,3,28) 0.1900
0.7 (35, 3, 40) 0.0518
0.6 (25, 3,28) 0.0378
0.5 (30, 3, 28) 0.2639
0.4 (35,3,28) 0.6058
0.3 (40, 3, 28) 0.0628
0.2 (40, 3, 28) 0.0936
0.1 (40, 3, 28) 0.1249

Tablo 8.3’de maksimum Lyapunov {isleri, Chen sisteme ait durum degiskenlerinin
kesir derecesi ¢=0.9-0.1 araligi icin birbirine ¢ok yakin iki farkli baslangi¢ sartina
(%01(0.2,0,0) ve x¢2(0.2001,0,0)) gore elde edilen sistem yoriingesinden faydalanilarak elde
edilmistir. Goriildiigii gibi maksimum Lyapunov {islerinin hepsi, pozitif degere sahiptir. Bu
durum, incelenen kesir dereceli sistemlerin kaotik davraniga sahip olduklarinin bir

gostergesidir.
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0=0.9; a=35; b=3; c=28
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Sekil 8.10. Kesir dereceli Chen sistemin a) a=0.9, b) a=0.7, ¢) a=0.4 ve d) ¢=0.1 i¢in durum uzay

diyagramlart

a:O.7; a:35l; b=3; cI:4O

20t
y Ot
ant
: . . . (b)
-40 -20 1] 20 40
X
50— a=0.1; a=40; b=3; c=28
y

0=0.3; a=40; b=3; c=28

20

x(U..3)(t)

04 (05 O

07 na na
olz=0.6; a=25; ZI7=3; c=28

B

x(U.,())(t)

X(O,.x)(t)

4

5
(©) )

Sekil 8.11. Kesir dereceli Chen sistemin a) a=0.3, b) ¢=0.6 ve ¢) a=0.8 i¢in zaman cevaplar1
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Sekil 8.10’da, sirastyla ¢=0.9, 0.7, 0.4 ve 0.1 kesirli sistem dereceleri i¢in iki
boyutlu durum uzay diyagramlart x((0.2,0,0) baslangi¢ sartinda benzetim yoluyla elde
edilmistir.

Sekil 8.10’a ek olarak, Sekil 8.11°de sirasiyla Chen sisteminin kesir derecesi a=0.3,
0.6 ve 0.8 i¢in x durum degiskeninin zamana gore degisimleri elde edilmistir. Sekil 8.10 ve
8.11°de elde edilen sonuglar da, kesir dereceli Chen sistemde a=0.1-0.9 aralig1 i¢in kaotik
davraniglarin  varhigin1 gostermektedir. Bu durumda, sistem derecesi 0.3’den biiyiik

degerler (yani, 0>0.1 ) i¢in kesir dereceli Chen sisteminde, kaos vardir sonucuna varilir.
8.2. Kesir Dereceli Gecikme Zamanh Sistemlerde Kaos

Yukarda bahsedilen kesir dereceli kaotik sistemlerin higbiri, gecikme zamanli
degildir. Tam dereceli gecikme zamanh kaotik sistemlerin kesir dereceli modellerinde de,
kaotik davranislarin olugsmasi s6z konusu olmasma ragmen, bu konuyla ilgili ¢aligmalar
literatiirde ¢ok sinirli sayidadir [91-92].

Devam eden alt bdliimlerde, gecikme zamanl kaotik sistemlerin kesir dereceli
modellerinde de kaosun varligim1 gdsteren ornekler verilecektir. Bu amacla Gilli [93]’te
verilen, kaotik tam dereceli iki hiicreli 6zerk Gecikme Zamanli Hiicresel Sinir Ag:
(GZHSA)’nin, ilk olarak Lu [94]’te ortaya konan ve Lu [95] te benzer modeli incelenen tek
hiicreli 6zerk GZHSA sistemin ve Ucar [96-98]’de verilen, tek durum degiskenine sahip

gecikme zamanl dogrusal olmayan sistemin kesir dereceli modelleri incelenecektir.

8.2.1. Kaotik Iki Hiicreli Gecikme Zamanh Hiicresel Sinir Ag1 ve Kaotik Kesir
Dereceli Modeli

Gilli [93]’te verilen kaotik davranig gosteren GZHSA, iki hiicreden olusan 6zerk bir

yapiya sahiptir. Bu yapi, asagidaki denklemler ile tanimlanmaktadir.

() =-x(O)+ Ay (O)+ Ay (t-1); i=12 (8.7.2)

y,(t) = %(|xi ) +1|=|x, () -1)); i=1,2 (8.7.b)
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0 0 T T
a, a a;, a
o _|4n 12 . r | 8n 12 . 0 _ 0. 7 _ 1
A —{ } A —{ } a;, =0ay;a;, =ay, 8.7.¢)

0 0 T T
ay dy a; dp

Burada xi(¢): her bir hiicrenin durum degiskeni, y;(¢): her bir hiicrenin ¢ikigini
tanimlayan dogrusal olmayan bir fonksiyon, yi(z-7): gecikmeli hiicre ¢ikisi, 4%kolonlama
modeli ve A" gecikmeli kolonlama modelidir. Tam dereceli GZHSA’nin sirasiyla

kolonlama modeli ve gecikmeli kolonlama modeli (8.7.d)’de verilen degerlere sahip

olursa,
1+Z 20 ~2%13 0.1
A =] 4 kA= 4 i (8.7.d)
0.1 1+2 0.1 -J2=13
4 4

rnun 0.84, 0.85, 0.9 ve 0.95 gecikme zaman1 degerlerinde sistemde kaotik davranmislar
gozlenecektir. Sekil 8.12°de, 7= 0.95 icin GZHSA ya ait durum uzay diyagrami verilmistir.
Yukarda verilen, tam dereceli iki hiicreli 6zerk kaotik GZHSA nin kesir dereceli modeli ise

(8.8)’deki durum uzay formu ile ifade edilebilir [99].

d® x, (1)

i {—xlu)} A{ymz)} A{ylu—n} &8)
dx®| [-u0] o] " e

dr®

Cikis fonksiyonu; y{?) ise, Denklem (8.7.b) ile ayn1 olacaktir. Burada; a: hiicrelerin kesir

dereceleri ve 7: gecikme zamanidir.
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X2

Sekil 8.12. Tam dereceli iki hiicreli GZHSA nin 7 =0.95 i¢in durum uzay diyagrami

Denklem (8.8.a)’da verilen, kesir dereceli iki hiicreli 6zerk GZHSA’nin kaotik
davranisa sahip oldugunu gostermek igin kesir dereceli GZHSA kolonlama modeli ve
gecikmeli kolonlama modeli, Denklem (8.7.d)’de verildigi gibi alinacaktir. Bu durumda, o
kesir derecesine ve 7 gecikme zamanina gore, kesir dereceli sistemde kaotik davranislar
elde edilen simiilasyon sonuglariyla gosterilecektir. Sekil 8.13 ve 8.14’te, kaotik davranis
gozlenen 7 gecikme zamani degerleri icin sirastyla o =0.9-0.6 ve o =0.4-0.1 araliklarindaki
kesir dereceli sistemin durum uzay diyagramlari verilmistir.

Dikkat edilirse kesirli sistem derecesi a azaldik¢a, sistemde kaos gozlenebilmesi
icin gecikme zamani 7 degerinin de azaldig goriilmektedir. Ayrica a azaldikca, sistemde
olusan kaotik davraniglar daha dar bir alana sikismaktadir. Buna ek olarak a=0.3, 0.5 ve
0.8 kesir dereceleri i¢in sistemi kaosa sokan 1 gecikme zamani degerlerinde, elde edilen x;

durum degiskeninin zamana gore degisimlerinden bir kesit de Sekil 8.15’te verilmistir.
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Sekil 8.13. Iki hiicreli kesir dereceli GZHSA nin a) a=0.9, b) a=0.8, ¢) a=0.7 ve d) a=0.6 i¢in
durum uzay diyagramlari

0.4 .a=0'4;. T:O'4. 06 . 05=O.3I; ‘L’=O.3I
0.4}
02t
S
ot
0.2
-0.4
-B -4 -2 0 2 -2 0 2 4 5
X1 X1
=0.2; =0.1 =0.1; =0.
a=0.2; = . 0.2 aIOI,t—OOIIZ
02
ot
S
L2+
04
()
: : : 0.4 : :
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2
X1 X1

Sekil 8.14. iki hiicreli kesir dereceli GZHSA’nin e) a=0.4, f) a=0.3, g) a=0.2 ve h) a=0.1 i¢in durum
uzay diyagramlari
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a=0.8; =1.05

400 4100 420 430 440,450 450 470 4800 430 500
g : : : a:()I.S; =0.57

435 430 (9] 495 &00
«s)

Sekil 8.15. ki hiicreli kesir dereceli GZHSA nin a) 0=0.8, b) a=0.5 ve ¢) a=0.3 i¢in zaman
cevaplari

Elde edilen sonuglara gore, kesirli sistem derecesi a azaldik¢a durum degiskenin
zamana gore degisim orani artmaktadir. Birbirine yakin iki farkli baglangi¢ sart1 i¢in, belirli

zaman araliklarinda elde edilen maksimum Lyapunov iisleri, Tablo 8.4’te verilmistir.

Tablo 8.4. Kesir dereceli iki hiicreli GZHSA mn sistem derecesi a ve gecikme zamani 7
icin maksimum Lyapunov iisleri

Sistem derecesi | Gecikme zamani Maksimum Lyapunov Usleri
(®) (@ (Amax)
0.9 0.98 0.000042
0.8 1.05 0.002400
0.7 0.93 0.000290
0.6 0.82 0.000049
0.5 0.57 0.029000
0.4 0.40 0.012700
0.3 0.30 0.091600
0.2 0.10 0.025500
0.1 0.012 0.021400
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Gorildiigii gibi maksimum Lyapunov iisleri, verilen o ve t degerlerinde pozitif
degerlidir. Bu durum, kesir dereceli iki hiicreli GZHSA’da 0>0.1 (bu durumda sistemin

toplam derecesi 0.2 dir) i¢in kaosun varligini net bir bicimde ortaya koymaktadir.
Ayrica Sekil 8.16°da sistem derecesi a=0.6, 0.5, 0.4 ve bu degerlere karsilik gelen

gecikme zamanm = 0.82, 0.57,0.4 degerlerinde iki farkli basglangi¢ sartlari, x¢;=0.1 ve
x02=0.1001 i¢in iki sistem yoriingeleri arasindaki farkin zamana gore degisimi elde

edilmigtir.
a=0.6, 7=0.82

o
=0
< el
0 a0 100 160 200,260 300 350 400 450 G500
(@) v
5 T T T T T oc—OiS, F05|7 T
g
VN
5 1 1 1 1 1 1 1 1
0 a0 100 150 200 250 3000 350 400 450 500
T T T T T T a:()|'4. T:Of" T

400 450 500

280 300 350
«s)

a 50 100 150 200
(©)

Sekil 8.16. Kesir dereceli iki hiicreli GZHSA nin a) 0=0.6, b) a =0.5 ve ¢) 0=0.4 i¢in bir birine
cok yakin iki farkli baglangi¢ sarti i¢in olusan yoriingeler arasindaki farkin zamana gore

degisimi
Gorildiigii gibi sistem derecesi azaldikca, birbirine ¢ok yakin baslangi¢ sartlarina
gore olusan sistem yoriingelerindeki sapma ¢ok daha kisa siirede gergeklesmektedir.

8.2.2. Kaotik Tek Hiicreli Gecikme Zamanh Hiicresel Sinir Ag1 ve Kaotik Kesir

Dereceli Modeli
Lu [94-95]’te incelenen ve kaotik davranig gosteren GZHSA; tek hiicreli 6zerk bir

yapiya sahiptir. Bu alt boliimde, Lu [95]’te verilen sistem ve kesir dereceli modeli

incelenecektir. Lu [95]’te verilen yapi,
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% = —ax(t) + bf[x(t — 7)] (8.9.2)
f(x):2(x+1—x—1)—%(x+%—x—%j (8.9.b)

ile tanimlanir. Burada; a, b sistem parametresi ve f: parcali dogrusal yapidaki tek simetrik
bir fonksiyona karsilik gelmektedir. a=2, b=3 ve 7 =1 tam dereceli tek hiicreli GZHSA’da
kaotik davranis gozlenmistir [95]. Sekil 8.17°de, bu degerler i¢in elde edilen GZHSA nin

kaotik yoriingesi verilmistir.

Sekil 8.17. Tam dereceli tek hiicreli GZHSA nin 7 =1 i¢in durum uzay diyagrami

Lu [95]’te verilen tam dereceli tek hiicreli 6zerk kaotik GZHSA nin kesir dereceli
modeli, Denklem (8.9.a)’dan farkli olarak kesirli a derecesi eklenerek (8.10) daki

diferansiyel denklemle tanimlanabilir.

d;;‘f) — —ax(t) + b [x(t - 7)] (8.10)
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Sekil 8.18 ve 8.19°da elde edilen simiilasyon sonuglarina gore, Denklem (8.10) ile ifade
edilen kesir dereceli tek hiicreli 6zerk GZHSA’da kaosun varligi goriilmektedir. Bu
sonuclar, a=2 ve b=3 olarak sabit alinmas1 durumunda farkli a kesir derecesi ve 7 gecikme
zamani degerlerine gore elde edilmistir. Sekil 8.18 ve 8.19°da kaotik davranig gozlenen z
gecikme zamani degerleri icin sirasiyla 0=0.9-0.6 ve 0=0.4-0.1 araliklarindaki kesir
dereceli sistemin durum uzay diyagramlar1 verilmistir.

Dikkat edilirse kesirli sistem derecesi a azaldikga, sistemde kaos gozlenebilmesi
icin gecikme zamani 7z degerinin degismedigi goriilmektedir. Ayrica iki hiicreli GZHSA’da

oldugu gibi a azaldik¢a, sistemde olusan kaotik davraniglar daha dar bir alana

sikigsmaktadir.
15 15 a=0.8; =1.1
1t 1t
= ©
=
05t 05t
b
o l@ , , @ . .
0 0.5 1 15 0 0.5 1 15
x(t-7) x(t-7)
15 Ia:0.7; T:l:l 15 Ia:O.6; T:ll.l
1t 1t
®
0.5 05t
o | @ |
0 0.5 1 15 0 0.5 1 15
x(t-7) x(t-7)

Sekil 8.18. Tek hiicreli kesir dereceli GZHSA’nin a) a=0.9, b) ¢=0.8, ¢) a=0.7 ve d) a=0.6 igin
durum uzay diyagramlari
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Sekil 8.19. Tek hiicreli kesir dereceli GZHSA nin e) 0=0.4, f) a=0.3, g) a=0.2 ve h) 0=0.1 i¢in
durum uzay diyagramlari

Buna ek olarak a=0.8, 0.5 ve 0.2 kesir dereceleri i¢in sistemi kaosa sokan 1
gecikme zamami degerlerinde, elde edilen x durum degiskeninin zamana gore
degisimlerinden bir kesit Sekil 8.20’de verilmistir. Elde edilen sonuglara gore, kesirli
sistem derecesi a azaldik¢a durum degiskenin zamana gore degisim orani artmaktadir.

Ayrica Sekil 8.21°de sistem derecesi a=0.9, 0.5, 0.1 ve gecikme zamani 7 = 1.1
degerlerinde iki farkli baglangi¢ sartlari, x9;=0.9 ve x0,=0.9001 i¢in iki sistem yoriingesinin
arasindaki farkin zamana gore degisimi elde edilmistir. Elde edilen sonuglardan da
goruldiigii gibi, sistem derecesi azaldik¢a birbirine ¢ok yakin baslangi¢ sartlarina gore
olusan sistem yoriingelerindeki sapma ¢ok daha kisa siirede gerceklesmektedir.

Tablo 8.5’de, =0.9-0.1 araliginda maksim Lyapunov {isleri belirli zaman araliklari
icin elde edilmistir. Goriildiigii gibi maksim Lyapunov lislerinin degerleri, verilen a ve t
degerlerinde pozitiftir. Bu sonuglar, kesir dereceli tek hiicreli GZHSA’da 0>0.1 i¢in kaosun

varligini agik bir bigimde ortaya koymaktadir.
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Sekil 8.20. Tek hiicreli kesir dereceli GZHSA nin a) a=0.8, b) a=0.5 ve ¢) a=0.2 i¢in zaman

cevaplari

0=0.9; =1.1

70 g0 =] 100

a 10 20 30

40, 50 BO
@ 0=0.5; ==1.1

=
3’0
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] A 10 15 20 )25 3 4A a0
0=0.1, =1.1
02 -
S0 et
3‘@)
02F
5 © 10 15

degisimi

1(s)

Sekil 8.21. Kesir dereceli tek hiicreli GZHSA nin  a) a=0.9, b) o =0.5 ve ¢) 0=0.1 igin bir birine
¢ok yakin iki farkli baslangi¢ sart1 i¢in olusan yoriingeler arasindaki farkin zamana gore
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Tablo 8.5. Kesir dereceli tek hiicreli GZHSA nin sistem derecesi o ve gecikme zamani 7 igin
maksimum Lyapunov iisleri

Sistem derecesi | Gecikme zamani Maksimum Lyapunov Usleri
(@) @ (Amax)
0.9 1.1 0.0016
0.8 1.1 0.0030
0.7 1.1 0.0090
0.6 1.1 0.0059
0.5 1.1 0.0101
0.4 1.1 0.0194
0.3 1.1 0.0226
0.2 1.1 0.0216
0.1 1.1 0.4769

8.2.3. Kaotik Tek Durum Degiskenli Gecikme Zamanh Sistem ve Kaotik Kesir
Dereceli Modeli

Son olarak Ugar [96-98]’de verilen, tek durum degiskenine sahip gecikme zamanl
dogrusal olmayan kaotik sistemin, kesir dereceli modeli verilecek ve bu modelde de
kaosun varligi, hangi sistem derecelerinde kaotik davranisin olustugu ve sistem derecesinin
azalmasina bagli olarak, sistem cevabinda olusan farklilasma ortaya konmaya
calisilacaktir.

Ucar [96-98]’de verilen gecikme zamanli dogrusal olmayan kaotik sistem,

(8.11)’deki diferansiyel denklem ile tanimlanmustir.

EO_ o= (20) @10

Burada; ¢ ve ¢ pozitif parametreler ve #p: baslangi¢ araligidir. 7 (0’dan biiyliik olmak
kaydiyla) tiim gecikme zamanl sistemlerde oldugu gibi sistemde bir baglama noktasiyla o
baslangic noktasinin olusturdugu etki arasinda gecen siireye karsilik gelen gecikme
zamanidir. Denklem (8.11)’de verilen sistem, kaotik bir sistemdir ve d=1, e=1 ve =1.6 igin
sistemde kaos gozlenmektedir [98]. Sekil 8.22°de sistemin kaotik yoriingesi elde edilmistir.

Denklem (8.11)’de wverilen sistemin kesir dereceli modeli ise (8.12)’deki

bigimdedir.
d ;:a(” = &t —1)— e[xt - )] (8.12)
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x(t-7)
—_
i3

dx(t)/dt

Sekil 8.22. Denklem (8.11)’de tanimh tam dereceli sistemde d=1, e=1 ve =1.6 i¢in elde edilen
kaotik ¢ekici
Sekil 8.23’te, Denklem (8.12)’de verilen kesir dereceli gecikme zamanl
diferansiyel denklemin blok diyagrami goriilmektedir.

Kesir dereceli alt sistem
=0 d'x(t)/dt’ x(%) x(t-7)
()

1/s4 e’

Dogrusal olmayan alt sistem

o)’ -0()

Sekil 8.23. Denklem (8.12)’de verilen kesir dereceli sistemin blok diyagrami

Dikkat edilirse, Ugar [98]’de verilen blok diyagramindan tek farki kesir dereceli integral
operatoriidiir. Boylece Denklem (8.11), sistem derecesi birden kii¢lik tek durum degiskeni
olan gecikme elemanl: bir yapiya doniismiistiir.

Denklem (8.12)’deki sistemde, kaotik davranislart incelemek icin tiim
simiilasyonlarda e=1 ve J=1 sabit degerler alinacaktir. Sekil 8.24 ve 8.25te, xo=0.1
baslangi¢ sart1 igin sirasiyla a=0.9-0.6 ve 0=0.5-0.2 araliginda olusan kaotik yoriingeler

verilmistir.
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Sekil 8.24. Denklem (8.12)’de tanimlanan kesir dereceli modelde a) a=0.9 ve 1=1.92, b) 0=0.8 ve
1=2.25, ¢)a=0.7 ve 1=3.30, d) a=0.6ve 7=3.90 i¢in olusan kaotik ¢ekiciler

0=0.5; =5 0=0.4; =7

() . .
2 0 05 1
x(f) x(?)

Sekil 8.25. Denklem (8.12)’de tanimlanan kesir dereceli modelde e) a=0.5 ve =5, f) a=0.4 ve =7,
g) a=0.3 ve =39, h) 0=0.2 ve =70 i¢in olusan kaotik ¢ekiciler
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Sekil 8.24 ve 8.25 incelendiginde, a sistem derecesi azaldikca incelenen diger gecikme
zamanli sistemlerde oldugu gibi kaotik yoriingeler daha dar bir alana sikismaktadir.

Sekil 8.26’da x¢=0.1 baslangi¢ sartinda, sistem derecesi o =0.8, 0.4, 0.2 i¢in zaman
cevaplarindan bir kesit goriilmektedir. Benzer sekilde, a sistem derecesi azaldik¢a kaotik

sistemin zamana gore degisim orani azalmaktadir.

0=0.8; =2.25

50 510 620 (B30 540 BA0 5E0
15 . . . . — 027

B50 BEOD K7D BEO B3SO0 700

0=0.2; =70

BOO B0 B20 B30 640

)]

Dz 1 1 1 1 1 1 1
BO0 Ba0 00 750 © 800 850 800 850 1000
«s)

Sekil 8.26. Denklem (8.12)’de tanimlanan kesir dereceli modelin a) a=0.8 ve 1=2.25, b) a=0.4 ve
=7, ¢) a=0.2 ve =70 i¢in zaman cevaplari

Tablo 8.6’da, kaos gozlenen sistem dereceleri ve gecikme zamani degerleri igin
hesaplanan maksimum Lyapunov isleri gosterilmektedir. Elde edilen sonuglarda,
maksimum Lyapunov iislerinin hepsi pozitif oldugundan dolayi, kesir dereceli bu sistemde
0>0.2 i¢in kaosun varlig1 acik bir sekilde ortaya konmaktadir.

Bu sistem icin son olarak, Sekil 2.27°de ¢=0.9, 0.5, 0.3 i¢in iki farkli baslangic
sartlar1, x9;=0.1 ve x»=0.1£0.0001 i¢in iki sistem ydoriingesinin arasindaki farkin zamana

gore degisimi elde edilmistir.
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Tablo 8.6. Denklem (8.12)’de tanimlanan kesir dereceli modelin sistem derecesi o ve gecikme

zamani 7 i¢in maksimum Lyapunov isleri

Sistem derecesi Gecikme zaman1 | Maksimum Lyapunov Usleri
(@) @ (Aamax)
0.9 1.92 0.0049
0.8 2.25 0.0018
0.7 3.30 0.0243
0.6 3.90 0.0010
0.5 5.00 0.0017
0.4 7.00 0.0002
0.3 39.00 0.0006
0.2 70.00 0.0023
0=0.9; =1.92
2 -
S |
N
2k i
a 100 200 300 400 4500 600 700 800 500 1000
T T T T T a:IOS’ FSI T T
~ 2 I 1
<o A
V
2k i
a 100 200 300 4004 500 60O 700 800 300 1000
T T T T T aI:03) z'I:39 T T
'] - .
s, 0 i
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 100 200 300 400 500 GO0 700 8OO 900 1000

«s)
Sekil 8.27. Denklem (8.12)’de tanimlanan kesir dereceli modelin a) 0=0.9 ve =1.92, b) a=0.5 ve
=5, ¢) 0=0.3 ve =39 ig¢in bir birine ¢ok yakin iki farkli baslangi¢ sarti i¢in olusan
yoriingeler arasindaki farkin zamana gore degisimi

Dikkat edilirse, kesir dereceli sistemin derecesi o azaldik¢a sistemde kaotik
davranigin olugmasi i¢in 7 gecikme zamaninin artmasi gerekmektedir. Buna ek olarak,
incelenen kesir dereceli sistemin derecesi azaldikga, birbirine ¢ok yakin iki farkli baglangic¢
sart1 icin sistem yoriingelerinin gilizergahlarindaki ciddi ayrisma, uzun bir siirede

gergeklesmektedir. Bu siirenin 0=0.9, 0.5 ve 0.3 i¢in, sirasiyla yaklasik olarak 70, 130 ve
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650 s oldugu goriilmektedir. Sekil 8.27°den, ayn1 zamanda kesir dereceli ii¢ farkli sistemin
baslangi¢c sartina hassas bagh oldugu goriilmektedir. Bu durum, aslinda dogadaki bazi
kaotik sistemlerin, derecesi cok kiiciik olan kesir dereceli gecikme zamanli dogrusal
olmayan yapilar olabilecegi yada bu sistemlerin kesir dereceli modelleme ile daha iyi
tanimlanabilecegi konusunda bir fikir verebilir. Ozellikle yakin iki farkli baslangi¢ sarti
icin sistem yoriingelerinin, uzun bir siire birbirine ¢ok yakin bir degisim gosterdikten sonra

farklilagarak ayrigan kaotik sistemler buna 6rnek olabilir.
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9. SONUCLAR

300 yildan fazla bir siire once ortaya atilan kesir dereceli hesaplama, giiniimiizde
bircok alanda hak ettigi yeri almaya baslamistir. Bu tez ¢aligmasinda oncelikle; kesir
dereceli hesaplama, kesir dereceli sistemler, kesir dereceli kontrol yapilari, dogrusal
olmayan sistemler ve dinamikleri, kaotik sistemler ve kaos kontrol konulari incelendi.
Ayrica tezde; kesir dereceli PI* kontroloriin dogrusal olmayan sistemler ve dinamikleri
tizerine etkileri irdelendi ve yeni kesir dereceli gecikme zamanli kaotik sistemlerin varligi
simiilasyon sonuglariyla ortaya kondu. Bu genel degerlendirmeler cercevesinde, tez

calismasinda asagidaki sonuglar elde edildi.

* Baz1 dogrusal olmayan sistemlerin kontroliinde, tam dereceli P/ kontroldr yerine
kesir dereceli PI” kontrolor kullanildiginda, tam dereceli kontrolér parametrelerinin
sistemi kararsizlastirdigi degerlerde, o integrator derecesine gore sistem LC davranig
gosterebilmektedir. Sabit kontroldr parametrelerinde, L nin olustugu o degerinin tespiti
icin GAI kullamlmistir. GAI ile o aralig: tespit edildigi gibi olusacak olan osilasyonlarin
frekans1 ve genligi de hesaplanabilmektedir. Bu sonuglar, benzetim sonuglar ile
kiyaslandiginda, GAl'nin kesir dereceli dogrusal olmayan sistemlerin analizinde etkin bir
arac olabilecegi gosterilmistir. Bununla birlikte, dogrusal olmayan sistem iizerinde tam
dereceli PI kontrolore gore kesir dereceli PI” kontroldriin, farkli bir dinamik olusturdugu
ve sistemi kararsizliktan kurtardigi gosterilmistir. Boylece bu etkinin, sistem iizerinde

daha esnek bir miidahale olusturma imkani sundugu gosterilmistir.

* Kontrolsiiz olarak sadece asimptotik kararli davramig gosteren dogrusal olmayan
bir sistem, P/ kontrollii geri beslemeli sistemde kararsiz L(’den kaynaklanan gizli
osilasyonlarin olusabilmesi s6z konusudur. Eger tam dereceli P/ kontroldr yerine, kesir
dereceli PI° kontrolor secilirse, o integral derecesi azaldikca LC yoriingesi
genislemektedir. Bu durum, osilasyonlarin genliginin arttig1 anlamina gelmektedir. Ayni
zamanda LC osilasyonun frekansi da, o integral derecesinin azalmasma bagli olarak
artmaktadir. Ayrica a integral derecesi sistemin davranisinda olusan kararsiz LC’yi ortadan

kaldirmamakla veya kararli hale getirmemekle birlikte sistemin davranisini belirleyen



baslangic degerlerini degistirmistir. a integral derecesi azaldikga, sistem cevabim
belirleyen baslangi¢ degerlerinin artti1 goriilmiistiir. Kesir dereceli sistemde, GA/ analizi
ile LC’nin kararliligi ve kabul edilebilir bir hatayla osilasyon karakteristikleri tespit

edilebilmistir.

* Kaos olusmas1 olanaksiz, dogrusal kismi ikinci dereceden olan Lur’e tipi bir
sistem, tam dereceli PI kontrolor ile kontrol edilmek istendiginde, sistemde, kontrolor
parametrelerine gore kaotik davranis gozlenebilmektedir. Bahsedilen kaotik sistemde tam
dereceli PI kontrolor yerine kesir dereceli PI* kontrolor kullanildiginda integrator derecesi
a’ya gore sistemde kaosun olusmayacagi gosterilmistir. Buna ek olarak, dogrusal olmayan
sistem dinamigi tizerine kesir dereceli PI* kontroloriin kontrol parametrelerinin yani sira,
kesirli integrator derecesi a’nin 3. boyut olarak bir etkisi soz konusudur. Bu sayede,
dogrusal olmayan kaotik bir sistem {izerine daha esnek bir miidahale s6z konusu
olmaktadir. Bu durum, bu tez ¢alismasinda incelenen yapidaki kaotik sistemlerin, kesir
dereceli kontrolore ait integratdr derecesi o ile kontrol edilebilecegini gostermistir. Ayrica,
sisteme ait benzetim sonuglar1 ve Genesio-Tesi varsayimi ile elde edilen sonuglar arasinda
bir yakinlik vardir. Bu durum gostermektedir ki, kaos kestirimi i¢in onerilen Genesio-Tesi
varsayimi, istenilen sistem cevabinin elde edilmesi amaciyla kesir dereceli kontrolorlerin
tasariminda ve kesir dereceli kaotik sistemlerin parametre kestiriminde de etkin bir arag

olarak kullanilabilir.

* Kaotik davraniglar gozlenen iki hiicreli GZHSA nin kesir dereceli modelinde,
belirli 7 gecikme zamani degerlerinde, 0.1<a<l aralig1 i¢in kaosun varlig1 simiilasyon
sonuglart ve maksimum Lyapunov isleriyle ortaya kondu. Elde edilen simiilasyon
sonuclarindan; kesirli sistem derecesi a azaldikc¢a, sistemde kaotik davraniglarin gozlendigi
gecikme zamani 7 degerinin de azaldig1 ve sistemde olusan kaotik davraniglarin daha dar
bir alana sikistig1 goriildii. Ayrica, a azaldik¢a durum degiskenin zamana gore degisim
oranin artii gozlemlendi. Sistem derecesi azaldik¢a birbirine c¢ok yakin baslangi¢
sartlarina gore olusan sistem yoriingelerindeki sapma c¢ok daha kisa siirede

gergeklesmektedir.
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* Kaotik davraniglar gbzlenen tek hiicreli GZHSA nin kesir dereceli modelinde,
belirli 7 gecikme zamani degerlerinde, 0>0.1 sistem derecesi i¢in kaosun varlig
simiilasyon sonuglart ve maksimum Lyapunov {isleriyle gosterilmistir. Kesirli sistem
derecesi o azaldik¢a, sistemde kaos gozlenebilmesi i¢in gecikme zamami 7 degerinin
degismedigi goriilmektedir. Ayrica, iki hiicreli GZHSA’da oldugu gibi a azaldikea,
sistemde olusan kaotik davraniglar daha dar bir alana sikismaktadir. Elde edilen sonuglara
gore, kesirli sistem derecesi a azaldikga durum degiskenin zamana gore degisim orant
artmaktadir. Elde edilen simiilasyon sonuglaria gore, sistem derecesi azaldikc¢a birbirine
cok yakin baslangic sartlarina gore olusan sistem yoriingelerindeki sapma c¢ok daha kisa

siirede gerceklesmektedir.

* Tek durum degiskenine sahip 6zerk gecikme zamanli dogrusal olmayan sistemin
kesir dereceli modelinde, belirli 7 gecikme zamani1 degerlerinde, sistemin ¢>0.2 dereceleri
icin kaotik davranis sergiledigi niimerik simiilasyonlarla ve maksimum Lyapunov iisleriyle
gosterildi. Ayrica sabit sistem parametrelerinde, a sistem derecesi azaldik¢a kaotik
davranisin gortilebilmesi i¢in 7 gecikme zamani degerinin artmasi gerektigi ve sistem
yoriingesinin birbirine ¢ok yakin iki farkli baslangi¢ sart1 icin ayrigsma siiresinin uzadigi
gosterilmistir. Elde edilen sisteme ait durum uzay gosterimleri, a sistem derecesi azaldikca
kaotik yoriingelerin diger gecikme zamanli sistemlerde oldugu gibi daha dar bir alana
sikigmakta oldugunu gdstermistir. Incelenen diger gecikme zamanli kesir dereceli
sistemlerin aksine, bu sistemde, a sistem derecesi azaldik¢a kaotik sistemin zamana gore

degisim orani azalmaktadir.
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