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OZET

Yapilan calisma beg boliime ayrilmstir.

Birinci boliimde, genel olarak bir literatiir taramasi yapildi. ikinci boliimde,
calismamizda basvurdugumuz temel tanim ve teoremler verildi. Ugiincii béliimde, Bernoulli
Alt-Denklem Fonksiyon metodunun genel yapisi ele alindi. Dérdiincii boliimde, Cahn-Allen,
Fisher ve Combined KdV-mKdV denklemlerine Bernoulli alt-denklem fonksiyon metodu
uygulandi. Wolfram Mathematica 9 programi ele alinarak denklemlere ait ¢oziimlerin yiizey
grafikleri ¢izildi. Besinci boliimde ise, bulunan salinimli dalga ¢6ziimleri hakkinda bir sonug

verildi.



SUMMARY

Application of Bernoulli Sub-equation function method to the Cahn-Allen

and Fisher equation

This study is consisted of the five chapters.

In the first chapter, a literature survey was made in general. In two chapter, some fundamental
definitions and theorems which are necessary in this study was introduced. In chapter three,
the general structures of BSEFM has been presented. In chapter four, the travelling wave
solution of, Cahn-Allen, Fisher and Combined KdV-mKdV differantial equations by using
BSEFM 2D and 3D surfaces of results have been plotted with the help of Wolfram
Mathematica 9 program. In chapter five, we have arrived a different conclusion with

travelling wave solutions.
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1.GIRIS

Gliniimiizde hayatimizi etkileyen ve hayatimiza y6n veren birgok olay diferansiyel
denklemlerle agiklanabilmektedir. Yasamimizdaki olaylarin birgogunun matematiksel
modellemesi diferansiyel denklemlerle ¢6ziim bulmustur. Bu diferansiyel denklemlerin
coziimleri, modellemesi yapilan olaylarin dogasi hakkinda insanlara ¢ok biiyiik katkilar
saglar. Fen ve Miihendislikte ortaya c¢ikan problemlerin farkli fiziksel o6zelliklerinin
arastirilmasi, incelenmesi, yorumlanmast ve literatiire sunulmasi son yillarda bir¢ok
aragtirmacinin baslica ilgi alanlarindan biri haline gelmistir.  Modern zamanin getirmis
oldugu bir¢ok farkl fiziksel problemi tanimlamada daha basarili sonuglara sahip diferansiyel
denklemler literatiire sunulmustur. Bu tiir diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerinin elde
edilmesi, birbirinden farkli simiilasyonlarinin olusturulmast her gecen giin daha Onem
kazanmistir. Bu yiizden diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde kullanilan bir¢ok teknik ve
methodlar gelistirilmistir.

Giincel problemlerin matematiksel modellerinin literatiire sunulmasi, bilim insanlari
arasinda bir diger ilgi alam1 olmustur. Bu anlamda, ciddi saglik problemi olusturan
tiiberkiillozun matematiksel modellemeleri ve kanserin simiilasyonlar1 gibi ¢alismalar bir¢ok
arastirmaci tarafindan ele alimmistir [1]. A. Atangana ve ekibi, Tiiberkiiloz {izerine birgok
onemli ¢aligma iizerinde yogunlagmistir [2]. Giiniimiizde, diinyadaki insan popiilasyonun 3’de
1’1 tiiberkiiloz hastaligi tanist verildigi bir¢ok arastirma ispat edilmistir [3]. Tiiberkiiloz tanisi
verilen bir kisi, tedavi edilmeden diizelme olasilig1 ¢ok kolay olmadigi ve tanis1 konmus bir
hastanin, bu hastaliktan tedavisiz kurtulma orani ¢ok diisiik olmasina ragmen, tani alaninin
genisletilmesi tedavinin en etkili c¢aresi bulunarak hastalifin 1iyilestirilmesi miimkiin
kilmmustir. Tiiberkiiloz hastaliginin iyilestirilmesi i¢in daha kapsamli metotlar Diinya Saglik
Orgiitiiniin 2010 ifadesinde ortaya koydugu belirlenmistir [4]. Bir diger bilim alanindaki
gelisme Osvaldo Chara ve Lutz Brusch ile biyolojideki, sivilarn iletimi ile ilgili ¢aligmalari

da mevcuttur [5].

Calismamizda, Bernoulli Alt-Denklem fonksiyon metodu (BSEFM) [6];
u, —u —u*+u=0, (1.1)
olarak tanimlanan lineer olmayan Cahn-Allen denklemine uygulamak igin ele alinir [23]. Bu

denkleme, Bernoulli Alt-Denklem fonksiyon metodunun uygulanmasiyla kompleks iistel,



rasyonel, hiperbolik gibi salinimli dalga ¢6ztimleri elde edilir. Cahn-Allen denklemi kompleks
problemleri modellemek i¢in kullanilir.

Hedayati ve calisma ekibi serbest elektron dinamikleri ve lazer pompalamaya dayali bir
serbest elektron lazeri tizerine arastirma yapmuslardir [7]. Salik ve galisma ekibi sonmiis kireg
plazmasi lazer tabanli teshis tizerinde ¢alismislardir [8].

Tseng ve ¢alisma ekibi radyasyona bagli DNAnin kirilmalar1 ve bunlarin revizyonu iizerine
detayli analizler yapmiglardir [9]. Manafian ve g¢alisma ekibi optik yonlii baz1 denklemlerin
onemli Ozelliklerini arastirmiglardir [10-12]. Baumann ve calisma ekibi Hodgkin-Huxley
modelinin bazi O6zelliklerini incelemislerdir [13]. Son yillarda, bazi arastirmacilar elastik
cubuklar iizerine odaklanmistir. Ornegin N. Umetani ve ¢alisma ekibi Literatiirde karmasik
egilme ve elastik ¢ubuklar iizerine simiile etmek i¢in yeni bir yontem sunmuslardir [14].

J.T. Miller ve calisma ekibi yatay silindirik kisitlamasi i¢inde ince elastik ¢cubuk Buckling
tizerinde ¢alismiglardir [15]. Asimtotik yontemler biikme germe modelini, Rodriguez-AR0S
ve J.M. Viano tarafindan elastik ¢ubuklar i¢in kullanilmistir [16]. J. G. Murphy gergin, ince
ve biikiilmiis elastik gubuklarin 6zelliklerini gozlemlemistir [17]. M. Luo ve ¢alisma ekibi

Kirchhoff elastik ¢ubuka dayali bir makale yayinlamistir [18].

Calismamizin bir bagka dnemli matematiksel modeli ise

U, —U,+pu—pu’ =0, (1.2)
olarak tanimlanan lineer olmayan Fisher diferansiyel denklemidir [25]. Bu denklemde u(x,t)
kanser hiicrelerinin konsantrasyonunu veya yogunlugunu simgeler. @ hiicrelerin diflizyon
katsayisidir, p 1ise biliylime oramidir [25]. Ayn1 zamanda (1.2) Fisher denklemi, medikal

olarak saglikli dokuyu envaze eden tiimoérlerin salinimli dalga yapilarini ifade etmek i¢in de
kullanilir. Bu ¢alismada ise, BSEFM’u kullanilarak (1.2) Fisher denklemine daha farkli

salimimli dalga yapilari elde edilmistir.

Calismamizin son olarak ele alinan dnemli matematiksel modeli ise

U, +au,u+ Bu’u +u,, =0, (1.3)
olarak tanimlanan lineer olmayan Combined KdV-mKdV denklemidir [26]. Bu denkleme de
BSEFM’nun kullanilmasiyla stel, rasyonel, kompleks salinmli dalga c¢oztimleri elde
edilmistir. Bu denklem ses dalgasi, termal dalga ve pargaciklar arasi gibi salimmli dalga

dagilimlarini tanimlamak i¢in kullanilmaktadir [27,28,29].
2



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tamm 2.1. Bir diferansiyel denklem, bir bilinmeyen fonksiyonu ve tiirevlerini igeren

denklemdir [19].

Tamm 2.2. Eger bilinmeyen fonksiyon sadece bir bagimsiz degiskene bagli ise

diferansiyel denklem bir bayag: diferansiyel denklemdir [19].

Tammm 2.3. Bir diferansiyel denklem birden fazla (iki veya daha fazla) sayida
bagimsiz degisken ve bu degiskenlerin fonksiyonu ve fonksiyonun kismi (parga) tiirevlerini

ihtiva ediyorsa bu diferansiyel denklemlere kismi tiirevli denklemler denilir [20].

Tanmm 2.4. Bir denklem sistemi iki veya daha fazla sayida bagimsiz degisken ile bu
degiskenlerin bir fonksiyonu ve fonksiyonun tiirevlerini ihtiva ediyorsa, bu denklem
sistemlerine kismi tiirevli denklem sistemi denir. Bazen de kismi tiirevli diferansiyel denklem

sistemi denildigi de goriilmektedir [20].

Tammm 2.5. Bir diferansiyel denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevin

mertebesine denklemin mertebesi denir [20].

Tamim 2.6. Bir diferansiyel denklemin bilinmeyen fonksiyonunun ve onun en yiiksek
mertebeden tiirevinin polinom seklinde yazilisindaki derecesine, denklemin derecesi denir
[20].

Bir diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon y ve bagimsiz degisken X olmak
uzere,

d nfly
anfl

+...+b2(x)%+bl(x)%+bo(x)y:g(x), (2.1)

dn
b, (%) 32+, (%)



bi¢iminde yazilabiliyorsa bu diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem denir [20].

Tammm 2.7. Bir diferansiyel denklemin herhangi bir ¢6ziimiine o denklemin dzel
¢oziimii denir. Diger bir ifade ile denklemi gercekleyen bilinmeyen fonksiyonda, bulunan
keyfi sabitlere 6zel degerler verilerek elde edilen ¢6ziimdiir. Diferansiyel denklemin biitiin
¢oziimlerinin kapsayan ¢oziime genel ¢oziimii denir. Diger bir deyisle bu genel ¢ozlime
diferansiyel denklemin genel integrali denildigini de gormekteyiz. Bu genel ¢oziimde keyfi
sabitlerin bulundugunu goriiriiz.

Bir diferansiyel denklemin ¢6zlimiinde denklemin mertebesi kadar sayida keyfi

sabitler bulunur [20].

Tamim 2.8. Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
iizerinde bagimsiz degiskenin ayni degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oziimlerin bulunmasi
problemine baslangi¢c deger problemi denir. Verilen sartlara da baslangi¢ sartlar: ismi verilir
[20].

Tammm 2.9. Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
iizerinde bagimsiz degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oztiimlerin bulunmasi
problemine sinwr deger problemi denir. Verilen sartlara da sinir sartlar: ismi verilir [20].

Diferansiyel denklem bir fiziksel olaymm modeli oldugundan kolaylik olmast
bakimindan genellikle ikinci mertebeden sabit katsayili bir kismi diferansiyel denklem
alinarak smiflandirmaya gidilmistir, ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin genel
hali;

Au,, +Bu, +Cu, +Du, +Eu +Fu+G =0, (2.2)
sekliyle verilebilir. (2.2) da yer alan A,B,C,D,E,F ve G sabitler olsun. Diger taraftan

A=B*-4AC, (2.3)

diskriminanti tanimlayalim.



Diskriminant ~ Denklem tipi Ornek Isimlendirme

A>0 hiperbolik u, —c’u, =0, Dalga denklemi
A=0 parabolik u, —ku,, =0, Isidenklemi
A<O eliptik U, +U, =0, Laplace denklemi

Pratikte bir denklemin ¢oziimiinlin varligini tarif etmenin en iyi yolu problemdeki biitiin
sartlar1 saglayan ve problemde yerine konuldugunda denklemi saglayan bir ¢6ziim bulmaktir.

Eger ¢6ziimiin tekligi gosterilirse denklemin ¢6ziimii bulunmus demektir [21].

Tamm 2.10. f (X) fonksiyonu x, da Analitik fonksiyondur denir. Eger bu

fonksiyonun x, noktasindaki

ifn(xo)r(]x_xo)n (2.4)

)
n=0 '

Taylor serisi, x, in bir komsulugunda f(X)’e yakinsiyorsa. Polinomlar Sinx,Cosx ve e*

fonksiyonlar1 her yerde Analitik fonksiyonlar olup, bu bi¢imdeki fonksiyonlarin toplamlari,

farklar1 ve ¢arpmlari1 da Analitik fonksiyonlardir [20].



3. MATERYAL VE METOTLAR
3.1. BERNOULLI ALT-DENKLEM FONKSIYON METODU
Ucgiincii boliimde, metodun genel hali verilecektir. Bu metot birgok diferansiyel denklem

icin yeni salinimli dalga ¢6ztimleri verir [22].
1.Adim: Bagimsiz iki degisken ve bagimli bir degiskeni olan (3.1.1)’deki gibi bir kismi
diferansiyel denklemi ele alip, inceleyelim;

P(u,, U, Uy, Uy, --)=0, (3.1.1)
Ve

u(x,t)=U(7), n=x—ct, (3.1.2)
seklinde tanimlanmig 6zel bir dalga doniigiimii, C#0olmak iizere disiinelim. (3.1.2)’yi
(3.1.1) denkleminde yazarsak

N(U,U,U"U",--)=0, (3.1.3)

seklinde bir adi diferansiyel denklem bulunur.

2.Admm: (3.1.3) denklemi i¢in deneme ¢6ziimii

u=>aF, (3.1.4)
i=0
ve
F'=bF+dF",b=0, d=0, M eR—-{0,1}, (3.1.5)

seklinde olsun. (3.1.5)’teki F(n) polinomu bir Bernoulli polinomudur. (3.1.4) ve (3.1.5)

denklemleri alip (3.1.3) denkleminde yazarsak
Q(F(n)):psF(n)s+---+p1F (17)+p, =0, (3.1.6)
seklinde F(77)’i de bulunduran Q(F (7)) polinomuna ait denklem elde edilir. Elde ettigimiz

bu denklemde, balans prensibi geregince N ve M arasinda bir bagint1 buluruz.

3.Adim: Q( F (77)) polinomuna ait katsayilarin sifira esitlenmesiyle de,



p.=0,i=0,--s. (3.17)

denklem sistemi bulunur. Elde edilen bu sistemin ¢oziilmesiyle a,,---,a,katsayilarina ait
degerler bulunur.

4. Adim: (3.1.5) Bernoulli denkleminin bildigimiz yontemle ¢oziildiigiinde b ve d ’ye ait

[ —d c |w
F(n)= T+_eb(w} bd, (3.1.8)

(c—1)+(c+1)tanh (b(l_zM)nj w
e 0507

seklinde iki farkli durum buluruz. (3.1.8) ve (3.1.9) ¢6ziimlerinin iki farkli durumu goéz 6niine

F(n)= ,b=d, ceR (3.1.9)

alinarak (3.1.4) denklemine ait bazi yeni analitik ¢6ziimler bulunabilir. Caligmamizda
sundugumuz bu metotla elde edilen analitik ¢ozlimlerin fiziksel yorumlarmin daha
anlagilabilir olmasi igin, parametrelerin uygun degerleri g6z ontine alinarak yiizey grafiklerini
Wolfram Mathematica 9 programindan yararlanilarak ¢izdik.



4. METODUN UYGULANMASI

Bu boéliimde, ele aldigimiz metot kullanilarak lineer olmayan Cahn-Allen, Fisher ve

Combined KdV-mKdV denklemlerinin rasyonel, istel, hiperbolik ve kompleks fonksiyon

¢oztimler gibi yeni salinimli dalga ¢6ziimleri bulunmustur.

4.1. Cahn-Allen denklemine BSEFM’nun uygulanmasi
u, —u —u’+u=0,

(4.1)

lineer olmayan Cahn-Allen denklemi [23] olarak bilinen diferansiyel denklemi goz oniine

alalim. (4.1) denklemi i¢in
u(xt)=U(n)=U, n=x—ct,

ou ., ou o
Ty, C- =
OX ot OX

dontisiimiinii ele alalim. Burada c reel sabittir. (4.3), (4.1)’de yerine yazilirsa
U"+cU’'-U°+U =0,

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniisiir.

U=>aF,
i=0
seklinde yazilabilir. Burada
F'=bF +dF", b=0, d =0, M e]R—{O,l},
dir. (4.5) denkleminin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri igin
U ' ~ Fn—1+M

U " Fn72+2M

esitlikleri yazilabilir. Balans prensibince, U® ve U” terimleri dikkate alindiginda;
M =n+1,

seklinde bulunur.

4.1.1 Durum-1:
(4.9)’da ele aldigimiz denklemde M =3ve n=2 i¢in, U, U've U",

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7)
(4.8)

(4.9)



U=a,+aF+a,F?, (4.10)
U’ =abF +a,dF°®+2a,bF?*+2a,dF*, (4.11)
ve

U” =ab’F +4a,b’F” + 2a,bdF® +14a,bdF* +3a,d°F° +8a,d *F°, (4.12)

seklinde hesaplanir. (4.10) , (4.11) ve (4.12)’de elde ettigimiz degerleri (4.4) de yerine
yazarsak F ’nin birgok kuvvetini igeren terimlerinden meydana gelen bir denklem buluruz.
Denklem sisteminin olugmasi i¢in F ’nin ayni kuvvetinden olan terimlerine ait biitiin
katsayilarini sifira esitleyerak aliriz. Bu denklem sistemi Wolfram Mathematica 9 programi

yardimiyla ¢oziilerek asagidaki gibi siralanir;

Durum l.a.
1 a, 3
=-la =0b=——,d=—%,c=—,
Y PN RN
sekinde olup (4.13)’deki sayilar, (4.10)’ da yazilirsa, ele alinan Cahn-Allen denklemi igin bir

(4.13)

¢Ozumi
53]
u,(xt)=—E|E+ae 2 /| (4.14)

seklinde elde edilir. Burada a,,E reel sabitlerdir. (4.1) Cahn-Allen denklemine BSEFM ile

elde edilen ul(x,t) iistel fonksiyon ¢Oziimiiniin yiizey grafikleri Wolfram Mathematica 9

programi yardimiyla bulunmustur.

Sekil-1 (4.14) ¢oziimiiniin a8, =6,E =8,-30<x<30,-8<t <8, t=0.001 i¢in yiizey
grafigi



Durum 1b.

1 a 3
=0, =L, b=—"+=,d=—%,c=——F, 4.15
N AN RN @19
seklinde olup (4.15) te bulunan sayilar (4.10) da yazilirsa,
E
U, (x,t)=1- — (4.16)
E +e[?+fja

bi¢giminde denklemin bir diger ¢oziimii elde edilir. Burada a,, E reel sabitlerdir. (4.1) Cahn-

Allen denklemine BSEFM ile elde edilenu, (X,t) tistel fonksiyon ¢6ziimiiniin yiizey grafikleri
Wolfram Mathematica 9 programi yardimiyla bulunmustur.

10

10

Sekil-2 (4.16) ¢oziimiiniin a, =16,E =-8,-10<x<10,-10<t <10, t=0.1 i¢in yiizey grafigi

Durum 1c.

a,=0,a =0, a2=—2ﬁd,c=i,b:i (4.17)

27 22

seklinde olup (4.17) deki sayilar (4.10) da yazilirsa;

10



E

3t x

2J§de(7$j “E
seklinde bir diger ¢oziim daha elde edilir. Burada d,E reel sabitlerdir.(4.1) Cahn-Allen

Uy (x,t) =1+ : (4.18)

denklemine BSEFM ile elde edilen US(X,t) iistel fonksiyon ¢oziimiiniin yiizey grafikleri
Wolfram Mathematica 9 programi yardimiyla bulunmustur.

15

10

-10

-15

Sekil-3 (4.18) ¢oziimiiniin d =17,E=8,-15< x<15,-15<t<15,t=0.01 i¢in ylizey grafigi

Durum 1d.

1 a 3
=-1a=0b=—F+=d=—"%,c=——F, 4.19
T ThA 22T 2T (#19)
seklinde olup (4.19) daki sayilar (4.10) da yazilirsa, denklemin bir diger ¢6ziimii

u (xt)=-14——2 (4.20)

seklinde elde edilir. Burada a,,E reel sabitlerdir. (4.1) Cahn-Allen denklemine BSEFM ile

elde edilen u4(x,t) tistel fonksiyon ¢oziimiiniin yiizey grafikleri Wolfram Mathematica 9

programi yardimiyla bulunmustur.

11



-15 -10 -5 r ) 10 L
-5

Sekil-4 (4.20) ¢oziimiiniin a, =7,E =-8,-15<x<15,-15<t<15,t=0.001 i¢in yiizey grafigi

Durum le.
a,=-1a =0,a,=-2J2d,c= - b= = , (4.21)
2 22
seklinde olup (4.21) deki sayilar (4.10) da yazilirsa, denklemin bir diger ¢6ziimii
E
U (X,t) = — : (4.22)

Zﬁde[7+ﬁ] —E

bi¢iminde bulunur. Burada d,E reel sabitlerdir.(4.1) Cahn-Allen denklemine BSEFM ile
elde edilen US(X,t) tistel fonksiyon ¢oziimiiniin yilizey grafikleri Wolfram Mathematica 9

programi yardimiyla bulunmustur.

12



Sekil-5 (4.22) ¢ozlimiiniin d =17,E =8,-15< x<15,-15<t<15,t=0.1 i¢in yiizey grafigi

4.1.2 Durum 2:
(4.9) denklemimizde M =4 ve n=3 igin,
U=a,+aF +a,F?+a,F®, (4.23)
U’ =abF +adF®+2a,bF?*+2a,dF* +3a,bF® +3a,dF°, (4.24)

ve
U" =a,b’F +4a,b’F? +2abdF°® +14a,bdF* + 3a,d*F° +8a,d °F°
+9a,b’F* +9a,bdF°® +18a,dbF°F +18a,d °F°, (4.25)

seklinde hesaplanir. (4.23) , (4.24) ve (4.25) gibi elde ettigimiz denklemleri (4.4) de yerine
yazarsak F ’nin bir¢ok kuvvetini iceren terimlerinden meydana gelen bir denklem buluruz.
Denklem sisteminin olugsmasi i¢in F ’nin ayni kuvvetinden olan terimlerine ait biitiin
katsayilarini sifira esitleyerak aliriz. Bu denklem sistemi Wolfram Mathematica 9 programi

yardimiyla ¢oziilerek asagidaki gibi siralanir;

Durum 2.a

a,=-1,a, =0, azzo,%z—Sﬁd,c=j§,b=3j§, (4.26)

seklinde olup (4.26) daki sayilar1 (4.23) de yazilirsa, ele alinan Cahn-Allen denklemi igin

¢Ozlimiin bir ifadesi

13



St
U (x,t)=E|-E+3J2de 2 2| | (4.27)
6

seklindedir. Burada d,E reel sabitlerdir. (4.1) Cahn-Allen denklemine BSEFM ile elde

edilenug (X,t) tistel fonksiyon ¢ozliimiiniin yiizey grafikleri Wolfram Mathematica 9 programi

yardimiyla bulunmustur.

ux,t)

10

10 20

10
Sekil-6 (4.27) ¢oziimiiniin d =30,E =17,-20< x< 20,-20<t< 20, t =0.1 i¢in yiizey grafigi

Durum 2.b
-3 1

a,=a, =0, a2=0,a3=3x/§d,c=$,b:ﬁ, (4.28)

seklinde olup (4.28) deki sayilar, (4.23) de yazilirsa, ele alinan Cahn-Allen denklemi i¢in
¢Ozlimiin bir ifadesi

s,
3J2de? 2

u, (x,t)=—1+ 1_T : (4.29)

seklindedir. Burada d, E reel sabitlerdir. (4.1) Cahn-Allen denklemine BSEFM ile elde edilen
u7(x,t) istel fonksiyon ¢oziimiiniin yiizey grafikleri Wolfram Mathematica 9 programi

yardimiyla bulunmustur.

14



10

-10
Sekil-7 (4.29) ¢oziimiiniin d =20,E =5,-10< x<10,-10<t <10, t=0.1 i¢in yiizey grafigi

Yorum-1. Calismamizda buldugumuz u,,U,,u;,U,,uUs,Us, U, ¢oziimleri (4.1) deki ele alinin
denklem i¢in bir salinimh dalga ¢oziimleridir. Referanslarimizdan [23]°de ele alinan diger
yaklasimlardan yararlanarak bulunan analitik ¢oziimlerin digerleri ile karsilastirildiginda, elde
edilen ¢oziimler (4.1) de ele aldigimiz denklemin yeni salinimli dalga ¢6ziimii olarak ifade
edilir [24]. Ayrica elde edilen bu iistel fonksiyon ¢oziimler hiperbolik fonksiyonlarin temel
ozellikleri kullanilarak iistel fonksiyon ¢oziimlerin hiperbolik fonksiyon tiiriinden

sech(x) = = Zex ,
+

(@)

bi¢ciminde yazilabilir. (a) denkleminde gerekli islemler yapilirsa

o 1+ /1-sech?(x) | o)

sech(x)

esitligi elde edilir. O halde Cahn-Allen denklemi igin elde edilen Uj,U,,Us,U,,Us,Ug,U;

cozlimleri listel ve hiperbolik fonksiyonlarin temel 6zelliklerine gore asagidaki
)
u,(x,t)=—E| E+ae > | |

formunda yazlabilir. Ustel fonksiyon c¢oziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon
formunda

-1
" =E£E+ a, +a2«/1—sech2(l')J |

sech(T)

yeniden yazilabilir.

15



Burada T =—%+L dir.

NA

u,(x,t)=1- E

E+ e(?’2t+’\/%ja2

Ustel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon formunda

-1
a J_raJl—sech2 T
u,=1-E| E+ —2 (T)

sech(T) ’
seklinde yeniden yazilabilir.
Burada T = §+i dir.
2 2
Uy (x,t) =1+ 5 -

2\/§de(5+ﬁj —E
Ustel fonksiyon ¢dziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon formunda

22d +24/2d W

=1+E -E| ,
o =2t sech(T)

-1

yeniden yazilabilir.

Burada T :%+i dir.

J2
u, (xt)=-1+ = Xaz
e(2+”EjE+a2

Ustel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon formunda

-1
E + E\1-sech?(T) a

u, =-1+a,

sech(T) 2
yeniden yazilabilir.
Burada T :§+i dir.
2 2
E
Us (X,t) = —

2\/§de(7+75j —E
Ustel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon formunda

16



u E(Zﬁdizﬁdm_EJl

sech(T)

yeniden yazilabilir.

Burada T:_T3t+i dir.

J2
St
u6(x,t)=E{—E+3«Ede2 ’ﬁ} :

Ustel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon formunda yeniden yazilabilir:

u6E[Esech(r)+3J§d i3\/§d\/]Thz(T)]1.

sech(T)
Burada T :_—3t+i dir.
2 2
O
2 2
u, (x,t)=-1+ 1—3\/_%

Ustel fonksiyon ¢dziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon formunda yeniden yazilabilir:

-1
_ ol 2
u7=1+[Esech(T) 372d +3/2d/1—sech?(T) |

Esech(T)

Burada T =§+i dir.

N

4.2. Fisher denklemine BSEFM’nun uygulanmasi

Fisher denklemi [25] olarak bilinen

U, —U,+pu—pu’ =0, (4.30)
diferansiyel denklemini gz 6niine alalim. Burada o, p reel sabitlerdir. (4.30) denklemi
i¢in

u(x,t)=U(u)=U, p=x-ct, (4.31)

17



ou _oudu _,, ou_oudu_
OX  Ou OX "ot ou ot
d’u _oU'] ou _ur

ox? o OX

—cU’,

(4.32)

doniistimiinii ele alalim. Burada c reel sabittir. (4.32), (4.30) denkleminde yerine yazilirsa

AJ"+cU’+ pU — pU? =0,

(4.33)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniisiir. Denklemin ¢6zliimii (3.4)’ e gore

U=>aF =a+aF+a,F’+-+aF",

i—0
seklinde yazilabilir. Burada
F'=bF +dF", b0, d=0, M eR-{0,1},
dir. (4.34) denkleminin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri i¢in
U ! ~ anlJrM

U " Fn72+2M

esitlikleri yazilabilir. Balans prensibince, U® ve U" terimleri dikkate alindiginda;
2M =n+2,
seklinde bulunur.
4.2.1 Durum-1:
(4.38) ele alinan denklemde M =3ve n=4 igin alirsak, U, U've U",
U=a,+aF+aF*+aF°+a,F*
U’ =abF +adF°®+2abF? +2a,dF* +3a,bF° +
+3a,dF° +4a,bF* + 4a,dF°,
ve
U"” =b*Fa, +4bdF®a, +3d°F°a, +4b°’F?a, +12bdF*a, +
+8d°F°a, +9b’F®a, + 24bdF°a, +15d °F 'a, +16b*F *a, +
+40bdF °a, + 24d*F*a,,

(4.34)

(4.35)

(4.36)
(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

seklinde hesaplanir. (4.39) , (4.40) ve (4.41)’ de elde ettigimiz degerleri (4.33) de yerine

yazarsak F ’nin birgok kuvvetini iceren terimlerinden meydana gelen bir denklem buluruz.

Denklem sisteminin olusmasi i¢in F ’nin ayni kuvvetinden olan terimlerine ait

18



biitiin katsayilarini sifira esitleyerak aliriz. Bu denklem sistemi Wolfram Mathematica 9
programi yardimiyla ¢oziilerek asagidaki gibi siralanir;

Durum la.

uto, o sl
N NCN Y N

seklinde olup (4.42)’deki sayilar (4.39)’da yazilirsa, , ele alinan Fisher denklemi i¢in ¢dzimii

(4.42)

a,=1a=0a,=0a,=04a,=

sto, infp. -
ul(x,t)—1+24d2a{e5 ﬁﬁEJ;—ziJédJEJ , (4.43)

seklinde elde edilir. Burada d, w, E, p reel sabitlerdir. (4.43) ¢6ziimiinde bulunan

parametrelerin uygun fiziki kosullar altindaki degerlerine karsilik gelen yiizey egrileri

asagidaki gibi elde edilir:

Re[u]
10
X
20 -10 10 20 30
-05
-1.0
-15

Sekil-8 (4.43) ¢6ziimiiniin reel kisminin d =0.2, E =-0.7, w = 4,p=3,-30<x<30,-3<t<3;

t =0.02 igin yiizey grafigi

Im[u]

19



Sekil-9 (4.43) ¢6ziimiintin imajiner kisminin d =0.2,E =-0.7, » = 4,p=3,-30<x<30
-3<t<3, t=0.02 igin yiizey grafigi

Durum 1b.

4J6d\w 24d%0 Jp NN
=la =0,a,=—F,2,=0,9, = b= ,C= , (4.44)
RThATRRTTL R s 2ede 6

seklinde olup (4.44)’deki sayilar, (4.39) da yazilirsa, ele alinan Fisher denklemi igin ¢oziimii

s e )
u,(xt)=E2fp| E{p-26de © o | (4.45)

seklinde elde edilir. Burada d,w, E, p reel sabitlerdir. (4.45) ¢6ziimiinde bulunan

parametrelerin uygun fiziki kosullar altindaki degerlerine karsilik gelen yiizey egrileri

asagidaki gibi elde edilir:

u(x,t)

H
[e»]

-10 10 20 30

-05¢t

-10*"

Sekil-10 (4.45) ¢oztiimiiniin d = 0.9, w = 4,E=-0.7,p=5,-10<x<10,-5<t<5, t = 2 igin
yiizey grafigi

Durum 1c.

H 2
a0=0,a1=0’ aZ=M,a3=0,a4=24d—w,
Jp

Yol
. ip C:5i\/;J5
NN

seklinde olup (4.46)’daki sayilar, (4.39)’da yazilirsa, ele alinan Fisher denklemi i¢in ¢6zliimii

(4.46)

20



Stp ix\/; 2

U, (%,t)=1-E2p| E\p +2i6de ¢ oo | | 4.47
3

seklinde bir diger ¢6ziim daha elde edilir. Burada d,w,E,p reel sabitlerdir. (4.47)

¢coziimiinde bulunan parametrelerin uygun fiziki kosullar altindaki degerlerine karsilik gelen

yiizey egrileri asagidaki gibi elde edilir:

Rel[u]
1.02

-30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil-11 (4.47) ¢oziimiiniin reel kismi1 d =10, p=3,E =27,w=5,-30< x < 30

-1<t<1,t=0.02 i¢in yiizey grafigi

Im[u]
0.02

Sekil-12 (4.47) ¢6ziimiiniin imajiner kism1 d =10, p=3,E =27,w=5,-30< x <30

-1<t<1,t=0.02 i¢in ylizey grafigi
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Durum 1d.

4iv6d Vo 24d°w
a,=0,a =0, a, :—T,a3 =0,a, :T’
_ P (4.48)
2\6 o’ 6
seklinde olup (4.48)’deki sayilar, (4.39) da yazilirsa, Fisher denklemi bir ¢oziimii
H 6 6o 2
u4(x,t)=4"/gde E/po +24d o (4.49)

st ixp ?
ie ¢ E [p+26dVe

seklinde elde edilir. Burada d,w,E,p reel sabitlerdir. (4.49) ¢oziimiinde bulunan

parametrelerin uygun fiziki kosullar altindaki degerlerine karsilik gelen yiizey egrileri

asagidaki gibi elde edilir:

-30 -20 -10

Sekil-13 (4.49) ¢oziimiiniin reel kismmin d =20,E=7,0=3, p=13,-30< x< 30
—-1<t<1 t=0.1 i¢in yiizey grafigi
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gLy

-0.003
Sekil-14 (4.49) ¢oziimiiniin imajiner kisminin d =20,E=7,w =3, p=13,-30< x <30

—-1<t<1 t=0.1 icin yiizey grafigi

4.3. Combined KdV-mKdV denklemine BSEFM’nun uygulanmasi
Combined KdV-mKdV denklemi [29] olarak bilinen

u +auu+pAu’u +u =0, (4.50)

diferansiyel denklemini gz 6niine alalim. Burada «, 8 reel sabitlerdir. (4.50) denklemi igin

u(xt)=U(¢)=U, ¢ =u(x—ct), (4.51)
ou , 8u__ ’@: 3 m
o M=o g = U (4.52)

dontigiimiinii ele alalim. Burada ¢ ve u reel sabittir. (4.52), (4.50) denkleminde yerine
yazilirsa
61°U"+28U°% +3aU* -6cU =0, (4.53)

seklinde lineer olmayan adi diferanisyel denkleme doniisiir. Denkleminin ¢6ziimii (3.4)’e gore

— o i 2 n
U—;aiF =a,+a,F +a,F*+---+a F", (4.54)

seklinde yazilabilir. Burada
F'=bF+dF", b=0, d =0, MeR—{O,l}, (4.55)

dir. (4.54) denkleminin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri i¢in
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U'~ F™M (4.56)
U " ~ Fn—2+2M , (4.57)

esitlikleri yazilabilir. Balans prensibince, U?® ve U” terimleri dikkate alindiginda;
M =n+1, (4.58)

seklinde bulunur.

4.3.1 Durum-1:
(4.58) ele alinan denklemde, M =3ve n=2 icin alirsak, U, U've U",

U=a,+aF+a,F?, (4.59)
U’ =abF +adF°®+2a,bF?*+2a,dF*, (4.60)
ve

U” =ab’F +4a,b’F? + 2abdF® +14a,bdF* + 3a,d *F° +8a,d °F°, (4.61)

seklinde hesaplanir. (4.59) , (4.60) ve (4.61)’de elde ettigimiz degerleri (4.53) de yerine
yazarsak F ’nin bir¢ok kuvvetini iceren terimlerinden meydana gelen bir denklem buluruz.
Denklem sisteminin olugmasi i¢in F ’nin ayn1 kuvvetinden olan terimlerine ait biitiin
katsayilarin sifira esitleyerak aliriz. Bu denklem sistemi Wolfram Mathematica 9 programi

yardimiyla ¢oziilerek asagidaki gibi siralanir;

Durum la.

a
a():__’ai:O’b:_ ' - 1V ]
B 2V6\[pu’ 2’ 6p
seklinde olup (4.62)’deki sayilar, (4.59)’de yazilirsa, Combined KdV-mKdV denklemi i¢in

o g _Wpay o o (4.62)

bir ¢6ziimii

aa,
ia(ta2+6xﬂ)

S
Eae + fa,

, (4.63)

ul(x,t)=—g+

seklinde elde edilir. Burada «,f,a,,E reel sabitlerdir. (4.50) Combined KdV-mKdV

denklemine BSEFM ile elde edilen Ul(X,t) kompleks {istel fonksiyon ¢oziimiiniin ylizey

grafikleri Wolfram Mathematica 9 programi yardimiyla bulunmustur.
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Re[u(x.t)] Re[u(x,1)]
R 0.3

0.2

0.1

WO

-0.2

20 ~03

Sekil-15 (4.63) ¢oziimiiniin reel kisminin &, =15, =3, f =5 u=-4,E=8, -15<x<15,
-15<t<15,t =0.5 i¢in yiizey grafigi

Im[u(x,t)] Im[u(x,t)]
0.3

0.2

A

X
-5 5 10 15
-0.1
-0.2

-0.3

Sekil-16 (4.63) ¢oziimiiniin imajiner kisminin a, =15, =3, =5, u=-4,E =8,
—25<x<25,-15<t<15,t=0.5 ig¢in yiizey grafigi

Durum 1b.

o o B, o (4.69)

aO = O, 31 = 0, b = y v ’
26 pu’  26u 6.3
seklinde olup (4.64)‘daki sayilar, (4.59) de yazilirsa, Combined KdV-mKdV denklemi igin

bir ¢oziimii

1
U, (X’t) - ia(ta2+6xﬂ) ! (465)

_ 1 312
—Pat+Ea e O

seklinde elde edilir. Burada «,p,a,,E reel sabitlerdir. (4.50) Combined KdV-mKdV

denklemine BSEFM ile elde
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edilenu, (X, t) kompleks iistel fonksiyon ¢oziimiiniin ylizey grafikleri Wolfram Mathematica

9 programi1 yardimiyla bulunmustur.

_ Re[u(x.t)] Re[u(x,t)]
‘ -20 -10

10 20

5. Sl 0.4
“A
/ -0l

Sekil-17 (4.65) ¢oziimiiniin reel kisminin a, =15, =13, # =25, u=14,E =8,
—25< x<25,-15<t <15, t=0.5 i¢in yiizey grafigi
) Irrn[urtxjti]

Im[u(x,t)]
0.3

DA AN
TRYA"RVATA

Sekil-18 (4.65) ¢oziimiiniin imajiner kisminin &, =15, =13, /=25 u=14, E=8
—25<x<25,-15<t <15, t=0.5 i¢in ylizey grafigi

Durum 1c.

q __i\/ﬁaz o’

la
a,=0,a=0b=——=—,d= ,C=———, (4.66)
2\6Bu 26 6
seklinde olup (4.66)‘deki sayilar, (4.59)de yazilirsa,
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aa,
ia:(toc2 +6Xﬂ)

3
662
Eae - pa,

ug(x,t)z—%+ , (4.67)

seklinde bir diger ¢6ziim daha elde edilir. Burada «, 3,8,, E reel sabitlerdir. (4.50) Combined

KdV-mKdV denklemine BSEFM ile elde edilenu,(xt) kompleks iistel fonksiyon

¢cozlimiiniin ylizey grafikleri Wolfram Mathematica 9 programi yardimiyla bulunmustur.

Re[u(x,t)]
15

1.0

0.5

o

Sekil-19 (4.67) ¢oziimiiniin reel kismmm &, =-0.5,a0=23, =24, u=14 E=0.8
-10<x<10,-1<t<1 t=0.5 icin yiizey grafigi

Im[uxt)] Im[u(x,b)]

-05

-10

Sekil-20 (4.67) ¢oziimiiniin imajiner kisminin 8, =-0.5,0 =23, =24, u=14, E=0.8
-10<x<10,-1<t<1 t=0.5 ig¢in ylizey grafigi

Yorum-2: Elde edilen bu iistel fonksiyon ¢ozlimler hiperbolik fonksiyonlarin temel
ozellikleri kullanilarak iistel fonksiyon ¢oziimleri hiperbolik fonksiyon tiirtinden
2
sech(x)= ,
(=52
biciminde yazilabilir. (a) denkleminden gerekli islemler yapilirsa

(a)
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o 1t J1-sech?(x) (b)

sech(x)
esitligi elde edilir. O halde Combined KdV-mKdV denklemi igin elde edilen U,,U,,U,

coziimleri tistel ve hiperbolik fonksiyonlarin temel 6zelliklerine gore asagidaki
aa,
ia(ta2+6xﬂ)
Eae *%" 4 pa,

formunda yazilabilir. Ustel fonksiyon c¢oziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon

formunda
-1
—-a Ea+ Ea,fl—sec h?(T) + pa
2

U =—+a,a
sech(T)

ul(x,t)=—2+

yeniden yazilabilir.

177 (ta2 + 6X,B)

Burada T = dir.

3
66,32
1
u2 (X’t) - ia(ta2+6xﬁ) !
_BLE e

+
o a

Ustel fonksiyon ¢oziimii asagidaki sekilde hiperbolik fonksiyon formunda

Ea(lia/l—sechz(l'))
u, =

B —,BE(li 1-sec hz(T))+ aa,sech(T) ’

yeniden yazilabilir.

ia(ta? +6Xx
Burada T =—M dir.
6\/€ﬁ3/2
a aa
u3 (X’t) =—2T ia(ta2+65ﬂ) ’

Eae " _pa,
yeniden yazilabilir.
177 (toz2 +6x43 )

3 dir.
6657

Burada T =
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5. SONUCLAR

Calismamizda ele alinan Lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
salinimli dalga ¢oziimlerini bulmak; miihendisligin bir¢ok alaninda, fizik, kimya gibi birgok
bilim dalinda olduk¢a 6nemlidir. Gergekten de bir diferansiyel denklemin salinimli dalga
¢oziimii o denklemin modellenmesine yol acan olayin karakteri hakkinda aragtirmacilara pek
cok bilgi verir. Bu nedenle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin salinimli dalga
¢oziimlerini bulmamiza yarayan bir¢ok model ve metot gelistirilmistir. Bu model ve
metotlarin islevi ’balance prensibi’’olarak adlandirilan ve en yiiksek mertebeden tiirev ile en
yiiksek mertebeden derece arasinda karsilagtirilmasina dayanur.

Calismamizin giris boliimiinde bahsettigimiz gibi lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin salinimli dalga ¢6ziimlerini bulmak i¢in kullanildig: alanlar, literatiirde yapilan
caligmalar ve ¢alismalarda ele alinan denklemler hakkinda bilgi verildi. Bir sonraki
kisimda,bu ¢alismamizda basvurulan temel tanim ve teoremlere yer ayrildi. Metodun genel
yapist ve Ozellikleri kapsamli olarak bakildi. Ele aldigimiz denklemlerden Cahn-Allen, Fisher
ve Combined KdV-mKdV denklemlerine metodu uyguladik ve kompleks iistel, rasyonel iistel
ve kompleks periyodik fonksiyon olarak yeni salinimli dalga ¢éziimleri bulundu. Bulunan bu
¢oztimler, ele aldigimiz Cahn-Allen, Fisher ve Combined KdV-mKdV denklemlerini
sagladigr Wolfram Mathematica 9 programi yardimiyla teyit edildi. Cahn-Allen, Fisher ve
Combined KdV-mKdV denklemleri, fiziksel 6zellikleri bakimindan daha detayli bulunmasi
amaciyla yiizey grafikleri ve degerlerin hangi araliklarda uygunluk gosterdigi dikkate alinarak
uygun grafikler ¢izildi. Dordiincii boliimde ise metodumuzun uygulamasi ve ¢6ziim
alanlariyla yapilan metotlara bakildiginda temelinde hepsi, ele alinan kismi diferansiyel
denklemi bir degisken doniisiimii yapilarak adi diferansiyel denkleme doniistiirme c¢abasidir.
Biz bu doniistiirme hedefimiz, yardimcr denklem olarak Bernoulli Alt Denklem Fonksiyon
Metodu kullanilarak ¢6ziime ulasma hedefidir.

BSEFM’nun her ii¢ denklem igin ¢ok sayida katsayr verilmistir. Elde edilen
katsayilardan bazilar1 kullanilarak Cahn-Allen, Fisher ve Combined KdV-mKdV denklemleri
icin yeni analitik ¢oziimler ve salimmli dalga ¢6ziimleri bulunmustur. Ek olarak (4.9)’da
dengeleme ifadesinde yer alan M ve n i¢cin M =7 ve n==6aldigimizda

U=a+aF+aF°+a,F®+a,F*+aF°+aF°,

F'=bF +dF’,
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olarak analitik ¢6ziim ve salinimli dalga ¢oziimlerin farkli tipleri de elde edilebilir. Benzer
sekilde, Fisher denkleminde de dengeleme ifadesinde M ve n icin M =6ve n=5
aldigimizda

U=a,+aF +a,F*+a,F’+a,F*+aF°,

F’'=bF +dF°,
olarak ¢oztimlerin farkl: tiplerini buluruz.

Calismamizda, Cahn-Allen, Fisher ve Combined KdV-mKdV denklemlerinin bulunan
coziimlerinde, yiizey grafiklerindeki ifadeler incelenerek dalganin yayilim ozelligi ile
paralellik gosterdigi goriiliir. Fisher denklemi i¢in buldugumuz bu ¢oziimler, denklemin
arastirmalarda olan ve bazi farkli 6zelliklerini de elde ettigi bulunmustur.

Inceledigimiz metodun amac, bilgisayar hesaplamalari agisindan daha elverisli olmast,
algoritma olarak daha kolay yapilabilmesi ve Wolfram Mathematica 9 yardimiyla birgok
katsay1 elde edilmesi olarak ¢ok sayida Onemli Ozellige sahiplik etmesi diferansiyel
denklemlerin bu tiir 6zellikteki yapilari i¢in metodun ne kadar giiglii oldugunu ortaya

koymaktadir.
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