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OZET

Simetrik Diizgiin Uzun Dalga Denkleminin Genisletilmis Deneme Denklem ve

Genellestirilmis Kudryashov Metotlar ile Coziimlerinin irdelenmesi

Bu yiiksek lisans tezi bes boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, ele alinan ¢alismanin amaci ve literatiirdeki yeri belirtildi.
Ikinci boliimde, temel tanim ve kavramlara yer verildi.
Ucgiincii béliimde, ¢alismada kullanilan Genisletilmis Deneme Denklem ve Genellestirilmis
Kudryashov Metotlarinin genel yapisi tanitildi.
Dérdiincii boliimde, tezin esasi olarak Simetrik Diizgiin Uzun Dalga Denklemine {iglincii
boliimde tanitilan metotlar uygulandi ve rasyonel fonksiyon, trigonometrik fonksiyon,
eliptik fonksiyon ¢oziimleri elde edildi.

Besinci boliimde, elde edilen sonuglar degerlendirildi.



SUMMARY

Explicated of Solutions of Symmetric Regularized Long Wave Equation by Extended
Trial Equation and Generalized Kudryashov Methods

This study have five chapters.
In first chapter, study was introduced.
In second chapter, main description was told.
In third chapter, Extended Trial Equation Method and Generalized Kudryashov Method
were introduced.
In fourth chapter, methods in third chapter were applied to the Symmetric Regularized
Long Wawe Equation and rational function, trigonometric function, elliptic function
solutions were obtained.
In fifth chapter, corollaries were reviewed.
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1.GIRIS

Gliniimiizde, birgok fiziksel problem matematiksel modellerle ifade edilmektedir.
Elde edilen bu modeller birbirinden farkli fiziksel 6zelliklere sahiptir. Bu &zelliklerin
ortaya ¢ikarilmasi icin farkli metotlara ihtiya¢ vardir. Ozellikle son yillarda yeni veya var
olan metotlarin modifiye edilmis halleri birgok arasgtirmaci tarafindan literatiire
sunulmustur. Gelistirilen bu metotlar matematiksel modellerin farkli fiziksel 6zelliklerini
ortaya ¢ikarmaktadir.

Ornegin, Yong-Sik Cho ve arkadaslar1 tsunaminin uzak mesafelere yayilmasimin bir
matematiksel modeli olan shallow-water denklemini incelemistir [1]. Helena Sofia
Rodrigues ve arkadaslar1 sivrisineklerin bulastirdigi dang hummasi (Dengue Fever)
virlisiniin matematiksel modelinin farkli 6zelliklerini ortaya ¢ikarmiglardir [2]. Diinya
Saglik Orgiitiiniin (WHO) 2010 yilinda yaymlamis oldugu rapora gore diinyada 8,6 milyon
insanin HIV-Tuberkiiloz viriisii tagidigi tahmin edilmekte olup, bu O6nemli viriisiin
matematiksel modeli ile ilgili Cristiana J. Silva ve arkadaslar1 kapsamli bir ¢alisma
yapmusglardir [3]. Anten kablosunun kontrollii hybrid sistemlerinin dinamiklerini gosteren
matematiksel modeli Olena V. Mul ve arkadaslari arastirmistir [4]. Tianran Zhang ve
arkadaslar1 6liimle sonuglanan salgin kolera hastaliginin matematiksel modelinin farkli bir
metot kullanarak salinimli dalga ¢6ziimlerini elde etmislerdir [5].

Giliniimiizde bu matematiksel modellerin farkli ¢6ziimlerini elde etmek igin
arastirmacilar asagidaki metotlar1 literatiire sunmuslardir. Bu metotlardan bazilar;
Déniisiim Metodu, sine-cosine Metodu, Ustel Fonksiyon Metodu, Standart tanh Metodu,
Gelistirilmis tanh Metodu, Jacobi Eliptik Fonksiyon Metodu, Darboux Dontisiimii Metodu,
Homotopi Pertiirbasyon Metodu, Sumudu Déniisiim Metodu, Deneme Denklem Metodu,
Genisletilmis Deneme Denklem Metodu ve Modifiye Edilmis Deneme Denklem
Metodudur [6-23]. Bu metotlardan biri olan Deneme Denklem Metodu ilk kez literatiire C.
S. Liu tarafindan 2006 yilinda sunulmustur. Liu’nun temel fikri, bir diferansiyel denklem
i¢in tam ¢oziimiin bir integral alma islemi ile elde edilecek olmasidir. Daha sonra Y. Pandir
ve arkadaslar tarafindan bu yontemin farkli versiyonlar1 g¢esitli matematiksel modellere

uygulanmstir.



Bu ¢alismada, temel tanim ve kavramlar verildikten sonra ele alinan metotlardan
Genisletilmis Deneme Denklem Metodu (GDDM) ve Genellestirilmis Kudryashov
Metodunun (GKM) genel yapisi sunuldu. Bu metotlar daha once literatiirde var olan
metotlarin genisletilmis ve genellestirilmis halleridir. Adi, kismi ve kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin temsil ettigi matematiksel modellerin analitik ¢oziimlerini elde
etmek icin etkili bir metot olarak goriilmektedir. Ozellikle; uygulamali bilimlerde,
miihendislik, fizik, uzay bilimleri, astronomi ve kimya gibi bir¢cok farkli alanda yapilan
bilimsel c¢alismalarda kullanilabilen  yontemlerdir.  Dolayisiyla, uygulandiklar
matematiksel modeller i¢in analitik ¢oziimler vermektedirler. Elde edilen analitik ¢oziimler
matematiksel modellerin fiziksel 6zellikleri hakkinda bize bilgi vermektedir. Bu metotlarin
bir diger 6nemli 6zelligi ise yeni parametrelere sahip olmalaridir. Bu parametrelerin her bir
degeri icin yeni 6zellikler ortaya ¢ikmaktadir.

Dogrusal olmayan iyon akustik dalgalarin1 (nonlinear ion acoustic waves) temsil
etmek i¢in kullanilan Simetrik Diizgiin Uzun Dalga (SRLW) Denkleminin yeni
ozelliklerini ortaya ¢ikarmak icin GDDM ve GKM uygulanmustir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmim 2.1.

Bir bilinmeyenli fonksiyon ve bu fonksiyonun muhtelif tiirevlerini igeren
matematiksel denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir denklemde belirli bir
degiskene gore tiirev aliniyorsa o degiskene bagimsiz degisken, denklemde tiirevi alinan
degiskene ise bagimli degisken denir.

Bir tek bagimsiz degisken iceren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem
denir ve genel olarak n. mertebeden adi bir diferansiyel denklem;

(% 3.y, ¥y =0 (2.)

seklinde gosterilir. iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferansiyel denkleme

kismi diferansiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kusmi diferansiyel denklem

2 2 2 2 n
F Xl ,t’ula_ula_ula_ulaljl au lalzj,al:’..-lau :O (2-2)
Ox oy ot Ox° oxoy oy ot ox"
olarak yazilir [6,7].
Tanim 2.2.

Bir diferansiyel denklem lineer ve linecer olmayan olmak {izere iki sekilde
siiflandirilir. Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilar
bagimsiz degisken ihtiva ediyorsa bu diferansiyel denkleme degisken katsayili lineer
diferansiyel denklem denir. Eger bir diferansiyel denklem de bagimli degisken kendisi veya
tirevleri ile carpim ya da bolim durumunda ise veya bagimli degisken istel,
trigonometrik, ya da logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir
tiirevinin derecesi iki ve ikiden biiyiik ise bu tiir diferansiyel denklemlere lineer olmayan

diferansiyel denklem denir [6,7].



Tamm 2.3.

Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden lineer

a r S
olan terim dd? ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim u” (ddg” j ile verilsin. Bu

durumdaM dengeleme terimi olmak iizere M +q=Mp+s(M +r) esitligi yazilabilirdir

[9].

Tanim 2.4.

Bir a < X <baraliginda tanimli bir ® fonksiyonu a < x <b araliginda bulunan her X

icin taniml ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu

F(x,CD(x),CD’(x),fl)”(x),~~~,CD(”)(x))=0 (2.3)

ise @ fonksiyonuna (2.3) denkleminin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferansiyel denklemin
genel ¢oziimii denklemin mertebesi kadar sabit igerir. Coziim fonksiyonundaki sabitlere
verilen her bir degere karsilik bulunan ¢6ziime de dzel ¢oziim denir.

Bir adi diferansiyel denklemin ¢oziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir
kismi diferansiyel denklemin ¢dziimii yiizey ailesine karsihk gelir. Ozel olarak, ikinci
mertebeden bir diferansiyel denklem g6z oniine alindiginda bu tip denklemlerin ¢oziimleri
iki sabit icerdiginden bu sabitleri bulmak icin iki ek sart verilmelidir. Eger sartlar; bagiml
degisken ve tiirevleri iizerinde bagimsiz degiskenin ayni degeri i¢in verilen sartlar ise
baslangi¢ sartlar:, bagimsiz degiskenin farkli degerleri icin verilen sartlar ise sinir sartlart

ile tanimlanir [9].

Tanim 2.5.

Eger bir f (x) fonksiyonu x = X, noktasi civarinda

i fn(XO)r(]:(_XO)n (2.4)

n=0
seklinde Taylor serisine agilabiliyorsa ve X, noktasini i¢eren bir acik aralikta x’in biitiin
degerleri i¢in Taylor agihmi  f () fonksiyonuna yakinstyorsa f (x) fonksiyonuna x = x,

noktasinda analitik fonksiyondur denir [10].

4



Tanim 2.6.
Jacobi eliptik fonksiyonlar, eliptik fonksiyonlarin standart formudur. Bu

fonksiyonlar, m eliptik modiil olmak tizere cn(u,m),dn(u,m)ve sn(u,m) olacak sekilde

tic temel fonksiyon ile gosterilir. Bu ii¢ temel fonksiyon

'L/l m?sin?(t)

seklinde verilen birinci tip eliptik integralin versiyonundan ortaya ¢ikar.

dt, 0<m?®<1 (2.5)

Burada m=moduvegp= am(u, m) = am(u) olmak tizere Jacobi genliktir ve ayrica

F~(um)

am(u,m) ile tanimlanir. Bu agiklamalardan sonra

sin(¢) =sin(am(u,m))=sn(u,m) (2.6)
cos(¢) = cos(am(u,m))=cn(u,m) (2.7)
V/l—mzsnz (p) = V/l—mzsinz (am(u, m)) =dn(u,m) (2.8)
esitlikleri yazilabilirdir. Burada m — 0 ve m —1 iken sirasi ile bu fonksiyonlar
sn(u,0)=sin(u), sn(u,1)=tanh(u) (2.9)
cn(u,0)=cos(u), cn(u,1)=sech(u) (2.10)
dn(u,0)=1, dn(u,1)=sech(u) (2.11)

olarak tanimlanir. Ayrica Jacobi eliptik fonksiyonlar iizerinde tlirevler

d

a(sn(u)):cn(u)dn(u) (212)
%(cn(u)):—sn(u)dn(u) (2.13)
%(dn(u))z—mzsn(u)cn(u) (2.14)

esitlikleri ile gosterilebilirdir. Jacobi eliptik fonksiyonlarin bu 6zelliklerinin yanisira bu

fonksiyonlar arasinda
sn’(u)+cn®(u) =1 (2.15)
m’sn(u)+dn?(u)=1 (2.16)

bagintilar1 vardir [9].



Tanim 2.7.

E, ve E, iki lineer uzay olsun. Tamim kiimesi E,” de, deger kiimesi E,  de bulunan

y = Ax seklinde tanimlanan A operatorii asagidaki sartlar1 sagliyorsa A operatdriine

lineerdir denir [6,8];

L1) A(x+Yy) = Ax+ Ay, (2.17)
L2) A(Ax) = AAX '

Tanim 2.8.

Tanim ve deger kiimesi vektor uzayi olan doniisiimlere operator denir [11].

Tanmim 2.9.

V' bos olmayan, iizerinde vektorel bir toplama ve skalerle (gercel sayilarla) ¢arpim
tanimlanmis bir kiime olsun. Simgesel olarak, vektorel toplama ve skalerle carpim
islemleri,

X,yeV icin x+yeV

rell icin rxeV
bigiminde tanimli olsun. Yani, V kiimesi vektorel toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine
gore kapali olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa V kiimesine [] (gergel sayilar
kiimesi) tizerinde bir vektor uzay: denir [12].

V1 VX, yeVicin X+ Y=Y+ Xolmaldir.

'V X Y,2eV igin (X+ y)+z :x+(y+ Z)olmahdlr.

< <

w

: VX eVigin X+0=0+ x=Xolacak sekilde bir0 €V bulunmalidir.

=<

1 VXeVigin X+ Yy=Yy+X=0olacak sekilde biry €V bulunmalidir.

=

1V Xx,yeV veher cell igin C(X+ y)=cx+cyolmahd1r.
Vi:VxeVve c,c,ell igin (C +C,)X=CX+C,Xolmalidr.
V,:¥xeVve c,c, el igin (CC,)X=C(C,X)olmalidir.

: VX eV igin 1.X = Xolmalidir.

6



Tanim 2.10.

Matematiksel bir terim olarak iyi tamimli problem kavrami ilk olarak Jacques
Hadamard tarafindan literatiire sunulan bir tanimla ortaya ¢ikmistir. Hadamard, fiziksel
olaylarin matematiksel modellemelerinin asagidaki 6zellikler saglanacak sekilde iyi tanimli
olmas1 gerektigini savunmustur.

1) Coziim vardir,
i) Coziim tektir,
iii) Coziim kararlidir.

Matematiksel olarak bir problemin ¢6ziimiiniin var olmasi, ¢Oziim uzayin
genisleterek saglanir. Bir problemin ¢oziimiiniin tek olmasi, mutlak bir fonksiyon sinifina
gore ¢oziim tektir anlamina gelir. Bir problemin birden fazla ¢oziimii varsa model
hakkinda daha fazla bilgiye ihtiya¢ vardir.

Eger basglangic ya da sinir kosullar1 ve parametre degerlerinde yapilan kiiclik bir
degisiklik ¢6ziimde kiiciik degisikliklere neden oluyorsa bu ¢oziim kararlidir.

Matematiksel olarak iyi tamimlilik asagidaki sekilde ifade edilebilir. X ve Y iki
normlu uzay ve K:X —Y lineer (veya lineer olmayan) bir doniisiim olsun. Asagidaki

esitlikler saglaniyorsa, Kx =y denklemi iyi tanimli olarak adlandirilir.
1. Varlik: Her y €Y i¢in Kx =y olacak sekilde en az bir X € X vardir.
2. Teklik: Her y €Y i¢in Kx =y olacak sekilde en fazla bir X € X vardir.
3. Kararlilik: X ¢oziimii daima y ’ya baglidir. Yani n—oo iken Kx, — Kxolacak
sekilde her (Xn) c X dizisi igin X, — X olmasidir [12].
Tamim 2.11. (Lipschitz Sarti)

a,b ve n sabitler ve f(x,y) de a<x<h, —wo<y<+4oo ile tammlanmig D

bolgesinin biitiin noktalarnda tammli ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere y(a)=n
baslangi¢ kosulu ile verilmis o =f (X, y) diferansiyel denklemini géz 6niine alalim.
X

Ozel olarak, D bdlgesindeki biitiin (X, y) noktalar1 igin y ’ye gdre siirekli tiirevler

ile iglem yapilir ve ortalama deger teoremi kullanilirsa; y <y < y* olmak iizere

f(x, y)—f(x,y*):ww—y*) (2.18)



yazilir. Agikga goriilecegi gibi,

of (xy)

L=(x,y)eD (2.19)

olarak segildiginde esitlik asikar olarak saglanir [15,16].



3. MATERYAL VE METOTLAR
3.1.Genisletilmis Deneme Denklem Metodu (GDDM)

Bu boliimde, deneme denklem metodunun yeni bir versiyonu olan Genisletilmis
Deneme Denklem Metodu [18, 19] verilecektir. Bu metodun genel yapis1 dort adimda ele

aliabilirdir.

Adim 1. U fonksiyonu x ve tgibi iki bagimsiz degiskene bagl olan bagimli bir

fonksiyon olmak iizere

P(u,u.,u,ug,---)=0 (3.1)

seklindeki kismi diferansiyel denklemini ele alalim. Bunun i¢in dalga doniisiim denklemi
[20];

u(xt)=u(n), 7=kx—ct (3.2)
seklinde olup burada Kk, csabit ve ¢ =0 dir. (3.1) denklemine (3.2) doniisiimii uygulanirsa
(3.1) kismi diferansiyel denkleminin

N (u,u’,u",u”,--)=0 (3.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine dontistiigii goriiliir.

Adim 2. (3.3) diferansiyel denklemi i¢in deneme denklem fonksiyonu
5 .
u(x,t)=> 7Y (3.4)
i=0
olmak {izere

DY) _ Grgrergy  HET

- = (35)
P(Y) So+GX+ 0§ oy

(XY = A1) -

bigimindedir. Buradan da (3.4) ve (3.5) denklemlerinden asagidaki esitlikler elde edilebilir:



(u)’ :w(ig iTiYi‘ljz (3.6)

¥ (Y)\i=0
oo @)Y - W) S ia), e(N)( S L yi2 .
- 242 (1) (& Fm( r-var?) e

Burada ®(Y)ve¥(Y) polinomdur. (3.5),(3.6) ve (3.7) denklemleri (3.3) denkleminde
yerine yazildiginda,

Q(N)=p, Y +---+pY+p,=0 (3.8)
seklinde Y >ya bagl olan Q(Y) polinomu elde edilir. Buradan da balans prensibi

geregince @, & ve & arasindaki matematiksel bagmt: bulunur ve boylece &, & ve & nin

bazi degerleri de buna gore hesaplanabilir.

Adimm 3. (3.8) denklemindeki Q(Y)ifadesinin tim katsayilar1 sifira esitlenerek
asagidaki sekilde cebirsel denklem sistemi elde edilir:

p; =0, i=0,---,s. (3.9

Elde edilen cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle &;,&,---,&, ved,,<;,++, ¢,

katsayilarinin degerleri belirlenebilir.

Adim 4. (3.5) denklemi integre edilerek

v=| zg; dr (3.10)

(’7 ’70) J m
seklinde temel integral formu ifade edilebilir. Burada Q(Y)’nun koklerini saglayan

polinomlar i¢in ayirma sistemi goz Oniine alinir ve Mathematica programi kullanilirsa
(3.10) denklemindeki integraller hesaplanabilir. Burada elde edilen esitlikler (3.3)
diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimleridir. Boylece(3.1) kesirli mertebeden diferansiyel

denklemin tam salinimli dalga ¢oztimleri bulunabilir.
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3.2. Genellestirilmis Kudryashov Metodu (GKM)

Nikolay A. Kudryashov’un lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik
¢oziimlerini elde etmek igin literatiire sunmus oldugu Kudryashov metodunun [21]
genellestirilmis hali olan genellestirilmis Kudryashov metodu asagidaki gibi dort adimda
ele alinabilir [21].

Adim 1. Ufonksiyonu x ve t gibi iki bagimsiz degiskene bagli bir bagimh

fonksiyon olmak tizere

P(u,u,,u,,Uy,---)=0 (3.11)
seklindeki kismi diferansiyel denklemini ele alalim. (3.11) i¢in dalga doniisiim denklemi
[21];

u(x,t)=u(n), n=kx—ct (3.12)
seklinde olup burada Kk, csabit ve c¢=0 dir. (3.11) denklemine (3.12) donisimi
uygulanirsa (3.11) kismi diferansiyel denklemi

N(xt,u,u’,u”,u”,---)=0 (3.13)
seklindeki lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir. Burada tiirev 77 'ya goére

alinir.
Adim 2. (3.13) adi diferansiyel denklemi igin Genellestirilmis Kudryashov

Fonksiyonu asagidaki gibi alinir;

goa‘Qi (1) _ A[Q(n)] (3.14)

burada Q :H%'dir. Q fonksiyonu ise
+e

Q,=Q*-Q (3.15)
denkleminin bir ¢éztimiidiir [16].
(3.14) denklemi dikkate alinarak, u'nun 77 'ya gore tiirevleri,

W () = A'Q BE:ZAB Q _ Q,[A BB—ZAB }Z (@ _Q)[A BB—zAB } (3.16)
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u” () = QZB_ZQ {(2(3—1)( A’B—AB’)+QZB_ Q{B(A”B—AB”)—ZB’A’B+2A( B')ZH (3.17)

A"B—AB" —3A"B'—3B"A')B+6B(AB"+B'A’) 6A(B')’
ool e o]

(3.18)

2 B(A"B—AB")-2B'AB+2A(B')
+3(Q" Q) (2Q—1){( )= ZEAE 2 )}

+Q"-Q)(6Q*-6Q +1)[M}

B 2
seklindedir.

Adim 3. Genellestirilmis Kudryashov metoduna gore (3.13) lineer olmayan adi

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii asagidaki sekilde aranir;

u(n):a0+a1Q+a2Q2+..'+aNQN (319)
b, +bQ +b,Q? +---+b,,QM '

(3.16), (3.17) ve (3.18) denklemleri (3.13)’de yerine yazilarak ve balans prensibinin
kosullar1 dikkate alinarak en yliksek mertebeden tiirev iceren terim ile en yiiksek dereceli
lineer olmayan terimin polinom karsiligindaki en yiiksek dereceli terimin dengeleme

bagintisindan (3.19) denkleminin dereceleri olan M ve N degerleri hesaplanr.

Adim 4. (3.14) denklemi (3.13) lineer olmayan adi diferansiyel denkleminde
yazilirsa Q* ya bagli R(Q) diferansiyel denklemi elde edilir. R(Q) nun katsayilari sifira

esitlenerek cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem sisteminin
¢Ozlilmesiyle a,,a,,8,, -,ay,0,,0,0,,---,b,, katsayilar1 belirlenir. Boylece (3.11) kismi

diferansiyel denkleminin analitik ¢éziimleri elde edilmis olur.
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4 METOTLARIN UYGULANMASI
4.1 SRLW Denklemine GDDM’nin Uygulanmasi

Asagida verilen SRLW denklemini [20]
u, +U, +uu, +uu, +u, =0 (4.2)

ele alalim. (3.2) doniisiimii g6z 6niine alinarak (4.1) denkleminin

(k*—c?)u- Czku +c2ku"=0 (4.2)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel formunu elde ederiz. Balans prensibine gore u’ve
u” terimlerini goz 6niine alirsak

O=c+0+2 (4.3)
buluruz.

Durum 1: Egere =0, 6 =1ve @ =3alnarak, (3.4) denklemi (3.7) denkleminde

yeniden yazilirsa:

u =iril“i =7, +7, [’ (4.4)
_ (351 +25+&) ) @3
24,

olarak elde edilir. Burada &, #0, &, #0, 7, #0. Denklem (4.4) ile (4.5), (4.2) de

yazilirsa, I" y1 igeren bir denklem olusturulur. I *nin kuvvetlerine gore katsayilarindan
olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi Mathematica 9 programu ile

coziiliirse agagidaki katsayilar bulunur:

$oto (2(c—K)(c +K) +ckry)

C=¢C, é:o fo’ 51

c’k’z, (46)
£o(C® —K? +ckzy) $on '
S = T Gy = 3ck 160 =801 Lo =70, Ty =T
(4.6) katsayilar1 (3.10) denkleminde yerine yazilirsa
dYy
+(n—n,)=A 4.7)
( ’ '[\/B+Cl“+Dl“2+1“3

13



elde edilir. Burada A= é,Bzi,C:é,D:édir.
s & & s

kullanilarak (4.7) integrali hesaplanirsa:

2A
I'-a

y 8 =8, =,

r—
i(ﬂ—%)=%afﬂaﬂ(ﬁ], a=a,#a,

—arctan[\%:‘:} a#a,=a,
2

\]az_ai

(n-1m)=~

8 — 3,

t(n-1,)=- 2A ellipticF | arcsin , & # 8, 7 8
,az_a1 \/l“—ai ai_aZ

elde edilir. Buradaki a,,a, ve a,’ler

B+CIr+DI?+I%=0

Mathematica 9 programi

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

denkleminin kokleridir. Boylece (4.1) SRLW denkleminin GDDM kullanilarak elde edilen

analitik ¢ozlimleri a,,a, ve a,koklerinin durumlarina gore,

4N
—J a=a,=2a

(77_770)2
\/32—31(77—770)

2A

V& — &, (77_770)

U1(77)=To+71[31+

u,(7)=1,+78,+7,(a, —al)sec{

Uy (7)=1,+7,8, +7,(3, —az)secz[

2A a —a,

u4(ﬂ)=ro+flns{\/ﬁ(—n+qo) 31—63}

X[az_alcnz{\/az_ai(_n‘kno) a1_a3}], a,#a,#a,

2A 'a, —a,

14

]' & =a,#a

oA } a #a,=2a

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)



olarak bulunur. Basitlik agisindan (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) denklemlerinde 77, =0ve
n=kx—ctalinarak yeniden diizenlenirse SRLW denkleminin rasyonel fonksiyon,

trigonometrik fonksiyon ve Jacobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri sirasiyla asagidaki gibi

bulunur:
4t, A
ul(x,t):ro+r1a1+(eri—ct)2 (4.17)
U, (X.t) =7 +78, +7,(8, —al)secz( “‘a;;al (kx—ct)] (4.18)
Uy (x,t)=7,+7,3, +rl(a1—a2)secz[ qa;;az (kx—ct)J (4.19)
- 2| V&7 L | T Y e W -3 4.20
u, (x,t) ro+rlns[ n ( kx+0t)'a1—aj{a2 alcn[ = ( kX+Ct)'a1—a2D (4.20)

Elde edilen rasyonel fonksiyon, trigonometrik fonksiyon ve Jacobi eliptik fonksiyon
¢Oziimlerinin uygun parametre degerlerine karsilik gelen iki ve {i¢ boyutlu grafikleri

Mathematica 9 programi kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir.

L t)

Sekil 1. (4.17) rasyonel fonksiyon ¢6ziimiiniin ¢ = \/§ k=l7r,=-17,=2,8=3¢,=-5

icin li¢ boyutlu grafigi ve t =0.2 i¢in iki boyutlu grafigi
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/ .
IR

0

Sekil 2.(4.18) trigonometrik fonksiyon ¢ézlimiiniin ¢ = Bk =1, r,=-17=2,8=38,=4,{,=-5

icin li¢ boyutlu grafigi ve t =0.1 i¢in iki boyutlu grafigi

u.xt
6.5

6.0

55

— 5.0 F
451
4.0 -

351

30 20 10 0

10

20

— X

30

Sekil 3. (4.19) trigonometrik fonksiyon ¢oziimiiniin c¢=1/3,k =l7,=-17,=2,8=33a,=4,¢,=-5

icin li¢ boyutlu grafigi ve t =0.1 i¢in iki boyutlu grafigi
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uxt,

20

10} ﬂ
20

Sekil 4. (4.20) Jacobi eliptic fonksiyon ¢oziimiiniin ¢=+3k=1r,=-17,=2,8 =3,a,=4,3,=5,

ve ¢, =-5 i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve t =0.1 i¢in iki boyutlu grafigi

Durum 2: Benzer sekilde € =0, 6 =2ve 6 =4alnarak, (3.4) denklemi (3.7)

denkleminde yerine yazilirsa:

2 .
u=> 7" =7+l +7,I (4.21)
i=0
AETP 436+ 25T + T+ EP+ET?+ET +
% 5324 & 51)(T1+2T2F)+(54 2 ;f & 50)272 @.22)
0 0

olarak elde edilir. Burada &, #0, {, #0, 7, #0 dir. (4.21) ve (4.22) denklemleri (4.2)

de yazilirsa, I" *y1 iceren denklem elde edilir. I" 'nin kuvvetlerine gore katsayilardan olusan
bir denklem sistemi bulunur. Bu denklem sistemi Mathematica 9 programu ile ¢oziiliirse

asagidaki katsayilar elde edilir.

_ &o(ckr! —12(c? —k? + ¢k, )77, + 487, (2(c —k)(c + k) + ckz,) 75 )

o 192¢%k?z; ’
_ &ory(—ckel +12(c? -k +ckry)r, . &o(ckel +4(c’ —k? +ckz,)z, 4.93
w = 48c’k*r; 2= 16c°k*r ’ (4.23)
2 2
T
S :%’C:C’k:kﬁo =707 = 13,69 = &

(4.23) katsayilar1 (3.10) denkleminde yerine yazilirsa
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dr

+(n-n,)=A (4.24)
( o) '[\/B+CF+DI“2+E1”3’+F4

denklemi elde edilir. Burada A= \/g B =§,C =i, D =é, E =é dir. Mathematica 9
&4 &4 &4 &4 &4

programi kullanilarak (4.24) integrali hesaplanirsa

A
Hn=m) = a=%=a=a, (4.25)
A I'-a
£n=m)= 'n( ] =8, #3;, =2 (4.26)
( o)al_ag e R A Y
2A((T-a,)(I-a,)
t(1=1m,)= 8 #8,=8,=8 (4.27)
( 0) (al_az)(r_az) 2 aS 4
r— _
£(n=m)= 2 arctan r-2)(@-a) ,8,=2,#3,#4, (4.28)
J(a;-a)(a -a, J(a-a)(T-a,
elde edilir. Buradaki a ,a,,a, ve a,’ler
B+CI'+DI*+EI*+Ir*=0 (4.29)

denkleminin kokleridir. (4.25), (4.26), (4.27) ve (4.28) denklemlerinin Mathematica 9
programi kullanilarak ¢oziilmesiyle (4.1) denkleminin rasyonel, iistel ve trigonometrik

fonksiyon analitik ¢oziimleri asagidaki gibi elde edilir:

Us(7)=1,+7, a1+ﬁJ+Tz(ai+(—n—i%)] 8, =a,=2a,=2a, (4.30)

ag)(—10)

2
Us(17) =7, +7, %+—a3@i‘§w}+rz{ae+%] a=a+a-=a (431)
-1+e A

b ()=t a4 BB) L Alaa) ]

2A~(2,-2,) (1) 2A+(2-2;)(n-1)

A(ai_aZ) n A(ai_az)

(4.32)
”Z(a”ZA—(al—az)(n—no) 2A+(a,— ;) (17,

2
)J y qFL==38,
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u =T,+7T a (3, —-3;)+a;(a -3, seCZ(P = )J
2 (1) =10 1[ a,—a,+(a,-a,)sec’ (P(n-n,))
)

oo [2(ma) e, (s —a,)sec 2(P(n—n,
| a-a+(a-a, sec( (n-m))

(4.33)

)] & =a, #4874,

,—a)(a—ay)
2A

burada P = \j(a

dir. Basitlik agisindan (4.30), (4.31), (4.32) ve (4.33)

denklemlerinde 77, =0ve 77 =kx—ct alinarak yeniden diizenlenirse SRLW denkleminin

rasyonel fonksiyon, tiistel fonksiyon ve trigonometrik fonksiyon coziimleri asagidaki

sekilde bulunur:

a,=a=a, (4.34)

%(&U=Tm+q(q+i]§%E6J+Q[q+(_&icw]2q

2
Ue(xyt)_fo+71[a3+%}+72[a3+%} a=a,#3=a, (435)
-1+e A -1+e A

u(x,t)=r +7,|a + Ala,-3,) + Ala,-a,)
,(xt)=1, 1(2 2A—(a,—a,)(kx—ct) 2A+(a1—a2)(kx—ct)]

(4.36)
Ala-3,) A(a -a,) o
+rz[a2 + 2A—(a1—a2)(kx—q)+ 2A+(a1_a2)(kX—C'[)\J , & #a,=a,=4,

Ug (X,t) =7+ [al(az_ag)JraS(ai_aZ)SeCZ(P(kX_Ct))J

a,-a,+(a,—a,)sec’ (P(kx—ct))

+7 ai(az_a3)+a3(%_az)secz(P(kX_Ct))2 —a #a,#4a
e e a=araa

(4.37)

Elde edilen rasyonel fonksiyon, iistel fonksiyon ve trigonometrik fonksiyon
¢ozlimlerinin uygun parametre degerlerine karsilik gelen iki ve ii¢ boyutlu grafikleri

Mathematica 9 programi kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir.
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ux.t)

ux,t,
15

10
j

5

Sekil 5. (4.34) rasyonel fonksiyon ¢6ziimiiniin ¢=0.4,k =1,7, =—a,(7, +7,),7, =0.1,
7,=0.2,4 =0.5,4,=0.3,-40<x<40,-20<t < 20 ve {, =-5 i¢in ii¢ boyutlu

grafigi ve t =0.1 i¢in iki boyutlu grafigi

0.5

X

%4
20 V_2 10 15 5 10

Sekil 6. (4.35) iistel fonksiyon ¢dziimiiniin ¢=1/\5,a =5,a,=2,7, =-a,,,7, =17, = /27,

—25< x< 25,-2 <t <2 ig¢in li¢ boyutlu grafigi ve t =0.35 i¢in iki boyutlu grafigi
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ML

Sekil 7.(4.37) trigonometrik fonksiyon ¢oziimiiniin ¢=1/3,a =3,a,=5,3,=2,7,=0.2,7, =-0.1,

r, =77 /27,,-50 < x <50,-20 <t < 20 igin ii¢ boyutlu grafigi ve t = 0.1 igin iki
boyutlu grafigi
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4.2. SRLW Denklemine GKM’ninUygulanmasi

Asagida verilen SRLW denklemini [20]
u, +u, +uu, +uu +u . =0 (4.38)

ele alalim. (3.12) doniisiimii goz Oniine alinarak (4.38) denkleminin

(kz—cz)u—%u2+czk2u"=0 (4.39)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel formunu elde ederiz. Balans prensibine gore u’ve
u” terimlerini goz 6niine alirsak
N=M-2 (4.40)

buluruz.

Durum 1: Eger N =3ve M =1igin (3.14) denklemi ile (3.17) denklemi yeniden

yazilirsa

A o]

ijj (n) B B[Q(U)]
0

P32
u(n)= I|\7 (4.41)
2

]

2 2
" _Q _Q _ 'R _ ' Q _Q "p "
u"(n)= > [(2Q-1)(AB~AB')+=——<[B(A'B~AB") )

_2B'A'B +2A(B)°]]

olarak elde edilir. Buradaa3 10, b1 U 0, dir. Eger (4.41) ve (4.42) denklemleri (4.39)

denklemiyle diisiiniiliirse Qya bagli yeni bir denklem meydana gelir. Bu denklem

Mathematica 9 ile ¢oziiliirse asagidaki katsayilar elde edilir.
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Durum 1.1:

2k, 2k2(6b, - b,)
aO = —yal = —!

-1+ k? J- 1+ K2

12k2(- b. + b ) 12k b

a, = 0 a, = ——21, (4.43)
? J- 1+ k2 ’ \J- 1+ K2
c=. kK

- 1+ k?

Eger (4.43) denklemi (4.41) denkleminde yazilirsa asagidaki hiperbolik fonksiyon ¢oziimii

elde edilir.
K2(- 2+ 33ech(;k(\/t72+ X)))
ul(x’t): \/ﬁl+ k (4.44)

upet)

ux,t

Sekil 8. k= 3 ve t = 0.01 i¢in (4.44) hiperbolik fonksiyon ¢dziimiiniin iki ve ii¢ boyutlu
grafigi
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Durum 1.2:

a, = 0,a, = - 6iv2,a, = 6i\2(, - b),

. i
6ivh ,k=-1lc=- —
N

8,

(4.45)

Eger (4.45) denklemi (4.41) denkleminde yazilirsa asagidaki kompleks trigonometrik

fonksiyon ¢6zlimii elde edilir.

0, (xt)= - N

1+ cos(t— + ix)

NA

_ue

Imajiner Kistm

(4.46)

Reel Kisim

Sekil 9.t = 0.01 igin (4.46) denkleminin kompleks trigonometrik ¢dziimiiniin {i¢ boyutlu

grafigi

uxt
L x 0.006 [

0.004

0.002

0.002

0.004

0.006 -

Imajiner Kisim

Reel Kisim

Sekil 10.t = 0.01 i¢in (4.46) denkleminin kompleks trigonometrik ¢éziimiiniin iki boyutlu

grafigi
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Durum 1.3:

0a, = - ix/ﬁ)l,az = 6i\l%l,
. . 1
5= " 6|xf231,b0 =0k=1ic=- ﬁ

8,

(4.47)

a

Eger (4.47) denklemi (4.41) denkleminde yazilirsa asagidaki kompleks hiperbolik

fonksiyon ¢6zlimii elde edilir.

i- 2+ 3sech(%(\/§t + 2iX))%)

u, (x,t)= 5 (4.48)

” u.t)
TR — ut)

Wi " g, / fl
ol o AT /
£ “ iﬁ""#}"" /
d 2 v ?_’? 20
5 .'.' o

Imajiner Kisim Reel Kisim

Sekil 11.t = 0.01 i¢in (4.48) denkleminin kompleks hiperbolik fonksiyon ¢oziimiiniin ii¢

boyutlu grafigi
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ux,t u Xt

| 0.3F

Imajiner Kistm Reel Kisim

Sekil 12.t = 0.01 i¢in (4.48) denkleminin kompleks hiperbolik fonksiyon ¢éziimiiniin iki
boyutlu grafigi

Durum 1.4:

12k’ 12k*(, - b
a,=0a =- . _.a = ®,- B)

o (4.49)

12k’b, k
a, = C=

e Lk

Eger (4.49) denklemi (4.41) denkleminde yazilirsa asagidaki kompleks iistel fonksiyon

¢Ozlimii elde edilir.

ug (x.t)= - (4.50)
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upt)

Imajiner Kisim

uixt)

Reel Kisim

Sekil 13.k = 3t = 0.01 i¢in (4.50) denkleminin kompleks iistel fonksiyon ¢oziimiiniin {i¢

boyutlu grafigi

uix,t ux,t
0.00001 |
8.53834

510 °F
8.53834 ‘ ‘ ‘ .
0.0001 0.00005 0.00005 0.0001

8.53834 5 10 6|

‘ ‘ « 0.00001 [

0.0001 0.00005 0.00005 0.0001
Imajiner Kisim Reel Kisim

Sekil 14.k = 3t = 0.01 i¢in (4.50) denkleminin kompleks iistel fonksiyon ¢6ziimiiniin

iki boyutlu grafigi
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5.SONUC

Bu tezde, literatiir calismasi yapilarak ele alinan denklem hakkinda daha fazla bilgi
elde edildi. Daha sonra, bu c¢alismada kullanilan bazi1 temel tanim ve teoremler verildi.
Genisletilmis Deneme Denklem Metodunun ve Genellestirilmis Kudryashov Metodunun
genel Ozellikleri ayrintili bir sekilde incelendi. Dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerden SRLWdenklemine GDDM ve GKM uygulanarak {istel fonksiyon, rasyonel
fonksiyon ve kompleks trigonometrik fonksiyon gibi bazi analitik ¢oziimler elde edildi.
Elde edilen analitik ¢oziimlerin SRLW denklemini saglayip saglamadigi Wolfram
Mathematica 9 programi kullanilarak kontrol edildi. SRLW denkleminin fiziksel
ozelliklerinin incelenmesi i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri parametrelerin uygun fiziksel
degerleri gbz Oniine alinarak ¢izildi.

Bu ¢alismada SRLW denklemi i¢in elde edilen analitik ¢6ziimler, bu denklemin
temsil ettigi 6zellikleri ile uyumlu oldugu iki ve ii¢ boyutlu grafiklere bakilarak
goriilmektedir. SRLW denklemi igin elde edilen analitik ¢oztimler, bu denklemin
literatlirde var olan ve daha farkli 6zelliklerini ortaya ¢ikarmistir.

Ele almman bu metotlarin, algoritmalarinin rahat yapilmasi, bilgisayar
hesaplamalarinin kolay olmasi ve c¢ok sayida birbirinden farkli katsayilar vermesi gibi
bircok 6nemli 6zellige sahip olmasi, bu tiir diferansiyel denklemler igin giiclii metotlar

oldugunu gostermektedir.
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