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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

INDIREKT SINIR ELEMANLARI YONTEMIYLE
IKi BOYUTLU POTANSIYEL DAGILIMININ
HESAPLANMASI

Sami EKICI

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Elektrik Egitimi Anabilim Dah

2003, Sayfa : 65.

Bu ¢ahigmada, Indirekt Smir Elemanlart Yéntemi kullanilarak iki boyutlu potansiyel
dagihimm hesaplanmustir. {lk olarak, sir elemanlar1 yénteminin literatiirdeki yeri arastirilmig ve
diger sayisal yontemlere gore iistiinliikleri belirtilmistir. Indirekt simr elemanlar yontemi ile

beraber direkt yontemden de ayrintili olarak bahsedilmistir.

Bu amagla, bélge tipi denklem sistemleri, agirlikli artiklar yontemi kullanilarak sinur
integral denklemlerine doniistiriilmiistiir. Sinirlara Dirichlet ve Neumann sir sartlari
uygulanarak, sabit elemanlar ile béimelenmistir. Etki katsayilari, Gauss sayisal integrasyonu
kullanilarak, matris sisteminin kosegen elemanlart ise tekil integrallerin ¢ozlimiiyle elde
edilmistir. Elde edilen lineer denklem sisteminin ¢oziimilyle, esdeger kaynaklar bulunmusgtur.
Daha sonra bu kaynaklar yardimiyla sinir tizerindeki bilinmeyen potansiyel ile potansiyelin

normale gore tiirevleri ve istenen i¢ noktalardaki degerler hesaplanmgtir.

Uygulama kisminda, indirekt simir elemanlart yontemi ile potansiyel dagilimu hesabi
yapabilmek igin ISEY adi verilen ve MATLAB dilinde yazilan bir program ile bazi elektrot
sistemleri tizerinde 6rnek ¢oziimler yapilmgtir. Elde edilen sonuglar analitik ¢6ziim sonuglar: ve

ELECTRO paket programi sonuglar ile karsilagtirilmstir.

Anahtar Kelimeler : Sinir elemanlan yéntemi, Direkt yaklasim, indirekt yaklagim,

Elektrostatik alanlar, Sinir integral denklemleri
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ABSTRACT
Master Thesis

THE CALCULATION OF TWO DIMENSIONAL POTENTIAL DISTRIBUTION
USING THE INDIRECT BOUNDARY ELEMENT METHOD

Sami EKICi

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Electrical Education

2003, Page: 65.

In this study, two dimensional electrostatic field distribution has been calculated using
the indirect boundary element method. Firstly, boundary element method has been researched
extensively and its advantages have been determined over the other methods. In addition to

indirect method, the direct methods have been also described.

For this purpose, the systems of domain equation were converted to boundary integral
equations using the method of weighted residuals. The boundaries were divided into constant
elements applying the Dirichlet and Neumann conditions. The influence coefficients are
obtained by the method of Gauss numerical integration and diagonal elements of matrix system
are also obtained by the solution of single integrals. Equivalent sources are discovered by the
solution of linear equation system and then unknown potential and its derivative and the values

of internal points desired are calculated using this equivalent sources.

In the part of application, example solutions on the any electrode systems have been
performed by a program named ISEY and written in the MATLAB software. The solutions

obtained, are compared with ELECTRO software and the result of analytical solution.

Key Words : Boundary Element Method, Direct Method, Indirect Method, Electrostatic
Field, Boundary Integral Equation.
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1.GIRIS

Bilgisayarlarin hizinin artmasiyla birlikte sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziim
yontemleri ile analizi konusunda 6nemli gelismeler kaydedilmigtir. Bu tip fiziksel problemlerin
diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan diferansiyel integrallerin analitik yolla
¢Ozlimii lizerinde yapilan ¢aligmalar oldukga zor, hatta miimkiin olmamuistir. Analitik yéntemler,
karmagik geometrili problemlerin ¢oziimiinde oldukga yetersiz kalmislardir. Sadece basit
geometrili problemler igin ¢6ziim yapilabilmistir. Bu ylizden karmagik geometrili problemlerin
¢Oziimii igin sayisal yontemlere hiz verilmis ve birgok sayisal yéntem gelistirilmistir (Yildir ve
Zheng, 1995).

Smir deger problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan en yaygin iki yéntemden biri sonlu
elemanlar yontemi, digeri ise sonlu farklar yontemidir. Sonlu farklar yaklasim genellikle
potansiyelin denk oldugu noktalarin bir ag tizerinde gﬁsterildigi iteratif bir uygulamay igerir.
Operator, her bir integrasyon gerekli sartlart karsiladiktan sonra birbirini takip eden aglarin her
bir noktasi i¢in ayngtirilir ve uygulanir (Klimpke, 1983).

Sonlu elemanlar yontemi ise degisik bir teknik kullanir. Bu yontemde potanéiyele,
belirli sartlann kargsilayan bir dizi fonksiyonla yaklagilir. Sonlu farklar ve sonlu elemaniar
yontemleri, ylik dagilimini hesaplamadan once potansiyel dagilimimin ¢oztimiinii gerektirirler.
Cunki bilinmeyen potansiyel dagihim, tim uzay lizerindeki ¢6ziimii ve ¢ok sayida lineer
denklem sistemini gerektirir. Her iki yontem de genis olarak arastiriimus ve literatiirde
verilmigtir. Ancak bu tip yontemler 6zellikle agik alan problemleri i¢in iyi sonug¢ vermezler
(Raphael Reference Manual, 1998).

Siir deger problemlerinin ¢6ziimii ic;in kullanilan son yéntemlerden biri de smur
elemanlart yontemidir. Bu yontem, sonlu elemanlar yoéntemi ile bazi paralellikler
gostermektedir. Sinir elemanlart yontemi, sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi bolge tipi
yontemlere bir alternatif olarak ortaya ¢ikmstir (Brebbia, 1984). Bu yoéntemin en onemli
ozelligi, problemin ¢oziimii igin ¢ok kiigiik denklem sistemleri ve diger yontemlere gére ¢ok
daha az veri girisi gerektirmesidir. Yontemin diger 6nemli avantajlari, elde edilen sayisal
sonuglarin daha fazla dogruluk gostermesi ve harcanan zamanin biiyiik 6l¢iide indirgenmesidir
(Yildir, 1987; McPhee ve dig, 1997).

‘Sinir Elemanlart’ terimi ilk olarak Southampton Universitesi Ingaat Miihendisligi
Bolimii’nde ortaya ¢ikmistir (Brebbia, 1984). Bu yontemde fiziksel biiyiikliikler Maxwell
denklemleri yardimiyla integral formunda tanimlanir (Yildir ve Zheng, 1995). Sinir elemanlar
yontemi, problemin boyutsalligin1 bir derece indirgeyerek, ylizeyi sonlu elemanlar yontemine

benzer bir sekilde bir dizi fonksiyon altinda eleman ad1 verilen kiigiik béliimlere ayirir. Daha



sonra bolge lizerindeki her bir eleman iizerine problemi kismen veya tamamen karsilayan smnir
sartlart uygulanarak temel denklem sistemleri elde edilir.

Sinir elemanlar1 yonteminde ¢6ziime degisik teknikler kullanilarak gidilebilir. Bu
¢oziim tekniklerinden birisi aki ve potansiyel gibi fiziksel biiyiikliiklerin direkt ¢6ziimii
bigiminde tamimlanan ‘direkt yontem’, digeri ise bu biiyiikliiklere bir esdeger kaynak bularak
yaklagan ‘indirekt yontem’dir. Direkt yontem, integral denklemindeki bilinmeyenleri dogrudan
hesaplarken, indirekt yontem ise bilinmeyen bir esdeger kaynak kullanarak ¢dziime gider
(Yildir, 1987). Indirekt yontemde uygun bir ¢oziim elde edebilmek igin, dncelikle smnirlarin
aynistirilmasi, daha sonra yaklasik bir esdeger kaynagin bulunmasi ve integral denklem
sisteminin lineer bir denklem sistemine dénistiiriitmesi gerekir (Driscoll, 1999).

Indirekt yontemde, sinir {izerindeki herhangi bir nokta i¢in kaynagm etkisi ve konumu
ile iligkili olan bir serbest uzay Green fonksiyonu altinda tanimlanan sinir sartlarini kargilamak
lizere, alant destekleyen bir esdeger kaynak bulunur (Yildir, 1987). Bu esdeger kaynak, bélgede
herhangi bir noktadaki potansiyeli hesaplamak i¢in kullanilir. Bilinmeyen potansiyel ifadesi
bulunduktan sonra aki, kapasitans, indiiktans gibi bityiikliikler hesaplanabilir. Kismi diferansiyel
denklem yaklasimm {izerine kurulu bu ydntemin en biiyiik avantaji, problemin boyutunun bir
derece indirgenmesidir (Klimpke, 1983). Yani kaynaklar sadece sinirlar iizerine ve farkli
ortamlarin ara kesitleri tlizerine yerlestirilir. Ayrica integral operatorleri, diferansiyel
operatérlerinin sahip olmadigi sirsizlik gibi arzulanan 6zelliklere sahiptirler. Farkli
denklemlere uygulanabilen tamimlanmis yontemlere ragmen, bu ¢aligmada sadece Laplace
denklemlerinin ¢6ztimii ile ilgilenilecektir.

Bu yontemde ii¢ farkh formiilasyon kullamlabilir:

» Tek kat formiilasyonu
» Cift kat formiilasyonu
» Green formiilii

Tek kat formiilasyonu birinci tip Fredholm integralini, ¢ift kat formiilasyonu ikinci tip
Fredholm integralini igerir (Klimpke, 1983; Heck, 1998; Tausch, 2002). Green formiili
yaklagiminda ise birinci ve ikinci tip Fredholm integrallerinin her ikisi de kullamlir (Driscoll,
1999). Bu ¢alismada tek kat kaynak formiilasyonu kullanilmakla beraber ¢ift kat formiilasyonu
ve Green formiiliinden de bahsedilecektir. |

Sinir elemanlar1 yonteminde cebirsel bir denklem sistemi ile ifade edilen farkli ortam
ozelliklerine sahip arakesitler, kiigiik sinir elemanlarina aynigtirilarak integral denklemlerine
indirgenir. Bir modeldeki ortam karakteristikleri, her bir ilgili bolge i¢in sabit olarak alinir. Bir
simr elemam {izerindeki alan, diigtimlerdeki alan degerleri arasinda bir analitik interpolasyon

fonksiyonu olarak alinir (Trinitis ve dig, 2002).



Sinir elemanlan yéntemi, homojen olan bélgelere kolaylikla uygulanabilmektedir.
Ozellikle agik alan problemlerinde veri girislerinin kolayca yapilabilmesi ve islem kolaylig:
yontemi diger yontemlerden iistiin kilmaktadir (Krauter ve dig, 1996). Pargali homojen yapiya
sahip geometrili bélgelerin incelenmesi iki yontemle gergeklestirilir. Ik yontem, birbirinden
farkli ortamlarin arakesitleri iizerine bir tek kat kaynaginin yerlestirilmesidir (Klimpke,1983;
Yildir, 1987). Bu durumda potansiyel dogal olarak siirekli olur, fakat potansiyelin normale gore
tiirevi, yiik miktariyla orantili olarak bir siireksizlige sahip olacaktir. Ikinci yontem, her bir
bolgeye ait olan iki tek kat kaynaginin arakesit lizerine yerlestirilmesidir. Bu yontemin 6nceki
yontemlerden avantajli yani, kullanilan matrislerin basite indirgenebilmesidir (Klimpke, 1983).
Bolge, hem potansiyelin hem de normal tiirevinin siireklilige zorlandig1 bir¢ok kiigiik bolgeye
boliinebilir. Bu tip bir bolmeleme islemi, ¢oziimii zorlastiran biiyiik boyutlu matrislerin basite
indirgenmesini saglayarak ¢6ziimiin daha kolay hale gelmesini saglar.

Sinir elemanlar1 yonteminde kargilagilan en biiyiik problemlerden biri, kaynak noktasi
ile incelenen noktalarm ¢akismast durumunda meydana gelen Green fonksiyonu
integrasyonunun tekilligidir. Integrasyonu diizenleyen bir fonksiyon kullanan Lean bu sorunu
ortadan kaldirmistir (Klimpke, 1983; Singh ve Tanaka, 1999). Lean’n kullandigi yontem bu tip

problemlerin ¢éziimiinde biiyiik dogruluk géstermigtir.



2.SINIR ELEMANLARI YONTEMI{

Sinir elemanlan yontemi (BEM), sinir integral denklemlerinin ¢dziimii i¢in kullanilan
sayisal bir tekniktir. Bu teknikte elektromanyetik olaylar integral seklindeki Maxwell
denklemleri ile matematiksel olarak tamimlanir. Malzeme ara kesitleri boyunca sinir sartlarinin
uygulanmasi, esdeger kaynaklar ve ara kesitlerdeki alan degiskenleri gibi bilinmeyenlerden
olusan bir integral denklem takiminin elde edilmesini saglar. Bu yontemle sinir elemanlarimin
simirlart ayrigtirilabilir, elemanlar iizerindeki bilinmeyenler gosterilebilir ve lineer bir denklem
sistemi elde edilebilir. Bu yolla, sinir elemanlar1 yéntemi ile verilen bir problem ¢oziiliir.
Uzayda herhangi bir noktadaki biitiin alan degiskenleri, esdeger kaynaklar veya sinirdaki alanlar
ile iligki kurularak yapilan integrasyon ile elde edilebilir.

En sade smir elemanlan yéntemi indirekt inceleme yéntemidir (Brebbia, 1984). En basit
sekilde bu yontem Laplace denklemini bolgede saglayan, ancak bazi bilinmeyen katsayilar1 olan
bir ¢oziimle baglar. Daha sonra bu katsayilar simir gartlarimin bir kisim noktalarda veya alt
alanlarda yerlestirilmesiyle belirlenir. Bu y6ntem, birgok uygulamada iyi sonuglar vermektedir.
Ozellikle kullamlan ¢6ziimiin Laplace denkleminin temel ¢6ziimii oldugu durumlarda dogrudur.

Kolay olmasi nedeniyle indirekt yontem uzun seneler kullanilmistir. indirekt yéntemin
agirlikli artiklar yonteminin 6zel bir hali oldugunu vurgulamak gerekir.

Ote yandan direkt yontemler, genelde Green’s 6zdesligine dayanarak verilir, fakat
burada oldugu gibi agirlikli artiklar yontemi olarak da irdelenebilir. Bu yontemlerin g¢ikis

noktasim ve diger yontemlere nasil baglandiklarint anlamak igin,
Viu=0 B ’de, 2.1

Laplace denklemi ile tanimlanan potansiyel problemini inceleyelim. Bu problem igin sinir

sartlart ;
u=1u 81 ‘de,
q=5u/6n:§ Sz‘de,

olsun. Burada toplam ssmr S =S, + S, ve B problemin tammlandig: bolgedir. Ust gizgi,
bilinen sinir gartlarini gostermektedir.

Simdi S; ve S;'nin stfirdan farkli oldugunu kabul ettigimiz bir agirlikli w fonksiyonu
diistinelim. w fonksiyonu her biri keyfi olarak segilen bir parametreyle ¢arpilmis ve toplanmus
bir takim fonksiyondan ibarettir ve agirlik katsayilar1 olarak ifade edilir. Yaklasik fonksiyonun

yerini alacak w fonksiyonu, her biri bilinmeyen bir parametreyle c¢arpilmig bir takim



fonksiyondan ibarettir. Bu probleme karsilik diisen agirlikli artiklar ifadesi su sekilde

yazilabilir:
I(Vzu)de j(q q)wdsS + j(u u)—ds 2.2)
B S,

Genellikle (ancak her zaman degil), u=1 smir sartlani sonlu elemanlar yontemi gibi
yontemlerde 6zdes olarak saglanmaktadir ve agulikli w fonksiyonu u’nun fiili artiglarina

baglidir. Bu nedenle denk. (2.1),

j(vzu)ésudB jqauds 2.3)

2

seklinde yazilir. Diferansiyel denklemin derecesini azaltmak igin denk. (2.3)’de sol tarafin kismi
integrali agagidaki gibi alinabilir :

f Ou 088 4 j"auds 2.4)

Denk. (2.4), hemen hemen biitiin sonlu elemanlar modellerinde potansiyel problemleri igin bir
baslangig ifadesidir.

Ote yandan sonlu farklar yéntemi, denk. (2.2)’nin 6zel bir hali olarak diisiiniilebilir. Bu
denklemde agirlikli w fonksiyonu, bir Dirac fonksiyonu cinsinden yazilmis ve w’nun tiirevleri
sonlu farklar yonteminde oldugu gibi yaklagik olarak bulunmusgtur. Biitiin simr sartlan

saglandigi takdirde, denk. (2.3),

[(vujwvaB=0 2.5)

B

seklinde veya Dirac fonksiyonu cinsinden,

[(FupraB=0 2.6)

B

seklinde yazilabilir. Burada A; sonlu fark aginin i noktasmndaki Dirac fonksiyonunu

gostermektedir.
v =u sartlanmn yalnizca S,’e 6zdes olarak saglandigini kabul ederek ve denk. (2.2)

nin birinci terimlerinin kismi integralini alarak sonlu farklar genellestirilir ve,



jgi-v—%dlaz jawds | @7
B S,

k k

ifadesi elde edilir.

Simdi sonlu farklar tahminleri, fiili fark olarak diisiiniilebilen u ve w ‘y1 gdstermek igin
kullanilabilir. Bu yontem bazen enerji sonlu fark yontemi olarak adlandirihir. Ciinkii genellikle
enerji fonksiyonuna dayanmaktadir.

w fonksiyonunun davranigin1 gézoniine alarak herhangi bir varsayim yapmadan, denk.

(2.2)’ nin kismi integrali alintrsa;

- J'g—%d8=~jqwd8— J’qwd3+ I(u—ﬁ)%ds (2.8)
§

2 §

elde edilir. Tekrar kismi integral alinarak, su ifade elde edilir;

Bj (V2w)udB = _S:[vids - Slj qwds + j u%ds + S:[ﬁ%ds (2.9)

S,

Baska bir ifadeyle, simdi problemin tersi elde edilmis oldu. V> operatérii, u yerine w

lizerinde islem gormektedir. w bir takim agirlikli fonksiyonlan temsil ettiginden,
Viw =0 (2.10)

olarak yazilabilir. O halde denk. (2.9),

[awds+ [qwds = Iu%ds+ jv%%ds @.11)
S, S, S,

2

sekline doniigiir. Denk. (2.11) sadece sinira uygulanmaktadir.

w fonksiyonu gesitli sekillerde segilebilir, ancak w ‘nin temel ¢6ziim olarak alinmasi
geneldir. Bu durumda (yiik yogunlugundan dolay1) Somigliani tipi bir 6zdeslik olusturan bagka
bir terim ortaya ¢ikacaktir. Siir elemanlari yéntemi birgok imkan sunmaktadir. Simr
elemanlarim, bolge elemanlariyla birlestirme imkani da vardir ve bunlar arasindaki iligkinin

agirlikl kalanlar yontemleriyle ¢ok kolay bir sekilde anlagilabilecegini belirtmek gerekir.



2.1.Smmr integral Denklemleri icin Temel Coziim
Sinir elemanlan yontemindeki en énemli konulardan biri sinir integral denklemleri igin verilen
diferansiyel denklemin temel ¢oziimiiniin bulunmasidir. Temel ¢6ziim, kismi diferansiyel
denklemi problemin tammlandlgl B bolgesi i¢in saglar ve denklemi sinir integral denklemine
dontistiiriir. Bu durumda B boélgesi i¢in tanimlanan problem, iki boyutlu durumdan bir boyutlu
duruma déniistiiriilmiis olur (Ayaz, 1998; Yildirim, 1999).

Agirhikl artiklar teknigi ile sinir elemanlan formiilasyonunun nasil elde edilebilecegini
gostermek i¢in agagida verilen Laplace denklemini saglayan bir B bolgesindeki u potansiyel

fonksiyonunu g6z 6niinde bulundurmak gerekir :

Viu=0 B bolgesinde, (2.12)

du -
S| —=

B bolgesi

s,(u=ﬁ)
S=8§, +8,

Sekil 2.1. Problem bolgesi

Bu probleme iligkin sinir sartlan iki sekildedir :

» Dirichlet smir sarti u=u S, sinirinda,

Ju _
» Neumann sinir gart1 an =q S, smninnda,
n

Toplam sinir S=S§, +8, dir.
Boylece ilk tiirevi B bolgesinde siirekli olan ve temel ¢oziim olarak adlandiracagimiz

u’ bir agirlik fonksiyonu olarak tammlanabilir (Paris ve Canas, 1997). Bu fonksiyon daha sonra
elde edilecek olan temel denklemi saglamak igin kullamlacaktir. Agirlikli artiklar ifadesi

asagidaki gibi yazilabilir:



j(v u)u* dB= jq q)u’dS— j )q" dS (2.13)
B

burada q=0u/dn ve q" =du’/dn dir. Denk. (2.13) asagidaki gibi diizenlenirse,

—j( Ou ou’ JdB— Jqu ds- jqu ds-— qu dS+ '[uq ds (2.14)

0X, 0%, S

denklemi elde edilir. Denk. (2.14)’ iin sol tarafi tekrar diizenlenerek asagidaki ifade elde edilir:

fu(v?u® JaB= - fqu*ds- jqu ds+ [uq’ds+ [uq"ds 2.15)

B S, S, s,

Bu denklem, simir elemanlari yonteminin baslama noktasidir. Bu denklem elde
edildikten sonra amag, Laplace denklemini saglayacak bir ¢6ziim bulmaktir. Bir ‘i’ noktasinda

bir yiik oldugu varsayilarak temel denklem asagidaki gibi yazilir :

Viu'+A, =0 (2.16)

Buradaki A, bir Dirac delta fonksiyonudur. Bu denklemin ¢ziimii temel ¢6ziim olarak bilinir.

Bir Dirac delta fonksiyonunun herhangi bir fonksiyonla ¢arpiminin integrali, bu fonksiyonun ‘i’

noktasindaki degerine esittir. Buradan,

Ju(viu +a, )dB:juvZu‘dBwi 2.17)

B B

elde edilir. Buradaki u,, yiikiin uygulandigi noktadaki bilinmeyen u fonksiyonunun degeridir.

Denk. (2.16) temel ¢6ziim tarafindan saglaniyorsa,

fu(vu JaB=-y, (2.18)
B

elde edilir.

Bu sonug, denk. (2.15)’te yerine yazilirsa,

u; + J.uq dS+ qu dS= Iqu dS+Iqu ds (2.19)

S, 5

ifadesi bulunur. Burada q=0u/odn ve q" =0u’/dn dir.



Ug boyutlu izotropik bir ortam igin denk. (2.16)’nm temel ¢oziimii,

0= —— (2.20)

seklinde elde edilir. Buradaki ‘r’, delta fonksiyonunun uygulandigi nokta ile incelenen nokta
arasindaki uzakliktir. Denk. (2.16)’daki Laplace denklemi polar koordinatlarda ve simetri goz

Oniine alinarak ii¢ boyutlu problemler igin agagidaki gibi yazilir :

ot u" 26u

=—A. 2.21
or? r or 2.21)

1

Denk. (2.20), denk. (2.21)’de yerine konursa, r’ nin stfirdan farkli herhangi bir deger igin
denklemi sagladifr goriiliir. Eger r mesafesi sifira denk olursa (r = 0), yitkiin uygulandig1

yerdeki noktay1 ¢evreleyen bir kiire i¢in asagidaki integrasyonu uygulamak gerekir :

J’v2u‘<113=—J'Ai dB=-1 (2.22)

Denk. (2.22)’nin sol tarafindaki ifadenin -1’e esit oldugu asagidaki gibi kolaylikla ispatlanabilir:

[v?u dB= o 5= [0 4s (2.23)
J on : oS

Denk. (2.20)’deki temel ¢6ziim, denk. (2.23)’de yerine yazilirsa,

=—I(——)ds_——£4n2r2] . (224)
ar r s

elde edilir. Denk. (2.24)’deki sonuglar r’ den bagimsizdir ve denklemin sol tarafi, r > 0

giderken -1’ e esittir.
fki boyutlu problemlerde izotropik durum igin temel ¢6ziim asagidaki gibidir :

u.len(lJ (2.25)

2n r



2.2.i¢ Nokta Formiilasyonu
Denk. (2.18)’de bulunan ifade, denk. (2.15)’te yerine yazilirsa,

~u; =-fqu"ds- [qu ds+ [aq ds+ [qu”ds (2.26)
S, S,

s St

elde edilir. Daha sonra denklem diizenlenerek,

u, + jﬁq‘ s+ juq'ds: jqu‘ ds + jau*ds (2.27)
S, S, S,

8

seklinde yazilir. Bu ifadede sinir sartlar1 g6z 6niine alindiginda,

jqu'ds= jqu*d3+ jqu‘ds (2.28)
s S; S,
juq‘ds= jaq‘ ds + juq‘ ds (2.29)
s S S,

toplam sinir ifadeleri yazilir. Buradan B bélgesi igindeki herhangi bir ‘ 1 ’ noktast i¢in i¢ nokta

formiilasyonu,

u; + J'uq‘ds= jqu*ds (2.30)
S S

seklinde yazilir (Paris ve Canas, 1997).

2.3.S1mir Integral Denklemi

Denk. (2.30), bolgedeki herhangi bir nokta igin gecerlidir. Fakat problemi formiile etmek i¢in
‘1’ noktast sinira tasiyan bir sinir teknigi kullanmak gerekir. Bu islem basit bir yontemle
yapilabilir. Sekil 2.2°de gosterildigi gibi ii¢ boyutlu bir bolgenin s lizerindeki yarim kiire
g0z oniine alinir. Aynt yolla iki boyutlu problemler de ¢oziilebilir (Sekil 2.2). Noktanin kiirenin
merkezinde oldugu varsayilir ve daha sonra kiirenin yarigapt €, sifira gotiirtiliir. Béylece ‘1
noktasi artik bir sinir noktasi haline gelmis olur. Simirin diizgiin ve noktanin S, simr tizerinde

oldugu varsayilir, fakat noktanin S, simin iizerinde olmasi durumunda da benzer bir yaklasim

izlenir.

10



S¢ yiizeyi

'1' Sinir noktasi Swir Yiizeyi

Sekil 2.2. Ug boyutlu durumrigin simir noktalarnin kiigiik bir yarim kiire ile biiyiiltiilmesi

S, st iki kisima béliinerek,

on on

SZ s( 2-¢)

J' LN j u%%:d5+ Iu@;ds (2.31)
S,

Denk. (2.26)’nin sag tarafindaki ikinci integralde temel ¢6ziim yerine yazilirsa ve € — 0 iken

limit alinirsa,

i > li Ii
m J'u———au ast= "M - fu L ggto ™) Ll 1) (2.32)
£—>0 on e>0| 4ng? e—>0] 2 2

Sn: (]

elde edilir. Dikkat edilirse € sifira gétiiriildiigiinde simnmuz tekrar S, olur. Ayni sonuglar diiz

bir simir i¢in iki boyutlu problemler igin de elde edilebilir. Aym sekildeki denk. (2.30)’un sag

tarafi iginde yapilirsa,

J'qu'dS

S

elde edilir. Bu durumda,

11



lim 1
q— =0
£e—>0 S 4ng

olur ve denk. (2.27), denk. (2.19)’da yerine yazilarak simirdaki bir nokta i¢in agagidaki ifade

elde edilir:
LI jualds+ J'"?-l—l—dS= fau® as+ fqu’ds (2.33)
27 o T e ) ;

Eger S, sinin yerine S; smun {izerindeki bir nokta g6z 6niine alinirsa yine ayni sonuglar elde

edilir. Denk. (2.28) asagidaki gibi diizenlenerek,

lu,. + J'uq'dS= Jqu‘dS . (2.34)
2
S S
elde edilir. Burada S=S, +8S, ve S, smurinda u =u, S, simrinda ise —Z—B— =q=q oldugu
n

kabul edilir.
Diizgiin sinirlar i¢in elde edilen denk. (2.34) daha genel bir ifadeyle asagidaki simir

integral denklemine doniistiiriiliir.

c,u; + qu' dS = 'fqu' ds (2.35)
S S :

Iki boyutlu problemlerde temel ¢oziim bulunurken ii¢ boyutlu problemlerdeki gibi bir yol

izlenir.

€
S st S® st

"1 ' sinir noktast

r=¢

Sekil 2.3. iki boyutlu durum igin sintr noktasinin bir yarim daire ile biiyiitiilmesi



3.LAPLACE DENKLEMI iCIN SINIR ELEMANLARI YONTEMI

V?u=0 Laplace denkleminden elde edilen denk.(2.35)’ deki smir integral

denkleminin aynistirilarak simur bilinmeyenlerinin bulunabilmesi i¢in iki boyutlu problem, N
sayida pargaya béliiniir ve bu pargalarin her birine ‘eleman’ adi verilir. Sinir elemanlan
yonteminde sabit eleman, lineer eleman, karesel ve daha yiiksek dereceli eleman (parabolik ve
kiibik) olmak iizere ii¢ tip simir elemani kullanilir (Paris ve Canas, 1997). Bilinmeyenlerin
bulundugu noktalara ise ‘diglim’ adi verilir Bu diiglim noktalart sabit elemanli durumda,
elemanin orta noktasina (Sekil 3.1.a), lineer elemanli durumda elemanin u¢ noktalarna (Sekil
3.1.b) ve karesel elemanli durumda ise lineer elemanh duruma ilave olarak elemanin ortasina

diigiim koyarak yapilir (Sekil 3.1.c) (Yildirim, 1999).

digim eleman

\ 4

(a)sabit eleman

diglmler

eleman digimler eleman

{(b)lineer eleman (c) karesel (parabolik) eleman
Sekil 3.1. Sinir elemanlan

Simir elemanlant yontemi, lizerinde elemanlar bulunan sinirlarin ayristinlmasindan
meydana gelmektedir. Geometrideki genisleme fonksiyonlar1 ve ¢6ziim denklemleri bir
elemandan esas elemana kadar agik¢a belirtilir. Genigleme fonksiyonu katsayilari, normalde
eleman Uzerindeki diigiimler iizerinde tamimlanir. Her fonksiyon daha sonra 6zel genisleme

fonksiyonlan ile iligkilendirilir.

13



Geometrinin modellenmesi i¢in ise, farkli integrasyon fonksiyonlari kullamilir.
Kullanilan en yaygin teknik, bir polinom olan fonksiyonun her bir elemana uygulanmasidir.
Bu caligmada, geometrinin modellenmesi ve genisleme fonksiyonlan igin Lagrangian

sekil fonksiyonlar1 kullamilmigtir. Lagrange sekil fonksiyonlar, degerleri & lokal

koordinatlarinda [ 0,1 ] arahiginda alinan o, polinomlandir. Bu polinom;

1 i diigiimiinde;
a = (3.1)

0 diger biitiin diigtimlerde;

seklinde ifade edilir. Bu Langrange sekil fonksiyonlan diizensiz olarak alinabilmelerine ragmen,

lineer eleman igin (i =2 ), parabolik elemanda ise (i =3 ) ile simrlandinlmgtir. Lineer sekil

fonkstyonlar1:
o 128
3.2)
a, = Ll
2

seklindedir. Parabolik sekil fonksiyonlar ise:

@, =556 +1)

ay=1-¢’ (3
l

A3 "E&(& -1)

seklinde yazilir. Herbir eleman igin parametrik olarak belirtilen pozisyonlar kartezyen

koordinatlarda:
X= Zai (“; )Xi
';‘ (3.4)
y= Z o (§ )Yi
i=l

olur. Buradaki X; ve y., diiglim koordinatlandir.

14



3.1.Sabit Elemanlar
Bu tip elemanda, integral denklemindeki potansiyel ile potansiyelin normale gore tiirevi

gibi degiskenlerin eleman boyunca sabit oldugu varsayilir.

i diigiimii

Sekil 3.2. Sabit eleman kullanarak sinirin ayristirilmasi

3.1.1.Integral Denklemlerinin Ayristirilmasi

Elemanlarin merkezleri genellikle sinir integral denkleminin uygulama noktasi olarak
alinir. Bu tip elemanlarda kullanilan fonksiyonun sabit degeri elemanlarin orta noktasinda alinir.
Uygulama noktasmin elemamn orta noktasinda alimmasimn bir sonucu olarak diigiimlerdeki

sinir daima diizdiir ve u,’nin ¢arpam daima %2 ’dir. Elemanin orta noktasindaki siir integral

denklemi asagidaki gibi yazilir :

—;ui + fuq’ds =sjq u'ds 3.5)

§; §

e . ou, . .
Denk. (3.5), bir ‘i’ noktasmna uygulanirsa her bir S; elemani boyunca u ve —6—1-1—’mn sabit
n

elemanli durum i¢in ¢oziimii,

1 N N . .

—2-u;+Zuj jq dS=qu ju ds (3.6)
s =

seklinde yazilabilir.

15



Denk. (3.6)’da u ve q degerleri, her eleman iizerinde sabit oldugundan dolay: integral digina

almmigtir ve bu degerler ‘j’ elemani igin, u; ve q ; olarak ifade edilmistir. Uygulama noktasi ‘i’

ye bagli olarak integral denklemi,

N N
2 Hyu; =3 Gyq, 3.7)

J=1 =1

.

olarak yazilir. Bu formiilasyon direkt yontem igindir. Indirekt yontem ile ilgili formiilasyonlar,
u:

bundan sonraki béliimde verilecektir. Burada u;, ‘)’ diigiimiindeki potansiyeli ve q; =6—J— ise
n

‘j’ diigiimiindeki potansiyelin normale gore tiirevini temsil eder, Buradan,

. 1
S.

)

yazilir. 8 sabit bir terim olup 1 = j ise 1’e, 1 # J ise sifira esittir ve,

G; = J’u*ij ds;

5

olarak yazilir.

Denk. (3.7)’yi ¢6zebilmek igin, smir elemanlart yonteminde genellikle integrasyon
sabitleri (etki katsayilari) olarak adlandirilan H;; ve Gy terimlerinin bilinmesi gerekir. Bu

integrasyon sabitleri sinir gartlarindan bagimsizdirlar. Bu terimler sadece kesin bir bolge

tizerindeki sinirlarin ayrigtinnlmasina baghdirlar (Paris ve Canas).

3.1.2.Integrasyon Sabitlerinin Hesaplanmasi

‘I’ diglimiiniin integrasyonun yapildigi S; siun iizerinde olmasi ya da olmamasma gore iki

3

genel durum vardir. Bu durumlardan birincisi ‘i’ diigiimiiniin eleman iizerinde olmadid

durumdur. Bu durumda ihtiyag duyulan sayisal veya analitik uygulamalarin yapilmasinda

herhangi bir zorluk yoktur. H;; ve G integrasyon sabitlerinin analitik ¢dziimlerini elde etmek

igin Sekil 3.3 goz 6niinde bulundurulur. Uygulama noktas1 ‘i’ diiglimii ve ‘j° elemaninin

konumuna iligkin iki boyutlu problemlerde Hy ve G’ nin agik denklemleri su sekildedir:

S e e P St
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H, =—— i(lnl)dsj (3.8)

Znsjan r

Gijz——l—— lnldS
21ts_ T

j (3.9)

In J el/emam

i diigiimii

Sekil 3.3. Sabit elemanda 1 # j igin geometrik gésterim

Sekil 3.3’de tanimlanan notasyona bagli olarak,

i(lnl)z_lﬁ(k):_l(i):__d_ | (3.10)
0 r r?

n r ron r

Sekil 3.4°te gosterilen iki farklt duruma gore n normalinin yonii ve r’ nin tiirevinin isareti gz

6niinde bulundurularak d tanimlanir. Buna ek olarak yukartdaki sekilde,

2
ds= rd6 _T dé 3.11)
cos6 d
oldugu goriiliir. Bu ifade denk. (3.8)’de yerine yazilarak,
2 8, _
M= (4049 1 J’de:"n_e_z_ (3.12)
2ng r? d 2m 27

i 1

17



Sekil 3.3’te saat ibrelerinin tersi yoniindeki agilar pozitif, saat ibreleri yoniindeki agilar ise
negatif olarak alinir. Buna gore 6, agisi negatif, 0, agisi ise pozitiftir. Buna gore d’nin isareti

Sekil 3.4’te gosterildigi gibidir;

or n 0 n
-0 Loy
on
Ty on
420 Qo - >

Sekil 3.4. d’nin isaretinin belirlenmesi

Denk. (3.9) tekrar yazilarak,

cos9 cos9

d

2“5,.

dde d {
In

9,
= tan0 + tan® — 0 (3.13)
cos*0® 2m

6,

Bu integrasyonu sayisal olarak iki boyutlu problemlerde yapmak ig¢in asagidaki gibi bir Gauss

prosediirii kullanilabilir,

1 M

[F(g)ae =2 wF(&) (3.14)
-1 i=l

Burada M, integrali hesaplamak i¢in kullanilan noktalarin sayisim gosterir. &, ve w, ise

sirastyla ‘1’ noktasindaki degiskenin i¢ ve agirlik pozisyonunu temsil eder.
Integrasyon sabitlerinin sayisal olarak hesaplanmasina iliskin formiilasyon asagidaki

gibidir:

H, = —anzdwi—zi (3.15)
i=1 i

G —i—l- lni w -E—i " (3.16)
E 27 "2 ’

i=1 L

Buradaki r;, ‘i’ Gauss noktasima bagl: olarak degisen ‘r *degeridir.

18



Gauss noktalarimn durumu M =4 i¢in Sekil 3.5’te gosterilmigtir. Bu dort integrasyon

noktas! i¢in apsisler;

&, =-0.86113631; £, =-0.33998104; &, =-%,; E,=-E,
ve agirhik fonksiyonlari ise;

w, =0.34785485; w, =0.65214515; Wy =W,; W, =W,

olarak verilir. Sayisal integrasyonlarin kullanilmasi, analitik integrasyonlara gére daha az islem

gerektirir ve elde edilen sonug ise analitik ¢6ziim ile aymdir.

j elemani

i diigiimii
Sekil 3.5. Gauss alan noktalarimn gosterilmesi
3.1.3.Tekil Integrallerin Hesaplanmasi
Buraya kadar uygulama noktasinin (i diiglimii), eleman iizerinde olmadig g6z oniinde

bulundurulmustur. Uygulama noktasinin eleman iizerinde olmasi durumunda (i = j) ise 6zel bir

integrasyon yontemi kullanmak gerekir.

H; =L —Q-ln—l—dSJrl (3.17)
Znt,.an T 2

daha sonra bu integrasyonda asagidaki diizenlemeler yapilarak,

19



Sabit eleman durumunda H;; katsayis analitik olarak hesaplanabilir. Yukaridaki denklemde de
gorildtgi gibi kaynak noktasina olan r uzakligi ile n normali birbirine daima dik oldugundan

dolay1r H; terimleri sifir olur ve,

1
H. == 3.18
1 2 ( )

H; =-) H; i (3.19)

G, 'nin hesaplanmasi Sekil 3.6’da gosterilen geometriye gore yapilir.

0 012 £;/2
Gﬁ=—1-j1nl ds=-m j1n1d3+—1— jlnlds=-1— jlnldr
271',3. r 27 r 2n : r T T

—0;/2

| € €
r=ds # dr=-d

1 diglimii
| o’ . o _
/ la L —al \
|« " i T >
Il L »|
2./2 £./2

Sekil 3.6. integrasyonun uygulandif1 noktadaki tekilligin gosterilmesi

Bu zayif bir tekillik sekli olmasina ragmen yine de problem sonuglarinin dogrulugu i¢in
agagidaki gibi bir integrasyon kullanarak tekilligin giderilmesi gerekir. Bu amagla € — 0
gottriilerek tekil integral ifadesi elde edilir (elng=0).

i €12 1i '
Gi= " I irdr=-l ™ [rin(e)-r 2 2L 1m 2 (3.20)
e>0 = ; ne—>0 27 14

i
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3.2.Lineer Eleman
Bu tip elemanda integral denkleminin degiskenleri, potansiyel ve onun tirevinin
eleman boyunca lineer bir degisim gosterdigi varsaytlir. Lineer degisim, Sekil 3.7°de

gosterildigi gibi elemanlarin ug noktalanina yerlestirilen diigiim noktalarindaki fonksiyonlarla
ifade edilir.

Sekil 3.7. Sinirin lineer elemanlar ile ayristirilmasi

3.2.1. integral Denklemlerinin Ayristiriimas
Lineer elemanda uygulama noktalan, diigiimlerin ¢akigtif1 noktalara yani elemanlarin

u¢ noktalarmma yerlestirilir. Sekil 3.8’de smurlan ayrigtiilmug bir problem igin notasyon

gosterilmistir,

i diiglimit
uygulama noktasi

Sekil 3.8. Lineer eleman igin notasyon
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Yukaridaki notasyona gore, j elemani j ve j+1 diiglimleri arasina yerlestirilir. S; smin N

sayida elemana aynistirildiktan sonra,

¢, u +ZJ’uq ds= quu ds (3.21)

rls Fls;

ifadesi elde edilir. Burada, sabit elemanli durumdan farkli olarak u ve Z—u ifadeleri eleman
n

boyunca lineer olarak degistiklerinden integral digina alinamazlar. Bunun igin degiskenler lokal

koordinatlarda,
u(é)‘_‘d)l u, +é,u, :[d)l ¢2]|::111 ] (3.22)
Q(§)=¢1 q, +9, 9, :[¢1 ¢2][:l J (3.23)

yazilir ve denk. (3.22) ve (3.23), denk. (3.21)’de yerine yazilirsa ve dS lokal koordinatlarda

ifade edilirse,

N /.
civg + D Jlou, 4w, ] @' Jde=3 [[4,a, 440, Jut -de (3.24)

=1 S; Jj=1 S;

elde edilir. Integrasyonlar tiim eleman boyunca (-1, +1) araliginda normalize etmek igin lokal
koordinat sistemi kullanilir ve denklem sistemi genigletilir. Denk. (3.24)’ii asagidaki gibi
kisaltmak miimkiindiir:

N N
¢ ui+Z(H1u1+H2u2)=Z(G1 q, +G, qz) (3.25)
j=1 j=t
Burada,
* E_]
H,, = [p,,q"2d¢ (3.26)
s; 2
ve
* g}
G, = I¢I,zu Edé (3.27)
5
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seklinde yazilabilir. Bu durumda ‘ i * diigiimiindeki potansiyel ve onun tiirevi alindig1 zaman her

bir ¢ j * elemanina iligkin dort integrasyon sabiti elde edilmis olur.

3.2.2.Integrasyon Sabitlerinin Hesaplanmas:

Onceki béliimde bahsedilen integrasyon sabitlerinin hesaplanmasinda iki durum soz
konusudur. Bunlardan birincisi :

» Uygulama noktasi incelenen eleman iizerinde degilse;

Eger integral denklemlerinin uygulandig: “ 1 © diigiim noktasi, integrasyonlarin yapildig

¢ j ¢ eleman iizerinde degilse (i # j), asagidaki Gauss alan formiilleri kullanilr.
M

H, = S_tt‘ejg(gk -1 );gz_wk

1 k

1 M d
H, :-Et_[j (ik +1);’7Wk

k=1 X

(3.28)

G,=——1——€.§:(E_, “1)intw |
8n Ty *

G =LZ§:(§ +1)ln—1—wk
?ogn ek I,

Buradaki degigkenler, Sekil 3.9’da gorildigi gibidir.
j+1 diigimi

l j digiimii

i diigiimii
uygulama noktasi
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Sekil 3.9. Sayisal Gauss integrasyonu igin notasyon
Denk. (3.28)’deki M sayist integrasyonu alinan toplam Gauss noktalarmnm sayismni gosterir.
Diizenli bir aynigtirma igin baslangigta dort tane Gauss noktast segilmistir. Gauss integrasyon
noktalarimn sayis1 duruma gore azaltilabilir veya arttinilabilir.
Uygulama noktasi ‘ i ’nin * j ’ elemanina g¢ok yakin olmasi durumunda 6nemli hatalar
meydana gelebilir. Bu hatalan ortadan kaldirmak igin baz1 6zel sayisal ve analitik ¢éziim

yontemlerini kullanmak gerekir.

> Uygulama noktasi eleman iizerinde ise;

b [

Eger ‘ i ’ uygulama noktas1 ¢ j ’ elemaninin baslangig veya son noktasinda ise, analitik bir

integrasyon kullanmak gerekir. Bu durum $ekil 3.10°da gériildiigii gibidir :

i+1

Sekil 3.10. Diigiim igeren elemanlar i¢in integrasyon

Burada H,,(i,1) ve H,,(i,i~1) ’in hesaplanmas1 birbirinden farkli yollarla yapilir. ilk olarak

H,,(i,1) hesaplanacak olursa,

H,,(ii)= [,,a"(8)dg (3.29)

ve bu durumda q",

g’ (g)=-—t__2rle)

(3.30)
2nr(g)on(g)
olur. Daha sonra integral asagidaki gibi alinirsa,
: lim ! 1 )or¢,
H ,(Li)= -— |——d - 3.31
a (1) s—)O_M'[Ni(bl‘z( 2nr)8n2 : (3D

yazilir. Buradar ve n, integrasyon araliginda birbirlerine daima dik olduklar igin,
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H,,(ii)=A,,(i,i-1)=0 (3.32)
olur. B sabitlerinin hesaplanmasi da agagidaki gibidir;

G, ()= [4,(8)u () 3de =~ iln(l]%(a—l)%da (333)

127 \r

Bu integralde r ve & olmak lizere iki degisken vardir. Integrasyonu basitlestirmek igin

asagidaki gibi yeni bir 1y degiskeni kullanilir.
n=0 idiigiimiinde,

n=1 1i+1 diigiimiinde.

Boylece Sekil 3.11° e gore,

E=2n-1 d¢ =2dn

¢ =1-m; r=£;m

yazilir.

le b )

D 1
i+1 i

. e
E=+1 i elemani E=-1
n=1 n=0

Sekil 3.11. Integrasyon degiskeni 1}’ nin tanmimlanmas:

Yapilan degisken degistirme islemi, B, (i,i ) ifadesi igin yeniden yazilirsa,

G, (i,i)= J'?l;(l—n)ln[ﬁjéidé (3.34)

as; i
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elde edilir. Bu integral zayif bir tekillik igerir ve asagidaki gibi elde edilebilir;

lim 1 1 (3 1.1
i,i)= —(1- —— ¢, dn="1 =+=In— .
G, (i,i) s—->052n(1 n)ln(zi )Kldn 2n(4+2nfiJ (3.35)
benzer sekilde,
2 T (10 ¢,
i.i)= * —L = |—In| =- |— L 36
G2 (ii)= a (2)a"(2)5 0 JPr n(r)z(&ﬂ)zda (336)

ve M degiskeni kullamilarak (¢, =),

lim |
G,(Gi)= ™ [Lnwm| pan=2i| il L (3.37)
e—>0:2n im

elde edilir ve i—1 eleman i¢in yazilacak integrasyonlar, i eleman: igin elde edilen ifadeler

kullanilarak kolayca bulunabilir;

. PR S oy L1 11

G,(1,1—1)=i:[¢1u dS=J¢1u dr=B2(1,1)=—21;t‘—(Z+51nf—i_-l—J (3.38)
. T coy L3011

G, (i,i-1)= i_j:pzu dS=J¢2u dr=B1(1,1):2'—T;(Z+Eln£i—_lj (3.39)

3.2.3. ¢; Katsayisimin Hesaplanmasi

Sabit elemanl durumda c, katsays1 bilinen bir degerdir ve diizglin bir siur igin % olarak

ahinir. Eger ‘i’ noktasmdaki sinir diizgiin degilse ¢; = 3 degeri gegerli degildir ve ¢; degerinin

bulunmast i¢in, ¢; = Zi denkleminin uygulanmasi gerekir.
n

Diger bir yontem ise, H matrisinin kosegen terimlerinin hesaplanmasidir.

H; =-) Hj j#i (3.40)
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3.3.Parabolik Eleman

Rastgele secilmis geometriler igin parabolik elemanlarin kullanilmas1 daha uygundur
(Paris ve Canas, 1997). Bu eleman tipinde potansiyel ve onun normal tiirevinin eleman boyunca
parabolik bir degisime sahip oldugu varsayilir. Parabolik elemanda diigiimler, eleman boyunca
biri elemanin orta noktasina ve diger ikisi de elemanin ug noktalarina yerlestirilir. Bu Sekil

3.12’ de gosterildigi gibidir.

i diiglimi
uygulama noktast

Sekil 3.12. Parabolik elemanin gésteriligi

Yukarida verilen sekle gore, u ve q degerleri & homojen koordinatlarinda interpolasyon

fonksiyonlarina bagh olarak agagidaki gibi yazilabilir:
u,

u({}):‘bl u; +é,u, +¢, u3=[¢1 b, ¢, ] u, N (3.44)

Us

q,
Q(§)=¢1Q1+¢2 q; +¢, QJ=[¢1 b, ¢3] q, (3.45)
q; )

Burada interpolasyon fonksiyonlar ise,
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1
o, :'5&(&.:’1)

¢, =(1-¢)(1+¢)

0, =2 (1+8)

olarak yazilir. Sekil 3.13’de parabolik eleman i¢in bir referans sistemi goriilmektedir:

§=-1 0 =+1
—>
- - -»
(H (2) 3)
»>|< *‘

" 2/2

2/2

Sekil 3.13. Referans sistemi

Bu referans sistem igin degisken degerleri ise asagidaki tabloda gosterilmigtir

Tablo 3.1. Verilen referans sistem i¢in degisken degerleri

Diigiimler £ 9, 9, 0,
1 -1 1 0 0
2 0 0 1 0
3 +1 0 0 1

Parabolik eleman boyunca alinan integraller, lineer eleman i¢in hesaplanan integrallere

benzer. Ancak burada ii¢ bilinmeyen diigim degeri vardir. H matrisinin katsayilant igin

integraller g6z Oniine almnirsa,

u, u,
[uaras= [[6, ¢ ¢s]a"ds|u, [=[n} 03 w3 ]|,
as; u, u;

3s;

yazilir. Burada etki integralleri su sekilde yazilabilir:

mm
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h{ = I¢2q'dS (3.48)

¢; fonksiyonlann &’ ye bagli olarak ifade edildiginden dolay1~, denk. (3.48)’deki
terimlerin hesaplanabilmesi i¢in bir Jacobian kullanimt gerekir, fakat integraller S’nin

fonksiyonlar1 oldugu igin integral sinirt degismez. 'Gl bir Jacobian olmak ilizere, parabolik bir

eleman i¢in déniigim yapilirsa,

(42 Y (4] e
ds"\/(dg] +( ng dg=|G|dg (3.49)

elde edilir. Buradan,

+1
hY= [¢.q"dS= [6,q°|GdE (3.50)
25, i
olur. Bu formiili analitik olarak integre etmek ¢ok zordur ve biitin durumlarda sayisal
integrasyon kullanmak gerekir. Denk. (3.49)’daki , Gl Jacobianimin degerlerini hesaplamak igin
&’ ye bagh olarak x ve y koordinatlarinin degisiminin bilinmesi gerekir. Elemanin geometrik

seklinin tanimlanmast, u ve q degiskenlerini tanimlamak i¢in kullanilan parabolik interpolasyon

fonksiyonlarim kullanarak yapilabilir :

X=0, X +¢; X, +3 X,
(3.51)

y=0,y, +¢,y, +0,y;

Burada indisler diigiim numarasim gosterir. Bu genellikle sonlu elemanlar analizinde kullanilan

esparametreli elemanlara benzer bir kavramdir (Yildmm, 1999).
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4. INDIREKT SINIR ELEMANLARI YONTEMI

Sinir elemanlart yoéntemi, elektrostatik alan ¢oziimleri i¢in kullanilan yaygin bir
tekniktir. Elektrik potansiyel dagilimi, Poisson veya Laplace denkleminin ¢6ziimiiyle bulunur
(Bachtold ve Korvink, 1997). Direkt yontem, bilinmeyenler igin bir integral denklem sistemini
direkt olarak ¢6zerken, indirekt yontem bilinmeyen bir esdeger kaynak ile ¢oziime gider.
Indirekt sinir elemanlar1 yénteminde, sinir tizerindeki herhangi bir nokta igin, kaynagm etkisi ve
konumu ile iligkili olan bir Green fonksiyonu altinda simur sartlart tanimlanarak alam
destekleyen bir esdeger kaynak bulunur. Bu esdeger kaynak bulunduktan sonra sinir tizerindeki
bilinmeyen potansiyel ve potansiyelin normal tiirevleri hesaplanabilir. Green fonksiyonunun
kullanimi, bir sonlu eleman agmin veya sonlu farklar 1zgaralarinin kullanimi ihtiyacim ortadan

kaldirir.

4.1. Potansiyel Teorisi ’
Bu boliimde, skaler elektrostatik alanlar i¢in bazi1 temel denklemler verilmigtir. Bazi kaynaklar
nedeniyle elektrostatik alanlar igin skaler potansiyelin ¢oziimiine ihtiyag duyulur. Skaler

elektrostatik alan asagidaki gibi ifade edilebilir:

E=-Vu @.1)

Iki boyutlu alanlarda, uzaydaki bir nokta kaynak igin elektrik alam sadece yarigap
yéniinde bir bilesene sahiptir:
Ou

i S (4.2)
2nKr' or'

E=

Sekil 4.1°de gosterildigi gibi, referans geriliminin ve T incelenen noktasinin lokalize

edilmesi igin 1, iizerinde bir nokta segerek T ve T, vektorlerinin uglan birlestirilir. Buradan,

ey —q pdr - Sl
u@®)-u()=5 e [5r=g - (7|15, |) (43)

esitligi saglanir. Referans potansiyeli, istege bagh olarak u ( I ) =0 se¢ilebilir. Bu durumda,

(ln| r l - lnl I | ) (4.4)

S —q
u(r)— 21K

elde edilir.
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Sekil 4.1. Noktasal yiikler i¢in notasyon

Eger ortam lineer ve izotropik (es yonlii) ise veya birden ¢ok kaynak var ise, siiper

pozisyon teoreminden,

u(f)=~i b (13 |- In|, |) (4.5)

~'2nK

elde edilir. Buradaki T, T konum vektérii ile q; yiikiinii birlestiren vektordiir. Siirekli bir

kaynak yogunluk dagihmi igin Sekil 2.2’dekinden daha genel bir notasyon kullanilir. Bu

durumda potansiyel;
u(f)=—27:Kai|;c(f’)[ln|f—f’l—lnl P, -] dr (4.6)

Eger T, kaynaklar arasindaki mesafeden gok daha biiyiik segilirse, , T, — ?'I mesafesi bir

sabite yaklasir. Denklem ( 4.6 ) tekrar yazilarak lnl L, —T l yerine ln( k ) yazilirsa,

u(F):27:K '[ln k o(7" )ar’ 4.7)

= =
» |17

elde edilir.

%t
S

Sekil 4.2, Keyfi olarak segilmis bir yiik konfigrasyonu igin notasyon
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Notasyonu kolaylastirmak i¢in K =1/2n yazilmas: durumtnda,

- k AT |

u(t)= jlnlf—f’|c(r )dr (4.8)
oB

olur.

ln(k/ |?~'r" l) terimi iki boyutlu problemler i¢in serbest uzay Green fonksiyonudur

(Yildir, 1987; Krauter ve dig, 1996, Wagner ve dig, 1993; Lopez, 1997; Raphael Reference
Manual, 1998). Potansiyel, denk. (4.8)’de verilen kaynak konfigrasyonundan bolgedeki
herhangi bir yer igin hesaplanabilir. Bununla birlikte pratik problemlerin g¢ogunda kaynak
bilinmez, ancak potansiyel ve normal tiirevi sinirlar tizerinde agikga belirtilir. Bu durumda alam
destekleyen bir esdeger kaynak bulunmaya ¢ahisilir. Bu, simir sartlarimin fiziksel olarak arakesit
tizerindeki kaynak dagilimina esit oldugu anlamina gelir. Herhangi bir yerde hesaplanabilen
potansiyelden bir tek kat kaynag: ile sinir sartlan, formiilasyondaki yerlerine konularak Laplace

denkleminin ¢oziimii yapilabilir.

4.2. Tek Kat Formiilasyonunun Tiiretilmesi

Bu boliimde rastgele segilen bir geometri igin tek kat formiilasyonu (Klimpke, 1983;
Heck, 2002) gosterilecektir. Incelenecek geometri Sekil 4.3’te gosterilmistir. Buradaki i, ve

4 strastyla i¢ ve dig normalleri, B, ve B, i¢ ve dis bélgeyi, OB ise sinin temsil etmektedir.

Sekil 4.3. Konuda incelenen geometri diizeni

i, ve i, i¢ nokta normalleri, 6B, ise arakesit siniridir. Green fonksiyonunun tiirevi

i¢in kullanilan notasyon su sekildedir:

?—G% =H, (,7) 4.9)
augr:,r ) =(q; (f5f,)
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Potansiyelin normale gore tiirevi,

g—:=qi (Bolge iginde); Zun—qud (Bolge disinda) (4.10)
seklinde yazilir.

Her bir harmonik fonksiyon bir potansiyel ifadesi olarak gosterildigi gibi, her bir
potansiyel ifadesi de aym zamanda bir harmonik fonksiyondur. Potansiyel teorisi aym zamanda
bir Laplace denkleminin ¢6ziimiinii igerir. Laplace denkleminden elde edilen tek kat

formiilasyonunun tiirevi Green teoremi yaklagimim igerir:

J'Bj(quG~GV2u)ds =a£(u%~G%)dr' (4.11)

Potansiyel u(? ) ve serbest uzay Green fonksiyonu igin,

(4.12)

yazilabilir. Serbest uzay Green fonksiyonu fiziksel diisiinceden tiiretilmistir. Fakat sadece radyal

bir bilesene sahip bir ¢6ziimle de potansiyel denkleminin ¢oziimii yapilabilir (Klimpke, 1983).

Viln=——=0 (f=7)igin . (4.13)
-7

ve boylece,

ffuv ln|*—kﬁ—'1ds= [fuvGas=o0 : (4.14)

B r—r B

yazilir. Bir noktadaki herhangi bir u diizenli fonksiyonu Rieman integralinin degerini etkilemez

(Klimpke 1983). Eger u fonksiyonu diizenli ise,
Viu=0 (4.15)
ve

- ”szuds:o (4.16)
B
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olur. Denk. (4.11)’ in sol tarafina, denk. (4.14) ve denk.(4.16)’nin yerine yazilmasiyla bu kisim
sifira indirgenmis olur. Ayrica denk. (4.11)’in sag tarafindaki tekilli§in de ortadan kaldirilmasi
gerekir.
B; bolgesi iizerindeki tekil bir r noktasinda lokalize edilmis ve yarigapr € olan bir
cembere t dersek (Sekil 4.4) den. (4.11) asagidaki gibi yazilir:
Jlu(#)6:(7.7)-6(77) a; (7)Jar

B

4.17)
+ Jlu(#)6, (7.7)-G(7.7 ) q; ()] dr' = 0
at

Sekil 4.4. Tekil nokta iceren bolge

ot smn lizerindeki A, sadece radyal bir bilesene sahiptir ve [f—?’lzs esitligi vardir.

Boylece,
.y aln(k/|F-7]) 1 1

H. . - -2 4.18

l(r’r) anz l-f__iyl € ( )
yazilir. Bu sonuglar denk. (4.17 )’de yerine yazilirsa,
flu(#)H, (7.7)-G (7.7 )a, (7) Jar
B

(4.19)

+ J‘{____u(r )—lnkqi (F’)}dr’zo

I € €

olur. Denk. (4.19)’un son terimi, yaricapi€ olan bir ¢ember igin yazilmigtir. Buradaki dr’

yerine £d 0 yazilarak,
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a{[_l‘ﬁ_)_m_léqi(f')}gde

>
(4.20)
2n
= j[~u(f')—slnz—:qi(?)]d9
0
elde edilir. Yarigap € — 0 gotiiriiliirse bu durumda,
lim %% . .
50 J[—u(r)—slnsqi(r)]de=—27ru(r) 4.21)

0

olur. Burada £ —» 0 oldugu i¢in €lng — 0 olmustur. Denk. (4.19) boylece agagidaki gibi
indirgenmistir:
Jlu(E)m; (7,7)-G (7,#)q, (¥ ) Jar' = 270(F) (4.22)
B
Eger incelenen r noktast B, bolgesi iizerinde bulunursa, G ve u, B, bélgesinin her
yerinde harmoniktir. Boylece denk. (4.11) asagidaki gibi indirgenir:

I[u(f’)Hi(f,f’)~G (7,7 )q; (F)]dr' =0 | (4.23)

B

Eger 1, 0B sinr iizerinde olursa denk. (4.11) asagidaki gibi yazilir:

Jlu(¥)H (7.7)-G (7.7 )a, (7)o’ = ~n0(7 ) (4.24)
oB

Burada t noktas: yarigapt € olan bir t© g¢emberi ile gevrelenmistir. Cemberin B,
bolgesi igindeki kismu 1, B, bolgesi igerisindeki kismu ise 1, ile gosterilmis ve yarigap sifira
gotliriilmistiir (¢ > 0). Bu durum denk. (4.20)’deki duruma benzerdir ve integral sadece B,
bolgesindeki ¢emberint; kismu igin almmustir. Benzer sonuglar diizenli bir dis harmonik

fonksiyon igin de tanimlanabilir.

Buraya kadar olan kisim 6zetlenirse,

?Iﬁai[u(?’)Hi(F,?')—G (7,7 )a, (;r)]dr,:{ —oui PeB, }
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(4.25)
! ud(?’)Hi(f,f')—G(f,f’)(—————auad(F)Hdr'={_Ou‘ fSBi}

2"53

olur.

Denk. (4.25)’deki i¢ ve dig bélge integralleri toplanarak,

1 (Ui(?)—ud(f'))Hi(if’)—[qi(f’)—a—u&)G(?,f’)j,dr'

-2_1;6 on,

" |-u, TeBy

elde edilir. I¢ bolge problemleri igin u, (f)’nin se¢imi keyfidir. Benzer sekilde dis bdlge

(4.26)

problemlerinde de u, (f ) ’nin se¢imi istege baglhidir. Omegin, sinir sartlan belirtilmis kapal: bir
egri icin, i¢ bolgedeki ¢oziim dis bélgedeki potansiyel degerinden bagimsizdir. Aym sekilde dis
bolgedeki ¢6ziim de i¢ bdlgedeki ¢oziimden bagimsizdir. )

Es zamanh i¢ ve dig simir de@er problemleri igin u; (f )= uy (f) esitligi vardir. Bu

durumda denk. (4.26) asagidaki gibi yazilabilir:

zi J-(qd('r")—qi(f’))G(f,f’)dr’=u(f) TeB;.By, 0B (4.27)
TtBB -
Normal gradyanttaki yiik,
iy ] - ”
o (7)== fla(¥)-a:(¥)] (428
B

ve denk. (4.28), denk. (4.27)’de yerine yazilarak,

fo(¥)G (¥ )dr'=u(¥)  7eB,B,0B (4.29)
B

potansiyel ifadesi elde edilir (Klimpke, 1983; Wagner, 1993 ve dig; Ye ve dig, 2001).
Potansiyel ifadesi elde edildikten sonra diger fonksiyonlarnn ¢dziimii kolaylikla yapilabilir
(Lahiri ve Chakravorti, 2002). Buradaki “c” yiizey yiik yogunlugu olarak bilinen esdeger
kaynaktir (Yildir, 1987; Krauter ve dig, 1996; Stella, 1997). Bu sonug denk. (4.8) ile aymidir. Bu
denklem, zayif bir tekillige sahip birinci tip Fredholm denklemidir.
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4.3. i¢ Bolge Problemleri I¢in Dirichlet Sinirlar:
Dirichlet sinirlart igin agsagida verilen potansiyel denkleminin (Krauter ve dig, 1996;

Stella, 1997) ¢oziimiinii bulmak gerekir:

[G (%7 )o(F )dr =u(F) Ts&B, (4.30)

B l
Buradaki G ( It ) ifadesi, birinci tip Fredholm integralinin ¢ekirdegidir.

4.4. D1s Bolge icin Dirichlet Problemi
Dis bolge problemleri igin benzersizlik ispatlari, i¢ bélge problemleri ile hemen hemen
aymdir. Cok boyutlu problemlerin aksine T — o igin Green fonksiyonunun sifira yaklastig

yerde iki boyutlu dig potansiyel problemleri logaritmik bir davranisa sahiptirler. Yani r — o

oldugu igin, lnl f——f’l — oo olur. Bununia birlikte T — o0 oldugu i¢in u—>c olur. Kabul

edilebilir bir ¢6ziim elde etmek igin sinir ayrigimi:

u(t)= jG(?,f’)G(f’)dr'+c reB, (4.31)
B

yazilir. Buradaki “c* sabit bir elemandir (Yildir, 1987). Ayrica eger toplam yiik sonsuzda sifira

esit ise logaritmik potansiyel sonsuzda diizenlidir. Béylece T — oo igin integral:

fo(F)dr=0 (432)
B

olur ve bu durumda,

[6(7#)o()ar (4.33)
B

elde edilir. Burada T-—»>o igin ]?lﬁl dizisine sahiptir. Denk. (2.40)’dan T —> o igin,

u( f)——)lf'-l +c¢ ve bu durumda u( f)=0 olur. Aym: yontemle i¢ bolge problemleri de

¢oziilebilir.
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4.5. Neumann ve Karisik Problemler

Normal tiirevi sinir {izerinde belirtilen problemler igin tek kat formulasyonu kullamlir:

u(t)= J'G(f,F’ )o (7 )dr’ ‘ (4.34)

q,(7)= [H,(£7)o()a  FeB, (4.35)

elde edilir ve T sinir tizerinde bulundugu zaman nu( ) kadar bir sigrama siireksizligi goriiliir

(Klimpke, 1983; Yildir, 1987). Bu durum denk. (4.22) ve denk. (4.26) arasinda goriildiigii

gibidir. Boylece sinir iizerindeki normal gradyant,

q (7)= IH (7 )dr' + mu(F) Te0B (4.36)

elde edilir. Denk. (4.35) ve denk. (4.36) i¢ bolge i¢in yazilmalarina ragmen, i¢ normal ile dis
normal yer degistirilmek suretiyle dig bélge formiilasyonu da yazilabilir.

I¢ bolge problemlerinde, formiilasyona denk. (4.36)’daki gibi bir sabitin ilave edilmesi
nadiren goriiliir. Bu daha ¢ok Laplace denklemlerinin direkt ¢6ziimiinde kullamlir. Ayrica, bir

¢6zlimiin elde edilebilmesi igin:

fui (7 )dr=0 (4.37)

B

sartinin saglanmasi gerekir. Bu, kapal‘l bir alanda toplam girig akisinin toplam ¢ikig akisina esit
oldugu, basit bir Gauss sartidir.
D1s bélge problemleri igin sonsuzdaki sartlar, Dirichlet formiilasyonuna gore oldukca

farklidir. Neumann degerlerinin tanimlandigi dB1 yayini igine alan bir gember 0B2 olsun. Bu

durumda g¢evreleyen aki yogunlugu,

J-———dl— I-—~rd6~hm LR (4.38)

r—»o
dB1 B2 I

olur. Denk. (4.38)’deki son integral genelde yok olmadig: igin, Neumann problemlerindeki aki

yogunlugu da sonsuzda sifir olmaz ve belli bir degere sahiptir.
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4. 6. Gradyant Hesabi

Kismi diferansiyel denklem formiilasyonunun en 6nemli avantajlarindan biri, potansiyel

gradyantinin direkt olarak hesaplanabilmesidir (Klimpke, 1987; Stella, 1997; Heck, 2002).

Ornegin, sonlu farklar yonteminde potansiyel gradyantinin hesaplanist potansiyel hesabindan

oldukga farklt bigimde yapilir. Hesaplamalar farkli diigtim degerleri {izerinde yapilir ve bu da

sonucu verimsiz kilar. Sonlu elemanlar yonteminde ise gradyant, sekil fonksiyonlan

aynistirtlarak bulunur. Bu yontemler ile hesaplama yapilirken bazi problemlerle kargilagilir. Tek

kat formiilasyonunda ise dncelikle esdeger yiikler tamimlanir ve daha sonra herhangi bir yerdeki

potansiyel gradyanti kolay ve dogru bir sekilde hesaplanabilir. Coziim, integral igerisindeki

Green fonksiyonunu ayristirmak suretiyle gergeklestirilir. Kartezyen koordinatlardaki potansiyel

gradyanti;
Vu =§—2; +-3—L13
ox Oy

yazilir. Burada,

ou(f) _ IaG(f,f’)G(f,)dr,
oy

oy -

esitligi vardir ve T=x1+y] yazilarak,
G(f,f’):lnk—ln[(x_xvy +(y_y, )2 ]1/2

ve

Denk. ( 4.40 )’dan,

ou(f) (x'—x) s(7 )dr
o e

yazilir.

Benzer olarak denk. (4.41)’den,
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au ) ) o1’ )dr’
J'X_x . (¥')d (4.44)

yazilir. Denk. (4.35) ve denk. (4.36)’de gortldiigii gibi ¥ =7' olmast durumunda potansiyel
gradyantinda bir sigrama siireksizligi goriilir. Bu durumda denk. (4.43) ve denk. (4.44)
agagidaki gibi yazilir:

aU(?)— (x'-x) olf )dr' +nol(T )x'(T

dx _ai(x'—X)2+(y'—y)2 (')d (F)x'(F) (4.45)
au“)~ br-y) o7 )dr' +no(r)y'(¥

A [y v R AL 440)

Buradaki x' ve y', @B smr iizerindeki T normalinin kosindstdiir. Incelenen
noktanin 0B smrt {izerinde oldugu durumdaki bu kosiniis degeri bir bilgisayar programt

yardimryla bulunabilir. Simir izerinde olmayan noktalar i¢in integral diizenlidir.

4.7.Dirichlet Problemlerinde Operatér Ozellikleri
Dirichlet problemlerinin bilinmeyenleri igin tanimlanan degerler smnir {izerinde
verilmigtir ve problemin ¢6ziimil i¢in birinci tip Fredholm integrali kullamilmistir. Esdeger

kaynak i¢in,
u(f)= Ic(?')G(F,?')dr' (4.47)
B

denklemi yazilir.

4.8 Neumann Problemlerinde Operatior Ozellikleri
Neumann problemlerinin ¢oziimil i¢in ikinci tip Fredholm integralinin ¢éziimiine ihtiyag

duyulur. Bu denklem,
q,(?)= J.H,-(f,f')c(f’)dr’+nu("r') (4.48)
oB

seklinde yazilir ve bu durumda operatér genelde 6z-eslenik degildir:

G' (7,7 )=H(%,T) (4.49)
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4.9. Tek Kat Kaynaklari ile Coklu-Ortam Formiilasyonlan

Bir bolge heterojen olsa bile sinirlart bélmelendirilmemis farkl: ortamlar tizerinde ek bir
integrasyon ile integral denklem yéntemleri uygulanabilir. Incelenen heterojen bolge, smirlari
iizerinde bir esdeger ylik bulunan bagka bir heterojen bélgeyle yer degistiritir. Dielektriklerin
potansiyele olan etkileri, dielektrik sinirlar iizerine yerlestirilen hayali yiikler ile hesaplanabilir
(Klimpke, 1983).

Tam olarak homojen olmayan bir bolge i¢in integral yontemleri, ek bir kaynak
integrasyonu ile uygulanabilir. Homojen olmayan ortam, yapay bir yiizey yiik yogunlugu iceren
homojen ortamla yer degistirilebilir. Arakesit elemanlan, her yeri homojen olmayan bolge
tizerinde lokalize edilmek zorundadir. '

Arakesit gartlar1 uygulanarak hesaplanirsa,
€ ql(f)|aBi +&; q2(f)|aBi =0 ‘ (4.50)
olur. Potansiyelin stirekliligi uygulanarak,

u, (7)), = w2 (7))l (4.51)

yazilabilir. Bu esitliklerden yararlanarak;

s,ql(?)=sl Ic(f’)Hl(f,?')dr’+slms(?) (4.52)
OB dB;

szqz('f):s2 J'c(f')Hz(f,F')dr’+82nc(?) (4.53)
dBUdB;

ve

0 0

_Z 4.54

on, on, (454)

yazilir.

Bu sonuglardan yararlanarak denk. (4.50) asagidaki gibi yazilir:

(g,-¢,) J‘c(f')H1 (7,7 )dr' + (e, +¢, Jo(7)=0 (4.55)

aBUIB;

Boylece arakesit tizerindeki esdeger yiikii saptamak igin ikinci tip Fredholm integrali

elde edilmis olur.
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4.10. ikili Tek Kat Kaynaklar ile Coklu-Ortam Formiilasyonu

Bu béliimde arakesit iizerinde iki yiik kaynagi bulunmasi durumu gosterilmistir. Bu
yiikler Sekil 4.5°de gosterilen birinci bolgeye iligkin o, ve ikinci bolgeye iliskin o, yiikleridir.
Bu yontem, farkh yitk yogunluklarma sahip iki bélge igin temel integral denklemlerinin
yazilmasina imkan saglar. Bu yéntemin fiziksel temelleri, tek kat formiilasyonundan g¢ok
farklidir. Tek kat formiilasyonunda, heterojen bolge ile {izerinde hayali bir yiikk oldugu
varsayillan homojen bélge yer degistirilmistir. Ikili tek kat formiilasyonunda (Heck, 2002;
Tausch, 2002) ise temel esas, sinir sartlar1 degistirilebildigi i¢in bir esdeger kaynak ile alt
bolgelerin farklh ortama sahip birer bolge olarak diistiniilmesinden ibarettir.

Bir alt bolgedeki potansiyeli tanmimlamak i¢in smur sartlarmin bilinmesi gerekir. Alt
bolgenin arakesiti tizerindeki sinir sartlan bilinmedigi igin problem ilk bakista tamimlanamaz
gibi goriilebilir. Bu yiizden bu tip problemlerin tamimlanmas:1 biraz daha gligtir. Bu tip
problemlerde potansiyel bolgeden bolgeye siireklidir ve potansiyel gradyantlart ortam
ozelliklerindeki farkliliklarla ifade edilir. Bu arakesit sartlari, Dirichlet ve Neumann sinirlan

icin bir esdeger kaynak ile yer degistirilir.

S o (7] TaT
v o, () oBli

L al®) oB2i |
- o,(¥)  0oB2 |

Sekil 4.5. Heterojen Bir Bolge igin Ikili Yiik Katlar:

Bununla birlikte basit tek kat formiilasyonunun tersine potansiyelin stirekliliginin

yaninda gradyantin siireksizligi de uygulanmahlidir. Arakesit iizerindeki potansiyelin stirekliligi,

[6(z.#)o,(F)dr - [G(77)o, (¥)dr' =0 (4.56)

aB1UIBII 0B2UIB2i

olur. Normal gradyantin siireksizligi ise,

e B (7)o, (F)dr'+emo (F)+e,  [G(EF)o,(F)dr' =0 (4.57)
9BIUABL 9B2UBB2i
seklinde ifade edilir.
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5. ORNEK UYGULAMA

5.1. Diizlemsel Elektrot Sistemi

Bu béliimde basit bir diizlemsel elektrot sistemi incelenmistir. Problemin ¢ozlimii sabit

eleman ile yapilmistir. incelenecek geometri ve sinir sartlan agagidaki gibi tanimlanmustir:

i u=100V
(0,1) (1,1)
iu‘=00 0?—11:0
on on
O » X
(0,0) (1,0)
u=0V

Sekil 5.1. Diizlemsel elektrot sistemi ve sinir gartlar

Dirichlet sinirt i¢in denk. (4.47) tekrar yazilarak;

[6(i-7)o (¥ Jar' = u(F) (5.1)

oB

olur. Buradaki esdeger yiikiin bulunabilmesi i¢in G etki katsayilarmin bilinmesi gerekir.

Denk.(5.1)’deki G(f, T ) etki integralini hesaplamak igin asagidaki formiilasyon kullanilir :

G(7,1)= ju(f,f')dr' (5.2)

u’ =—1—ln(l] (5.3)

ve sinir integralini hesaplamak amaciyla bir 6B smir pargasi igin:
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dr' =4 (dx ¥ +(dy) :\[[j—g{d—y]z de (5.4)

dg
seklinde bir koordinat doniisiimii yapilabilir ve;

_(_i_izxz_xl ve _d_}iz}’2_)’1 (5.5)
d& 2 d¢ 2

yazilabilir. Burada, x ve y elemanin koordinatlaridir. Denk. (5.5), denk. (5.4)’te yerine

yazilirsa;

dr'=‘/(xz_x‘)2+(yz_y‘) de (5.6)

elde edilir. Denk. (5.3) ve (5.6), denk. (5.2)’de yerine yazilirsa;

G(7,7')= % ln(%)dr’ (5.7)
B
sy ] 1.,
G(%,7 ):E Iln(;)dr (5.8)
B
1'+1
G(?,f’)z%;z’- jln(%jdg (5.9)
a8 1
G(f,7 )=Z;Z‘1n[¥jwk (5.10)

ifadesi elde edilir.

Buradaki [; eleman boyu, w, ise afirlik katsayilaridir. Ay islemler H(f,f’) icin de

yazilabilir:

H(7, 7 )=2200) (5.11)
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Burada dikkat edilmesi gereken énemli bir husus T =7 oldugu durumda, incelenen nokta ile

etkisi incelenen noktanin ¢akigmasi durumunda goriilen tekil integrallerdir. Bu 6zel durum sabit

eleman igin analitik yolla agagidaki formiilasyonla hesaplanabilir:

G(f,f)=%|1jl ln[1—llj—)+l

|

N
Ay sekilde T =T olmast durumunda; H(7,7 )= —Z H(7,7')

olur. Denk. (4.47) ve (5.2) matris seklinde yazilirsa,

Go=u

Ho =q

w
[N}

»
Qo Qo

0.269
0.053
-0.006
0.053

0.053

0.2695

0.053
—-0.006

elde edilir. Benzer olarak,

Hll I_112
H, H

H3l H32
H4l H42

-0.006
0.053
0.2695
0.053

0500 -0176 ~0.147 -0.176|[ o,
-0.176 -0.147 || o,

-0.176  0.500

-0.147 -0.176 0500

~0.176 || o,

-0.176 -0.147 -0.176 0.500 || o,

denk. (5.16) ve denk. (5.18) diizenlenerek,

9
q;
q;
4

q,

q,

0.053
-0.006
0.053
0.2695
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(5.16)
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0269 0.053 -0.006 0053 || o, 0

-0.176 0500 -0.176 -0.147 || o, _ 0 (5.19)

-0.006 0.053 0269 0053 || o, 100
-0.176 -0.147 -0.176 0500 || o, 0
elde edilir. Denk. (5.19) ¢6ziildiikten sonra,
o,] [-46.1993
o | | 135.1842 (5.20)
o, | | 316.5678
o, 135.1842
ve
0500 -0.176 -0.147 -0.176 c, q,
0053 0269 0053 -0006 || o, | |u, (5.21)
-0.147 -0.176 0.500 -0.176 G, 4,
0.053 -0.006 0.053  0.269 G, u,
Denk. (5.21) ¢oziildiikten sonra bilinmeyen u ve q degerleri,
q, -117.4366
u 50.000
= (5.22)
q; 117.4366
u, 50.000
olarak bulunur. Bu sonuglar, u, =u, =50V ve q,=-q,=-100V olan analitik sonuglara

olduk¢a yakindir. Swurlar tizerindeki bilinmeyenler bulunduktan sonra, herhangi bir ig
noktadaki bilinmeyen potansiyel ve potansiyelin normale gére tiirevleri i¢ nokta formiilasyonu

ile hesaplanabilir:

|Gs; [o )=, (5.23)
- 46.1993
135.1842

[0.0893 0.0893 0.0893 0.0893 ] = u, - (5.24)
316.5678
135.1842

u; =48.2878 V (5.25)

elde edilir. Ornekte incelenen i noktada analitik sonug 50 V olarak hesaplanmgtir. Bu deger

indirekt yontemle elde edilen sonuca ¢ok yakindr.
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6.BILGISAYAR PROGRAMI

Bu boliimde, sabit elemanlar kullamlarak elektrostatik potansiyel problemlerinin
¢6zlimii igin MATLAB’da bir bilgisayar programi gelistirilmistir. Bu bilgisayar programi, ISEY
olarak isimlendirilmistir.

Program, sonlu eleman programlarina gére daha az adim gerektirir. Sadece siirdaki
diigiimlere ihtiyag oldugundan bilinmeyenlerin sayisi da gok azdir. Sekil 6.1’de yontemin
uygulanig adimlar1 gosterilmistir. Smir elemanlan igin sadece adimlarin sayisiin azaltilmasi
degil, aym zamanda veri girisi de gok daha kolaydir. I¢ sonuglar sadece istenen noktalarda

hesaplanir ve sonlu elemanlardaki gibi bélgenin her tarafinda hesaplanmaz.

E Veri girisi

Sinir sartlarinin tanimlanmasi

Bolgenin simir elemanlar
ile ayristirilmasi

l

Etki matrislerinin
hesaplanmasi

L

Tekil integrallerin hesaplanmasa

.

Esdeger kaynaklarin
bulunmasa

l

Simir sartlarimin atanmasa

.

I¢ noktadaki bilinmeyenlerin
hesaplanmasi

v

,/ Sonug ¢ikist

Sekil 6.1. Bilgisayar programu i¢in makro akis diyagramu
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6.1. Ana Program ve Veri Yapisi

Sinir elemanlan igin makro akis diyagram yukandaki gekilde gosterilmigtir. Ana
program denklem sisteminin boyutlarini (veya sinir diiglimlerini) tanimlar. Burada ilk olarak
problem bélgesinin kag tane elemana boliinecegi belirtilir ve daha sonra kullanilacak
elemanlarin baslangig ve son noktalarinin x-y iki boyutlu koordinat sistemindeki degerleri ve

hesaplanacak i¢ nokta sayisi ile koordinatlar: girilir.

clear
cle
$sinir elemani saylsi
N=26;
$sinir elemanlarinin koordinatlari

x=[0.2 0.4 0.396 0.386 0.369 0.346 0.317 0.282 0.243 0.2 0.153
0.103 0.052 0 0 0.026 0.051 0.076 0.1 0.121 0.141 0.158 0.173
0.184 0.193 0.198 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.20 0.21 0.22 0.23
0.24 0.25 1;

y=[0 0 0.052 0.103 0.153 0.2 0.243 0.282 0.317 0.346 0.369 0.386
0.396 0.4 0.2 0.198 0.193 0.184 0.173 0.158 0.141 0.121 0.1
0.076 0.051 0.026 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.20 0.21 0.22 0.23
0.24 0.25 1;

o

o

$ i¢ nokta sayisi
NI=11;

Bu veri girisinden sonra Gauss noktalar1 igin apsisler ve katsayilan girilir.

% integrasyon noktalar:

E=[-0.86113631,-0.33998104,0.33998104,0.86113631];
W=[0.347854845,0.65214515,0.65214515,0.34785485] ;

Bir sonraki adimda ise potansiyel sinr sartlan belirtilir.

% sinir sartlara

for i=1:N+NI
KOD(i)=0;

end

% Potansiyel sinir sartlarinin tanimlanmasi
KOD(2)=1; V(2)=0;
KOD(3)=1; V(3)=0;
KOD(4)=1; V{(4)=0;
KOD(5)=1; V(5)=0;
KOD(6)=1; V(6)=0;
KOD(7)=1; V(7)=0;
KOD(8) =1; V(8)=0;
KOD(9) =1; V(9)=0;
KOD(10)=1; V(10)=0;
KOD(11)=1; V(11)=0;
KOD(12)=1; V(12)=0;
KOD(13)=1; V(13)}=0;
KOD(15)=1; V(15)=100;
KOD(16)=1; V(16)=100;
KOD(17)=1; V(17)=100;
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KOD(18)=1; V(18)=100;
KOD(19)=1; V(19)=100;
KOD(20)=1; V{20)=100;
KOD(21)=1; V(21)=100;
KOD(22)=1; V(22)=100;
KOD(23)=1; V(23)=100;
KOD(24)=1; V(24)=100;
KOD(25)=1; V(25)=100;
KOD(26)=1; V(26)=100;

for i=1:N+NI
if KOD(i)==1;

U(i)=v({i);
else

Q(i)=0;
end

end

Smir integrasyonunun yapilacagi elemanlar arasindaki bagmtilar ve diiglim noktalarinin

koordinatlar hesaplanir.

% eleman baglantilarinin belirlenmesi
for k=1:N
inc (k, 1) =k;
inc(k,2)=k+1;
if k==N
inc(k,2)=1;
end
end
% sinir digimleri Uzerindeki déngl
for i=1:N+NI;
% incelenen sinir dGguminin koordinatlarai
if i<=N
nl = inc{i,1);
n2 = inc{(i,2);
xs{i) = (x(n2)+x(nl))/2;
ys(i) = (y(n2)+y(nl))/2;
xm = xs(i);
ym = ys(i);
else
$ i¢ noktalarin koordinatlara
xm = x(1);
ym = y(i);
end
% matrislerin saifirlanmasi
for j=1:N;
A(ilj)=0;
B(i,j)=0;
H(i,j)=0;
G(ilj)=o;

Q,

e
HH (i
GG (i
X (1)

0;
=0;
0;

i ~~—9
1]

Daha sonra sinir elemanlar1 iizerindeki dongiiler olusturularak sayisal integrasyon noktalar

hesaplanir,
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§ sinir elemanlari lUzerindeki déngli
for j=1:N;
nl=inc(j,1);
n2=inc(3j,2);

x1 = x(nl);
x2 = x(n2);
¥yl = y(nl);
¥2 = y(n2);
Dx = x2-x1;
Dy = y2-y1;

% eleman uzunluklarinin hesaplanmasi
13 (j) =sqrt (Dx*2+Dy"2) ;
% sinir elemanlari Uzerindeki sayisal integrasyon
for k=1:4;
% sayisal integrasyon noktalarinin hesaplanmasi
xx = x1 + Dx*(1+E(k))*0.5;
vy = vyl + Dy*(1+E(k))*0.5;
R=sqrt { (xm-xx) *2+ (ym-yy) *2) ;

Sonraki adimda Hij ve Gij etki katsayilar1 hesaplanarak matrisleri olusturulur. integrasyonda

kullanilacak etki katsayr matrislerinin késegen elemanlarimin bulunmas: igin tekil integrallerin

hesaplanmasi gerekir.

% etki matrislerinin hesaplanmasi
H(i,j) = H(i,3j) - ((xm-xx)*(yl-y2)+(ym-yy) * (x2-x1)) *W (k) / (R"2*4*pi) ;
G(i,3) = G(i,3)+1j(3) *Log(1/R)*W(k)/ (4*pi);
end
% tekil integrallerin hesaplanmasi
HH(i) = HH(1i)-H(i,Jj);
G(i,1) =13 (§)*(1+log(2/15(3)))/ (2*pi);

Etki matrislerinin olusturulmasindan sonra, siur sartlarina goré denklem sistemi diizenlenir.

% sinir sartlarinin uygulanmasi
% KOD(j)=0 ise Q bilinendir, KOD(j)=1 ise U bilinendir
if KOD(i)==0
A(i,3)=H(i,]);
B(i,j)=G(i,3);
X(i)=0(1);
else
B(ilj)=H(ilj);
X(1)=U(1);
end
end
if KOD(i)==0
A(i,i)=HH(i);
B(i,i)=G(i,1i);
end
if KOD (i) ==
B(i,i)=HH(1);
end
end
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Problem boélgesindeki bilinmeyen u ve q degerlerinin hesaplanabilmesi igin gerekli olan o
esdeger yilk kaynaklari hesaplanir. Egdeger kaynaklar bulunduktan sonra bilinmeyen degerler

(potansiyel ve normale gore tiirevieri) kolaylikla hesaplanabilir. -

% egdeder kaynaklarin bulunmasi
K=inv (A) *X'; .
% sinir bilinmeyenlerinin hesaplanmasi
S=B*K;
% sinir dederlerinin atanmasi
for i=1:N;
if KOD(i)==0
U(i) = s(i);
else
Q(i) = S(i);
end
end

Daha sonra, istenen i noktalardaki bilinmeyen u ve q degerleri hesaplanir,

%$i¢ noktalardaki potansiyellerin hesaplanmasi
for i=N+1:N+NI;

U(i)=0;
for j=1:N;
U(i) = U(L)+K(F)*G(i,]);
Q(i) = Q(i)+K(j)*H(i,]);
end
end
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7. UYGULAMALAR

Bu boliimde, indirekt sinir elemanlar1 yontemiyle bazi basit geometriler igin yapilan
uygulamalar gosterilmistir. Problem ¢6ziimii i¢in bir MATLAB da bir program yazilmis ve elde
edilen sonuglar ELECTRO paket programu ve analitik ¢oziimler ile karslla$t1r11m1$t1r. Elde
edilen sonuglar kullanilarak espotansiyel egriler ¢izdirilmistir.

ELECTRO paket programi, iki boyutlu elektrostatik alan analizi yapan “Integrated
Engineering Software” yazilimidir ve indirekt simr elemanlar1 yontemini kullanmaktadir

(Integrated Engineering Software Inc., 1997).

7.1. Ceyrek Kesitli Kablo

Sekil 7.1.’de gosterildigi gibi bir ¢eyrek kablo geometrisi tanimlanmis 6nce 26 eleman ile
bolmelenmis ve daha sonra eleman say1S1 148’e gikarilmigtir. Verilen sinir sartlan ile 11 i¢
nokta igin bilinmeyen potansiyel degerleri hesaplanmustir. Elde edilen sonuglar ELECTRO

paket program ve analitik ¢6ziimler ile kargilastirilmig ve espotansiyel egrileri gésterilmistir.

% y
(0,0.4)
ouU

—=0V/m
on

0,0.2

U=100 V —

0.2,0) ou (0.4,0)

0.0) =0V/m X
on

Sekil 7.1. Ceyrek kablo kesiti

BERETM KUY,
T YURSER T o asEe
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y-ekseni

potansiyel (V)

0.4
0.3
0.2
0.1
0
01
D 0.1 0.2 0.3 0.4
x-ekseni
Sekil 7.2. Ceyrek kablo kesiti igin egpotansiyel egriler
Tablo 7.1. Ceyrek kablo i¢in elde edilen sonuglar
) Analitik |ELECTRO|  SEY(V) ISEY(V)
Y | Coziim V) 26 % 148 %
eleman Hata eleman Hata
0.15 1 0.15 91.5 91.541 90.664 0.91 91.343 0.17
0.16 | 0.16 82.19 82.266 81.290 1.09 81.865 0.40
0.17 | 0.17 73.4 73.548 72.503 1.22 72.986 0.57
0,18 | 0.18 65.2 65.321 64.235 1.41 64.646 0.85
0.1910.19 574 57.531 56.431 1.68 56.791 1.06
02 |02 50.0 50.134 49.045 1.90 49.372 1.26
0.21 | 0.21 429 43.090 42.035 2.02 42.347 1.30
0.22 }0.22 36.2 36.369 35.363 2.32 35.676 1.46
0.23 | 0.23 29.8 29.942 28.998 2.71 29.325 1.61
0.24 1 0.24 23.6 23.784 22.909 2.96 23.263 1.44
0.25]0.25 17.8 17.876 17.071 4.09 17.464 1.91
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Sekil 7.3. Ceyrek kablo kesiti igin elde edilen sonuglarin kargilagtiriimast

7.2. Kiire-Kiire Elektrot Sistemi
Uygulamada, her biri 24 eleman ile bolmelenmis toplam 48 elemanli bir problemin ¢6ziimii

yapilacaktir :

y 100V
100 V 4

*
"N

v

Sekil 7.4. Kiire-Kiire elektrot sistemi
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potansiyel (V)

rﬁ — . — N

4

3

2

1

-1

2

-3

-4
- —m J

-4 -3 -2 0 1 3
x-ekseni
Sekil 7.5. Kiire-Kiire elektrot sistemi igin espotansiyel egriler
Table 7.2. Kiire-Kiire sistemi igin elde edilen sonuglar
X y Analitik ELECTRO (V) ISEY (V)

0 0 - 24.099 25.011
0.1 0.1 - 30.811 31.574
0.2 0.2 - 51.300 51.493
0.3 0.3 - 88.246 87.060
-0.1 -0.1 - 30.811 31.559
-0.2 -0.2 - 51.300 51.465
-0.3 -0.3 - 88.247 87.033
0.1 -0.1 - 05.509 06.127
0.2 -0.2 - -28.550 -27.682
0.3 -0.3 - -83.056 -81.047
-0.1 0.1 - 29.299 30.785
0.2 0.2 - 22.910 24.763
-0.3 0.3 - 05.701 06.964
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koordinat ekseni

Sekil 7.6. Kiire-Kiire sistemi i¢in elde edilen sonuglarin karsilagtirilmasi

7.3. Kiire-Diizlem Elektrot Sistemi
Burada bir kiire ve diizlemden olusan bir geometri bolgesi tammlanmugtir. Diizlem 4 eleman ile

bolmelenmistir. Kiire ise 1 cm yarigapindadir ve 24 eleman ile bolmelenmistir. Geometri ve

sinir sartlari agagida gosterildigi gibidir :

A y (cm)
| kY
e "4
24
14
0.1
1
o0 S, T
x (cm)

0V

Sekil 7.7. Kiire-Diizlem elektrot sistemi
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Sekil 7.8. Kiire-Diizlem sistemi i¢in espotansiyel egriler

Tablo 7.3. Kiire-Diizlem sistemi icin elde edilen sonuglar

X y Analitik ELECTRO (V) ISEY(V)
2 | 00 - 3.7 36
2 | 02 - 96.301 102.4
2 | 04 - 299.55 302.5
2 | 06 - 510.74 510.8
2 | 08 - 739.43 735.6
2 | 10 - 1000 990.0
2 12 ; 999.99 998 4
2 14 - 1000 998.8
2 16 - 1000 998.1
2 1.8 - 1000 998 4
2 | 20 - 1000 998.7
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Sekil 7.9. Kiire-Diizlem sistemi igin elde edilen sonuglarin karsilagtiriimas:

7.4. Enerji Kablosu

Bu uygulamada, bir enerji kablosu kesiti problem bolgesi olarak segilmistir. Problemin dis smin
36 eleman ile bolmelenmistir. Icteki dort esit geometri ise 12’ ser eleman ile bélmelenmis ve
toplam eleman sayis1 84 olarak belirlenmistir. Problem geometrisi ve uygulanan simr sartlan

asagida gosterildigi gibidir.

y (cm)
A
1.2
ov
€=5 /
oV 100V
E—y > » x(cm)
-100 V 100V

-1.2

v

Sekil 7.10. Enerji kablosu geometrisi ve sur sartlan
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Sekil 7.11. Enerji kablosunun espotansiyel egrileri

Tablo 7.4. Enerji kablosu i¢in elde edilen sonuglar

X y | Analitik Cozim | ELECTRO (V) ISEY (V)
0 0 - 24.099 25.011
0.1 | 01 - 30.811 31.574
02 | 02 - 51.300 51.493
03 | 03 - 88.246 87.060
-0.1 | 0.1 - 30.811 31.559
02 | -0.2 - 51.300 51.465
03 | 03 - 88.247 87.033
0.1 [ -0.1 - 5.509 6.127
02 | 02 - -28.550 -27.682
03 | -0.3 - -83.056 -81.047
0.1 | 0.1 - 29.299 30.785
02 | 0.2 - 22.910 24.763
03 | 03 - 5.701 6.964
mmm oy
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Sekil 7.12. Enerji kablosu i¢in elde edilen sonuglarin karsitastiriimast
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8. SONUCLAR

Bu c¢alismada, Sinir Elemanlari Yontemi’nin temel formiilasyonlar1 gosterilerek
MATLAB programlama dilinde bir program yazilmis ve bazi basit geometrilere uygulanmistir.
Caligmanin esas amaci, indirekt sinir elemanlan1 yaklagiminin elektrostatik alan problemlerinin
hesaplanmasinda kullamilmasidir. Bu amagla indirekt yaklasim uygulamalarina gegmeden genel
olarak sinir elemanlan yénteminin elektrostatik alan problemlerine nasil uygulandigi hakkinda
bilgiler verilmig ve ayrintili olarak diger bir sinir elemanlart yaklagimi olan direkt yontemden de
bahsedilmisgtir.

Caligmada, smir elemanlarn  yonteminin  elektrostatik alan  problemlerinin
hesaplanmasinda kullaniciya biiylik avantajlar sundugu ve tatmin edici sonuglar elde edildigi
goriilmtistiir. Yontemin en biiyiik avantaji, 6zellikle acik alan problemlerinde sonsuz bir bolge
igin hesaplamalarin  kolayca yapilabilmesidir. Bunu saglayan, problem bolgesinin
boyutsallifinin bir derece indirgenmesi ve iki boyutlu problemler i¢in integrasyonun sadece
sinirda yapilmasidir. Buna gére, problemi ¢ozmek ig¢in sadece smir1 bolmelemek yeterli
olmaktadir. Bu nedenle, problem ¢6ziimii igin kullanilan veri girigi ve islem basamaklar1 da
oldukg¢a azalmaktadir. Bu da kullaniciya verileri saklama ve zaman agisindan biiyiik bir kazang
saglamaktadir.

Indirekt yéntem, direkt yéntemden farkli olarak bilinmeyen potansiyel ve onun normal
tiirevinin direkt olarak degil de bir esdeger kaynak bulunmak suretiyle ¢6ziilmesidir. Problemin
¢Oziilmesi i¢in gerekli olan temel ¢bziim ve etki katsayr matrislerinin bulunmasi, direkt
yontemde oldugu gibidir. Sinirdaki bilinmeyenlerin hesaplanabilmesi i¢in Oncelikie bir esdeger
kaynagin bulunmasi gereklidir. Bilinmeyen esdeger kaynak bulunduktan sonra, simirdaki
bilinmeyenler ve dolayisiyla degeri bilinmeyen herhangi bir i¢ nokta i¢in ¢6ziimiin bulunmasi
oldukga kolaydir ve bu galigmada elde edilen sonuglar gostermistir ki, indirekt yontem
elektrostatik alan problemlerinin ¢6ztimiinde oldukga etkili bir yaklagim teknigidir.

Yontem, hem homojen hem de homojen blmayan basit geometrilere uygulanmig ve
oldukga tatmin edici sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglar, analitik sonuglar ve ELECTRO paket
programi sonuglan ile karsilastinilmig, grafik ve tablolar halinde gosterilmistir. Ayrica
hazirlanan bilgisayar programm ‘ISEY’ ile hesaplanan potansiyel degerleri igin espotansiyel
egriler gizdirilmistir.

Ormnek uygulama béliimiinde, ilk olarak diizlemsel bir elektrot sistemi ele almmustir.
Oncelikle problem geometrisi ve sir sartlan gosterilmis ve daha sonra problemin indirekt
yaklagimla ¢oziilmesine iliskin temel denklemler yazilmistir. Problem, bilgisyar programi

kullanmadan ¢6ziilmiistiir. Bunun amaci, indirekt yaklagimin probleme uygulaniginin daha agik
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bir sekilde goriilebilmesidir. Bilinmeyen esdeger kaynagin bulunabilmesi i¢in gerekli olan etki
matrisleri hesaplanmig ve bu matrisler agikga gdsterilmistir. 'Ayrlca uygulama noktasi ile
incelenen noktanin ¢akigmasit durumunda goriilen tekil matris degerlerinin  bulunmasi
gosterilmigtir. Etki matrisleri ve uygulanan sinir gartlar1 yardimiyla bilinmeyen esdeger yiikler
bulunmustur. Ve bu bilinmeyen esdeger yiikler bulunduktan sonra bilinmeyen potansiyel
ifadeleri hesaplanmgtir.

Bu basit 6mek ile yontemin uygulanisi adim adim gosterildikten sonra, uygulama
boliimiinde bagka geometriler ele alinmis ve bu geometrilerin ¢éziimiinde yazilan bilgisayar
programi ISEY kullamlmustir. Kullanilan ilk geometri ¢eyrek kablo kesitidir. Silindir kesiti itk
olarak toplam 26 eleman ile bélmelenmistir. Daha sonra eleman sayisimin ¢6ziime etkisini
incelemek amaciyla eleman sayisi arttinlarak 148’e ¢ikarilmistir. Verilen geometri ile birlikte
uygulanan simr sartlan da gosterilmistir. Bilgisayar programi ISEY ile elde edilen sonuglar,
grafik ve tablo halinde, analitik ¢6zim ve ELECTRO paket programi sonuglar ile
karsilagtinlmugtir. ISEY ile elde edilen sonuglarda, eleman sayisinin arttiriimast durumunda %
hata oraminin daha az oldugu, yani sonuglarin analitik ¢6ziime daha yakin oldugu gériilmistiir.
Daha sonra yazilan bilgisayar programi ile elde edilen espotansiyel egriler gosterilmistir.

Incelenen ikinci geometri kiire-kiire sistemidir. Bu geometride sistemindeki her bir kiire
24 eleman ile bolmelenmigtir. Geometride kullanilan toplam eleman sayis1 48 dir. Yine bu
geometri i¢in de problem bolgesi tanimlanmis ve simr sartlann uygulanmistir. Elde edilen
sonuglar 1s1ginda, ELECTRO paket program ile kargilastirma yapilmis ve oldukga 1yi sonuglar
elde edilmistir. Yine bu geometri igin de espotansiyel egriler ¢izdirilmistir.

Incelenen tigiincii geometri, kiire-diizlem sistemidir. Bu geometri sistemi ise 0.1 cm
kalinhiginda bir diizlem ve 1 cm yarigapinda bir kiireden olugmaktadir. Bu geometride, diizlem
toplam 4 eleman ve kiire ise toplam 24 eleman ile bolmelenmistir. Yine bu geometri igin de
diger geometrilerde oldugu gibi yapilan kargilagtirmalar grafik ve tablolar halinde gosteriimis ve
espotansiyel egrileri ¢izdirilmisgtir.

Bu c¢aligmada incelenen son geometri ise enerji kablosu kesitidir. Dis sinirda 36 ve
igteki her bir kiire sininnda ise 12’ ser eleman olmak lizere toplam 84 eleman kullanilmigtir.
Geometri ve uygulanan sinir sartlart gosterildikten sonra elde edilen sonuglar ELECTRO paket
programi ile karsilastinlmis ve espotansiyel egrileri gizdirilmist{r.

Sonug olarak, incelenen geometriler i¢in elde edilen sonuglar ve yapilan karsilagtirmalar
15181nda, indirekt yontemin homojen ve homojen olmayan bélgelere rahatlikla uygulanabildigi
ve sonuglarin oldukg¢a tatmin edici oldugu goriilmiistir. Bu yaklasim teknigi sadece sabit
eleman kullamlarak uygulanmistir. Lineer ve parabolik- elemanlar kullanarak ¢6ziim

yapildiginda daha hassas sonuglar elde edilebilir.
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