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OZET

DNA mikrodizilim tekniklerinde meydana gelen son gelismeler, muhtemel gen
ifadelerinin binlercesinin ayni anda goriintiilenmesine imkan saglamigtir. Gen ifade
verilerindeki bu zenginlik nedeniyle arastirmacilar, bu verileri kullanarak kanser siniflamasi
yapmanin ihtimalleri iizerinde durmaya baslamiglardir. Bu konuyla alakali olarak son
yillarda metotlarin bir cogunda umut verici sonuglar elde edilmeye baslanmistir. Fakat hala
¢oziilmeye ve anlasilmaya ihtiya¢ duyulan bir ¢ok konu vardir. Bunlardan en 6nemlileri
boyutsallik problemi ve aykiri gézlemlerin tespitidir.

Ozellikle gen ifade verilerindeki asir1 derecede kiiciik Orneklem problemi
(n << p) boyut indirgeme ve aykir1i gozlem tespiti konularinda klasik istatistiksel
yontemlerin uygulanmasini imkansiz kilan bir durumdur. Gozlem sayisinin, degisken
sayisindan asir1 derecede kiiglik olmasi sonucunda 6rnek varyans-kovaryans matrisi olan
S’in dejenere olmasi ve tersinin hesaplanamamasi, klasik istatistiksel yontemler agisindan
karsilasilan en biiyiik problemdir.

Bu noktadan hareketle bu ¢alismada oncelikli olarak, mikrodizilim verilerinin analizinde
literatiirde ilk defa, Maksimum Entropi kovaryans matrisinin ve diger bazi saglam veya
diizgiinlestirilmis kovaryans matrislerinin kullanim1 ile S’in dejenere olmasinin Oniine
gecilmis ve dolayisiyla boyut indirgeme ve aykiri gozlemlerin tespitleri miimkiin hale
getirilmistir. Ikinci olarak boyut sayismna karar veritken Onemli bilesenler, klasik
yontemlerden farkli olarak yine literatiirde ilk defa bilgi karmasikligi kriteri ICOMP
yardimiyla se¢ilmis ve liciincii olarak, verinin boyutu indirgendikten sonra elde edilen alt
uzay iizerinde yine literatiirde ilk defa ICOMP yardimu ile verideki aykir1 gézlemler tespit
edilmistir. Literatiirde bu problemleri es zamanli olarak degerlendirip bilgi kriterlerinin
yardimut ile tutarli ve dogru bir sekilde hem boyut indirgeyen hem de aykir1 gozlem tespiti
yapabilen bir ¢alisma bulunmamaktadir.

Bilgi Karmagikligi Kriteri ICOMP ile 6nerilen bu yaklagimlarin hem benzetim verilerine
hem de ¢esitli mikrodizilim veri setlerine uygulanmasi sonucunda, boyut indirgemenin ve
aykirt gozlemlerinin tespitinin basarili bir sekilde yapilabildigi goriilmiistiir. Sonuglarin
gecerliligi, baz1 siiflama prosediirlerinin dogru smiflama ytizdesi kullanilarak da ortaya
koyulmustur.

Anahtar Kelimeler: Gen Ifade Verileri Analizi, Boyut indirgeme, Aykirt Gozlem Tespiti, Bilgi
Karmagikligi Kriteri



SUMMARY

Dimension Reduction and Detection of Outliers in Cancer Classification Using
Information Complexity for Undersized Samples

Recent developments in DNA microarray techniques has allowed simultaneously to
display thousands of the potential gene expressions. Due to the wealth of gene expression
data, researchers have begun to focus their attention on how to optimally classify cancer
using the gene expression data. Although many of the methods used have produced
promising results, there remains many problems yet to be resolved and to be understood.
One of the most important of these problems is the dimension reduction and the detection of
outliers.

The classical statistical techniques cannot be used to reduce the dimension and to detect
the outliers because of the severity of undersized sample problem (n << p) in gene
expression data. When the number of observations is much smaller than the number of
features (or variables), the usual sample covariance matrix S degenerates and it can not be
inverted. This is one of the biggest encountered obstacle to the classical statistical methods.

In this thesis, to remedy the manifestation of the singular covariance matrices, for the first
time, we introduce new robust estimators of the covariance matrix with a well-structured
eigen-system. These robust (or smoothed) estimators of the covariance matrix overcome the
singularity of the covariance matrix. Therefore, to reduce the dimension and to detect the
outliers have been made possible. Secondly, for the first time in the literature, we derive and
score the information complexity ICOMP criterion to choose the number of principal
components in the data to reduce the dimension. After the dimension reduction, we carry out
supervised classification and also a case deletion diagnostics is proposed to determine the
outliers in the reduced subspace using ICOMP criterion.

We demonstrate our approach on both the simulation studies and the various benchmark
real microarray data sets to reduce the dimension and at the same time to classify the data
for cancer and detect the outliers. The results show the flexibility and utility of the new
approaches presented.

Key Words: Gene Expression Data Analysis, Dimension Reduction, Detection of Outliers,
Information Complexity Criteria.
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1. GIRIS

Cagimizin vebasi olarak goriilen ve heniiz tam bir tedavisi gelistirilememis olan kanser
hastalig, tiim diinya toplumlarini her gegen giin daha da tehdit eder diizeye gelmistir. Tiirk
Kanser Arastirma ve Savas Kurumu Dernegi’nin son verilerine gore, Diinya’da 20
milyondan fazla kanser hastas1 bulunmakta ve her yil 10 milyondan fazla yeni hasta tespit
edilmektedir. Kanser hastaliginin kabul edilmis dort evresi bulunmaktadir ve kanser ne kadar
erken evredeyken fark edilirse, tedavi sans1 da o derecede artmaktadir. Bu yiizden, kanser

hastaliginda erken teshis ¢ok 6nemlidir [URL-1].

DNA mikrodizilim tekniklerinde meydana gelen son gelismeler, muhtemel gen
ifadelerinin binlercesinin ayni anda goriintiilenmesine imkan saglamistir. Gen ifade
verilerindeki bu zenginlik nedeniyle, arastirmacilar bu verileri kullanarak kanser siniflamasi
yapmanin ihtimalleri iizerinde durmaya baglamislardir. Bu baglamda, bir dokudan alinan
tiimdriin iyi huylu ya da koétii huylu oldugunun anlasilmasi, kétii huylu ise 6nce tiimoriin
tipinin, daha sonra bu tiimériin alt tipinin belirlenmesi, son olarak da kanserin evresinin
belirlenmesi hem zor, hem maliyetli, hem de zaman isteyen siireglerdir. Gen ifade verilerini
kulanarak kanser siniflamasi yapmanin ihtimalleri {izerinde Son yillarda metotlarin bir
cogunda umut verici sonuglar da rapor edilmistir. Fakat hala ¢oziilmeye ve anlagilmaya
ithtiya¢ duyulan bir cok konu vardir. Bunlardan en 6nemlileri boyutsallik problemi ve aykiri

gozlemlerin tespitidir.

Geleneksel istatistik veri analizinde, 6zel bir fenomenin 6rneginin gézlemleri diigtiniiliir.
Bu gozlemler, kan basinci, agirlik, boy, basar1 puani.. vb. gibi bazi degiskenler iizerinde
Ol¢iilen degerlerin bir vektorii olur. Geleneksel istatistik metodolojisinde, iyi se¢ilmis
degiskenlerin birkac tane, gozlemlerin ise daha fazla oldugu farzedilir. Gilinlimiizde ise
gozlemler ¢ok olsa bile degiskenlerin sayisinin radikal bir sekilde daha fazla olabildigi
gozlenmektedir. Burada, ¢alisma icin ulasilabilen 6rnekler, onlar veya yiizlerle ifade
edilirken, tek bir gézlem binlerce hatta milyonlarca boyuta sahip olabilmektedir. Klasik
yontemler bu tarz verilerle basa cikabilecek sekilde tasarlanmis degillerdir [Donoho,2000].
[statistik¢iler bazen bu problem igin “Big p, Small n” yani “biiyiik boyut, kii¢iik gdzlem”
ifadesini kullanmaktadirlar. Bir diger tanimlama ise “undersized sample problem”, asiri

derecede kiigiik 6rneklem problemidir [Cunningham, 2007; Fiebig, 1984].



Istatiksel bakis acisina gore aslinda, bir veri setindeki 6rneklerin sayisinin, bu drnekleri
aciklamak icin kullanilan degiskenlerin sayisindan anlamli bir sekilde fazla olmasi
gerekmektedir. Hatta teorik olarak, eger veriler hakkinda ¢ikarsama yapilacaksa orneklerin
sayisinin degisken sayisiyla iistel bir sekilde katlanarak artmasi beklenir. Aksi durumda
boyutsallik problemi (curse of dimensionality) meydana gelebilmektedir. Curse of
dimensionality ilk defa 1961° de Bellmann tarafindan literatiire kazandirilan bir terim olup,
baz1 degiskenlerin bir fonksiyonunu tahmin etmek icin, yani verilen bir dogruluk derecesine
gore miimkiin diisiik varyanshi tahmini elde etmek i¢in, gerekli 6rneklem biiyiikliigiiniin,
degiskenlerin sayisi ile iistel olarak artis gostermesi gerektigini ifade eder. Uygulamada ise
gercek yiiksek boyutlu veriler, giris uzayinda sadece bir manifold meydana getirdigi i¢in
durum bdyle degildir ve bu ylizden verinin ortiik boyutu, p degisken sayisindan daha az
olacaktir [Miguel ve Carreira,1997].

Boyutsallik problemi ile karsi karsiya kalindiginda, degisken sayist yani boyut arttik¢a
uygulamalarda kullanilan gelencksel algoritmalarin performanslarinda diisiis meydana
geldigi de iyi bilinen bir gergektir. Bu konuyla ilgili olarak, boyut indirgeme teknikleri, veri
modelini basitlestirmek i¢in, veri analizinin bir pargasi olarak veya bir 6n-hazirlik agamasi
olarak siklikla uygulanir. Bu genel olarak, yiiksek boyutlu orijinal veri seti i¢in, diigiik
boyutlu uygun bir gosterimin tanimlanmasini igermektedir. Diisiik boyutlu indirgenmis veri
ile ¢alisildiginda, hem hesaplama yiikii 6nemli 6l¢iide azaltilmis olur, hem de siniflama veya
kiimeleme gibi kullanilan yontemler ile daha dogru ve kolaylikla yorumlanabilir sonuglar

tiretilmis olur.
Boyut indirgeme sayesinde,

I. Degiskenlerin indirgenmis bir setinin tanimlanmasi, bilgi kesfi agisindan ¢ok
kullanisli olabilir.

ii. Bir ¢ok 0grenme algoritmasi i¢in egitim ve/veya smiflama zamani, degiskenlerin
sayisinin indirgenmesi ile azalabilir.

iii. Siiflama {izerinde, tahmin edici degiskenler gibi aymi etkiye sahip olabilecek
giiriiltiilii veya ilgisiz 6zelliklerin ayiklanmasiyla, bunlarin dogruluk iizerindeki

negatif etkileri arindirilabilir [Cunningham, 2007].

Bu ylizden, bir¢ok durumda gereksiz bilgiyi soken ve verinin daha ekonomik bir

gosterimini iireten bir yapi bulmak miimkiin olabilmelidir.
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Bu baglamda gen verilerini inceleyecek olursak, gen ifade verileri herhangi bir veri

tipinden ¢ok farkli bir yapiya sahiptir.

i.  Gen verileri ¢ok yiiksek boyutsalliga sahiptir
ii.  Orneklem sayis1 cok smirl1 olabilmektedir

lii.  Genlerin biiyiik bir cogunlugu iliskisiz olabilmektedir

Kullanilan veri kiimesinde bulunan gen oOrnekleri i¢in kaydedilmis tiim niteliklerin,
kanser teshisi ve siniflandirmasi i¢in kullanilip kullanilamayacagi da belirsiz bir durumdur.
Bir veri niteligi tek basina performansa ¢ok az bir etki yaratirken, diger niteliklerle
birlestiginde tiim veri kiimesini temsil edecek bir alt grup olusturabilir [Lu ve Han, 2003].
Bu degisik ve farkli algoritmalarin denenmesini gerektirecek bir durumdur.
Arastirmacilardan bazilar1 Fisher Orani, t-testi tabanli gen se¢im yaklasimi gibi bazi
yontemler ile gen se¢imi yaptiktan sonra siniflandirma prosediirii kullanmiglardir [Chu ve
Wang,2005]. Alternatif olarak uygun bir boyut indirgeme algoritmasinin kullanilmasi da,
gen verisindeki yiiksek boyutluluk ve iliskisiz genlerin etkisinin azaltilmasi amacina hizmet
edebilecektir. Ancak, gen ifade verilerindeki asir1 derecede kiigiik 6rneklem problemi (n <
< p) Temel Bilesenler Analizi (Principal Component Analysis-PCA) gibi bazi geleneksel
boyut indirgeme yontemlerinde sikintilar ortaya ¢ikarmaktadir. G6zlem sayisinin, degisken
sayisindan asir1 derecede kiiglik olmasi sonucunda 6rnek varyans-kovaryans matrisi olan
S dejenere olur ve PCA igin gerekli olan 6zdegerlerin biiyiik bir cogunlugu negatif veya sifir
cikar. Bu da beraberinde 6zvektorlerin keyfi se¢imini ve temel bilesenlerin hesabini
miimkiinsiiz olmasi saglayan bir durumdur. Bu durumu dikkate almadan yapilacak olan

klasik bir boyut indirgeme yonteminden elde edilecek sonuglara giivenilemez.

PCA yonteminin kullanilmasindaki bir diger 6nemli sorun, veriyi en iyi temsil edebilecek
onemli temel bilesen sayisina karar vermektir. Bu konuda, 1’den biiyiik 6zdegerlere karsilik
gelen 6zvektorlerin ele alinmasi veya sadece ilk iki, ilk {i¢ tane temel bilesenin keyfi olarak
secilmesi gibi bazi geleneksel yaklasimlar s6zkonusu olmakla beraber, bu konu da

literatiirde tatmin edici bir sekilde ¢oziilebilmis bir problem degildir.

Bir diger 6nemli sorun aykir1 gézlemlerin tespitidir. Mikrodizilim verilerinde iki tiir
aykir1 gdzlem vardir. ki, veride farkli bir sinifa ait olan hatali etiketlenmis gézlemlerdir.
Bu gozlemler normal doku olarak etiketlenen bir timdr dokusu gibi yanlis bir sinifa atanan

gozlemlerdir. Bu aykir1 gozlemler kullanilan simiflama prosediirii ile tespit edilebilirler.

4



Ikincisi ise veride herhangi bir smifa ait olmayan anomali gdzlemlerdir. Bu aykirt
gozlemlerin kaynagi daha ¢ok belirsizdir fakat kesfedilmemis bir biyolojik siniftan, zayif
sinif tahmininden, deneysel hatalardan veya asir1 biyolojik cesitlilikten kaynaklanabilir.
Anomali gosteren bir gézlemin sinifi belli olmadigi zaman, etiketlendigi sinifin dogruluguna
tutarll bir sekilde itiraz da edilemeyecektir. Ornek olarak, bir gézlem gergekten timor
dokusu olabilir fakat onun ifade diizeyi diger timor dokularinin ifade diizeylerinden oldukga

farkl1 olabilir. Aykir1 gdzlemlerin iki ¢esidi Sekil 1.1°de gosterildigi gibidir.

o

Anomaliolan gozlent,

Hatal etiketlenen
gozlem

Sekil 1. 1: Aykir1 gézlemlerin iki ¢esidi

Mikrodizilim veri setlerinde aykir1 gézlemlerin belirlenmesi ve ayiklanmasi verinin geri
kalaniyla karsilastirildiginda tutarsiz davrandiklari i¢in 6nemlidir. Aykir1 gozlem varliginda
bir model uygulamak, parametre tahminlerini ¢arpik yapabilecegi gibi yanlis ¢ikarsamalara
da sebep verebilirler. Literatiirde mikrodizilim gen ifade verilerinin analizleri ve
yorumlanmasi ile ilgili olarak siniflama ve gen sec¢ilimi hakkinda c¢ok fazla calisma
bulunmaktadir. Ancak ayni1 seyi gen ifade verilerinde aykir1 gozlem tespiti i¢in sGylememiz

miimkiin degildir [Shieh ve Hung, 2009].



Tiim bu bahsi gegen problemlerle ilgili olarak, bu tezin amacini ii¢ baslik altinda toplamak
miimkiindiir. Ilk olarak asir1 derecede kiigiik drneklem problemine sahip gen veri setleri icin,
O0zdegerlerde meydana gelen sikintiyi, literatiirde ilk defa Maksimum Entropi Kovaryans
Matrisi ve onun diger diizgiinlestirilmis kovaryans yapilari ile hibritlestirilmis farkli
formlarin1 kullanarak ¢6zmek ve olasilikli temel bilesenler analizi (Probabilistic Principal
Component Analysis-PPCA) ile gen ifade verilerinin boyutunu tutarli bir sekilde
indirgemektir. Ikinci olarak boyut sayisina karar verirken 6nemli bilesenleri, klasik
yontemlerden farkli olarak yine literatiirde ilk defa bilgi kriterlerinin yardimiyla segmek ve
tiglincii olarak, bilgi kriterleri ile verinin boyutu indirgendikten sonra elde edilen alt uzay
tizerinde yine bilgi kriterlerinin yardimi ile verideki aykir1 gozlemleri tespit etmektir.
Literatiirde bu problemleri es zamanli olarak degerlendirip bilgi kriterlerinin yardimu ile
tutarh ve dogru bir sekilde hem boyut indirgeyen hem de aykir1 gozlem tespiti yapabilen bir
calisma bulunmamaktadir. Sonuglarin gegerliliginin, bazi1 siniflama prosediirlerinin dogru

siiflama yiizdesi kullanilarak ortaya koyulmasi amaglanmaktadir.

Bu calisma, yukarida anlatilan strateji ¢ercevesinde, asagidaki bdliimleri ihtiva
etmektedir. Materyal ve metot boliimiiniin birinci kisminda, PCA ve PPCA’nin teorik yapisi,
0zdeger ayrisimi ve tekil deger ayrisimi kavramlari ile 6rneklerle birlikte sunulduktan sonra,
ikinci kisimda, Entropi kavramindan, Kullback-Leibler 6l¢iisiine kadar uzanan bir tarihsel
gelisim i¢inde, Akaike’nin bilgi kriterinden (Akaike Information Criteria-AIC) Bozdogan’in
bilgi karmasikligi kriterine (Information Complexity-lICOMP) kadar uzanan bir yelpazede,
model se¢im kriterleri tanitilmigtir. Ayn1 boliimiin sonunda tezin orijinal kisimlarindan olan,
bilgi kriterlerinin PPCA analizi yapildig1 zaman boyut segerken kullanilabilmesi i¢in, gerekli

teorik yap1 formiilasyonlart ile birlikte verilmistir.

Ugiincii kistmda, tezin ikinci orijinal kisminin ilham kaynagi olan, Maksimum Entropi
Kovaryans Tahmin Edicisi yapisi ile diger baz1 saglam kovaryans tahmin edicileri, ayrica
bunlarin bazi hibritlenmis formlar1 olan hibritlestirilmis kovaryans tahmin edicisi
tanitilmistir. Dordiincii kisimda, tez kapsaminda 6nerilen boyut indirgeme yontemi Hibrit
Boyut Indirgeme (Hybrid Dimension Reduction-HDR) tanitilmistir. Besinci kisimda, aykir1
gozlem tespiti konusu anlatildiktan sonra tezin ii¢iincii orijinal kismi olan, bilgi kriterlerinin
aykir1 gozlem tespitinde nasil kullanilabilecegi tanitilmistir. Altinct kisimda bu yontem
Hibrit Aykir1 Gozlem Tespiti (Hybrid Outlier Detection-HOD) olarak adlandirilmis ve

hesaplama adimlar1 tanitilmistir. Yedinci kisimda, uygulamada son agama olarak uygulanan
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Lineer Diskriminant Analizi ve Kuadratik Diskriminant Analizi gibi bazi siniflandirma

yontemlerinden bahsedilmistir.

Tezin tigiincii bolimii, HDR ve HOD ydntemlerinin basarisin1 gosterebilmek amaciyla
Uygulama ve Bulgular boliimii olarak ayrilmistir. Bu boliimiin birinci kisminda, PPCA
analizinde ICOMP ile boyut sayisina karar verme yonteminin basarist yapilan simiilasyon
calismasi ile ortaya koyulduktan sonra, ikinci kisimda HDR ile mikrodizilim veri analizi
yapilmistir. Ugiincii kisimda, ICOMP ile aykir1 gdzlem tespit edebilme ydnteminin basarisi
da yine bir simiilasyon c¢alismasi ile ortaya koyulduktan sonra, dordiincii kissmda HDR
yontemi ile boyutlar1 indirgenen mikrodizilim veri setlerinin aykiri gézlemlerinin tespiti
yapilmistir. Sonug ve tartisma boliimiinde, hem HDR hem de HOD ile elde edilen sonuglar
literatiirle karsilastirmali olarak tartigilmistir. Son olarak oneriler boliimiinde ise konuyla

alakal1 olarak yapilmasit muhtemel olan bazi ¢aligmalar icin 6neriler de bulunulmustur.



2. MATERYAL VE METOT
2.1 Temel Bilesenler Analizinin Klasik ve Olasiliksal Yaklasimi

2.1.1 Temel Bilesenler Analizi (Principal Component Analysis-PCA)

Bilgisayar olanaklarinin ¢ok gelistigi giiniimiizde islem yiikii bir sorun olarak goriilmese
de, cok sayida degiskene iliskin analiz sonug¢larinin yorumlanmasi ve 6zetlenmesi gercekten
zor olabilmektedir. PCA ile ¢ok boyutlu degisken uzaymi en az bilgi kaybiyla daha az
boyutlu degisken uzayina indirgemek, hem diger ¢ok degiskenli analiz yontemlerine veri
hazirlama bakimindan hem de basli basina kendisinin bir analiz teknigi olmasi acgisindan

arastirmacilar tarafindan ¢ok basvurulan bir yontemdir.

Tarihsel gelisimi i¢inde PCA’nin kokeni, Beltrami (1873) ve Jordan (1874)’te bagimsiz
bir sekilde elde ettikleri “Tekil Deger Ayrisim1” (Singiiler Value Decomposition-SVD)’na
kadar uzanmaktadir [Stewart,1993]. Bununla birlikte gilinlimiizde temel bilesen analizi
olarak bilinen teknigin ilk adimlari Pearson (1901) tarafindan atilmistir. Onun modern
orneklemesini yapan ve temel bilesen terimini literatiire kazandiran ise Hotelling (1933)

olmustur [Abdi ve Williams, 2010].

Bilgisayarlarin oldukca yayginlagmasindan 50 yili askin bir siire 6nce, Pearson’in
hesaplamalarla ilgili yorumlar1 oldukg¢a dikkat cekicidir. Pearson, metotlarinin sayisal
problemlere kolayca uygulanabilecegini ifade etmekte ve hesaplamalarinin dort ya da daha
fazla degisken i¢in kullanigsiz oldugunu sdylemesine ragmen yine de metotlarin

uygulanabilir oldugunu ileri stirmektedir.

Pearson ve Hotelling’in calismalar1 arasinda gecen 32 yillik siire zarfinda ¢ok az
calismanin yayinlanmis oldugu goriilmektedir. Rao’nun 1964’te belirttigine gore Frisch
(1929), Pearson’in yaklagimina benzer bir yaklasimi benimsedigini belirtmistir. Ayrica
Hotelling’in (1933) c¢alismasindaki bir dipnot, Thurstone (1931)’un Hotelling’le benzer
alanlarda calistyor oldugunu gostermektedir. Ancak Bryant ve Atchley (1975)° de
belirttigine gore bu calisma temel bilesenler analizinden ¢ok faktor analiziyle iliskilidir.
Hotelling’in yaklasimi da faktdr analizi fikirleriyle baglamakla birlikte, Hotelling’in
tanimladig1 temel bilesenler analizi gergekte faktor analizinden oldukca farklidir. Hotelling,

orijinal “p” degiskenin degerlerini belirleyen daha kiigiik temel bagimsiz degiskenler setinin
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olabilecegi noktasindan hareketle ise baglamistir. Hotelling, boyle degiskenlerin psikoloji
literatiirinde ““faktor” olarak adlandirildigina dikkat ¢ekmekte ve faktdr kelimesinin
matematikteki diger kullanimlarindan ¢ikabilecek karigikliktan kaginmak icin baska bir
alternatif terim olan, “bilesen” kavramini ileri siirmektedir. Hotelling, bilesenlerini toplam
varyansa maksimum katk1 yapacak diizeye getirerek secer ve bu sekilde iiretilen bilesenlere

“temel bilesenler” adin verir [Joliffee,2002].

Hotelling’in ¢alismalarinin yayinlanmasini takip eden 35 yil boyunca temel bilesenler
analizinin farkli uygulamalan ile ilgili ¢ok az sayida ¢alismanin yapildig1 goriilmektedir.
Girshick (1936) ve (1939) yillarinda yaptig1 ¢calismalarda, bazi alternatif temel bilesen elde
etme yontemlerini gelistirmis ve 6rnek temel bilesenlerinin, anakiitle temel bilesenlerinin en
yiiksek olast tahminleri oldugu fikrini One siirerek, temel bilesenlerin varyans ve

katsayilarinin asimptotik 6rneklem dagilimlarini arastirmistir.

Temel bilesenler analizi 6énemli bir hesaplama giicii gerektirdigi icin, kullaniminin
yayginlagmasi elektronik bilgisayarlarin ortaya ¢ikisina rastlamigtir. 1960’larin baslarindan
itibaren Rao (1964), Gover (1966) ve Jeffers (1967) yayinlari, ortaya ¢ikan ve konuyla ilgili
onemli kaynaklar olusturan ¢aligmalardir. Cooley ve Lohnes (1971)’ de temel bilesenlerin

pratikte yorumlanmasini ve teknigin bilgisayara uyarlamasini géstermiglerdir.

Teknigin gorilinlisteki basitligine ragmen, temel bilesenler analizi alaninda birgok
arastirma halen yapilmakta ve yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Bu da “principal
component analysis” ifadesini basliklarinda, diisiincelerinde ya da anahtar sozciiklerinde
iceren “Web of Science” da sadece 2010-2015 yillar1 arasinda bile 23.000’i agkin makalenin

bulunmasindan anlasilmaktadir.

Temel bilesenler analizinin kdkeninin tekil deger ayrisimina dayandigi daha once
belirtilmisti. Bu nedenle, bolimiin ilerleyen kisimlarinda matematiksel altyapi
olusturabilmek icin, oncelikle 6zdeger, O0zvektor, 6z ayrisim ve tekil deger ayrigimi
kavramlar1 verilecek, daha sonra temel bilesenlerin tekil deger ayrisimi yardimiyla nasil

hesaplandig1 gosterilecektir.



2.1.2  Ozdegerler ve Ozvektorler

Karesel bir matrisle iligkili olan sayilar ve vektorlerdir. Karesel bir matrisin 6zdeger ve
ozvektor hesabiin nasil yapildigini gérebilmek igin Alpar (2011) kullanilabilir. Ozdegerler
ve Ozvektorlerin ikisi birlikte, bir matrisin yapisint analiz ederken kullanilan 6zayrisimi
(eigen-decomposition) olusturma imkani sunar. Tiim karesel matrisler igin, bir 6zayrisim var
olmasa bile, korelasyon, kovaryans ve i¢ ¢arpim matrisleri gibi matrisler i¢in 6zayrisim
ozellikle kullanigh bir ifadeye sahiptir. Bu sekildeki matrislerin 6zayrisimi, bu matrisleri
ihtiva eden fonksiyonlarin bir maksimumunu veya minimumunu bulmada kullanildigi i¢in

onemlidir. Ozel olarak PCA, bir korelasyon veya kovaryans matrisinin zayrisimindan elde

edilebilir.

Bir nxn boyutlu A matrisinin {u;,u,,...,u,} o6zvektorler seti bir U matrisine

yerlestirilmis olsun. Yani U *nun herbir kolonu, A ’nin 6zvektoriidiir. A ’nin {21,22,...,/1”}

Ozdegerleri, A diagonal matrisine yerlestirilirse, bu matrisin kdsegen elemanlar1 6zdegerler

ve diger elemanlari sifir olur. Bu durumda Au = Au denklemi

AU =AU
A=UAU™ 2.1)

seklinde yazilabilir. Yani bir matrisin 6zdeger ve Ozvektorleri beraber, bu matrisin
6zayrisimini olustururlar. Tiim matrislerin bir 6zayristminin olamayabilecegini belirtmek

onemlidir. Ayrica bazi matrislerin 6zdeger ve 6zvektorleri sanal da olabilir [Abdi,2007].

Ornek: Matlab programinda bir A matrisinin 6z ayrisimmin elde edilmesi igin
A=2+3*rand (3,3) komutu ile 3x3 boyutunda rasgele bir A matrisi tretilmistir.
[V E]l=eig(A) komutu, A matrisinin 6zdegerlerini E diagonal matrisi igine,
Ozvektorlerini ise V matrisi i¢ine yerlestirir. Ciktilar asagidaki gibidir.

A=
42732 3.9664 2.0955
4.2294 25136 2.8308
3.1767 4.1181 2.1385

V =

-0.6107 -0.5981 0.3015
-0.5659 0.1510 -0.7471
-0.5539 0.7870 0.5924
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E =

9.8488 0 0
0 0.5145 0
0 0 -1.4380

Oz ayrisimin yukaridaki tamimina gére V* E *inv (V) komutu ile A matrisinin tekrar elde
edilmesi gerekmektedir

V* E *inv (V) =
42732 3.9664 2.0955
42294 25136 2.8308
3.1767 4.1181 2.1385

2.1.3 Pozitif yar1 tammh matris (Positive semi-definite matrix)

Istatistikte ¢ok sik kullanilan bir matris ¢esidi pozitif yari tamimli matris olarak
adlandirilir. Bu matrislerin 6zayrisimi daima vardir. Bir matris kendi transpozu ile carpilirsa,
elde edilen yeni matrise pozitif yar1 tanimli matris denir. Agikga bellidir ki, bu matris karesel

ve simetriktir. Dolayisiyla X , gergel sayilar igeren bir matris olmak iizere
A= XX" (2.2)

pozitif yar1 tanimli matrisdir. Ozel olarak, korelasyon, kovaryans ve i¢ carpim matrisleri bu

gruptan olan matrislerdir.

Bir pozitif yar1 tanimli matrisin en 6nemli 6zelligi, 6zdegerlerinin daima pozitif veya sifir
olmasidir. Ayrica 6zdegerler farkli oldugu zaman, bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
ortogonal ¢ift olustururlar. Ayrica 6zdegerler gercel degerlerden olusur. Bu oOnemli
ozelliklerin ispatina Strang (2003)’den ulasilabilir. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen
ozvektorler ortogonal oldugu i¢in, tiim oOzvektorleri ortogonal bir matrise yiiklemek

miimkiindiir. Pozitif yar1 tanimli matrisler igin (2.1) nolu denklem
A=UAU"™ U'U=1 (2.3)

seklinde yazilabilir. Burada U normallestirilmis 6zvektorlerin yiiklendigi matrisdir. Eger

normallestirme olmazsa, U ortogonal degil diagonal olur [Abdi, 2007].
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Ornek: Matlab programinda rassal olarak iiretilen X=rand(3,2) komutu ile 3x2
boyutundaki bir matrisin, A=xX*X’ komutu ile transpoz ¢arpma islemi yapilmstir. Elde
edilen yeni A matrisi igin 6z ayrisim yapilmis ve 6zdegerlerin pozitif veya sifir ¢ikmasi

gerektigi incelenmistir. Ciktilar asagidaki gibidir.

X =

0.5377 0.8622
1.8339 0.3188
-2.2588 -1.3077

A=
1.0324 1.2609 -2.3420
1.2609 3.4647 -4.5593
-2.3420 -4.5593 6.8124

V =
0.6658 0.6981 -0.2634
0.4938 -0.6769 -0.5459
0.5594 -0.2334 0.7954

E =
0.000 0.000 0.000
0.000 0.5927 0.000
0.000 0.000 10.7169

Pozitif tanimli matris olmanin yukaridaki tanimi geregi, 6zdegerler pozitif ya da sifir olarak
elde edilmistir. Bir onceki 6rnekde oldugu gibi, V* E *inv (V) komutu ile tekrar A matrisi

elde edilebilmektedir. Ayrica tanim geregi V*V’ komutu ile birim matris elde edildigi de

gosterilmistir.

V* E *inv (V) =
1.0324 1.2609 -2.3420
1.2609 3.4647 -4.5593
-2.3420 -4.5593 6.8124

V*V’ =
1.000 0.000 0.000
0.000 1.000 0.000
0.000 0.000 1.000
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2.1.4 Tekil deger ayristnm ( Singular Value Decomposition-SVD)

Oz ayrisim, sadece karesel matrisler igin tanimlanir. SVD ise, dikddrtgen bigimindeki
matrisleri analiz etmek i¢in kullanilabilen bir genellestirilmis 6zayrisimdir. Bir matrisi iki
tane basit matrise ayiran 6zayrigim ile benzerlik kuran SVD’nin ana diisiincesi, dikdortgen
bicimindeki matrisi ii¢ tane basit matrise ayirmaktir: iki ortogonal ve bir diagonal. Bir pozitif
yar1 tanimli matrise uygulandigi zaman, SVD, 6zayrisima denktir. Formiil olarak eger A bir

dikdortgensel matris ise, onun SVD ayrigimi
A=USV' (2.4)

ile gosterilir. Burada;

U: AAT matrisinin 6zvektorleridir. Yani UTU = I’dir. U’nun kolonlari, A’nin sol tekil
vektorleri olarak adlandirilir.

V: ATA matrisinin 6zvektorleridir. Yani VTV = I’dir. V’nin kolonlar1 A’nin sag tekil
vektorleri olarak adlandirilir.

S: Tekil degerlerin diagonal matrisidir. AAT veya AT A matrisinin 6zdegerleri olan A ile S
arasinda S = A'/2 bagintis1 vardir [Abdi, 2007]. A matrisinin ranku, sifir olmayan tekil deger
sayisina esittir.

Yani eger rank(A) = r < nise, g4, ..., o, tekil degerleri i¢in

0,20,2..20 =0,..,0,=0 (2.5)

olur. Eger (2.4) nolu denklemin her iki tarafi sagdan ATile matris carpimina tabi tutulursa,

ATA=(USV") (USV")
=VS'UTUSV'
=VSTSV'
=VSA/' (2.6)
elde edilir. Bunun anlami, V’nin v; kolonlarmm (sag tekil vektorler) ATA matrisinin
ozvektorleri olmasidir. S°nin elemanlarmin karesi ise, ATA matrisinin zdegerleridir.

Benzer sekilde (2.4) nolu denklemin her iki tarafi soldan ATile matris ¢arpimma tabi

tutulursa
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AAT = (USVT)USVT)T
—USVVSTUT
—US"suU”
—us” @.7)

elde edilir. Bunun anlami, U’nun u; kolonlarinin (sol tekil vektdrler) AATmatrisinin

dzvektorleri olmasidir. S nin elemanlarmin karesi ise, AAT matrisinin 6zdegerleridir [Kumar

vd., 2008].

SVD’nin 6nemli sonuglarindan birisi, bir matrisin ayn1 veya daha diistik rankli en kiigiik

kareler tahminini tiretmesidir. Yani
|
AY =>"u, s (2.8)
k=1

A’ya en yakin | — rankli matrisdir. Burada uy, s, vi degerleri sirastyla, A’nin k. sol tekil
vektori, k. tekil degeri ve k. sag tekil vektoriidiir. Bu A matrisinin [ — rankli bir matrisler
toplulugu olarak kuruldugunu gdsterir. Bu matrislerden ilki, bir rankli bir matrisle A’nin en
1yi kurulumunu, ilk ikisinin toplami; iki rankl1 bir matrisle A’nin en iyi kurulumunu ve bdyle
devam edilirse genel olarak, ilk [ matrisin toplami, [ — rankli bir matrisle A’nin en iyi

kurulumunu verir. O halde SVD ile

>la;—a f (2.9)

minimize edilir [Abdi, 2007; Wall vd., 2003].

Ornek: Matlab programinda, dikdortgen bigimindeki matrislerinin SVD ayrisimini yapmak
icin tekrar A=rand (3,2) komutu ile 3x2 boyutunda rasgele matris lretilmistir.
[U,S,V]=svd (A) komutu ile X matrisinin, bir dnceki 6rnekte oldugu gibi transpozu ile
carpma islemi yapilmadan ayrisimi olusturulacaktir. Burada S, A ile ayn1 boyutlarda tekil
degerleri igeren matrisdir. Ciktilar asagidaki gibidir.

A=
1.4090 -1.2075
1.4172 0.7172
0.6715 1.6302
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[U,S,V]=svd(A)

U=

0.0286 0.9140 0.4048
-0.6490 0.3250 -0.6879
-0.7603 -0.2430 0.6025

S =
2.2266 0
0 2.0291
0 0
V =

-0.6242 0.7812
-0.7812 -0.6242

Yukaridaki tanimlara gére A*A’ matrisinin 6zvektorlerinin U matrisini, A’ *A matrisinin
Ozvektorlerinin V. matrisini olusturmasi gerekmektedir. Bunu gostermek amaciyla
[V1I El]l=eig (A*A')Ve [V2 E2]=eig (A’ *A)komutlar ile sirasiyla A*A’ ve A’ *A

Matrislerinin 6zvektorleri V1 ve V2 matrislerine atanmistir.

vVl =
0.4048 0.9140 -0.0286
-0.6879 0.3250 0.6490
0.6025 -0.2430 0.7603

V2 =
-0.7812 0.6242
0.6242 0.7812

2.1.5 PCA’nmin Ozayrisim ve SVD ile Hesabi:

X, nxp boyutlu merkezilestirilmis veri seti olsun. Burada n 6rneklem sayisi, p degisken
ya da ozellik sayisidir. C, ile X veri setinin varyans-kovaryans matrisi gosterilmektedir.
PCA’nin amaci asagidaki gibi 6zetlenebilir.

“Cy = %YYT bir diagonal matris olacak sekilde Y = PX dOniisiimiinde oyle bir

ortonormal bir P matrisi bulunmalidir ki, P’nin satirlar1 X’in temel bilesenleri olsun.”
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Bu amagla C, bilinmeyen degiskenlere gore tekrar yazilirsa,

c, =1y’
n

_Lexyexy
n

_LpxxTpr
n

_p xxTyP
n
=PC,P’ (2.10)

elde edilir. C,. , 6zayrisgm tanimi geregince C,, = VAV Tolacak sekilde yazilabilir ki, burada
C,’in siralanmig Ozvektorler seti V' matrisine, C,’in 6zdegerleri A diagonal matrisine

yerlestirilmistir. C,’in tanim1 yerine yazilirsa,
T T
C,=P(VAV )P (2.11)
olur. Amag¢ C, = A olacak, yani C,,’yi diagonellestirecek bir P se¢mektir. P = V7 alinursa,

C, =P(VAVT)PT
= (PP")A(PP")
= (PPA(PP™)

C,=A (2.12)

elde edilir. Yani P = V" secilmesi C,’yi diagonellestirmekte bu da yeni elde edilen
degiskenlerin kovaryanslarmin sifir oldugu anlamma gelmektedir ki bu da PCA’nin
amacidir. O halde X’in temel bilesenleri C,’in 6zvektorleridir [Shlens, 2009].
Y = VT X i¢in Y nin varyansi
YYT=(vIX)(VTX)
=VT XXV
=V'CV

=VT(VAVV
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=(V'V)AV'V)
- A (2.13)

elde edilir. Temel bilesen skorlarinin varyansi, 6zdegerlere esittir. Ozdegerlerin toplamu,
XXT matrisinin izidir. Bu, ilk temel bilesen skorunun orijinal verideki varyans1 miimkiin
oldugu kadar ¢ok agikladigi ve ikinci temel bilesen skorunun, birinci temel bilesen tarafindan
aciklanamayan geride kalan varyansi miimkiin oldugu kadar ¢ok agikladigi anlamina gelir
ve bu boyle devam eder. Temel bilesenlerin standart sapmalari olan AY/? matrisinin kdsegen

elemanlari, X matrisinin tekil degerleridir [Abdi, 2007]

PCA’nin tiim diisiincesinin merkezi, verinin kovaryans matrisidir. Kovaryans matrisinin
kosegen elemanlari, belirli 6zelliklerdeki varyansi yakalar ve kosegen disi elemanlar,
karsilik geldigi 6zellik ¢iftleri arasindaki kovaryansi belirler. PCA ile amaglanan, kovaryans

terimlerini sifirlayacak sekilde doniisiim yapmaktir [Hotelling, 1933].

Bu sekilde elde edilen temel bilesenler, verinin yeni bir donilislimiidiir. Tim temel
bilesenler orijinal degiskenlerin bir lineer kombinasyonu olup, her biri digerleri ile ortogonal
bir yapiya sahiptir. Boylece degiskenler arasindaki bagimlilik yapisinin yok edilmesi
saglanmig olmaktadir. Ancak boyut indirgemenin gergeklesmesi i¢in elde edilen temel
bilesenler arasindan 6nemli olanlarin sayisina karar vermek gerekmektedir. Temel bilesenler
analizi yapilirken, 6zdegerler azalacak sekilde siralanir. Temel bilesen skorlarinin
varyansinin Ozdegerlere esit olmasi nedeniyle, ilk 6zdegere ait olan temel bilesen,
maksimum varyansa sahip olacaktir. Ikinci bilesen ise en biiyiik ikinci varyansa sahiptir. Bu
yapisindan dolayi, ilk birkac bilesenin maksimum varyansa sahip olmasi gerceginden
hareketle, ilk iki veya ii¢ bilesenin Onemli bilesen olarak segilmesi geleneksel bir
yaklagimdir. Bir baska yontem ise, standartlagtirilmig veri matrislerinin kullanildigi
durumlarda birden biiyiik degerli 6zdegerlerin sayisini, bilesen sayisi olarak almaktir [Alpar,
2011]. Bu konuyla alakali farkli yontemler olmasina ragmen halen daha literatiirde tatmin
edici bir ¢oziime ulasilamamistir. Bu baglamda tezin bir amaci olarak, bilgi kriterleri

yardimiyla boyut sayisina nasil karar verilecegine tigiincii Boliim 2.2.8’de deginilecektir.
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Ornek: Temel bilesenler analiziyle, veri noktalarmin temel bilesenler iizerine izdiisiimiiniin
nasil yapildigin1 gorsellestirmek amaciyla, IRIS veri setine temel bilesenler analizi
yapilmustir. Bu veri seti Sir Ronald Fisher tarafindan (1936) yilinda diskriminant analizinin
bir 6rnegi olarak tanitilmistir. IRIS ¢igeginin ii¢ farkl tiirli i¢in ¢anak ve ta¢ yapraklarinin
uzunluklar1 ve genislikleri olmak tizere dort farkli degisken tanimlanmigtir. Sonug olarak
IRIS veri seti 150x4 boyutunda bir veri setidir. Analiz i¢in Matlab programinda pca
fonksiyonu kullanilmigtir. Bu fonksiyon, varsayilan olarak tekil deger ayrigimi ile temel
bilesenler analizini yapmaktadir. Eger 6z ayrisim ile yapilmasi isteniyorsa, giris
parametrelerinde bunun i¢in bir segenek mevcuttur. Ozdegerler ve bilesenlerin agiklayicilik
oranlar dikkate alindiginda, 4 boyuta sahip olan bu veri setinin %7.76 oraninda bir bilgi
kaybiyla tek boyuta indirgenebilecegi goriilmektedir. Bu sonug¢ Sekil 2.1’ den de

anlasilmaktadir.
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Ozdegerler Aciklayicilik(%)
0.6608 92.1446
0.0368 5.1336
0.0160 2.2377
0.0035 0.4842

IRIS data i¢in sacilim grafigi
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Sekil 2. 1: IRIS verisi i¢in orijinal gdzlem noktalari ile temel eksenler
iizerindeki gozlem noktalariin dagilimi.

Ust panel, IRIS data igin gdzlem noktalarinin konumunu belirtirken, alt panel temel
bilesenler lizerinde bu gdzlem noktalarmin biiylik ¢ogunlugunun tek boyut {izerine iz

distiigiinii gostermektedir. Her bir degisken farkli renklerle isaretlenmistir.
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2.1.6 Olasihikh Temel Bilesenler Analizi (Probabilistic Principal Component
Analysis-PPCA)

PCA, her ne kadar uygulamada siklikla kullanilan bir yapt olsa da, asagidaki

dezavantajlara sahiptir.

i.  Bayescil karar ve karma modelleme gibi bir¢ok alanda 6nemli olan bir olasilik
modelinden yoksundur.

ii.  Sahip oldugu lineer yapidan dolay1, yiiksek dereceden istatistiksel bilgi edinmek i¢in
kisitli bir yapiya sahiptir [Zhou, 2003; Zhou vd, URL-2]

iii.  Veri girislerinde eksiklik, kayip gozlem varsa PCA nasil uygulanir?

iv. Eger verinin boyutunu olusturan degisken sayisi, veri noktalarinin sayisindan ¢ok
biiyiik ise PCA nasil uygulanir?

V. Global olarak degil de, lokal olarak PCA uygulamak miimkiin miidiir?

PCA gibi deterministik bir metodun, bu sorunlarla direkt olarak ilgili olmasi zordur. Diger
taraftan bir olasilik modeli, bu sorunlarin {istesinden kolaylikla gelebilir. Eksik girigler
O0grenmek i¢in entegre edilebilir, bir EM algoritmasi iteratif olarak sorunu ¢ézmek igin

kullanilabilir, karma modelleme ile lokallestirilmis PCA uygulanabilir [Yu, 2006].

Iste olasilikli Temel Bilesenler Analizi (PPCA) bu amagclar gerceklestirmek icin
gelistirilmis bir yontemdir [Tipping ve Bishop, 1997, 1999] Ayrica, lineerlik dezavantajini
ortadan kaldirmak i¢in gelistirilen Kernel Temel Bilesenler Analizi gibi lineer olmayan bazi

metotlar da vardir. Ancak bu metotlar tez kapsaminin disindadir.

Ik olarak, Lawley (1953) ve Anderson (1956)’da, temel bilesenler analizinin gézlenen
degiskenlerin bir olasilik modeline dayali olarak bir maksimum olabilirlik prosediiriinii
gostermiglerdir. Michael E. Tipping ve Christopher M.Bishop (1997)’de bu diisiinceyi
yineleyip gelistirerek, faktor analiziyle daha yakindan iliskili olan bir gizli (latent) degisken
modelinde parametrelerin maksimum olabilirlik tahminleri sayesinde, gozlenen veri
vektorlerinin bir setinin temel eksenlerinin olusturulabilecegini gostermislerdir. Ayni
calismada, PCA’nin aslinda hassas bir tahmin c¢ergevesi iizerinden iiretilebilecegi
belirtilmistir. Bunun i¢in faktor analizinde oldugu gibi bir gizli degisken modeli ele
alinmistir. Bir gizli degisken modeli, m boyutlu gézlenemeyen veya gizli t degiskenleri ile p

boyutlu gozlenen X degiskenleri arasindaki iligkiyi inceler.
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X=> Wt +u+e

=L

=Wt+u+¢ (2.14)

Geleneksel olarak, gizli degiskenler t~N(0,I) seklinde birim varyansli bir Gaussian
dagilimma sahip ve bagimsiz olarak tanimlanir. Ilave olarak hata terimleri e~N(0,)
seklinde dagilima sahiptir. ¢ ; diagonaldir ve W; pxm boyutlu parametre matrisi faktor
yiiklerini igerir. y, verinin ortalamasinin maksimum olabilirlik tahmin edicisi olup sabittir.
Verilen bu formiilasyona gore gozlenen degiskenler X~N(u, WW' + 1) seklinde bir
dagilima sahip olacaktir. Burada ¥’ nin diagonalliginden dolay1 gézlenen X degiskenleri, t
gizli degiskenlerine bagli ve sarthi olarak bagimsizdir. Y giiriiltii modeli diagonal oldugu
icin, W faktor yiikleri genel olarak temel eksenlerden farklidir. Aslinda faktor yiikleri ve
temel eksenler arasindaki benzerlik, 1) ’nin elemanlarinin yaklasik olarak esit oldugu
durumda goézlenir. Eger WW' modeli tam olursa ve bu yiizden 6rnek kovaryans matrisi S’e
esit olursa faktor yiikleri teshis edilebilir ve iterasyona basvurmaksizin S’in 6z ayrisimi
sayesinde analitik olarak belirlenebilir. Aksi durumda, W, u ve o parametrelerinin tahmini
icin maksimum olabilirlik tahmin edicisinin tanimlanmasina ve bunun i¢in de X’in marjinal

dagilimina ihtiyag¢ vardir.

Izotropik bir giiriiltii modeli e~N (0, c2I) icin (2.14) denklemi t verildigi zaman x —

uzay1 lizerinde asagidaki gibi bir olasilik dagilimi ima eder.
p(X |t,W, u,0°) ~ N(\Nt+y,02|p)

p(X [LW, 11,0%) = (275%) " exp {—%”x—Wt - u||2} (2.15)

Gizli degiskenler iizerinde bir Gaussian dagilim1 tanimlandiginda, p(x, t) ortak dagilima,

p(x,t) = p(x|t). p(t) olarak yazilabileceginden x’in marjinal dagilimi elde edilebilir. Yani

p(t) = 2m~™/2exp {— % t’t} i¢in,

p(X IW, 1,0%) = [ p(x]t). p(t)dt

=(27) " |27 exp {—%(X —u)' Zl(X—#)} (2.16)
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Burada,
py =EWt+pu+e)=u

Cov(X) =X =E[ (Wt+&)Wt+e)" |
=EWtt'W")+E(se")

Z=WW' +5°l, (2.17)

seklindedir. Bu model altinda gozlenen degerlerin olabilirlik fonksiyonu,
LW, 0% | X) =TT P04 W p,5%)
i=1
= (27) ™ (WWT +o?1 [ exp{—%tr[(WWT +ol,)* A]} (2.18)

olur. Burada A = Y (x; — ) (x; — )’ oldugu belirtilmelidir. Denklem (2.18)’den log-

olabilirlik fonksiyonu

n n 13 -
log LW, z,6° | X) = —7'0 log(27) 5 log | X | —EZ(Xi - ()05 —p) (219
i=1
olarak elde edilir. W ve o?’ye bakilmaksizin y’niin maksimum olabilirlik tahmin edicisi log-
olabilirlik fonksiyonunun p’ye gore kismi tiirevinin sifira esitlenmesi ile bulunur.
Yani,

olog(L(W, 1,67 | X)) _
ou

(2 (6 - ) =0

n

X (2.20)

Q=

S|

i=1

seklindedir. W ve o?’nin maksimizasyonu ise daha komplekstir, ancak yine de kapal
formda ¢oziimleri mevcuttur. Tekrar, log-olabilirligin W'ya gore kismi tiirevi alinip sifira

esitlenirse, S 6rnek varyans kovaryans matrisi olmak tizere,

Olog LW 0" 1X) _ 5554w —5-W) =0
oW

SEW =W (2.21)
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elde edilir. Bu denklemin ti¢ muhtemel ¢6ziimii vardir,

i. W=0
ii. C=SicinW =U(L—-a?I)'?R
iii. C#SveW #0i¢inW = U,,(L,,—0?1,,)*/?R

ile wverilir. Burada U,,, tim kolonlar1 S o&rnek varyans kovaryans matrisinin
Ozvektorlerinden olusan pxm boyutlu bir matris, L,, kosegen elemanlar1 S’in A;,
0zdegerlerinden olusan mxm boyutlu diagonal bir matris, R ise keyfi bir ortogonal matrisdir.
Kolaylik olmas1 agisindan R siklikla birim matris olarak almir. Yani R = I’dir. Ugiincii
¢oziimde karekdk operasyonu, o2 tahmini yapildigi zaman, pozitifligi garanti edecegi
icin, W’nin bu secimi ile, Tipping ve Bishop’un (1997) ve (1999)’da belirttigi gibi, W
lizerinde maksimum olabilirlik fonksiyonu, S Ornek varyans kovaryans matrisinin

ozdegerlerinde meydana gelir. Ozel olarak W nin olabilirlik fonksiyonu
W =U_(L, —oc%_)"*R (2.22)

alinabilir. Giiriilti varyansinin maksimum olabilirlik tahmin edicisi ise, disarida kalan

0zdegerlerin ortalamasindan baska bir sey degildir.

p
&* =ﬁ D4 (2.23)
- j=m+1

fi, W ve 6?2 degerlerinin olabilirlik denkleminde yerlerine yazilmasi ile

LW, 4,67 X) =
_n(p-m) 224
(27)"™"*( l__[/1 N CONE eXIO(—2— Z A, )eXIO(— ) (220

j=m+1

seklinde yazilabilir. Bu yiizden, log-olabilirlik fonksiyonu

log L(\W, /2,67 | X) = -1 Iog(27z)——log(Hl) NR=M a6 =M (2.25)
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olarak elde edilir. Esasen, —=“log(2m) ve —== ifadeleri sabit oldugu icin, (2.25)

denkleminin maksimize edilmesi —~log(IT; 4;) —"(pz_m) log(62) ifadesinin minimize

edilmesine esdegerdir [Tipping ve Bishop, 1997, 1999; Zhau, URL-3; Bozdogan ikili
goriisme, 2013].

Bir olasilik gergevesi i¢inde ¢alismanin en kritik ve en 6nemli avantaji, istatistik tabanl
model se¢im araglarimin kullanilmasina imkan vermesidir. Yani, olasilik yogunluguna
dayanan bir yaklasim, farkli PPCA modellerinin karsilastirilmasini ve veri igin en iyi

modelin belirlenmesini kolaylastirir.

2.1.7 PPCA icin EM algoritmasi

EM (Expectation-Maximization) algoritmas1 gizli degiskenlere sahip olan olasiliksal
modeller i¢in, maksimum olabilirlik ¢6ziimlerinin bulunmasinda kullanilan genel bir
tekniktir. Algoritma, yakinsamaya kadar iki adim arasinda doniigiimlii olarak devam eder,
Expectation (E-adimi) ve Maximization (M-adimi). E-adiminda, gizli degiskenlerin
beklenen degerleri, gozlenen verilerden ve model parametrelerinin mevcut tahminleri
kullanilarak tahmin edilir. M-adiminda, model parametreleri bir 6nceki E-adiminda tiiretilen
gizli degiskenlerin beklenen degerlerini kullanarak ve log-olabilirlik fonksiyonunu
maksimize ederek tekrar tahmin edilir. Bu iki adim yakinsama olana kadar devam eder ve
veri olabilirliginin lokal minumumunu bulmay: garanti eder. Yakinsama icin bir ¢ok
degerlendirme kriteri mevcuttur. Bazi kriterler, iterasyonlar arasindaki log-olabilirlik
kazancini dlgerken, diger bazi kriterler algoritmayr durdurmak igin birlesik log-olabilirlik

degerinin bir tahminini kullanir [Nyamundada, 2010].

PPCA’nde model parametrelerinin maksimum olabilirlik tahminlerini bulmak i¢in bir
EM algoritmas1 kullanilabilir. Maksimum olabilirligin yukarida verilen kapali formdaki

coziimlerinden ziyade bir EM algoritmasinin kullanilmasi asagidaki avantajlara sahiptir.

I.  Yiiksek boyutlu uzaylarda EM algoritmasi daha hizli ¢alisir
ii.  EM algoritmasi sayesinde, eksik gozlemlerin oldugu veri setleri lizerinde ¢alisilabilir

[Zhau, URL-3]
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E-adimi:

Mevcut parametreler ve X gozlem degerleri verildigi zaman, p(t, x) ortak olasiligin log-
olabilirlik fonksiyonunun, t gizli degiskenlerin sonsal sarth dagilimi p(t|x)’e gore

beklentisi alinir. O halde bu adim i¢in p(t, x) ve p(t|x) tanimlanmalidir.

p(t) ile t'lerin ve bagimsiz normal dagilimli giiriiltii teriminin bir lineer fonksiyonu olan
X’in dagilim1 normal oldugu i¢in, p(t|x)’in dagilimi da normaldir. X = Wt + u + ¢

modeli altinda,

E(t) =MW" (x— ) (2.26)
E(tt")=c’M ™ +E(t)E(t") (2.27)

olur. Burada, M = W'W + 2L, dir. Denklem (2.17)’de tanimlanan kovaryans modeli,
pxp boyutunda iken, bu modelin mxm boyutunda oldugunu belirtmek gerekir. (2.26) ve
(2.27) denklemlerinden Cov(t) = 02M ™1 olarak elde edilir. Dolayisiyla

p(t| x,W,o?) ~ N(M™ W' (x—),6°M™) (2.28)

p(t|x,W,c%) =
(27) ™ | o*M |’% exp {—%(t MW (x=)") (M )t =MW T (x —,u))}
(2.29)

yazilabilir.

p(x, t) ortak olasilik dagilimi i¢in p(x|t).p(t) tanimindan hareketle
—pl2 - 1 Te-1 - 1
P(x,1) = (27) "2 ] * expy =2 (X=u) 27 (X= ) p(27) *expy—Ttty (2.30)
elde edilir. Buradan hareketle, ortak olasiligin log- olabilirlik fonksiyonu

logL (W, 1,6% | X,t) = i{log p(x,t)} (2.31)
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n

> {log p(x|t)+log p(t)} (2.32)

i=1

= inl {—g log(270?) — 2(172 %, —y||2 —% (X — 1) Wt —ZTiZtTWTWt —%Iog(Zn) —%tTt}
(2.33)
seklinde olur. E-adimi igin (2.31) denkleminin p(t|x)’e gore beklentisi alinmalidur.
E[logL (\W,x,6%| X,t)|=
. —g log(2770%) - Zi_z I -4 —% (% — 1) Wt —%tTWTWt (2.34)

i=1 m 1 T m l T
—Elog(Zﬂ)—Et t—EIog(Zﬂ)—Etr[E(t t)]

M-adimi:

M-adiminda ise, (2.31) nolu denklemin W ve o%’ye gore kismi tiirevleri alinip sifira
esitlenerek logL.(W,u, 8%|X,t) maksimize edilir. Bu islemler igin, (2.26) ve (2.27) nolu

denklemlerin gozoniine alinmas1 ve gerekli islemlerin yapilmast ile,
W =SW (c?l + M WTsw)™ (2.35)
6% = %tr(s —SWM W) (2.36)
elde edilir. Burada tekrar, S = 1/nY.(x — ) (x — u)' ve M = W'W + ¢21,,, “dir.

E-adiminda gerekli olan istatistikler, (2.26) ve (2.27) denklemleri ve S ile M kullanilarak
hesaplanir, M-adiminda ise bu degerler ve (2.35) ile (2.36) denklemleri yardimiyla yeni
parametreler hesaplanir. Bu prosediir, algoritma i¢in belirlenmis yakinsama kriterine gore,

yakinsama saglanana kadar devam eder [Tipping ve Bishop, 1997,1999; Zhau URL-3].

Sonug¢ olarak, PPCA hem kovaryans matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerinin hesabini
gerektiren agik formda, hem de 6zellikle kayip gézlemlerin oldugu veriler veya yiiksek

boyutlu veriler iizerinde daha etkili olabilecek bir EM algoritmasina gére tanimlanmaigtir.
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Ornek: PPCA analizi, Matlab programinda ppca (data, k) komutu ile uygulanmaktadir.
Analiz sonucunda, bilesen skorlarina, her bir bilesen {izerindeki orijinal degiskenlerin
katsayilarina ve 6zdegerlere ulasilabilmektedir. Giris komutlarinda data yerine analiz
edilecek veri, k yerine ise, hesaplanmasi istenen bilesen sayisi yazilmaktadir. Bu bilesen
sayis1 maksimum degisken sayisinin bir eksigi kadar olmaktadir. Yani PPCA analizi ile
degisken sayis1 kadar degil, bir eksigi kadar 6zdegere ve temel eksene ulagilir. Daha 6nceden
kullanilan IRIS data i¢in PPCA analizi uygulanmasi sonucunda, klasik PCA’den farkli bir

sonuca ulasilmamigtir. Clinkii IRIS data icerisinde kayip gzlem bulunmamaktadir.

PPCA’in faydasim1 daha iyi anlayabilmek i¢in, kayip gozlemlerin bulundugu bir veri
tizerinde sonuglar1 klasik PCA ile karsilastirmak anlamli olacaktir. Bu nedenle IRIS data
lizerinde, data (x, y) =NaN komutu ile keyfi olarak bazi gozlemler silinmis ve analizler
yapilmistir. PCA sonucunda, kayip gozlemlerin oldugu satirlarin tamamen yok sayilarak
analiz yapildigi, PPCA sonucunda ise EM algoritmasi sayesinde, kayip gdzlemlerin
beklentisi hesaplanarak analiz yapildigi ve bu nedenle bilgi kaybinin yasanmadig tespit
edilmistir. Sonug olarak, kayip gbzlemi olmayan veri setleri icin PCA ve PPCA sonuglari
ayni olmakla beraber, bu noktada PPCA’nin tek tistiinliigiiniin bir olabilirlik fonksiyonuna

sahip olmasi sdylenebilir.

2.2 Model Secimi ve Bilgi Kriterleri

Model sec¢imi, temelde agiklayici degiskenlerden hangisi veya hangilerinin cevap
degiskeni tlizerinde etkili oldugunu ortaya koyarak mevcut modeller altkiimesi i¢inden en 1y1
modelin bulunmasi ile ilgili bir siiregtir. Agiklayict degisken sayisinin ¢ok oldugu ve model
hakkinda Onsel bilginin bulunmadig1 veya yetersiz oldugu durumlarda en iyi modelin
belirlenmesi arastirmacilarin 6niindeki en biiyiik problemlerden biridir. Ozellikle agiklayici
degiskenlere iligkin alternatif alt kiime sayisinin milyonlart bulabildigi bazi durumlarda
(p = 20 igin 2%2° = 1048576 adet degisken kombinasyonunun olmas gibi) genis ¢dziim
uzayim agiklamak i¢in, model se¢iminde niimerik optimizasyon teknikleri ve stratejilerine
ithtiya¢ duyulur. Genel olarak bir alt kiime se¢im probleminde niimerik teknikleri kullanmak

i¢in iki tane bilesene ihtiya¢ duyulur.
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I.  Coziim uzaym etkili bir sekilde tarayacak bir algoritma

ii.  Rakip modellerin karsilagtirilmasi igin bir kriter veya 6l¢ii

1970’lerin basindan beri, gectigimiz birka¢ on yilda, model se¢im algoritmasi ve
kriterleri ile ilgili bir¢ok calismaya rastlamak miimkiindiir. Bunlar arasinda klasik model
secim metotlar1 ve bilgi kriterlerine dayanan model se¢im metotlar1 yer almaktadir. Klasik
secim metotlar1 genellikle hipotez testleri ile gergeklestirilir. Agiklayici degiskenlerin sonug
modelinde yer alip almayacagina karar vermek i¢in arastirmaci tarafindan 6nceden keyfi bir
giiven diizeyi secilir. Bununla beraber istatistik¢ilerin ve diger bilim adamlarinin ¢ogu,
klasik model se¢ciminde kullanilan giiven diizeyinin temelsiz oldugunu vurgulamaktadirlar
[Linhart ve Zucchini,1986]. Baz1 bilim adamlar1 ise hipotez testi yaklagiminin teorik bir
dogruluga sahip olmadigini ve genellikle yetersiz 6l¢iide gecerli olduklarini ifade etmislerdir

[Burnham ve Anderson, 2002].

Popiiler istatistik paketlerinin hemen hemen tamaminda ileriye dogru se¢im (Forward
Selection), geriye dogru eleme (Backward Elemination) ve adimsal teknikler (Stepwise) gibi
bir¢ok klasik model se¢im prosediirleri vardir. Ancak bu se¢im metotlar1 degiskenler
arasindaki bagimlilik yapisiyla ilgilenmezler. Ozellikle ileriye dogru secim ve geriye dogru

eleme yontemlerini, Boyce vd. (1974)’de su sozlerle kritize etmislerdir.

“Algoritmaya giren ve ¢ikan degiskenlerin sirasi ile ilgili teorik bir dogrulama yoktur

veya ¢ok azdir.”

Dolayisiyla dogru degiskenlerin se¢imi rastlantisallik icermektedir. Adimsal tekniklerle
ilgili 6nemli bir elestiri ise Mantel (1970), Hocking (1983) ve Sokal & Rohlf (1981)
tarafindan su sekilde yapilmistir.

“Adimsal teknikler, tamamiyla dogru modeli nadiren belirleyebilmektedir. Adimsal

teknikler en 1yi thtimalle uygun bir model belirleyebilir.”

Farkl1 klasik model se¢im prosediirlerindeki tiim bu eksiklikler, en iyi veya en iyi olmaya
yakin model alt kiimelerinin se¢iminde sinirlamalar ortaya koymaktadir. Baz1 istatistikg¢iler
ve arastirmacilar tim muhtemel alt kiimeler {izerinden se¢im yapmay1 6nerseler de bir¢cok
durumda bu metot, hesaplama acgisindan uygun olmamakla beraber zaman ve maliyet

acisindan da miimkiin degildir [Bozdogan, 2004]
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Bilgi kriterlerine dayanan model se¢im prosediirleri, klasik yaklasimlara bir alternatif
olusturmaktadir. Bu tilirdeki kriterlerin temel fikri, gercek model ve en uygun model altinda
cevap degiskenlerinin dagilimlar1 arasindaki Kullback-Leibler uzakligini minimize etmektir.
Literatiirde bilgi kriterlerine dayanan kriterler tanitilmis ve gelistirilmistir. Ilk olarak Akaike
(1973), model se¢iminde yeni bir paradigma saglayan ve Akaike Bilgi Kriteri (Akaike
Information Criterion-AIC) olarak bilinen kendi kriterini gelistirmistir. O zamandan beri,
Akaike’nin kriterine dayanan bir ¢ok kriter ortaya atilmistir. Takeuchi (1976)’da 6nerdigi
Genellestirilmis Akaike Bilgi Kriteri (GAIC) olarak da bilinen Takeuchi Bilgi Kriteri
(Takeuchi’s Information Criterion- TIC or AICt), Sugiura (1978)’de gelistirdigi Diizeltilmis
Bilgi Kriteri (Corrected Information Criteria- AIC¢), Bayes Bilgi Kriteri (Bayesian
Information Criterion-BIC) olarak da bilinen ve Schwartz (1978) tarafindan gelistirilen
Schwartz Bayesci Bilgi Kriteri ( Schwart’s Bayesian Information Criterion-SBC), Hannan
ve Quinn (1979) tarafindan gelistirilen Hannan-Quinn Bilgi Kriteri (Hannan & Quinn’s
Criterion-HQC), Bozdogan (1987) tarafindan gelistirilen Tutarli Akaike Bilgi Kriteri
(Consistent Akaike Information Criterion-CAIC) ve yine ayni yil Fisher bilgi matrisinin
kullanimin1 6nerdigi Tutarli Akaike Bilgi Kriteri CAICF, bu kriterlerden bazilaridir.

Bu kriterler, modellerden birinin se¢iminde uyum iyiligini ve model yalinligini dikkate
almaktadirlar. Yalinlik i¢in genel bir kural, daha basit (yalin) bir modelin daima daha
karmagik bir modele tercih edilmesidir. Dolayisiyla en iyi model, en yalin ve en yiiksek
bilgiye sahip olan modeldir [Deniz, 2007]. Kullback-Leibler 6lgiisiine dayanan bu metotlar,
giiniimiize kadar sikhikla kullanilan R? gibi metotlardan kesinlikle daha iyi sonug
vermektedirler [Liu, 2007]. Dolayisiyla, bu kriterlerin yapisinin daha iyi anlasilabilmesi igin
oncelikle bilgi teorisinde dnemli yerlere sahip olan Entropi, Kullback-Leibler ol¢iisii ve

Fisher Bilgi Matrisi kavramlar: tanitilacaktir.

2.2.1 Entropi

Evrendeki hersey olasiligi daha az olan bir durumdan, olasilig1 daha yiiksek olan bir
duruma dogru stirekli bir artis igindedir. Bu durum tiim kapali sistemler i¢in gecerlidir. Bu
olasilik artisinin bir dl¢iisii olarak ortaya ¢ikan entropi basit olarak, bir seyin herhangi bir

durumda bulunabilme olasilig1 olarak tanimlanabilir [Erbas, 2010].
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Entropi kelimesi termodinamik literatiiriinde ortaya ¢ikmis olmasina ragmen, Claude E.
Shannon (1948) tarafindan tasarlanan bilgi kavrami ile olan iliskisi nedeniyle, kullanimi
hemen hemen tiim disiplinlerin i¢ine girmistir. Shannon’1n bir bilgi kaynagindaki belirsizligi
Olcen formiilasyonu, matematiksel benzerligi ve fizikteki Onemi nedeniyle,
termodinamikteki ve istatistiksel mekanikteki entropi ile ayni adla anilir. Ancak ayirt
edilebilmesi i¢in bilgi teorik entropi (information theoretical entropy) veya Shannon’in

entropisi olarak adlandirilir.

Bir arastirmadan elde edilebilecek veri seti iginde, her tiirlii 6lgme diizeyinde sorulmus
sorularin/gézlemlerin sonuglart mevcut olabilir. Hangi 6lgme diizeyinde Olcililmiis olursa
olsun, elde edilen sonuglar olasiliklar bi¢iminde ifade edilebiliyorsa, degiskenler i¢in entropi
degerleri hesaplanabilir. En diizenli durum olasilig1 en az olan durum, en diizensiz durum
olasilig1 en fazla olan durumdur. Bu nedenle entropi, sistemde var olan diizensizligin

derecesinin bir dl¢lisiidiir.

p tane muhtemel degere sahip olan bir X olaymi ele alalim. X’in kesikli degerleri
xj (j = 1,2, ....p) olsun. xj’nin her bir degeri, olasilik sartlarin1 saglayan p(x;) olasiliklarina
sahip olsunlar. Yani; 0 < p(x)) <1 ve Y)_,p(x;) =1 olsun. p(x;) olasihg: ile X = x;

olay1 gézlendikten sonra elde edilen bilgi miktari,

I(xj):log{ ! Jz—logp(xj) (2.37)
p(X;)

i

olarak tanimlanir. Olasilik birden kiiciik oldugunda, logaritmasi negatif bir say1 ¢ikacagi
i¢in, formiildeki eksi igareti bilgi miktarini pozitif yapmayi amaglar. (2.37) nolu denklemde
verilen x; degerleri tarafindan tamimlanan bilgi miktari, onlarin meydana gelme
olasiliklarinin tersi ile iliskilidir. Yani, eger X olay1 i¢in p adet muhtemel deger farkli
olasiliklarda meydana gelirse, 6zellikle de p(xj) olasilig1 diistikse, o zaman ¢ok daha ilging
bir durum olur ve bu yiizden daha yiiksek olasiliklarda meydana gelebilecek diger x;
degerlerinden ziyade X’in x; degerini almasi daha fazla bilgi igerir. X olaymin entropisi ise

bilginin ortalamasi veya beklenen degeri olarak tanimlanir. Yani:
p p
H)=E {100} = pxp)1 () ==Y p(x,)log p(x,) (2:38)
j=1 j=1
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seklindedir.

Siirekli durum igin

+00

H(x) = E{I(X)}z—_[ p(x;)1 (x;)dx (2.39)

—00

seklindedir.

X rastlant1 degiskeninin H(X ) ile gosterilen entropisi, dagilimin diizgiinliigiinii 6lger ve
dagilima iliskin belirsizligin bir Olgiisiidiir. Entropi, olasiliksal modelin bilinmeyen
parametresine dayalidir ve 6rneklemden elde edilir. Entropi standart sapma gibi bir degisim

olciisiidiir. Ornegin p ortalamali, o2 varyansli normal dagilimin entropi fonksiyonu

H(X) = log(~2mo )'dir [Thomaz,2004].

2.2.2  Kullback-Leibler Olciisii

Kullback ve Leibler (1951)’de yapmis olduklart bir ¢alismada, iki olasilik dagilimi
arasindaki uzaklig1 bilgi cinsinden 6lgmiislerdir [Bozdogan, 1987]. Bilgi kurami igerisinde
yer alan temel kavramlardan biri olan bu uzaklik, Kullback-Leibler (KL) uzaklig1 olarak
bilinir. KL uzakligi; goreli entropi, iraksama, ayirim igin bilgi gibi farkli isimlerle de

adlandirilmaktadir. p(x) ve q(x), iki kesikli degiskenin olasilik dagilimi ise, bu iki dagilim

arasindaki KL uzakligi,
p(x)
D(plla)=2_ p(x)log——= (2.40)
; q(x)
ve siirekli durum i¢in KL uzakligy,
X
D(plla) = | p(x)log 2% gx (2.41)
q(x)

seklindedir [Bozdogan,1990].
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2.2.3 Fisher Bilgi Matrisi

p bagimsiz bilesenden olusan X = (X 1, X2, ) Xp) rassal degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu f(X|0) olmak iizere, X rassal degiskenine ait olabilirlik fonksiyonu
p
L@ X)=]]fi(X;10) (2.42)
i=1

ve buradan log-olabilirlik fonksiyonu

|(9):|(9|X):ilog f.(X,]6) (2.43)

olarak tanimlansin. Fisher bilgisinin beklenen degeri, log-olabilirlik fonksiyonun

kullanimryla asagidaki gibi tanimlanir.

F(0)=-EF (826(,20)] (2.44)

Negatif olmayan degerler alan bu bilgi etkinlik ve yeterlilik kavramlari ile yakindan
ilgilidir. 6 parametresine iliskin bilginin miktarin1 6lger ve 6 parametresinin yansiz
kestiricisinin dogrulugu ile orantilidir. Fisher Bilgi Matrisi’nin tersi, Ters Fisher Bilgi
Matrisi (Inverse Fisher Information Matrix-IFIM) model kovaryans matrisi ile yakindan
iligkili olup baz1 bilgi kriterlerinde 6nemli rol oynar. Gergek 6 parametresinin kestirimi olan
6°mn yardimu ile hesaplanan £ nin kullanilmastyla normal dagilim icin IFIM,

3(0) 0

o (3 D;.,[£(0)®5()] D,;qj (249
n

seklinde hesaplanir. Burada, D ile duplikasyon matrisi, D* ile (DpTDp)‘leT seklinde
tanimlanan Moore-Penrose tersi, @ ile kronecker ¢arpim ifade edilmektedir [Williams ve
Bozdogan, 1995; Akbilgic,2011].
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2.2.4 Akaike Tipi Bilgi Kriterleri

Istatistiksel model degerlendirme siirecinde iki tip hata ile karsilasilabilir. Bunlardan
birincisi modelleme hatasi, ikincisi ise yan ve varyans olarak da adlandirilan tahmin
hatasidir. Bagka bir ifade ile 6 parametre vektorlerinin tahmini esnasinda yapilan kestirim
hatalaridir. O halde, R toplam riski, R(M) modelleme riskini, R(E) kestirim riskini

gostermek lizere bu durum,

Toplam Risk = Modelleme Riski + Kestirim Riski
R R(M) R(E)

seklinde ifade edilir. Model degerlendirme siirecinde, degiskenlerin se¢imindeki amag
toplam risk R’nin en kiigliklenmesidir. Bu anlamda bir model se¢im kriteri, maksimum

olabilirlik tahmini altinda bir modelin toplam riskinin tahmin edicisidir [Bozdogan, 2000].

Akaike (1973) ve (1974) yillar1 arasinda ard arda yayimladigi makaleler ile istatistiksel
modelleme ve istatistiksel model tespiti veya degerlendirmesi alanlarindaki gelismelere 6n
ayak olmustur. Bu nedenle bu alandaki ilk arastirmacilardan biri olarak kabul edilmektedir.
Akaike tipi bilgi kriterleri ise, Akaike’nin AIC kriterini temel alan kriterlere verilen genel
bir addir. Bu kriterlerin uyum eksikligi bilesenleri ayni olmakla beraber, uyum
eksikligindeki yanlilig1 telafi etmek i¢in kullanilan ceza terimleri farklidir [Akbilgic, 2011].
Aragtirmaci i¢in karar kurali, minumum bilgi kriteri (hangi kriter kullanilmissa) degerine

sahip olan modeli segmektir.

Ortalama beklenen olabilirligin logaritmasinin -2 katinin yansiz kestiricisi olan AIC,
modelin uyum eksikliginin degerlendirilmesi ve parametre sayisinin cezalandirilmasi
esasina dayali bir kriterdir. Parametre sayisinin ceza terimi olarak kritere eklenmesi, AIC’ ni
farkli boyutlu modellerin karsilagtirilmasina imkan saglayan bir hale getirmektedir [Deniz,
2007]. L(8), maksimize edilmis olabilirlik fonksiyonu, 8, model altinda 6 parametre
vektoriiniin maksimum olabilirlik tahmini ve k modeldeki bagimsiz parametre sayisini

gostermek lizere,
AIC = -2log L(8) + 2k (2.46)

seklinde tanimlanir. (2.46) esitliginde ilk terim, parametre kestirimi i¢in maksimum

olabilirlik yontemi kullanildiginda, uyum kotiiliigii veya yanlhiliin bir 6l¢iimii oldugu icin
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uyum eksikligi terimi, ikinci terim ise birinci terimdeki yanlilig1 telafi etmenin bir dl¢timii
oldugu icin ceza (penalty) terimi olarak adlandirilir. AIC, 6 parametre vektoriiniin
dagiliminin bilindigi ve maksimum olabilirlik kestiricisi ile tahmin edilebildigi durumlarda
kullanilir. Takeuchi (1976) ve daha sonradan Shibata (1989)’da i¢ i¢ce olmayan veya farkli
parametrelere sahip modeller arasindan bir model se¢gme konusuyla ilgilenmisler ve bunun
icin Akaike’nin varsayiminda bir esneklik diisiinerek 6 parametre vektoriiniin dagilimimin
bilinmedigi ve maksimum olabilirlik kestiricisi ile tahmin edilemedigi durumlari
incelemislerdir. Bu durumda artik, maksimize edilmis olabilirlik fonksiyonlarinin
ortalamasi, log-olabilirlik fonksiyonlarinin beklenen degerine yakinsamayacaktir.

Yani,

%Iog L(x|é):%ZIog f(x|é)ooEX[Iog f(x|é)] (2.47)

yazilabilir. Bu durumda maksimize edilmis olabilirlik fonksiyonlarinin ortalamasi, log-
olabilirlik fonksiyonlarinin beklenen degeri arasinda bir yanlilik s6z konusu olacaktir. Bu

yanlilik,

b = Bias = %tr(?:lif%) +0(n™Y) (2.48)

seklindedir. Burada F , Fisher bilgi matrisinin i¢ ¢arpim veya Hessian formu, R ise Fisher
bilgi matrisinin dis carpim formudur. AIC formiiliinde yanlilig1 telafi etmek i¢in kullanilan
2k ceza terimi yerine (2.48) ifadesinin kullanilmasiyla Genellestirilmis Akaike Bilgi Kriteri

ortaya ¢ikmuistir.
GAIC =—2log L(8) + 2tr (F R) (2.49)

GAIC, model secim litaretiiriinde ayn1 zamanda Takeuchi’nin Bilgi Kriteri (TIC) veya
AIC+ olarak da bilinmektedir [Bozdogan 2000]. Bayesci Bilgi Kriteri (BIC) olarak da bilinen
ve Schwartz (1978) tarafindan AIC’n bir versiyonu olarak Onerilen bir baska kriterdir.

Bayes yaklagimini temel alan ve Schwartz Bilgi Kriteri-SBC olarak da bilinen bu kriter

SBC =—2log L(6) +k log(n) (2.50)
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seklinde tanimlanmaktadir. AIC ile kiyaslandig1 zaman daha biiyiik bir ceza terimine sahip
oldugu ic¢in SBC ile secilecek modelin, AIC ile segilecek modelden daha kii¢lik veya en
azindan esit boyutta olmasi beklenir [Akbilgic, 2011].

Bilindigi tizere, 6rneklem biiyiikliigii arttikga, AIC nin ilk terimi artar fakat ceza terimi
olan 2k, degismez. Bunun anlami ceza teriminin yanliligi telafi etmedeki etkisinin, n
orneklem blyiikligi arttikca azalmasidir. O halde, AIC bilgi kriterinin tutarlilifinin
asimptotik durumda siipheli oldugu sdylenebilir. Ayrica, ceza teriminin 6niindeki 2 sayisinin
kullanim1 da literatiirde elestirilmis ve Bhansali ve Downham (1977)’de 2’nin yerine bir a
sabiti koyarak bu sabitin 1 ile 4 arasinda degerler alabilecegini sdylemistir. Rissanen ise
(1978)’de bu saymnin rasgele segcildigini bildirmistir. Bu noktadan hareketle Bozdogan
(1987)’de AIC kriterini gelistirmek, genisletmek ve onu asimptotik durumda tutarli yapmak
icin once Tutarli Akaike Bilgi Kriteri CAIC’ni daha sonra Fisher Bilgi Matrisinin
kullanildig: tutarli bilgi kriteri CAICF’i 6nermistir.

CAIC = -2log L(0) +k[log(n) +1] (2.51)
CAICF =-2log L(8) +k[log(n) + 2]+ log | # (&) | (2.52)

CAIC formiilii BIC formiiliine benzemekle beraber, BIC’1n ceza teriminden parametre
sayis1 kadar daha fazladir. Dolayisiyla CAIC, simdiye kadar bahsi gegen tiim kriterlere gore
daha fazla cezalandirma yaparak daha yalin modeli segebilecektir [Bozdogan, 2000; Deniz,
2007]. CAIC ve CAICF’in kullanilmasi ile asir1 uyum (overfitting) olarak da adlandirilan
veriye asirt bagimli ya da veriye asirt uyum gosteren model elde edilmesi olasilig1 azaltilarak

daha yalin modellerin elde edilmesi saglanmis olur [Bozdogan, 1987].

Buraya kadar bahsi gecen bilgi kriterlerinin en biiyiik eksikligi degiskenler arasindaki
iliskileri goz ardi ederek model segimi yapmalaridir. Istatistiksel modellerde en iyi modelin
secimi, aragtirmacinin degiskenler arasindaki iliskiler hakkinda kesin bilgisinin olmadigi
durumlarda ayrica 6nemli bir sorundur. Bu noktadan hareketle, Bozdogan sadece uyum
1yiligi ve model yalinligin1 degil, ayn1 zamanda modelin karmasikligini da géz niine alarak
ICOMP tipi kriterleri gelistirmistir [Bozdogan 1988, 1990, 1994, 1998, 2000, 2004,
2010,...]. Bu nedenle ICOMP tipi kriterlerin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bilgi 6l¢iimii ve

bilgi karmasikligi kavramlarini tanimlamak faydali olacaktir. Bu sebeple, daha 6nceki
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paragraflarda tanimlanan Kullback-Leibler 6l¢iisiiniin cok degiskenli dagilimlar i¢in tanimi1

verilecektir.

2.2.5 Bilgi Ol¢iimii ve Bilgi Karmasikhg

Rasgele bir vektor icin komplekslik asagidaki gibi tanimlanir. “Rasgele bir vektoriin

kompleksligi, onun bilesenleri arasindaki bagimliligin  veya etkilesimin  bir
oOlgtsiidir.”’[Bozdogan, 2004]. f(X) =f (Xl,Xz, ...,Xp) ortak dagilim fonksiyonu ve
fj(X j), j =1,2,...,p marjinal dagilim fonksiyonlar1 olmak tlizere p degiskenli siirekli bir

dagilim diigiinelim. X;, X5, ..., X, rasgele degiskenleri arasindaki bagimliligin 6lgiist,

f (X, X, X
1(X)=1(X;, X, X,) =E, | log (Xy) Xg1s Xp) (2.53)
fl(xl)fZ(XZ)fp(Xp)
veya buna denk olarak,
wote f (X, X, X
1(X)= [ [ (X0 X500 X)) log (X, Xz X,) dX,..dX,  (254)
LA f,(Xy). F,(X,)... £ (X))

seklinde tanimlanir [Kullback, 1968; Harris, 1978]. Burada I(X) bagimsizliga kars1 sapan
bilgi miktar1, Kullback-Leibler (KL) 6l¢iisiidiir. /(X) ayn1 zamanda beklenen karsiliklt bilgi
veya uygun bilgi olarak da bilinen, degisken bilesenleri arasindaki beklenen bagimliligin bir

Olciisiidiir.
[(X) asagidaki Ozelliklere sahiptir.

i. I(X)=1 (Xl,XZ, ...,Xp) > 0’dir. Yani beklenen karsilikl bilgi negatif degildir.

ii.  Eger her p ¢ifti igin X3, X5, ..., X, rasgele degiskenleri karsilikl1 ve istatistiksel olarak
bagimsiz ise f(Xl,XZ, ...,Xp) = f1(X). ,(X2) ...fp(Xp)’dir. Bu durumda (2.54)
esitligi sifira esit olur. O halde (2.54) esitligi sifirdan farkli ise bagimlilik vardir
[Bozdogan, 2004].

(2.54)’deki KL sapmasi, Shannon (1948)’un entropisi ile iligkilidir. Shannon’un Entropisi,

herhangi bir X rastlant1 degiskeninin dagilim fonksiyonu fy (X) olmak tizere,
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H(X) = —E[log f, (X)] (2.55)

olarak tanimlanir ve bu ifade X rastlant1 degiskeninin fyx(X) dagilimina ne kadar uydugu
bilgisini vermektedir [Akbilgi¢, 2010]. Bu tanim1 kullanarak, H(X;) j = 1,2, ..., p marjinal

entropiyi ve H (Xl,Xz, ,Xp) ortak entropiyi gdstermek iizere,
p
LX) =1(Xy, Xy X)) = DT H(X ) = H(X,, X500, X ) (2.56)
i=1

seklinde yazilabilir. (2.56) denklemi Watanabe (1985) tarafindan, yapisal ilginglik ve
bagimlilik 6l¢iisii olarak adlandirilmaktadir. Bu ifade ayn1 zamanda Shannon Kompleksligi
olarak da ifade edilmektedir. Yapi1 icinde ne kadar ¢ok bagimlilik olursa, marjinal
entropilerin toplami da o kadar biiyiik olacaktir. Daha az ve daha 6nemli degiskenlerin
ayiklanmasi isteniyorsa, bagimlilik varliginda bu degiskenlerin i¢erdigi bilginin karsilikli
olarak cogaltilmasi anlamina geldigi icin, onlarin istatistiksel olarak bagimsiz olmasi

istenecektir.

Bozdogan (1990, 2000, 2004) calismalarini takip ederek bir ¢ok degiskenli dagilimin
kompleksliginin kuramsal bilgi ol¢iitiinii tanimlamak i¢in, f(X) = f (Xl,Xz, ...,Xp)’i cok

degiskenli normal dagilim fonksiyonu olarak ele alalim.Yani

p 1

f(X)= (X, X, X,) =(27) 2|2] 2 exp{—%(x—,u)TZl(X—,u)} (2.57)

olsun. Burada p = (uy, 2, ...,,up)' ,—o<puj<oo j=12,.,p ve >0 olup
X~N,(u, Z)’dur. (2.56) denkleminden ortak entropi

H(X) = f(X)Elog(Zﬂ)IZH%(X—u)TZl(X—u)}dX

- g log(27) | 2| +%tr { [ £ o= (x= )" (x- ,u)dx} (2.58)

yazilabilir. E[(x — p)'(x — u)] = Z oldugu gbzoniine alinirsa
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H(X) :glog(Zﬁ)+§+%log|Z|
:g[log(Zﬁ)+1]+%log|Z| (2.59)

elde edilir. (2.59) denkleminden marjinal entropi

H(X;)=—[ f(X;)log f(X;)dx,

1 1 1
=—log(27)+=+=log|lo;| j=12,.., 2.60
> 9(27) 55 gl J p (2.60)

]

olarak elde edilir.

Marjinal entropi ve ortak entropinin, ¢ok degiskenli normal dagilim icin degerleri elde
edildikten sonra van Emden (1971, s.61) tarafindan tanimlanan kovaryans kompleksliginin
baslangi¢ tanimi verilebilir. Bu tanim daha sonradan Bozdogan’in kriteri ICOMP’1n
formiilinde kullanilan maksimal kovaryans kompleksliginin tanimi i¢in ilham kaynagi
olacaktir. van Emden (1971)’de ¢ok degiskenli normal dagilim i¢in £ kovaryans matrisinin

bilgi kompleksligi i¢in bir 6l¢ii vermistir. Bu 6l¢ii,
p
I(X)= I(Xl,XZ,...,Xp)=ZH(XJ)—H(X1,X2,...,Xp) (2.61)
j=1
ifadesinde marjinal ve ortak entropi denklemlerinin yerlerine yazilmasi ile,
P11 1 1 p p 1
[(X)=) |=log(27)+=+=log|o; | |-—-log(27)——=—=log | Z 2.62
(=3 Jloo(zn)+ 5+ F0g1e, || - Diogter) - B-Juoglz) (22
elde edilir ve bu ifade
18 1
C,(2)= —Zlog(ajj)——log | Z| (2.63)
24 2
seklinde indirgenebilir. Anlasildig1 tizere o;;, X’min j. kosegen elemanidir ve p, X’nin
boyutudur. Eger degiskenler lineer olarak bagimsiz ise, yani X bir diagonal matris ise

Co(Z) = 0’dir. Eger degiskenlerden bir tanesi, diger degiskenlerin lineer bir fonksiyonu
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olarak yazilabilirse, |X| = 0 oldugu i¢in Cy(Z) = o’dur. Ancak van Emden’in (1971)’de
isaret ettigi gibi Cy(Z), £ kovaryans matrisindeki komplekslik miktarinin etkili bir 6l¢iisii
degildir. Ciinkii

i.  Co(®), X1, X,, ..., X, rassal degiskenlerin ortak ve marjinal dagilimlarina baglidir.

ii.  Cy(Z)’min ilk terimi, ortonormal doniisiim altinda degisebilir [Bozdogan,2004].

Z’nin kompleksliginin maksimal miktarin1 karakterize etmek i¢in, Bozdogan (1988,
1990) tarafindan C,(Z)’nin herhangi bir ortonormal doniisiim altinda maksimumu
hesaplanmis ve bu yeni olgii C;(X) olarak tamimlanmustir. T herhangi bir ortonormal

doniisiim olmak iizere,

C,(2) = mTax{H(X1)+...+ H(X,) = H(X;, X, X,)}
18 1
C,(2) =max C, (£) = max EZIog(aﬂ)—Elog |Z] (2.64)
=1
seklindedir. Ortonormal doniisiimler tr(X) = 011 + -+ + 0, ‘yi degismez birakt1g1 igin

p p
max ) _log(c ;) =maxlog[ [ o (2.65)

j=1 j=1

elde edilir. Bu maksimizasyonu yapmak igin (H of j)l/p < iz 0jj oldugu gézoniine alinirsa,
= plogtr(X)— plog p

= plog {@} (2.66)

elde edilir. Bu deger, C,(Z)’da yerine yazilirsa
cl(z)=£|og{@}llog 3] (2.67)
2 p 2

yazilabilir [Bozdogan 1988, 1990]. C;(Z), Cy(Z) igin bir st sinirdir ve hem varyanslar
arasindaki esitsizligi hem de X’da kovaryanslarin katkisini dlger. Boyle bir 6l¢li model

icindeki yiiksek dereceden korelasyonlar, farkliliklari, benzerlikleri ve model yapisinin
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ilging yonlerini tanimlamak i¢in, degerlendirme ve model secim problemlerinde g¢ok

onemlidir. (2.67) denklemi i¢in gerekli diizenlemeler yapilirsa,

&
C,(x)=Ltiogl P J (2.68)

2 |Z]

()

ifadesi de yazilabilir. | 2|, genellestirilmis varyans ve —— toplam varyans ortalamasi oldugu

icin kompleksligi, genellestirilmis varyans ile toplam varyans ortalamasimin geometrik

ortalamasi arasindaki logaritmik oran olarak da yorurnlayabiliriz. Dahasi, eger X ‘nin

ozdegerlerini A4, A5, ..., A, olarak alirsak, o zaman 12 > =A== Z Aj 6zdegerlerin aritmetik

ortalamasi1 ve |X|/P = (H/l) 0zdegerlerin geometrik ortalamasi olmak iizere

Y’nin kompleksligini

(2.69)

M| Y

«

C(Z)_plo

olarak da yorumlayabiliriz. C;(X), £’nin 6zdegerlerinin nasil esit olmadigini dlger ve tek bir
fonksiyon i¢inde determinant ve iz olarak adlandirilan ¢ok degiskenli sag¢ilimin en basit iki
Olgegini icerir. £’nin tam rankli olamadigi durumlarda p degeri genellikle s = rank(X)

olacak sekilde degistirilir.

Genel olarak, kompleksligin biiyiik degerleri degiskenler arasinda yiiksek bir etkilesim
oldugunu, kiigiik degerleri ise etkilesimin zayif oldugunu gosterir. C;(Z)’nin minumum
degeri yapidaki en az komplekslige karsilik gelir. Bagka bir ifade ile £ — I oldugu zaman
C,(X) » 0’dir. Bu, kuramsal bilgi karmagikligi ile hesaplama ¢abasi arasinda makul bir
iligski kurar. Dahasi1 en az komplekslige sahip olan matrisin birim matris oldugu anlamina
gelir. Istatistikte buna karsilik gelen yapilar, ortogonal tasarimlar veya iliskilerin,
baglantilarin olmadigi lineer modellerdir. Aksi durumlarda C;(Z) > 0’dir. C;(Z)’nin bir
baska Onemli oOzelligi ise Cy(Z)’nin tersine ortogonal doniisiimler altinda degismez
olmasidir. Bu konuyla alakali daha detayli bilgi i¢cin Bozdogan (1988, 1990, 2004)

kaynaklarina bagvurulabilir.
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2.2.6 ICOMP Tipi Bilgi Kriterleri

ICOMP, (I; Information-COMP; Complexity) Bozdogan tarafindan (1988) yilinda, ¢ok
degiskenli dogrusal ve dogrusal olmayan modellerde model se¢imi icin gelistirilen bir

kriterdir. Her ne kadar AIC temeline dayanan bir 6l¢ii olsa da, AIC’dan farkli olarak
ICOMP;

i.  Sonlu 6rneklem dagilimlarindan baslayarak bir modelin parametre kestirimlerinin
kovaryans matris 6zelliklerinin bilgiye dayali belirlenmesini
ii.  Bir modelin dogrulugunun belirlenmesinde yeni bir yaklasim olarak ters Fisher bilgi

matrisi-IFIM 6zelliklerinin bilgiye dayali belirlenmesini

kullanir. Model karmasikliginin bir 6l¢limii olmaksizin, model davranigin1 kestirmek ve
model kalitesini degerlendirmek zordur. Bu nedenle ICOMP tipi kriterlerin amaci; bir
modelin karmasikligr ve uyum iyiligi arasindaki en uygun dengeyi saglamaktir. ICOMP,

asagidaki kayip fonksiyonunu tahmin etmek i¢in tasarlanmistir.

Kaywp = Uyum eksikligi + Parametrelerin ceza terimi + Komplekslik ol¢iisu
AlC

ICOMP

AIC, sadece uyum eksikligi ile ceza terimi arasinda bir denge kurmayr amaclarken;
ICOMP, modeldeki parametrelerin birbirleriyle nasil iliskili olduklarimi1 o&lgen bir
komplekslik 6l¢iisii de goz Oniine alarak bu dengeyi kurmay1 amaclar. Bu nedenle, bagimsiz
parametre sayisini direkt olarak cezalandirmak yerine, modelin kovaryans kompleksligini

cezalandirir. Buradan ICOMP,
ICOMP =—2log L(6) +2C, (%) (2.70)

seklinde tamimlanir. Burada L(A), maksimize edilmis olabilirlik fonksiyonu, 8, model
altinda 8 parametre vektoriiniin maksimum olabilirlik tahmini, C;; (2.67) nolu denklemde
tanimlanan gercel degerli komplekslik 6l¢iisii ve X, modelin parametre vektorlerinin
kovaryans matrisidir. Bu kovaryans matrisi ¢esitli sekillerde tahmin edilebilir. Bunlardan
biri (2.45) nolu denklemle tanimlanan kestirilmis ters Fisher bilgi matrisini kullanmaktir. Bu

durumda ICOMP’1n en genel formu,
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ICOMP(IFIM) =—2log L() +2C,(F ™) (2.71)

olarak tanimlanir. (2.71) nolu denklemdeki ilk bilesen modelin uyum eksikligini 6lgerken
ikinci bilesen ise tahmin edilen parametrelerin dogrulugunu goéz oOniinde bulunduran

kestirilen ters Fisher bilgi matrisinin kompleksligini 6lger. (2.67) nolu denkleme dayanarak,

2
C(F )= g log {@} —% log | F* | 2.72)

ile hesaplanabilir. Yine £~1’in tam rankli olmamasi durumunda p, s = rank(F 1) olacak
sekilde degistirilir [Bozdogan 1990, 2000, 2004].

ICOMP tipi kriterlere farkli bir yaklasim sonsal beklenen fayday1 (Posterior Expected
Utility PEU) maksimize etmek amaciyla ICOMP’1n Bayes uyarlamasi

ICOMP _ PEU =-2log L(8) +k +2C,(F ™) (2.73)

seklinde tanimlanmistir. Bu yaklasim, model altinda 6 parametrelerinin 6nsel (prior)
dagilmi f,;0,-(6|y) ve sonsal (posterior) dagilimi fp,s:(6]y) arasindaki KL uzakligina

bagli olarak ortaya atilmistir.

Bir bagka yaklasim ise ICOMPwmiss kriteridir. Bozdogan, modellerin genelde yanlis

belirlendigi varsayimindan yola ¢ikarak bu kriteri
ICOMP_ MISS =—2log L(8) + Z[tr(?"lif?) + Cl(fﬁ“’l)} (2.74)

olarak tanimlamistir. Burada F, Fisher bilgi matrisinin i¢ carpim veya Hessian formu, R ise
Fisher bilgi matrisinin dis ¢carpim formudur. Eger model dogru belirlenmigse bu iki form

birbirine esit olacak ve tr(iﬁ ‘1ﬁ) = iz(I) = k olacaktir. Bu durumda,

ICOMP(IFIM), =—2log L() + 2k + 2C,(F ™)

R (2.75)
=AIC+2C,(F)

elde edilir [Bozdogan ve Howe, 2012].
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Bunlarin yanisira ICOMP’1n farkli uygulama sahalarinda tanimlanan ve uygulanan bagka
yapilar1 da s6z konusudur. Daha detayl1 bilgi i¢in Bozdogan (1987,..., 2015) kaynaklarindan
faydalanilabilir. Calisma kapsaminda (2.76) denklemiyle verilen en yeni ICOMP tipi kriteri
Consistent ICOMP- CICOMP kullanilmustir.

CICOMP = CAIC +2C (F %) (2.76)

2.2.7 Bilgi Kriterlerinin Karsilastirilmasi

Istatistikte karmasikligin tek bir tanim1 yoktur. Deneysel olarak karmasiklik rasgele bir
vektoriin bilesenleri arasindaki karsilikli bagimliligin bir 6l¢iimii olarak tanimlanabilir.
Karmagikligin biiyiik degeri, degiskenler arasindaki etkilesimin de biiyiik oldugunu
gostermektedir. Bu nedenle model degerlendirmede karmasiklik kavrami énemli bir rol
oynamaktadir. Kapsamli model, karmasikliginin bir 6l¢iimii olmaksizin, model davranisinin
kestirimi ve verilen bir modelin kalitesinin degerlendirilmesi zordur [Bozdogan, 1988].
Literatiirde bir ¢ok arastirmaci, AIC tipi kriterlerde yer alan ceza teriminin iste bu
karmasiklig1 6nlemek icin yetersiz olup olmadigini sorgulamistir. Bu noktada yoneltilen en
biiyiik elestiri model bilesenleri arasindaki iligkileri hesaba katmamasidir. Bu baglamda,
model bilesenleri arasindaki karsilikli bagimliligin derecesi géz oniine alinarak tanimlanan
ICOMP tipi kriterler, AIC tipi kriterlere gére daha dogru karar vermeyi saglar. En basit
ornegi ile, AIC tipi kriterler ile coklu dogrusal baglanti problemine sahip bir model se¢mek
olas1 iken, [COMP tipi kriterler ile en diisiik seviyede ¢coklu dogrusal baglantiya ve miimkiin

olacak en az sayidaki degiskene sahip bir model se¢gmek olasidir.

ICOMP tipi kriterlerin, AIC tipi kriterlere gore bir diger iistiin 6zelligi farkli parametre
kestirim yontemlerinin saglamlik 6zelliklerini incelemeye imkan veren kovaryanslarin
karmasgiklik dlgiisiine sahip olmasidir. Maksimum olabilirlik kestirimlerine dayali AIC-tipi
kriterler genelde yanlidir ve model uyumlulugu en iyi modelin belirlenmesi siireclerinde
parametreler arasi bagimliligi, parametrelerin gereksiz veya dogru olmasi kavramlarimi
dikkate almazlar. Oysa ICOMP tipi kriterler, Fisher bilgi matrisinin roliinii 6n plana
cikarmaktadir. Ters Fisher bilgi matrisinin izi ve determinanti, sirasiyla parametre
duyarliliginin etkisi ve parametrelerin korelasyonunu dikkate alan karmasik bir fonksiyonu

temsil etmektedirler [Deniz, 2007; Akbilgic, 2011; Bozdogan, 1988].
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2.2.8 PPCA’de Bilgi Kriterleri ile Boyut Secmek

Bir 6nceki boliimde detayli bir sekilde anlatilan bilgi kriterlerinin yapisindan anlasildigi
tizere, bir model icin bilgi kriteri uygulayabilmenin en 6nemli zorunlulugu, maksimum
olabilirlik tahmin edicisinin var olmasidir. Boliim (2.1.6)’da detayli bir sekilde anlatildigi
gibi, olasilikli temel bilesenler analizi bize bu tahmin ediciyi saglamaktadir. Denklem (2.25)
ile verilen olabilirlik tahmin edicisinin -2 ile ¢arpilmasi sonucunda, PPCA bilgi kriterlerinin

uyum eksikligi terimi,

—2log L(f\,y,&2|X):nplog(27r)+nlog[ ljj+n(p—m)log(&2)+nm (2.77)
=1

]

seklinde elde edilir. Buradan, PPCA modeli i¢in Zhao tarafindan tanimlanan serbest

m(m-1)

parametre sayisinin k = pm + 1 — oldugu da gbz Oniine alinirsa, asagidaki bilgi

Kriteri denklemleri yazilabilir [URL-3]. Calisma kapsaminda AIC ve CAIC’nin yanisira
ICOMP tipi kriterler arasindan CICOMP’1n kullanimi1 6nerildigi i¢in sadece bu kritere yer

verilmigtir.

m

AIC =nplog(27)+nlog [H/lj ] +n(p-m)log(6%)+nm+ 2k (2.78)

j=1

m

CAIC=anog(27r)+nIog( /11.}+n(p—m)log(&2)+nm+k[|og(n)+1] (2.79)

=1

CICOMP =nplog(27)+n Iog( /1.}+ n(p-m)log(6*)+nm+k[log(n) +1]+2C,.

J
j=1

(2.80)

Burada, C, degeri, C; maksimal kovaryans kompleksiliginin Frobenius formu olup ,,,54¢:
modelin kovaryans matrisi ve 4; bu kovaryans matrisine ait i. 6zdeger ve 1 dzdegerlerin

ortalamasi olmak iizere, agagidaki sekilde tanimlanir,

tr(ﬁ“model)i|

. 1 . .
ClF (zmodel) = Btr(zmodeszmodel ) _|: p
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== > (4, - 2)? (2.81)

PPCA analizi uygulandiktan sonra, nemli bilesen sayisina karar vermek i¢in izlenecek
yol s6yledir. Her bir bilesen modele birer birer ilave edilerek her durum igin bilgi kriterleri
hesaplanir. Bilgi kriteri i¢in en diisiik degerin oldugu modeldeki bilesen sayisi en iyi bilesen
say1st olarak belirlenir. Bilgi kriterlerinin verideki gergek boyutu tespit etmedeki basarisi,

Boliim 3-1’de gergek boyutun bilindigi bir simiilasyon ¢alismasi ile gosterilmistir.

2.3 Maksimum Entropi ve Bazi Diizgiinlestirilmis Kovaryans Matrisleri

Matematik, fizik, miihendislik ve diger alanlarda, problemler ¢ogunlukla Ol¢iilmiis
verilere, verilen kosullara ya da varsayimlara dayanarak ¢6ziimlenir. Bir problemin ¢oziimii

ile ilgili olarak Jaques Hadamard’in (1902)’de ortaya koydugu tanima gore,

i.  Problemin bir ¢6ziimii olmalidir (existince)
ii.  Var olan ¢6ziim tek olmalidir (uniqueness)

iii.  Cozim problemin verilerine bagli olmamalidir (stability)

Bir problem bu {i¢ 6zelligi ayn1 anda tasiyorsa iyi sartlandirilmis (well-conditioned), en

az bir tanesini tasimiyorsa kotii sartlandirilmis (ill-conditioned) olarak tanimlanir [Erbas,

2010].

X, (pxp) boyutlu bir veri matrisi olsun. Veri, Gauss veya diger eliptik konturlu olan
cok degiskenli-t, cok degiskenli iistel, ¢ok degiskenli Cauchy, ¢cok degiskenli Laplace gibi
dagilimlar ile olasiliksal olarak modellendigi zaman, X kovaryans matrisi tahmin

edilmelidir. Ornek boyutu n, degiskenlerin boyutu p *den kiigiik oldugu zaman (n << p),

> ’nin klasik 6rnek maksimum olabilirlik tahmin edicisi iMLE duragan olmayan, kotii

sartlandirilmig, pozitif tanimli olmayan ve hatta singiiler bir yapiya sahiptir. Boyle bir
durumda, pratik olarak tiim ¢ok degiskenli analizlerde ihtiya¢ duyulan ve hassas matris
(precision matrix) olarak da ifade edilen kovaryans matrisinin tersi hesaplanamaz. Bu durum
ozellikle bu tez ¢alismasinin da ilgilendigi problem olan gen verileri gibi asir1 derecede

kiigiik 6rneklem probleminin oldugu uygulamalarda gergektir.
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Hassas matris yani ﬁl;,llLE , iMLE "nin determinantina baglidir ve tahmin edilen kovaryansi

diizeltmek i¢in azaltilmaya ihtiya¢ duyulan denklem (2.82)’deki yanliliga sahiptir
[Shurygin, 1983].

E(‘EMLE‘):|Z|[1— p(gn*l) +O(n2)} (2.82)

2.3.1 Diizgiinlestirilmis Kovaryans Yapilari

Temel bilesenler analizi, faktor analizi, siniflama ve kiimeleme analizleri, regresyon
katsayilarinin ¢ikarimi ve tahmini gibi ¢ok degiskenli istatistiksel tekniklerinin bir ¢ogu,
verinin kovaryans matrisinin ve/veya onun tersinin tahminini gerektirdigi ve kovaryans
matrisi tahminindeki en biiyiik iki zorlugun, pozitif tanimlilik kisit1 ve p degisken sayisinin
n gozlem sayisindan fazla oldugu yiiksek boyutluluk problemi oldugu yukaridaki
paragraflarda belirtilmisti. Bu durumlarda amag, 6rnek kovaryans matrisinden daha iyi
sartlandirilmis ve daha dogru olan alternatif bir kovaryans matrisi bulmaktir. Gergek
kovaryansin dogru bir tahminine dayanan ¢ok degiskenli teknikler i¢in, son zamanlarda
kiiglik orneklem boyutu altinda yiiksek boyutlu bir pxp kovaryans matrisi tahmin etmek
onemli bir problem haline gelmistir. Biiyiik p, kiigiik n (Big p, Small n) probleminin oldugu
yerlerde, klasik 6rnek kovaryans matrisi sistematik olarak bozulan bir 6z-yapiya sahip

oldugu i¢in bunun iistesinden gelecek farkli tahmin ediciler gelistirmek gereklidir [Chen,
2010].

Stein (1956, 1975)’de ¢ok Oncelerden de rapor edildigi gibi ¥ kovaryans yapili ve sifir
ortalamali normal dagilan bir anakiitleden gelen n boyutlu bir 6rnegin kovaryans matrisinin
maksimum olabilirlik tahmini, p/n biiyiik oldugu zaman yansiz ve pozitif tanimli olmasina
ragmen, kovaryans matrisinin dogru bir tahmin edicisi degildir. Bu durumda kovaryans
matrisinin yapisi, en biiyiikk 6zdegerlerin yukar1 yonde yanli, en kii¢iik 6zdegerlerin asagi
yonde yanli olmasi seklinde bir bozulmaya ugrar. Bu durumu gosterebilmek amaciyla farkl
p/n oranlarina sahip veri setleri liretilmis ve 6rnek kovaryans matrislerinin 6zdegerleri

hesaplanmistir. Sonuglar Sekil 2.2’deki gibidir.
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Farkli p/n oranlari igin 6zdegerlerin degisimi

20 T T T T T T T T T
e — % —p/n=10
| —%—p/n=2
p/n=1
15 %k —%—p/n=0.5 ||
—+—p/n=0.1
*
*
10F & 4
*
'

’ 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ozdegerler

Sekil 2. 2: 1000x100, 200x100,100x100, 50x100, 10x100 boyutlarinda
tiretilen veri setleri i¢in 6zdegerlerin degisimi.

Biiyiik sayilardaki p degerlerinde, p/n oranini ihmal edilebilir yapabilmek i¢in gerekli
gbzlem sayisina ulasmak zordur. Bu ylizden yiiksek boyutlu kovaryans matrisleri i¢in iyi
sartlandirilmig bir tahmin edici bulmak 6énemlidir [Ledoit ve Wolf, 2004].

Singiiler veya kotii sartlandirilmis kovaryans matris problemi igin genel baslangig

¢Oziimii ridge diizenlilestirmesidir. Ridge diizenlilestirmesinde

Se =S +al (2.83)

p

seklinde Ozdegerlerin ayarlanmasi ile kotii sartlandirilmishigin iistesinden gelinmeye
caligilir. Genel olarak ridge parametresi a ¢ok kiiciik secilir. Ancak a,

I.  Ne kadar biiytiik olabilir?

Ii.  Ne kadar kiigtik olmalidir?

Bir kovaryans matrisi i¢in en biiylik 6zdegerin, en kiigiik 6zdegere boliimii olarak
tanimlanan kosul sayisi CN = A4 /Amin  Seklindedir. Kosul sayisinin tersi olarak

kullanilan
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K(Z) = % (2.8)

sayis1 singiilerligin tanimi i¢in kullanilabilir [Bozdogan, 2015]. x(Z), sayisi sifira ne kadar
yakin olursa, ¥ kovaryans matrisi de singiilerliSe o kadar yakindir demektir. Buradan
hareketle bir kovaryans matrisine ne zaman ridge diizenlilestirmesi uygulanmalidir sorusuna

cevap Vverilecektir. £, kovaryans matrisi i¢in

i. k()<1le—10ise

ii.  Pozitif tamimli degilse

kovaryans matrisine ridge diizenlilestirmesi uygulanabilir [Bozdogan ve Howe, 2012].

Ridge diizenlilestirmesine alternatif olarak 3,, . *nin 6zdegerlerini merkezi bir degere

dogru biizecek baska tahmin ediciler gelistirilmistir. Bu yaklagimlarin tamami biiziilme
(shrinkage) tahmin edicilerine dayanir. Bu tahminlerin ana fikri, veya bu c¢alismada

diizgiinlestirilmis kovaryans tahmin edicileri (Smoothed Covariance Estimators-SCES)

dedigimiz sey, X ’nin 6rnek kovaryansi iMLE ile uygun segilen bir hedef kdsegen matrisi

D ’nin konveks kombinasyonunu almaktir (yani agirliklandirilmis ortalama). O zaman

kovaryans tahmin edicisinin biiziilmiis veya diizglinlestirilmis tahmin edicisi
zA:s = (1_/3)21\/“_5 +/3[3 (2.85)

seklinde olur. Burada p optimal biiziilme katsayis1 (veya yogunluk) olup O ile 1 arasinda

deger alir. Bu deger ayn1 zamanda gozlemlerin bir fonksiyonu da olabilir. D matrisi ise

biiziilme hedefi olarak adlandirilir. D *nin naive formu,

 tr(Eye) 1 -
D=$|p=(g_z;,1j)|p=/up (2.86)
J=

seklindedir. Burada tr(.) matrisin izini, 4, , j=1,..., p igin tahmin edilen drnek kovaryans

matrisinin 6zdegerlerini ve A 6zdegerlerin aritmetik ortalamasini gosterir. Denklem

(2.85)’deki diizgiinlestirilmis kovaryans matrisinin tahmininde genel formdaki agirlikli

ortalamann kullanilmasi ile S, . tahmin edilen kovaryans matrisi i¢in, asir1 derecede biiyiik
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veya asirt derecede kiigiik 6zdegerler iizerinde daha diisiik agirlik koyulur. Boylece asirt
derecede biiyiik veya kiigiik 6zdegerlerin etkisi azaltilir ve daha saglam bir tahmin edici elde
edilmis olur.

Suana kadar 6zdegerlerin biiziilmesine dayanan Stein tipi tahmin edicilerin daha kii¢iik
risk tahminlerine sahip oldugu ve genel olarak 6rnek kovaryansindan daha dogru olduklar
iyi bilinmektedir. Ancak Bickel and Li (2006) ve Warton (2008)’de belirttigi gibi n < p
oldugu zaman Ornek kovaryans matrisinin Kkendisi de singiiler oldugu i¢in ridge
diizenlilestirmesi, kovaryans matrisinin daha dogru ve iyi sartlandirilmis olmasina yol

acacaktir [Porahmadi, 2012].

Bu tezde ilgilenilen problem kapsaminda, denklem (2.85) ile belirtilen formun bazi lineer
ve kuadratik kayip fonksiyonlar1 altinda asagidaki diizenlenmis veya diizgiinlestirilmis

kovaryans tahmin edicileri kullanilmistir. Bunlar literatiirdeki orijinal isimleri ile:

i.  Empirical Bayes tahmin edicisi [Haff, 1980]

A ~ p_]_
oo =2+ — 2.87
= ntr(z) ° (2.87)

ii.  Stipulated Ridge tahmin edicisi [Shurygin, 1983]

A A A -1

S =5+ p(p—1)[2n.tr(z)] N (2.88)
iii.  Stipulated Diagonal tahmin edicisi [Shurygin, 1983]

Yo = (1—7)2 + zdiag(2)

7= p(p-D2ntr(EY-p] (2.89)

iv.  Convex Sum tahmin edicisi [Press, 1975; Chen, 1976]

$ e =1 i+(1— n j[—tr(z)}lp
N+m n+m)| p

e 2[p@+p)-2]
p-p

0<
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_tr(2)°

p= tr(£2)

(2.90)

v.  Thomaz Stabilization: 4;, 6rnek kovaryans matrisinin i. 6zdegeri, A; 6zdegerlerin

ortalamasi, V; 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler olmak iizere [Thomaz, 2004],

max(4,4) ... 0
A = : :
0 -+ max(4,,4)
S =VAV (2.91)
vi.  Bozdogan’in Convex Sum tahmin edicisi [Bozdogan, 2010]
iBCS.E :/32"'(1_/3)'5 (2.92)

~ 1 . . .
olup burada p=— ve «a ise her boyuttaki sapmanin kareler toplamidir. Yani
a

P
a= LZVar(x ;) seklindedir.
n-1=

Yukaridaki paragraflarda Sekil 2.2 ile, bir veri setinde p degisken sayisinin artmasi ve
giderek n << p seklinde kii¢iik 6rneklem problemine ulasilmasi durumunda 6zdegerlerin bu
durumdan nasil etkilendikleri gosterilmisti. Simdi ise n << p problemine sahip olan p/n=10

olan veri seti i¢in, yukarida bahsi gecen diizgiinlestirme islemlerinin 6zdegerler ilizerine

etkisi hesaplanmis ve Sekil 2.3’de gosterilmistir.
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p/n=10 olan veri seti igin farkli kovaryans yapilarina ait 6zdegerler
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Sekil 2. 3: Farkli kovaryans yapilarinin 6zdegerler iizerindeki etkisi.

2.3.2 Maksimum Entropi Kovaryans Tahmin Edicisi

Ozdegerlerin biiyiik cogunlugunun negatif veya sifir olarak elde edildigi durumlar igin
muhtemel bir ¢6ziim Maksimum Entropi Kovaryans Matrisi’dir. Bu kovaryans yapisi, 6rnek
kovaryans matrisine gére daha fazla farklilig1 ortaya koyar ve temel bilesenler analizi gibi
veri girisinin kovaryans matrisi seklinde oldugu ¢ok degiskenli yontemlere yazilabilecek bir
program sayesinde kolaylikla uygulanabilir. Asagidaki paragrafta, maksimum entropi

kovaryans matrisinin hesaplama adimlari tanitilacaktir.
Iki degiskenli durum icin asagidaki gibi bir Z matrisi ele alinsin.
XY

zZ=|. . (2.93)

Adim-1: Sira istatistikleri olusturulur
n+1

X=x<x?<...<x"=x

V=y<y’<.<y'=y™ (2.94)
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Adim-2: Birincil orta noktalar hesaplanir

& =%(xj+xj*l) j=0,1,..,n
Loy i
1 =E(y +y"™) j=01..,n (2.95)
Adim-3: Birincil orta noktalarin yardimi ile ikincil orta noktalar hesaplanir.
i 1 .
X =§(§j_l+c§j) ji=01..,n

-1 .
v =2 (ma+m) i=0L.0n (2.96)

Adim-4: Her bir gozlem ¢ifti P, = (xy,yx)ig¢in, bazt i ve j degerleri vardir ki
(x, yi) = (x%, /) dir. Buradan ikincil orta noktalarla iligkili olan (x%, /) ¢ifti vardir. Bu
noktay1 P, = (%, ¥x) = (x%, y/) olarak tamimlayalim. Py, orijinal P, gdzlem noktasmin bir

doniistimiidiir.

Adim-5: ikincil orta noktalarin i¢ ¢arpim matrisi C olusturulur.

YRR SR DE-R)

c-|, . (2.97)
220 -NES) D (=)
Adim-6: D ridge matrisi hesaplanir
1 2 1 2 2
o on (5;‘51—1) +a{(§1_9&0) +(&—%n1) } 0
1 2 1 2 2
0 E (77,' _77j_1) +a{(771_770) +(77n_77n—1) }
(2.98)

Adim-7: Maksimum entropi kovaryans matrisi C + D’dir [Fiebig, 1984].

Burada C pozitif tanimli genel yayilim matrisi, D kosegenlerinde pozitif elemanlarin
oldugu pozitif tanimh kosegen matrisidir. Bu pozitif elementler, degiskenlerin ardigik

birincil ve ikincil orta noktalarinin arasindaki farklarin agirliklandirilmis bir kareler toplami
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formundadir ve bu elementler maksimum entropi kovaryans matrisinde bir ridge olarak
hizmet eder. Diger bir ifadeyle, genel ridge tipi tahmin edicilerinde oldugu gibi ridge
parametresinin nasil segileceginden endise etmeksizin, direkt ve otomatik olarak veriden
iiretir. Istatistik literatiirinde ihmal edilmis maksimum entropi kovaryans matrisinin
tanitilmasiin ana fikri, gen ifade verilerinde oldugu gibi asir1 derecede kiiciik 6rneklem
problemine sahip oldugumuz zaman, singiiler ve kotii sartlandirilmis kovaryans matrisini
pozitif tanimli yapmasidir. Ayrica maksimum entropi kovaryans matrisi hakkinda ilging olan
bir baska sey, veri setindeki bilgiyi lineer ve lineer olmayan sira istatistiklerini kullanarak
tamamen patlatmasidir. Bu sira istatistiklerinin kullanimi ile veri setinde ortalama, mod ve
medyan gibi istatistikler etkilenmez. Bu da verinin siralanmasi ile aslinda verinin
degistirilmedigi anlamina gelmektedir. Maksimum entropi kovaryans matrisinin hesab1 hizli
ve yiiksek boyutlu veri setleri i¢in etkilidir ve agir degildir. Bunun i¢in Yyukarida iki
degiskenli durum i¢in tanimlanan maksimum entropi kovaryans matrisi, p- degiskenli

duruma genellestirilmis ve Matlab modiilii yazilmistir.

2.3.3 Hibritlestirilmis Kovaryans Tahmin Edicisi (Hybridized Covariance Estimator-
HCE)

Tez kapsaminda ilgilenilen problem olan kanser siniflamasinda kullanilan gen ifade
verileri, yap1 olarak gozlem sayisinin az, degisken sayisinin fazla oldugu asir1 derecede
kiiglik 6rnekleme sahip yiiksek boyutlu veri setleridir. Kovaryans yapilari i¢in buraya kadar
anlatilan bilgiler géz 6nline alindiginda, bu verilerin kovaryans matrislerinin maksimum
olabilirlik tahminlerinin singiiler yapiya sahip olup, pozitif tanimli olmayacaklar1 agiktir.

Bu nedenle, maksimum olabilirlik tahminleri £,, . kullanilarak yapilacak klasik analizlerin

dogrulugu ve gecerliligi stiphelidir. Bu calismada, oncelikle veri setinde var olan negatif

Ozdeger probleminin iistesinden gelebilmek amaciyla, maksimum olabilirlik tahminleri
e Yerine, maksimum entropi kovaryans matrisi £,,. hesaplanmustir. Bir sonraki boliimde

de gosterilecegi tizere, pxp yiiksek boyutlu bu kovaryans matrisi igin, sifirdan farkli ve
pozitif olan p tane 6zdeger elde edilebilmistir. Bundan sonraki asamada, herhangi bir
diizgiinlestirilmis kovaryans tahmin edicisi veya onun denklem (2.91) ile belirtilen

stabilizasyon algoritmas1 ile stabil edilmis Ozdegerleri segilebilir. Bu noktada, ME

kovaryans matrisinin stabilizasyonu ile elde edilen iME_STA kovaryansiin 6zdegerleri
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onerilmektedir. Kovaryans matrisinin singiilerlik yapisi denklem (2.84)’de verilen
k(Z) = % [Bozdogan, 2015] ile incelenmistir. x(Z), sayisi sifira ne kadar yakin olursa, X
kovaryans matrisi de singiilerlige o kadar yakindir demektir. x(Z) sayisin sifirdan daha fazla
uzaklastirmak ve singiilerligi daha iyi ¢ozebilmek igin flME_STA kovaryans yapisinin Boliim

2.3.1’de maddeler halinde verilen diger diizgilinlestirilmis kovaryans yapilar1 ile bazi

hibritlestirilmis formlar1 olusturulmustur.

Ornek olarak, 4;, maksimum entropi kovaryans matrisinin i. 6zdegeri, A; 6zdegerlerin

ortalamasi, V; 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler olmak iizere,

max(4,4) ... 0
A = : :
0 o max(4,, A)
iME_STA =VAV (2.99)

Thomaz (2004) stabilizasyonudur. Bu kovaryansin Convex Sum yapisinda kullanilmasi ile

2 n - n tr(iME s1A)
2ME_STA_CSE = —ZME_STA +(1_ jl: = I p

n+m n+m p

2[pa+p)-2] _ w(E)
p-p T ()

O<m< (2.100)

ME_STA_CSE hibrit yapisi elde edilmis olur.

Benzer sekilde diger kovaryans yapilarinin da hibrit formlar1 elde edilebilir.
Stabilizasyon+Hibridizasyon kullanmanin mantig1 ve matematiksel temasi, biiziilmeye gore
pozitif tanimliligi basarmak ve diizgilinlestirilmis yapilar ile hibrit yapmadan once,
stabilizasyon ile kovaryans matrisinin daha biiyiik 6zdegerlerini degismeden tutarak, daha

az uygun ve daha kiiclik olan 6zdegerlerini genisletmektir.

Bundan sonra bu kovaryans yapilar1 Hibrit Kovaryans Tahmin Edicisi-Hybrid
Covariance Estimator (HCE)- Zycr olarak adlandirilacaktir. Boylece, hibrit kovaryans

tahmin edicileri £ kullanilarak PPCA analizi yapildiginda, veri ne kadar yiiksek boyutlu
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olursa olsun, boyut sayisi kadar temel bilesen elde edilebilmekte ve klasik PCA uygulanmasi
sonucunda ihmal edilebilecek yiiksek boyutlardaki bazi gizli bilgilere de ulasilabilmektedir.
Artik bu kovaryans yapilari, temel bilesenler analizi ve bilgi kriterleri i¢in gerekli olan tiim

hesaplamalarda kullanilabilir.

2.4 Hibrit Boyut indirgeme (Hybrid Dimension Reduction-HDR)

Buraya kadar yiiksek boyutlu sinirli 6rneklem biiyiikliigiine sahip veri setlerinde, 6nemli
bilgiyi ortaya ¢ikarmak ve sonug olarak boyut indirebilmek amaciyla 6nerilen modelin teorik
altyapisi iizerinde durulmustur. Bundan sonra bu yéntem Hibrit Boyut Indirgeme (Hybrid
Dimension Reduction-HDR) olarak adlandirilacaktir. Ozetle HDR’nin hesaplama adimlari

sOyledir:

Asama-1: Yiksek boyutlu kanser gen ifade verisi i¢in maksimum entropi kovaryans
matrisi hesaplanir

Asama-2: Maksimum entropi kovaryans matrisi ile Bolim 2.3.3’deki adimlarn
kullanarak £j.r kovaryans matrisi olusturulur

Asama-3: £, ile PPCA analizi yapilir

Asama-4: Bilgi Kriterleri ile uygun £,z yapisi ve boyut sayisina karar verilir.

HDR yonteminin basarist ve uygulamadaki performansi Bolim 3.1°de yapilacak
simiilasyon caligmalar ile tiiretilmis veri setleri izerinde gosterildikten sonra, Boliim 3.2°de

alt1 tane kanser gen ifade verisi tizerinde gosterilecektir.

2.5 Aykir1 Gozlem Tespiti (Detection of Outliers)

Genel olarak hata veya giiriiltii olarak diislinlilen aykir1 gozlemler (outliers) bazi
durumlarda 6nemli bilgiye sahip olabilmektedirler. Aykir1 gézlemlerin varligi durumunda
sonuglar yanlis, parametre tahminleri yanli ve uygulanan model hatali belirlenmis olabilir.
Bu nedenle modelleme ve veri analizine baslamadan once aykiri gozlemlerin tespitinin
yapilmasi ve bu gozlemlerin etkilerinin neler olabileceginin degerlendirilmesi oldukca

Onemlidir.
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Bir aykir1 gézlemin tanimi, verinin yapist ve uygulanan aykir1 gézlem tespit metoduyla
ilgili sakli varsayimlara baglidir. Ancak bazi tanimlar gesitli veri tipleri ve uygulanan
metotlar i¢in yeterli kabul edilmektedir. Hawkins (1980)’de bir aykir1 gbzlemi, diger
gozlemlerden ¢ok fazla derecede ayrilan ve farkli bir mekanizmadan tiretildigi diisiintilen bir
gbzlem olarak tanimlar. Benzer sekilde Barnett ve Lewis (1994) ile Johnson (1992)’de aykiri
gozlemi, verinin geri kalan iiyeleri diislintildiigiinde onlara gore tutarsizmig gibi goriinen
gozlem olarak tanimlamiglardir. Yazarlarin bahsettigi “tutarsizmig gibi goriinme” terimi
aykirt gozlemler ile ilgilenildigi zaman temel problemdir ve aykiri gozlem tespit etme

metotlar1 bu problemi ¢6zmeyi amaglar.

Gliniimiize kadar, istatistiksel ve olasiliksal bilgi, uzaklik ve benzerlik-farklilik
fonksiyonlar1, metrikler ve kerneller, verinin etiketlenmesi ile ilgilenildigi zaman dogruluk,
iligki kurallar1 ve Oriintii Ozellikleri gibi farkli yontemler kullanilarak bu probleme
yaklagilmistir. Ayrica klinik denemeler, veri temizleme, hava tahminleri, cografik bilgi
sistemleri, bilgisayar ag girisleri, kredi karti dolandiriciligi, medikal ve biyoinformatik
deneyler olmak iizere ¢ok ¢esitli uygulama sahalari i¢in de aykir1 gézlem tespit metotlari
Onerilmistir. Dolayistyla bu probleme yaklasmak icin kullanilan bilgi ve uygulanan verinin

yapisi, aykirt gézlem tespit etme metotlarinin siniflanabilmesine imkan saglamaktadir.

Tarihsel gelisimi i¢inde bu sahada yapilan ilk ¢calismalarin tek degiskenli veri setleri igin
onerilen yontemler oldugu ve suan giinlimiizde en ¢ok ¢alisilan sahanin ¢ok degiskenli
metotlar oldugu goriilmektedir. Burada da kullanilan yontemin parametrik veya parametrik
olmayan bir yontem olmasina gore ayrim yapilabilir. Bilindigi tizere, istatistiksel parametrik
metotlar, gozlemlerin bilinen bir dagilimdan geldigini farzeder ve dagilimin bilinmeyen
parametrelerinin istatistiksel tahminine dayanir. Ayni zamanda yogunluk tabanli yaklagimlar
(density based) olan parametrik metotlar, farzedilen dagilimdan ayri1 davranis gosteren
gbzlemleri aykir1 gbzlem olarak tespit eder. Ancak bu metotlar, veri dagilimi hakkinda 6nsel
bilginin olmadig1 durumlar ve yiiksek boyutlu veri setleri i¢in genellikle uygun degildir.
Verinin dagilimu ile ilgili bilgi kullanmayan parametrik olmayan metotlar i¢in uzaklik tabanl
yontemler (distance based), derinlik tabanli yaklagimlar (depth based) ve kiimeleme tabanli
(cluster based) teknikler ornek gosterilebilir. Uzaklik tabanli yontemlerde, bir uzaklik
Olctistine gore (ki siklikla Mahalanobis 6l¢iisii kullanilir) verinin tiim gézlem noktalarinin
bir uzaklik 6l¢iisii hesaplanir ve en yiiksek dl¢iiye sahip olan noktalar aykir1 gozlem olarak

tespit edilir. Derinlik tabanli yaklasimlarda ise veri noktalarina bir derinlik atanir ve aykir
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gozlemlerin en az derinlige sahip olduklari diisliniiliir. Kiimeleme tabanli tekniklerde ise
herhangi bir kiimeye atanamayan gézlemin aykir1 gézlem olabilecegi veya kiigiik ¢aplt bir
kiimenin, kiimelenmis aykir1 gozlemlerden olusmus olabilecegi distlniiliir. Bunlarin
haricinde bir gbzlemin komsulugunda bulunan diger gézlemlerin davranisina gore aykir
gbzlem olarak tespit edilmesi gibi farkli bir yaklasim da s6z konusudur. Bu durumlarda, bir
gozlemin komsulugundaki diger gozlemlere gore lokal duragansizligi dikkate alinir ve bu
gozlemin, tim anakiitle dikkate alindiginda 6nemli bir sekilde aykir1i bir davranig
sergilemese bile, komsulugundaki gozlemler agisindan duragansizlik veya asirilik

sergiledigi i¢in aykir1 gozlem olabilecegi diistiniiliir [Ben Gal 1., 2005; Escalante H.J., 2005].

Elbetteki burada bahsi gegen temel yaklagimlardan farkli olarak ¢ok ¢esitli aykirt gozlem
tespit metotlar1 da Onerilmistir. Bu anlamda istatistik literatiirii incelendiginde, ¢ok
degiskenli metotlara nazaran tek degiskenli durumlar i¢cin genis bir literatiire ulagsmak
miimkiindiir. Ozellikle Hawkins (1980) , Davies ve Gather (1993), Barnett ve Lewis (1994)
konuyla alakal1 belli basli temel kaynaklar arasindadir. Son zamanlarda ortaya ¢ikan farkl
veri setlerinin yapis1 dikkate alindiginda, yapay sinir aglar1 veya destek vektor makineleri
gibi istatistiksel olmayan c¢esitli makine 6grenme algoritmalarinin kullanildig:r farkh
yaklagimlara da rastlamak miimkiindiir. Daha giincel ve genis kapsamli bir kaynak olarak,

Chandola V. ve ark (2009) onerilebilir.

Bolimiin ilerleyen basliklarinda, ¢ok degiskenli durumlar i¢in genel olarak kullanilan
uzaklik tabanli aykir1 gézlem tespit metotlar1 anlatildiktan sonra yiiksek boyutlu veri setleri
icin karsilagilan zorluklardan bahsedilecektir. Bu asamada bilgi kriterleri ile Onerilen

yaklasimin detaylar1 verilecektir.

2.5.1 Cok Degiskenli Veri Setlerinde Aykir1 Gozlem Tespiti (Multivariate Outlier
Detection)

Cok degiskenli gozlemlerin oldugu veri setlerinde aykiri gozlemler, her bir degisken
bagimsiz bir sekilde diisiiniilerek tespit edilemez. Aykir1 gozlemler sadece ¢cok degiskenli
analiz uygulandigi zaman ve farkli degiskenler arasindaki iligkiler veri smifi iginde
karsilagtirildig1 zaman tespit edilebilir. Basit bir 6rnek, iki boyutlu uzayda iki 6l¢iiye sahip

olan veri noktalar1 i¢in Sekil 2.4’de goriilmektedir.
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Sekil 2. 4: iki boyutlu uzayda iki 6l¢iiye sahip olan veri noktalari.

Sol alt kdsede olan noktanin, tek degiskenli durum i¢in aykir1 gézlem olmadig ancak,
¢ok degiskenli durum igin bir aykiri gézlem oldugu agiktir. Eksenler boyunca, degerlerin
yayilimina gore bir 6l¢ii diisiiniildiigii zaman, gézlemin tek degiskenli dagilimin merkezine
yakin diistiigii goriilebilmektedir. Bu yiizden ¢ok degiskenli durumlar i¢in, degiskenler

arasindaki iliskileri dikkate alan bir 6l¢iiniin kullanilmasi zorunludur.

Istatistiksel metotlar genellikle, veri dagilimim merkezine gore uzak noktaya yerlesmis
olan gdzlemleri aykir1 gozlem olarak tespit eder. Bu amac i¢in kullanilan bazi uzaklik
olgiileri vardir. Genel olarak kullanilan uzaklik kriteri, X; = X3, X5, ..., X,, p-boyutlu uzayda

n-gozleme sahip veri seti ele alindig1 zaman,

MD, veya RD, = /(X ~T (X)) C(X) (X, =T (X)) (2.101)

ile tanimhi uzaklik o6lgiistidir. T(X); X veri kiimesinin ortalama-konum vektori
ve C(X); kovaryans matrisidir. (2.101) ile verilen esitlik, T'(X) i¢in degiskenlerin aritmetik
ortalamalarindan olusan ortalama vektorii ve C(X) igin klasik 6rnek varyans-kovaryans
matrisi kullanildigi zaman Mahalanobis Uzakligi (Mahalanobis Distance-MD) olarak,
bunlar i¢in saglam tahmin ediciler kullanildig1 zaman ise Saglam Uzaklik (Robust Distance-

RD) olarak ifade edilir.

Ayrica ¢oklu aykir1 gozlemlere veya aykirt gozlemlerden olusan kiimeye sahip olan veri
setleri, maskeleme (masking) ve baskilama (swamping) etkilerine tabidir. Matematiksel

olarak bir kesinligi olmamasina ragmen Acuna ve Rodrigez (2004)’de verdikleri tanimlar,
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bu etkileri sezgisel olarak anlamaya yardimc1 olabilmektedir. Diger tanimlar i¢in, Hawkins

(1980), Davies ve Gather (1993), Barnet ve Lewis (1994) kaynaklarina bakilabilir.

Maskeleme: Bir aykirt gozlemin, ikinci bir aykir1 gozlemin varligindan dolayi
maskelenmesidir. Yani bir aykir1 gézlemin, ancak diger aykiri gozlem silindikten sonra
ortaya ¢ikmasidir.

Baskilama: Bir aykirt goézlemin, ikinci bir aykirt gozlemin varligindan dolay:
baskilanmasidir. Diger bir ifade ile, bir aykir1 gézlemin diger aykir1 gézlem silindikten sonra,

artik aykir1 bir gozlem olmamasi durumudur.

Bu etkiler, bir grup aykiri gozlemin ya da aykiri gozlemlerden olusan bir kiimenin,
ortalama ve kovaryans tahminlerini kendilerine dogru c¢ekmesinden dolayr tahmini
saptirmasindan kaynaklanabilir. Bu saptirma neticesinde, maskeleme i¢in, aykir1 olan
gbzlemlerin ortalamadan uzakliklarinin kiiclikmiis gibi goriinmesi ve onlarin aykirt gézlem
olarak algilanmamasi sonucunu ortaya cikarir. Bu nedenle aykiri gézlem maskelenir.
Baskilamada ise, bu saptirma, aykir1 olmayan gozlemlerin ortalamadan uzakliklarmin
biliylikmiis gibi goriinmesi ve onlarin aykiri gozlem olarak algilanmasi sonucunu ortaya
cikarir. Yani aykir1 gozlem baskilanir. Dolayisiyla, sadece ortalama ve kovaryans matrisi
hesabina dayanan uzaklik Olgiileri ile aykiri gozlem tespit metotlari, baskilama ve

maskeleme etkilerine tabidir [Ben Gal I., 2005].

Mahalanobis uzakligi, cok degiskenli veri setlerinde aykir1 gozlem tespiti i¢in kullanilan
ve ¢ok iyi bilinen bir kriterdir. Ancak bu kriter, veri setinde bulunan muhtemel aykiri
gozlemlerin varligr altinda hesaplandigi i¢in ve bu gozlemler 6rnek kovaryans matrisi ile
ortalama vektoriinii etkiledikleri i¢in siirlamalara sahiptir. Ayrica bu kriter yukaridaki
paragrafda tanimlanan maskeleme ve baskilama etkilerine tabidir. Hadi (1992)’de bu
problemlerin etkisini azaltmak i¢in iteratif olarak hesaplanan bir Mahalanobis o6l¢iisii
onermistir. Bu caligmasinda ortalama vektorii yerine degisken medyanlarinin bir vektoriinii
koymay1, kovaryans matrisi i¢in ise en kii¢iik Mahalanobis uzakligina sahip gozlemlerden
olusan kiimeye ait olan kovaryans matrisinin kullanilmasin1 énermistir. Hadi prosediiriiniin
modifiye edilmis bir hali ise Penny ve Joliffee tarafindan (2001)’de 6nerilmistir. Penny ve
Joliffee kendi 6nerdikleri bu yaklasimi ve Hadi prosediirii ile beraber bu konuda 6nerilen

baska bazi yontemlerin basarisini da karsilastirmali olarak analiz etmislerdir.
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Aykirt gozlem varliginda veri analizinin performansimi artirmak i¢in ¢ok degiskenli
dagilim parametreleri olan ortalama vektorii ve kovaryans matrisi i¢in saglam tahminlerin
kullanimi da Onerilmistir. Bu amagcla literatiirde T(X) ve C(X)’in farkli tanimlamalari
kullanilarak farkli RD olgiileri elde edilmistir. Minimum Hacimli Elipsoid (Minumum
Volume Elipsoid -MVE), Rousseeuw tarafindan (1983)’de onerilen ilk yiiksek kirtlma
noktasina sahip olan saglam tahmin edicidir. Hesaplama ve algoritmasinin kullanisli olmasi
ve ortalama vektorii ve kovaryans matrisi igin MVE’in yiiksek dayanikliligi nedeniyle aykir
gozlem tespit etmek i¢in kullanigh bir aragtir. MVE algoritmasinda n gozlem i¢inden h
birimli bir alt kiime segilir. Bu kiime i¢in ortalama vektorii ve kovaryans matrisi i¢in klasik
u,Z parametreleri hesaplanir. Burada Z'nin pozitif tanimli olmasi beklenir. Daha sonra u , 2
kullanilarak bir elipsoid tanimlanir. Algoritma minimum hacimli elipsoidi elde edene kadar

farkli alt kiimelerin denenmesi seklinde devam eder.

Minimum Kovaryans Determinant yontemi (Minumum Covariance Determinant-MCD),
her ne kadar Rousseeuw tarafindan (1984)’de 6nerilen bir yontem olsa da, yontemin yaygin
bir sekilde kullanimi Rousseeuw ve van Driessen’in  (1999) FAST-MCD yo6ntemini
Oonermesinden sonra gergeklesmisti. MVE yontemine benzer bir yontemle h
(en az (n+p-1)/2 olmali) boyutlu bir kiimenin segilmesi ile algoritma baslar. Algoritma yeni
kiimeyi belirlerken Mahalanobis dl¢iisiinii kullanir. En diisiik uzakliga sahip olan noktalar
kiimeye secilir ve buradaki amag en kii¢iik kovaryans determinantina sahip olan kiimeyi
belirlemektir. Bu yontemlerin h boyutlu kiime i¢in uygun 6rnekleme yontemine ve h’in
uygun se¢imine bagli oldugu asikardir. Caussinus ve Roiz’in (1990)’da gozlemlerin veri
merkezine olan uzakliklaria gore agirliklandirilmasina dayanan saglam kovaryans tahmini
ise Onerilen bir baska yaklagimdir. Billor, Hadi ve Velleman’in (2000) BACON yaklagimi
ise bu gruptaki caligmalara verilebilecek diger bir ornektir. BACON yonteminde,
gozlemlerin ¢ok degiskenli eliptik dagilimdan geldigi varsayilarak Mahalanobis
uzaklhigindan yararlanilmakta, kritik deger olarak da diizeltilmis ki-kare degeri
kullanilmaktadir. G6zlemlerin bloklanmasi nedeniyle hesapsal acidan etkin bir yontemdir.

Diger yontemlere gore bu yontemdeki iterasyon sayist daha azdir.

Buraya kadar anlatilanlardan anlasilacagi iizere uzaklik tabanli yaklagimlar i¢in ilk amag
T(X) ve C(X)’in uygun bir tahminini bulabilmektir. Daha sonra denklem (2.101) ile
hesaplanan uzakliklarin dagilim bilgisi gerekmektedir. Eger X; normal dagilima sahip ise

ornek ortalamasi ve kovaryans matrisine dayanan klasik Mahalanobis uzakliginin karesi,
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asimptotik olarak p serbestlik dereceli Ki-kare dagilimmna sahiptir ve MD;* > Xp,0.975 Olan
degerler aykiri gozlem olarak belirlenir. [Johnson ve Wichern, 1998]. Eger aykir
gozlemlerin olmadig1 normal dagilan biiyiik bir veri setine T (X) ve C(X) igin saglam tahmin
ediciler uygulanmis ise Saglam uzakligin karesi F-dagilimina sahiptir. [Hardin ve
Rocke,2005]. Bununla birlikte normal dagilmayan veri setleri i¢in aykir1 gézlemleri tespit
edecek bir siirin nasil belirlenecegi agik degildir. [Ben Gal I, 2005; Filzmoser ve ark., 2008;
Aelst S.V. ve Rousseeuw P.J., 2009; Hubert M. ve Debruyne M., 2009].

2.5.2 Yiiksek Boyutlu Veri Setlerinde Karsilasilan Zorluklar

Coklu aykirt gozlemleri tespit etmek i¢in dnerilen tiim yontemler, gegmisten beri veri
boyutunun artisiyla daha da tirmanan bir hesaplama yiikiinden muzdariptirler. Ayrica, genel
aykir1 gozlem metotlar1 boyutsallik probleminden (curse of dimensionality) dolay1 yiiksek
boyutlu verilerde etkili bir sekilde ¢alisamazlar. Bu temel olarak yiiksek boyutlu veri

setlerinin dogasinda var olan asagidaki probemlerden kaynaklanir.

Uzaklik ve yogunluk tabanli olan genel teknikler, tiim boyutlar1 dikkate alarak
calistiklar i¢in giiriiltii ve ilgisiz degiskenlerin varligindan etkilenirler. Yiiksek boyutlarda
en yakin ve en uzak noktalar benzer oldugu i¢in, uzaklik veya en yakin komsuluk kavramlari
anlamsiz olur. Bu durum Sekil 2.5°de gosterilmektedir [Kaynak: Hall P., Marron J.S.,
Neeman A., 2005].
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Sekil 2. 5: n=3 i¢in p=2, 20, 200, 20000 boyutlarinda veri noktalarinin
sacilim grafigi.

Yukaridaki sekilde (a)-(b)-(c)-(d) grafikleri n=3 g6zlemin sirasiyla p=2, p=20, p=200 ve
p=20000 boyutlar i¢in sagilimini temsil etmektedirler. Boyutlar arttik¢a gdzlem noktalarinin
ayrimi imkansiz hale gelmektedir. Bu durumun matematiksel ve geometrik aciklamalari i¢in
Hall ve ark. (2005) kaynag iyi bir referans ozelligi tasimaktadir. Yiiksek boyutlu veri
setlerinde gozlem noktalar1 seyrek (sparse) olduklari i¢in tiim gozlem giftleri neredeyse esit
uzakliklara sahiptirler. Bu nedenle seyrek yliksek boyutlu veriler i¢in anlamli bir uzaklik ve
yogunluk kavramina ihtiya¢ vardir. Eger bu yoksa, uzaklik veya en yakin komsuluk

baglaminda aykir1 gézlem bulmak olas1 degildir.

Yiiksek boyutlu veri setlerinde klasik kovaryans matrisi tam rankli olmadig igin tersi
almabilir degildir. Bu ozellikle yakinsama i¢in bircok iterasyona gerek duyan iteratif
metotlarda, her iterasyonda kovaryans matrisinin tersi hesaplandigi i¢in yontemlerin
hesaplama yiikiinii artiran bir durumdur. Bu nedenle algoritmalarin hesaplama zamanlar1 n
gozlem sayisinin artisiyla lineer olarak, p degisken sayisinin artisiyla kiibik olarak

artmaktadir. [Filzmoser ve ark., 2008]
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2.5.3 Bilgi Kriterleri ile Aykir1 Gozlem Tespiti

Veri setlerinin homojen olduklarini varsaymak alisilagelmis bir durum olmasina
ragmen, aslinda veri setleri siklikla aykir1 gozlemler veya alt gruplar ihtiva eden homojen
olmayan bir yapiya sahiplerdir. Bu nedenle ¢oklu aykiri gozlemleri ve alt gruplar
tanimlamak i¢in kullanilan metotlar, homojensizlik yiiziinden bozulmayacak bir metrik
kurmanin zorlugu ile iliskilidir. Saglam metotlar, homojenlik varsayiminda esneme
yapabilir. Fakat bu yontemler de yaygin bir sekilde kabul gérmemistir. Bu kismen, bu
metotlarin aykir1 gézlem tespitini, tahmin metodunun kara kutusu i¢inde sakli tutmalarindan
kaynaklanabilir. Ancak temel olarak bu, yontemlerin yiiksek boyutlardaki veri setleri igin
hesaplama agisindan uygun olmamalarindan kaynaklanir [Billor ve ark., 2000]. Oysaki bilgi
kriterlerinin kullanim1 ile bdyle bir metrik kurmanin zorlugu ortadan kalkabilir. Mantiksal
olarak oOzellikle verideki kovaryans yapisinin kompleksligini cezalandiran ICOMP tipi

kriterler, zaten homojensizlik 6l¢iimii yaptiklari i¢cin bu problemin iistesinden gelebilir.

Bu amagla bilgi kriterleinin aykir1 gézlem tespitinde kullanilabilmesi i¢in, veri setinde
her bir gézlemin tek tek silinmesini ve geride kalan noktalar i¢in bilgi kriterlerinin hesabin
gerektiren bir yaklasim Oneriyoruz. Daha sonra bu hesaplarin kullanimiyla 6rnek olarak
ICOMP kriteri i¢in

ICOMP
ICOMP,

timdata

ICOMP, = (2.102)

orani hesaplanir. Burada ICOMP ; i. G6zlemin veriden silinmesiyle geri kalan noktalar igin

hesaplanan degeri gostermektedir. ICOMP, ...; tim gozlem noktalarmm varliginda

hesaplanan deger olup, ICOMP,; ratio-oran kelimesine ithafen elde edilen orani temsil
emektedir. ICOMP, ’nin dagilim1 bilinmedigi igin, bir {ist ve alt limit tanimlanarak bu sinirlar

disinda kalan gozlemler aykiri gozlem olarak tanimlanmaktadir. Gozlemler silinerek
hesaplama yapmanin arkasinda yatan diislince, aykir1 gozlemin veriden ¢ikarilmasiyla

ICOMP degerinin bundan ¢ok etkilenecek olmasidir. Bu deger, ICOMP,_ ... ile oranlanarak

tumdata
bu degisim tiim veri setinin yapistyla mukayese edilmekte, sonu¢ olarak asir1 degisimin

oldugu gozlem degerleri tespit edilmektedir.
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2.6 Hibrit Aykir1 Gozlem Tespiti (Hybrid Outlier Detection-HOD)

Buraya kadar, literatiirde aykir1 gozlem tespiti i¢in kullanilan en iyi bilinen yontemler
tanitilmis ve 6zellikle yliksek boyutlu veri setlerinde karsilacak zorluklardan bahsedilmistir.
Tez kapsaminda ilgilenilen bu problem ig¢in alternatif bir yontem Onerilmistir. Temel
bilesenler analizi PCA boyut indirgemede kullanilan bir yontemdir ancak, yiiksek boyutlu
aykir1 gozlemleri tanimlamak icin alternatif bir yaklagim olarak onerilebilir. PCA analizi
sonucunda elde edilen temel bilesenler uzayinda, aykir1 gozlemler ozellikle onemli
bilesenler iizerinde ¢ok belirgin bir sekilde goriiniirdiir. Aykir1 gézlemler varyansi kendi
yonlerinde artirdiklar i¢in, sezgisel olarak temel bilesenler uzayinda, orijinal veri uzayma
gore daha goriiniir olacaklardir. En azindan maksimum varyansa sahip olan yonlerde
muhtemel olarak aykir1 gézlemler daha ¢ok ortaya ¢ikacaklardir. Filzmoser ve ark. (2008)’de
dikkat ¢ektikleri bu durum modifiye edilmis Wood Gravity veri seti lizerinde incelenmistir.

Sonuglar Sekil 2.6’daki gibidir.
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Sekil 2. 6: Wood Gravity veri setinin aykiri gdzlemlerinin orijinal boyutlar ve temel bilesenler tizerindeki
goriinimii

6 degiskenli 20 gozleme sahip bu 6zel veri seti Draper ve Smith (1966)’da onerilmistir.
Bu veri setinde 4, 6, 8 ve 19 nolu gozlemlerin aykir1 gézlem olduklar: bilinmektedir. Veri
setine Rousseeuw P.J ve Leray A.M (2003)’in “Robust Regression and Outlier Detection”

kitabinin 243. Sayfasindan ulasilabilir. Sekil 2.6’dan da anlasilacagi tizere aykirt gézlemleri
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temel bilesenler uzayinda aramak, orijinal veri uzayinda aramaktan daha kot sonuglar
vermeyecektir.

PCA analizinin aykir1 gdzlem tespiti i¢in sagladigi bu avantaj, acike¢a bellidir ki yiiksek
boyutlu veri setlerinde PCA’nin dogru uygulanabilir olmasina baglidir. Bildigimiz kadariyla
tez kapsaminda onerilen HDR yaklagimina kadar literatiirde bu problem ¢o6ziilebilmis
degildir. Bolim 3.2°de gosterilecegi  gibi  boyut indirgeme dogru bir sekilde
uygulanabildikten sonra, yiiksek boyutlu verinin boyutu HDR ile indirgenecek ve temel
bilesenler tizerinde aykir1 gézlem tespiti yapilabilecektir. Bundan sonra bu yontem Hibrit
Aykir1 Gézlem Tespiti-Hybrid Outlier Detection (HOD) ile adlandirilacaktir. Ozetle HOD

su adimlardan olugmaktadir.

Asama-1: HDR ile yiiksek boyutlu verinin boyutu indirgenir

Asama-2: HDR sonucu elde edilen yeni bilesenler {izerinde her bir gozlem tek tek

disarida birakilarak ICOMP. oranlar1 hesaplanir.

Asama-3: ICOMP ’nin degerleri 0 ve 1 arasinda oldugu i¢in Beta dagilimimdan geldigi

varsayilarak, bir iist ve alt limit tanimlanir ve bu sinirlar disinda kalan gézlemler aykiri

gbzlem olarak tanimlanir.

HOD yonteminin basarisi ve uygulamadaki performansi Boliim 3.3’de yapilacak
simiilasyon ¢aligmalart ile tliretilmis veri setleri iizerinde gosterildikten sonra, Boliim 3.4°de,

HDR ile boyutlar1 indirgenmis alt1 tane kanser gen ifade verisi iizerinde gosterilecektir.

2.7 Simiflandirma Prosediirleri

Uygulama olarak kullanilan gen ifade verileri, saglam/hasta dokulardan veya farkli
tiimOr dokularindan alinan 6rnekler ile olusturuldugu icin farkl alt gruplara sahip olan veri
setleridir. Dolayisiyla Onerilen yontem ile veri setinde var olan bilginin ortaya ¢ikarilip
cikarilmadigi, ancak boyut indirgeme yapildiktan sonra yeni transform edilmis veri setini
smiflandirma prosediirlerinde giris olarak diisinmek ve hatali siiflama oranlarini
hesaplamakla miimkiin olacaktir. Bu nedenle tezin bu boliimii, kullanilan siniflandirma
prosediirleri olan Lineer Diskriminant Analizi (Linear Discriminant Analysis-LDA) ve
Kuadratik Diskriminant Analizi (Quadratic Diskriminant Analysis-QDA) yontemlerinin

tanitilmasina ayirilmistir.
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Farkli siniflardan veya gruplardan 6rnekler alinarak olusturulan veri setlerinin analizinde
en Onemli amaglardan biri, veri setinde var olan bilgi ile grup yapisinin anlagilmasi
neticesinde gozlemlerin dogru gruplara veya siniflara atanmasini saglamaktir. Bu noktada,
bir gézlemin hangi sinifa ait oldugunun belirlemek i¢in bir istatistiksel karar verme siniriin

kullanilmas1 gerekir.

Hatali siniflama riski, karar verme siirecinin veya siiflayicinin performasinin genel bir
Olclistidiir. Bu 0l¢ii, siniflanan 6rnek iizerinde beklenen hatali siiflama kaybi olarak
tanimlanabilir. Herhangi bir hatayi1 kayip, dogru karar1 kayip degil seklinde atayan simetrik
fonksiyon veya 0/1 kayip fonksiyonu olarak diistinmek alisilagelmistir. [Duda ve ark, 2001].
Bu nedenle karar verme siirecini maksimum dogru siniflama veya buna denk olarak

minumum hatali siniflama oranlari ile degerlendirmek yaygindir.

Uygun istatistiksel karar verme siurlarini tanimlamak icin kullanilan bir¢ok siniflama
kural1 vardir. Bir gozlemi en yiiksek sonsal olasilikli (posterior probability) sinifa atayan
Bayes se¢im kurali, tiim muhtemel kurallar arasinda minimal hatali siniflama riskini

basaranlardan ve en ¢ok bilinenlerden biridir. [Anderson, 1984].

2.7.1 Bayes Secim Kurah

Bayes karar kuralinin arkasindaki diisiince sudur: Grup tlyeligi hakkindaki ulagsilabilen
bilginin tamami, sartli (veya sonsal) olasiliklarin bir dizisini igerir. Simetrik ve 0/1
seklindeki kayip fonksiyonunun oldugu durumlarda riski minimize eden Bayes kurali

asagidaki gibi tanimlanir.

P(r, |X) > P(x, | X) (2.103)

Yani, j=i ve i,j=12,..,g gruplar i¢inde bir girdi vektorii olan X’in 7; sinifinda
olmasi igin sart budur. X’in 7; grubunda bulunma olasihgi, =z; grubunda bulunma

olasiligindan fazla ise X, 7, grubuna atanir. Eger en yliksek olasiliga sahip olan birden fazla

grup varsa, o zaman bagl gruplardan birine rasgele nesne tahsis edilmesiyle bu bag
kirilabilir [James, 1985].
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Standart tahmin metotlarini kullanarak, P(7;|X) gibi olasiliklar1 hesaplamak zordur.
P(x| ) gibi olasiliklar i¢in ise bu bdyle degildir. 7, nesne sinifindan geldigi bilinen X
girdi vektorii igin bir dizi 6l¢i elde etme olasiligi, yani sarth simif olasiligi P(X|7,) veya
olabilirlik bilgisi, 7; smifindan bir ériintii 6rnegi alarak basitge tahmin edilebilir. Genel

olarak P(r;|x) ve P(x|r,) arasindaki iligki Bayes teoremi olarak bilinir.

P(x|m)P(7)
Z P(x|z)P(7,)

timk

P(r; | x)= (2.104)

Burada, k=1,2,...,g gruplardir. Esitlik (2.104)lin sag tarafindaki tiim terimler sayisal
olarak hesaplanabilirdir ve bu yiizden 6rnekleme yapilarak bulunabilir. On olasilik olarak

tanimlanan P(7,) terimi, herhangi bir bilgi varliginda 7, simifindan gelen oriintii olasiligidur.

Yani tiim popiilasyon iginde 7;smifinin oramidir. (2.103)’de verilen Bayes kurali,

(2.104)’de verilen Bayes teoremine uygulanirsa asagidaki kural verilebilir.

» Jj=i ve k=12,..,0 i¢in X’in 7; sinifina atanmasi

P(x|7)P(m) S P(Xlﬂj)P(ﬂj)
ZP(X|7[k)P(ﬂk) ZP(X|77k)P(7Tk)

timk timk

(2.105)

kuralina gore olur. Esitsizligin her iki tarafinda paydalar bir birine esittir. Bu nedenle Bayes

kurali asagidaki gibi rahatca yazilabilir.

> X’in 7z, sinifina atanmasi igin
P(x| 7,)P(7,) = max P(x| z)P(z,) (2.106)
<j<g

sart1 saglanmalidir. (2.106) ile tanimlanan siiflama kurali Optimal Bayes Karar Kurali’nin
son pratik formudur.

Bir smiflayici dizayn etmek icin bazi metotlar kullanilabilir. En uygun metodu segcmek
icin kullanilan stratejiler temel olarak sartli sinif olasilik yogunlugu hakkindaki ulasilabilen
bilginin miktarina ve ¢esidine baglidir. Yukaridaki paragraflarda tanitilan optimal bayes

kurali, sartl sinif yogunluklarinin tamami 6zellestirildigi zaman bir siniflayict dizayn etmek
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icin kullanilabilir. Bununla birlikte, gergek sartli sinif yogunlugu bilinmez ve ulasilabilen
egitim veya orneklem setinden tahmin edilmek zorunda olunabilir. Eger en azindan sarth
sinif yogunluklariin yapisi bilinirse (¢ok degiskenli normal dagilim gibi) fakat parametreler
bilinmezse (ortalama vektor ve kovaryans matrisi gibi) bu problem bir parametrik karar
problemi olarak adlandirilir. Bu problem ile miicadele etmek i¢in yaygin bir strateji, egitim
veya Orneklem setinden hesaplanan degerleri, onlarin tahmini olarak yogunluk

fonksiyonlarindaki bilinmeyen parametreler yerine koymaktir.

Sartl1 sinif yogunluklarinin formu bilinmez veya varsayimda bulunulamazsa, parametrik
olmayan yontemler diislinlilmek zorundadir. Parametrik olmayan problemlerde, hem
yogunluk fonksiyonu kernel fonksiyonlari kullanilarak tahmin edilmek zorundadir, hem de

siif karar siniri1, ulasilabilen egitim drmeklerine dayali olarak olusturulmak zorundadir.

Daha once de belirtildigi gibi, uygun bir istatistiksel siniflama metodu se¢mek i¢in diger
bir ince nokta, ulasilabilen bilginin miktari ile ilgilidir. Bir problemin boyutsalliginda veya
Ozellik sayisinda artis oldugu zaman (daha fazla detay) sezgisel olarak siniflama
performansinin artmasi beklenirken, uygulamada gosterilmistir ki bir noktadan sonra eger
ulagilabilen ilave bilgi yoksa (daha fazla 6rnek) bunun tam tersi gergeklesir. Bu yaygin bir
paradokstur ve iyi bilinen bu davranis, boyutsallik problemi (curse of dimensionality) olarak
adlandirilir. [Fukunaga, 1997; Jain ve ark., 2000; Bellman, 1961] Orneklem boyutu
sinirlandirilip  sabitlendiginde Ozelliklerin sayisi artmaya devam ederse, parametre

tahminlerinin gilivenilirligi azalir ve buna karsilik siniflandiricinin performansi da diiser.

2.7.2 Bayes Eklentili Simflayicilar (Bayes Plug-in Classifiers)

[statistiksel Oriintii tanima sistemleri igin kullanilan en yaygin parametrik yontemlerden
biridir. Bu siniflayici, her bir grup veya sinifin gergek kovaryans matrisinin tersini i¢ceren
Ol¢liniin benzerligine dayanir. Uygulamada bu matrisler bilinmedigi i¢in, tahminler bir
egitim veya Orneklem setinde ulasilabilir bilgiye dayali olarak hesaplanmak zorundadir.
Gercek kovaryans matrisini tahmin etmek icin genel secim, karsilik gelen 6rnek grup
kovaryans matrisi tarafindan tanimlanan maksimum olabilirlik tahmin edicisidir. Bununla
birlikte 6rneklem biiyiikliigiiniin sinirli oldugu uygulamalarda, 6rneklem grup kovaryans
tahmini yiiksek derecede degisken olur ve hatta tersi bile alinamaz. Bu yiizden, hatir1 sayilir

bir caba, 6zellikle sinirl 6rneklem biiyiikliigline sahip yiiksek boyutlu problemlerde diger
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konveksiyonel olmayan Bayes eklentili siniflayicilart gelistirmek i¢in harcanmistir. Bu
boliimde konvensiyonel Bayes eklentili siniflayicilar Kuadratik ve Lineer Diskriminant

Analizleri tanitilacaktir.

2.7.2.1 Kuadratik Diskriminant Siniflayicisi

Bayes eklentili siniflayicilar ayn1 zamanda, Gauss maksimum olabilirlik smiflayicisi

olarak da bilinir, ¢ok degiskenli Normal veya Gauss sinif yogunluklarina dayanir.
P(x|z) = f.(x] Z)—;exp{—l(x— ) ZH(x— )} (2.107)
i AN PR 27)" |2 5 H;) & 4 '

Burada, x ve X, ger¢ek 7z, popiilasyon smifinin ortalama vektorii ve kovaryans

matrisidir. Denklem (2.107)’de tamimlanan f,(X|z,%;) sarth sinif olasilik yogunlugu ayni

zamanda olabilirlik yogunluk fonksiyonlar1 olarak da bilinir. Daha o6nceki boliimde
tanimlanan optimum Bayes kurali igine denklem (2.107) yerlestirilirse asagidaki Bayes

siniflama kurali elde edilir.

» X’in 7z; smifina atanmasi i¢in

f,(x| 4,2 )P(m) = max (x| .2, )P(,) (2.108)

sart1 saglanmalidir. Tekrar hatirlatmak gerekirse, esitlik (2.108)’de, P(r,); grup ile iliskili
onsel olasilik, g grup veya sinif sayisidir. (2.108) denklemini 6zellestirmenin bir diger yolu

onun dogal logaritmasini almaktir.

d;(x) = In[ f(x| ﬂilzi)P(”i)]
1 1 N
=ln{Wexp{—§(x—ui) 5, (x—ui)}P(m} (2.109)

== 2In(@m) -2 In | %, - (X ) EH(x- 4) +In P

Denklem (2.109) ile elde edilen d. siklikla i. sinif igin kuadratik diskriminant 6l¢iisii olarak
adlandirilir. gln(Zﬂ) tim siiflarda ayni oldugu i¢in ihmal edilebilir. Buradan denklem
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(2.106) ile tanimlanan optimal Bayes siniflama kural1 daha basitlestirilirse, asagidaki kural

elde edilir.

> X’in m; smifina atanmasi igin

0,00 = x| ~5 1%, 1=5 () Z (0 - |
:ggpnu%yﬂx—myzfu—ﬂg—zmpmp] (2.110)

— H *
—gg% (x)

saglanmalidir. Denklem (2.110)’da 6zellestirilen Bayes sinif kurali, Kuadratik Diskriminant
Kurali olarak bilinir. P(7z;) onsel olasilik bilgisi yoksa, d;*(x) 6lgiisti; X ve u; arasindaki
genellestirilmis uzaklik dl¢iisii olarak tercih edilir. Ilk terim, j. grubun genellestirilmis
varyanst ile ilgilidir ve ikinci terim, j. grubun ortalama vektorii ile X arasindaki
Mahalanobis uzakligidir.

Bununla birlikte uygulamada, kovaryans matrisi ve ortalamanin yani £ Ve X, ’nin degeri

nadiren bilinir ve ulasilabilen egitim 6rneklerinden hesaplanarak yerine konulmasi gerekir.
Bayes eklentili siniflayicilarin eklenti (plug-in) terimiyle isimlendirilmesinin nedeni budur.
Ortalama, 4 ’nin maksimum olabilirlik tahmin edicisi olan X, 6rnek ortalamasi kullanilarak
tahmin edilir [Anderson,1984]. Yani

h=% =13y (2.111)

1,9
nl g=1

Burada, X 7, smifindan gelen q. gozlemdir ve n,, 7,

iq . smufindaki gozlem sayisidir.

Kovaryans matrisi de, Z, ’nin yansiz maksimum olabilirlik tahmin edicisi olan S; ile yani

ornek grup kovaryans matrisi ile tahmin edilir.
1 & = .
=S = _Z(Xiq _Xi)(xiq -X) (2.112)
n-193 ° ’

Bunlara ilave olarak, verinin sadece normal dagilimli olup olmadigi ayni zamanda
istatistiksel olarak da bagimsiz oldugu ve drnek ortalamasi ve 6rnek grup kovaryans matrisi

tahminlerinin, egitim gozlemlerinin ortak olabilirligini maksimize eden ozellige sahip

70



oldugu farz edilir [Johnson ve Richern, 1998]. Yani, maksimum olabilirlik tahminleri,

marjinal yogunluk fonksiyonunu maksimize eder.

(%,5) =argmax] | f,(x, | 4.%,) (2.113)

HiiZi 0=

Bayes kuralinda, kovaryans matrisi ve ortalamanin gergek degerleri yerine bu tahminler

yazilirsa agsagidaki siniflama kurali elde edilir.

» X’in m; smifina atanmast igin
di(x) =In|S;[+(x —X)'S7(x, - %) -2In P(7) (2.114)

minimize olmalidir. Son denklem ayni zamanda standart veya konvensiyonel kuadratik

diskriminant fonksiyonu siniflayicisi olarak da bilinir.

2.7.2.2 Lineer Diskriminant Simiflayicisi

S, ornek grup kovaryans matrisinin duragan olmamasi ve singiilerligi ile ilgili

karsilagilabilecek problemlerin iistesinden gelebilmek igin rutin olarak uygulanan basit

metotlardan biri Lineer Diskriminant Siniflayicisi’dir.

Lineer diskriminant siniflayicisi, (2.114) denkleminde S, ’nin yerine asagida tanimlanan

S, 0rnek kovaryans matrisinin yazilmast ile elde edilir.

k — — —
Sp — 1 Z(gl _1)Si — (gl 1)Sl+(gz 1)82 +"'+(gk 1)Sk (2115)
n—Kk 43 n—k
Burada n=n +n, +...+n, gruplardaki toplam gozlem sayisi, k ; toplam grup sayist ve
1=12,..,k i¢in @, gruplardir. Bu kovaryans matrisine birlestirilmis kovaryans matrisi
denir. S, aslinda her grup igin ayr1 ayri hesaplanan S; ’lerin agirlikli ortalamasindan baska
bir sey degildir. S, potansiyel olarak S;’den daha yiiksek ranka, normal olarak full ranka

sahip olacaktir.
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Teorik olarak S, sadece X, =%, =...=%, oldugu zaman gergcek kovaryans matrisinin

tutarli bir tahmin edicisi olur. Ancak yapilan ¢alismalar gostermistir ki, lineer diskriminant
siniflayicisi sadece basit ve kullanimi kolay degil, ayn1 zamanda kiigiik 6rneklem
probleminin oldugu durumlarda 6zel olarak iyidir. Bu gibi durumlarda, ger¢ek kovaryans
matrisi her bir grupta farkli olsa bile, konvensiyonel kuadratik diskriminant fonksiyonunu
daha iyi yapabilir.

Siniflama baglaminda, kovaryans matrisleri ¢ok farkli olmadigi ve kiigciik 6rnek
biiyiikliigiine ulasilabildigi sitirece, normal dagilimla iliskili olan elipsoidal simetri, onun
seklinden ziyade diisiinme yoniiyle iligkilidir. Aslinda James (1985)’de goOstermistir ki,
lineer diskriminant analizi gruplarin en ¢ok temsil edildigi bolgelerde, her bir grubun 6rnek
ortalamasmin yakininda bulunan goézlemler i¢in benzer sonuglar veren kuadratiklerden
birine daha yakin olabilir. Bu bélgede gozlemlerin ¢ogu giiya siniflandirilmistir. Dahast,
kuadratik diskriminant siniflayici lineer diskriminant siniflayicisina gore daha fazla 6rnek
gerektirir ve normal dagilim varsayimimin bozulmasina karsin daha hassastir. Bu
avantajlarindan dolay1 lineer diskriminant siniflayicisi, en popiiler siniflayicilardan biridir

[Thomaz, 2004].
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3. UYGULAMA ve BULGULAR

Buraya kadar yiiksek boyutlu sinirlt 6rneklem biiyiikligiine sahip veri setlerinde, 6nemli
bilgiyi ortaya ¢ikarmak ve sonug olarak boyut indirgeyebilmek ve aykir1 gozlemleri tespit
edebilmek amaciyla 6nerilen modellerin teorik altyapisi iizerinde durulmustur. Bu boliimde
ise yontemlerin hesaplama adimlar hatirlatildiktan sonra, 6ncelikle boyut indirgeme igin
onerilen HDR yonteminin performansi daha sonra aykiri gozlemlerin tespiti igin Onerilen
HOD yonteminin performansi, hem yapilan simiilasyon ¢aligsmalari ile elde edilen tiiretilmis
veri setleri lizerinde, hem de alt1 tane mikrodizilim veri setleri lizerinde gosterilecektir.
Model se¢im kriterleri olarak kullanilan AIC, CAIC, ve CICOMP’1 hem temel bilesen se¢imi
icin hem de aykir1 gozlem tespiti i¢in hesaplayan ve ayrica PPCA {izerinde hibritlestirilmis
kovaryans tahmin edicilerinin kullanimi ile yapilan degisiklikleri uygulayan hazir bir paket

program bulunmadigi igin hesaplamalar MatLab programi iizerinde kodlanmistir.

3.1 ICOMP ile Boyut Se¢cme: Simulasyon ¢alismasi

ICOMP bilgi kriterinin PPCA ile boyut indirgeme yapilmasi esnasinda, boyut sayisina
karar verme araci olarak kullanilabilmesi, boyutun arastirmaci tarafindan keyfi olarak
se¢ilmesinin 6niine gececek ve sahip oldugu teorik dayanak noktasindan dolay1 se¢ilen boyut
sayisina duyulan giiven artiracaktir. Bu amagla, teorik alt yapis1 Boliim 2.2.8°de gosterilmis
olan yapmin gecerliligini test edebilmek amaciyla bir takim simiilasyon calismalari
yapilmistir. Bu noktada amag, yapisal olarak ger¢ek boyut sayisinin 6nceden bilindigi veri
setlerine bilgi kriterleri ile PPCA analizi yapmak, bilgi kriterleri ile boyut sayisina karar
vermek ve yinelemeli olarak bu islemler tekrar edildiginde, bilgi kriterlerinin hangilerinin

gercek boyutu daha isabetli bir sekilde tespit edebildigini ortaya koyabilmektir.

Simiilasyon ¢aligmalarinda iki farkli protokol kullanilmistir. Bu protokollerde gerek

gozlem sayilart icin (n =100, 200, 500,1000,10000....) gerekse varyans bilesenleri icin
(02 =0.04,0.1,0.51,10...) farkli senaryolar denenmistir. Bu senaryolarin hepsine ait
sonuglar elde edilmistir. Ancak ornek olarak, Tablo 3.1°de kullanilan protokol ile boyut

say1s1 9, gercek boyut sayisi 3 olan n = 1000 gbzleme sahip veri seti 100 defa iiretildiginde

bilgi kriterlerinin gergek boyutu isabet ettirmedeki performanslar gosterilecektir.



Tablo 3. 1: Simiilasyon Protokolii

0.6 0 07

07 0 O

08 0 O
0 06 O 1.0 0.8 0.72

S: A=]10 07 0| H=/[08 1.0 0.84],

0 08 O 0.72 0.84 1.0
0 0 06
0 0 07

L0 0 0.8

S=AxH=xN +0%, u=1[0]1,

Tablo3.1’de H, gercek boyutlar arasindaki korelasyonu gosteren iliski matrisi, o2

kovaryans matrisinin ayrisimindaki varyans bileseni olup Ornek g¢alismada 0.1 olarak

alimmustir. Sonuglar agagidaki gibidir.

Tablo 3. 2: Tiiretilmis veri setlerine bilgi kriterleri ile PPCA uygulanmasi sonucunda gergek boyutu isabetli
yakalama sayilar1

n=1000 Boyut sayisi

0>=0.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
AIC 0 0 2 3 9 33 26 27 0
CAIC 0 0 84 13 3 0 0 0 0
CICOMP 0 0 84 14 2 0 0 0 0

CPU zamani: 2,73 sn
*: Gergek boyutu gosterir

n=1000 gozlem ve p=9 degiskene sahip gercek boyutu 3 olan veri setinden 100 defa
uiretilip, 100 defa bilgi kriterleri ile PPCA’deki 6nemli bilesen sayisina, yani boyuta karar
verilmistir. Tablo 3.2’de verilen sonuglara gore Bozdogan’in kriterleri olan CAIC ve
CICOMP’1n gergek boyutu %84 oraninda tespit ettikleri belirlenmistir. Sonug olarak
Bozdogan’in bilgi kriterleri gergek boyut sayisin1 yakalama noktasinda AIC bilgi kriterine
gdre belirgin bir iistiinliik saglamistir. Ozellikle AIC tipi kriterlerin fazla parametreye sahip
olan modeli segme yoniindeki egiliminin, burada da fazla boyut sayisina karar verme
seklinde ortaya ¢iktigi tespit edilmistir. Sonuglara iliskin bar grafigi ve tiiretilen veri

setlerinin korelasyon yapis1 Sekil 3.1’de gdsterilmistir.
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Boyutlarin segilme sayisini gosteren bar grafigi n=1000 ve sigma-kare=0.1 icin
90 r T
I A c
80 [ Jcac
I cicovr

1

70

60

50

40

30

Kriter tarafindan secilme sayisi

20

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9
PC sayisi

Korelasyon haritasi

n © < « M N 0 O N~

r 108

r 0.6

r 104

N © oo N W o P b~ o O,

Her degisken gifti icin korelasyon degerleri

Sekil 3. 1: Bilgi kriterlerinin boyut tespit etme sayilarina iliskin bar grafigi
ve tiliretilen verinin korelasyon yapisi

Dolayisiyla, ICOMP tipi kriterlerin kullanilmas1 ile verideki gergek boyutun isabetli bir
sekilde tespit edilebilecegi soylenebilir.
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3.2 HDR ile Mikrodizilim Veri Analizi

Tez kapsaminda onerilen HDR yontemi Bolim 2.4’de de anlatildigi gibi asagidaki

hesaplama adimlarina sahiptir.

Asama-1: Yiksek boyutlu kanser gen ifade verisi i¢in maksimum entropi kovaryans
matrisi hesaplanir

Asama-2: Maksimum entropi kovaryans matrisi ile Bolim 2.3.3’deki adimlar
kullanarak £j.r kovaryans matrisi olusturulur

Asama-3: £ ile PPCA analizi yapilir

Asama-4: Bilgi Kriterleri ile uygun £,z yapisi ve boyut sayisina karar verilir.

Bu boliimde ise HDR’nin gegerliligini ve etkinligini gosterebilmek amaciyla alt1 tane
mikrodizilim gen ifade verileri tizerinde uygulama yapilmistir. Analizlerde kullanilan veri

setleri Tablo 3.3’de verilmistir.

Tablo 3. 3: Calismada kullanilan veri setleri

Veriseti Kaynak n p Grup Grup tanimlar1
Leukemia(Losemi) Golub et.al(1999) 72 3571 2 Farkl1 16semi tipleri
Colon(Kolon) Alonetal.(1999) 62 2000 2 Saglam ve kanserli
doku
Prostate(Prostat) Singh et. al. 102 6033 2 Saglam ve kanserli
(2002) doku
Lymphoma(Lenfoma) Alizadeh et al. 62 4026 3 Farkl1 lenfoma tiirleri
(2000)
SRBCT Khan et al(2001) 83 2308 4 Farkli tiimor dokulari
Brain(Beyin) Pomeroy et al 42 5597 5 Farkl1 timor dokulart
(2002)

Losemi veri seti, iki farkli timor dokularindan alinan 6rneklerle olusturulmustur. Bunlar
akut lenfoblastik 16semi (ALL) igin 47 hasta ve akut miyeloid 16semi (AML) 25 hasta
seklindedir. Toplam 72 hastanin herbirinden elde edilen kemik iligi 6rnekleri Affymetrix

Hgu6800 ¢ipleri ile analiz edilerek bu dokular tizerinde 3571 gen ifadesi incelenmistir.
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Kolon veri seti, 22 gozlem saglam ve 40 gozlem tiimdrlii dokulardan olmak {izere iki alt
gruptan olusmaktadir. Toplam 62 gbzlemin herbirinden elde edilen dokular Affymetrix
oligontikleotid dizisi ile analiz edilerek bu dokular lizerinde 2000 gen ifadesi incelenmistir.

Prostat veri seti i¢in Singh ve ark. (2002), 1995 ve 1997 yillar1 arasinda 235 cerrahi
hastadan radikal prostatektomi Orneklerini inceleyerek bunlardan 102 tanesinin yiiksek
kaliteye sahip olduklarimi belirtmislerdir. 52 tanesi prostat timdr 6rnekleri 50 tanesi ise
saglam doku O6rnekleri olmak tizere toplam 102 gozlem iizerinde oligoniikleotid mikrodiziler
ile 6033 gen ifadesini incelemislerdir.

Lenfoma veri seti, 42 6rnek yaygin biiyiik B-hiicreli lenfoma (diffuse large B-cell
lymphoma-DLBCL), 9 6rnek folikiiler lenfoma (follicular lymphoma -FL),11 6rnek kronik
lenfositik 16semi (chronic lymphocytic leukemia-CLL) olmak iizere 63 Ornek ihtiva
etmektedir. Bu tiimor ¢esitlerine ait dokular {izerinde 4026 gen ifadesi incelenmistir.

SRBCT (Small Round Blue Cell Tumor) veri seti, dort farkli timor dokularindan alinan
orneklerle olusturulmustur. Bunlar ewing family of tumors (EWS) icin 29 hasta,
neuroblastoma (NB) igin 18 hasta, rhabdomyosarcoma (RMS) i¢in 25 hasta ve non-hodgkin
lymphoma (NHL) i¢in 11 hasta seklindedir. Toplam 83 hastanin herbirinden elde edilen
dokular tizerinde 2308 tane gen ifadesi incelenmistir.

Beyin veri setinde, 5 farkli tiimor grubunun incelenmistir. Alt gruplar; 10 6rnek
mediilloblastomlar, 5 6rnek CNS AT/RTs, 5 6rnek bobrek ve bobrek disi rabdoid tiimorler,
8 ornek supratentoriyal PNET, 10 6rnek embriyonel olmayan beyin tiimoérleri (malignant
glioma) and 4 6rnek normal insan serebellasi seklindedir. Affymetrix oligoniikleotit ¢ipler
kullanilarak bu dokular tizerinde 5597 gen ifadeleri incelenmistir.

Tablo 3.3’den de anlasildigi tizere tiim veri setleri ciddi sekilde kiigiik 6rneklem
problemine sahiptir. Daha da 6nemlisi gesitli alt gruplardan olusan bu veri setleri igin, 5
ornek iceren bir alt grubun varligi gozoniine alindiginda, alt gruplarin daha da ciddi bir
sekilde kiiclik 6rneklem problemine sahip oldugu asikardir.

Veri setlerinde ilk genlerdeki bilgi miktari ile siniflandirma yapmanin zorlugunu ortaya
koyabilmek i¢in ilk 5, 10 ve 15 gen kullanilarak LDA ve QDA ile siniflandirma yapilmistir.
Sonuglar Tablo 3.4’deki gibidir.
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Tablo 3. 4: Tim veri setlerinde ilk genler i¢in siniflandirma sonuglari

Veri Orijinal LDA hatali siniflama QDA hatali siniflama
setleri Boyut yiizdesi yiizdesi
5gen 10gen 15gen | 5gen 10gen 15gen

Losemi 3571 43.1% 33.3% 20.1% |[319% 222% 6.9%
Kolon 2000 354% 322% 258% [322% 16.1% 16.1%
Prostat 6033 34.3% 36.27% 18.6% |30.4% 255% 18.6%
Lenfoma 4026 30.6% 29.0% 16.1% |19.4%  1.61%* 3.22%*
SRBCT 2308 31.8% 12.7% 17.5% |159%  3.18%* 0.0%*
Beyin 5597 452% 30.9% 14.2% |42.8%* 9.5%* 16.6%*

*: Singiilerligi gosterir

Elde edilen sonuglar incelendiginde, hatali siiflama oraninin yiiksekligi dikkat
cekmektedir. Bu veri setlerinde var olan kompleksligi gorsel olarak ortaya koyabilmek igin
Bozdogan (1988) tarafindan gelistirilen C;r maksimal kovaryans kompleksligi

kullanilmustir.

Sekil 3.2, tiim veri setleri i¢cin 10’arli gruplar halinde kiimelenerek hesaplanan C;g
komplekslik degerlerine ait grafikleri gostermektedir. Bu grafikler veri setlerinin hangi
kisimlarinda kompleksliginin azaldigini ve arttigin1 gostermektedir. Yer yer dalgalanmalarin
s0z konusu oldugu grafiklerden de anlagilmaktadir. Bu nedenle; bu grafikler, veri setinde
gizli olan bilginin verinin degisik bdlgelerinde olabilecegi hususunda bize gorsel bir imkan

saglamaktadir.
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Sekil 3. 2: Calismada kullanilan tiim veri setleri igin ClF komplekslik grafikleri
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Verilerin yiiksek boyutlarindaki bilgilere de ulasabilmek i¢in Maksimum Entropi

Kovaryans Matrisi ve mevcut kovaryans yapilarinin muhtemel tiim hibritlesmeleri igin farkli

A

2,ce hesaplanarak tek tek analiz yapilmis ve PPCA analizi i¢in hangi bilgi kriteri ile hangi

kovaryans yapisinin kullanilabilecegi incelenmistir. En iyi sonuglar1 veren 2 farkli yapi

ME/STA/CSE ve ME/STA/BCSE olarak elde edilmistir. Tablo 3.5’den Tablo 3.10’a kadar

her veri setinde kullanilan iHCE kovaryans matrisinin 6zdegerler {izerinde yaptig

iyilestirmeler ve buna bagh olarak 3, icin singilerlik durumunun incelemeleri

gosterilmektedir.

Tablo 3. 5: Losemi veri seti igin 2, ile dzdeger iyilestirmesi

£ igin Sy igin iME_STA icin iME_STA_CSE icin iME_STA_BCSE icin
ozdegerler ozdegerler O0zdegerler Ozdegerler O0zdegerler
1.0*e-13 1.0*e-5 1.0*e+0 1.0%e+1 1.0*e+0
-5.329900 2.411268 8.489431 1.104235 8.559948
-4.548523 2.775117 8.489431 1.104235 8.562411
-3.911744 2.926139 8.489431 1.104235 8.570907
-3.844771 3.283898 8.489431 1.104235 8.584887
-3.644393 3.284871 8.489431 1.104235 8.589654
-3.574917 3.411935 8.489431 1.104235 8.590812
-3.369492 3.997277 8.489431 1.104235 8.599542
-3.126794 4.069785 8.489431 1.104235 8.602612
-2.981659 4.108430 8.489431 1.104235 8.604998
-2.941157 4.226116 8.489431 1.104235 8.610829
k(X)) = k(X)) = k()= k()= k(Z) =
-7.32E-16 2.29E-09 0.000807842  0.001515024 0.022982951

Sue: Maksimum Entropi Kovaryans matrisi
Sue sta : Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu

SuE stacse “Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Convex Sum Hibrit yapist

ZuE sta_pese ‘Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Bozdogan Convex Sum Hibrit Yapist
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Tablo 3. 6: Kolon veri seti i¢in iHCE ile 6zdeger iyilestirmesi

£ igin Sy igin 2ME_STA i¢in iME_STA_CSE i¢in iME_STA_BCSE igin
ozdegerler ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler
1.0%e+1 1.0%e+1 1.0*e+13 1.0*e+13 1.0*e+13
-4.17449 -2.209985 5.631931 6.734519 5.631931
-0.446566 -0.459016 5.631931 6.734519 5.631932
-0.237418 0.0231485 5.631931 6.734519 5.631932
-0.161746 0.0373740 5.631931 6.734519 5.631932
-0.139540 0.0412454 5.631931 6.734519 5.631933
-0.118291 0.0548244 5.631931 6.734519 5.631933
-0.107965 0.0612780 5.631931 6.734519 5.631933
-0.101894 0.0616895 5.631931 6.734519 5.631934
-0.080946 0.0618432 5.631931 6.734519 5.631934
-0.071084 0.0679490 5.631931 6.734519 5.631934
k(X)) = k(X)) = k(Z) = k(Z) = k()=
-8.85E-16 -3.99E-16 0.00101724 0.001523292 0.001590843

SuE: Maksimum Entropi Kovaryans matrisi
Sue sta : Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu

$uE sta cse :Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Convex Sum Hibrit yapis

E e sta_pese:Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Bozdogan Convex Sum Hibrit Yapisi

Tablo 3. 7: Prostat veri seti igin X, ile 6zdeger iyilestirmesi

£ igin Sy igin 2ME_STA i¢in 2ME_STA_CSE i¢in EME_STA_BCSE icin
ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler
1.0%e-12 1.0%e-5 1.0%e+1 1.0%e+1 1.0%e+1
-3.746241 1.166101 1.122460 1.384135 1.125114
-1.531800 1.271342 1.122460 1.384135 1.126098
-1.229232 1.441267 1.122460 1.384135 1.128947
-1.105239 1.468678 1.122460 1.384135 1.130653
-1.102578 1.651203 1.122460 1.384135 1.130916
-1.034967 1.745122 1.122460 1.384135 1.131110
-1.007104 1.865418 1.122460 1.384135 1.131887
-0.941359 1.938657 1.122460 1.384135 1.131948
-0.909864 1.974393 1.122460 1.384135 1.132049
-0.831655 2.062129 1.122460 1.384135 1.132166
k(X)) = k(X)) = k(Z) = k(Z) = k(Z) =
-1.11E-15 4.92E-10 0.000473552  0.000765251 0.018089278

Sue: Maksimum Entropi Kovaryans matrisi
Zue sta : Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu

SuE sta_cse :Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Convex Sum Hibrit yapis

Iy _sta_pese ‘Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Bozdogan Convex Sum Hibrit Yapist
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Tablo 3. 8: Lenfoma veri seti igin 2HCE ile 6zdeger iyilestirmesi

£ igin Sy igin 2ME_STA i¢in iME_STA_CSE i¢in iME_STA_BCSE igin
ozdegerler ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler
1.0%e-11 1.0%e-4 1.0%e+1 1.0%e+2 1.0%e+1
-1.194355 7.939347 8.175630 1.032737 8.230170
-0.5869232 8.593514 8.175630 1.032737 8.232448
-0.5734302 9.212570 8.175630 1.032737 8.237471
-0.5101604 9.572241 8.175630 1.032737 8.240535
-0.4849419 9.577893 8.175630 1.032737 8.243370
-0.4658723 9.666184 8.175630 1.032737 8.246258
-0.4262829 10.00798 8.175630 1.032737 8.246487
-0.4005819 10.01572 8.175630 1.032737 8.252508
-0.3870031 10.07410 8.175630 1.032737 8.252535
-0.3815725 10.08569 8.175630 1.032737 8.253432
k(X)) = k(X)) = k(Z) = k(Z) = k()=
-7.66E-16 5.77E-10 0.000593795  0.001023289 0.013422542

SuE: Maksimum Entropi Kovaryans matrisi

Sue sta : Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu

EMEJTACSE :Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Convex Sum Hibrit yapisi
$umE sta pese *Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Bozdogan Convex Sum Hibrit Yapist

Tablo 3. 9: SRBCT veri seti igin iHCE ile 6zdeger iyilestirmesi

£ igin Sy igin 2ME_STA i¢in 2ME_STA_CSE i¢in EME_STA_BCSE icin
ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler
1.0*e-12 1.0%e-6 1.0%e+1 1.0%e+1 1.0*e+1
-4.318355 6.614255 4.851013 6.602953 4.851423
-3.404719 10.073861 4.851013 6.602953 4.851547
-2.267305 10.089544 4.851013 6.602953 4.851626
-1.621497 10.166824 4.851013 6.602953 4.851690
-1.594498 10.205549 4.851013 6.602953 4.851712
-1.393361 10.219934 4.851013 6.602953 4.851724
-1.266208 10.229870 4.851013 6.602953 4.851726
-1.158224 10.231940 4.851013 6.602953 4.851730
-1.111982 10.232613 4.851013 6.602953 4.851731
-1.028455 10.330809 4.851013 6.602953 4.851837
k(X)) = k(X)) = k(Z) = k(Z) = k(Z) =
-2.43E-16 2.01E-10 0.001476385  0.003190884 0.00280856

Sup: Maksimum Entropi Kovaryans matrisi

Zue sta : Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu

SuE stacsg “Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Convex Sum Hibrit yapist

SuE sta_pese :Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Bozdogan Convex Sum Hibrit Yapis:
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Tablo 3. 10: Beyin veri seti i¢in EAZHCE ile 6zdeger iyilestirmesi

£ igin Sy igin 2ME_STA i¢in iME_STA_CSE i¢in iME_STA_BCSE igin
ozdegerler ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler Ozdegerler
1.0%*e-12 1.0%e-5 1.0%e+1

-1.773675 1.670242 8.642946 1.196218 8.649957
-1.089631 2.397314 8.642946 1.196218 8.652881
-1.037029 2.426444 8.642946 1.196218 8.653174
-1.023396 2.494041 8.642946 1.196218 8.656057
-0.932597 2.646266 8.642946 1.196218 8.660741
-0.807212 2.735081 8.642946 1.196218 8.661537
-0.795727 3.194235 8.642946 1.196218 8.661939
-0.776082 3.348018 8.642946 1.196218 8.662572
-0.760816 3.464996 8.642946 1.196218 8.664153
-0.739112 3.623167 8.642946 1.196218 8.664671
k(X)) = k(X)) = k(Z) = k(Z) = k()=
-1.39E-15 9.04E-10 0.000467536  0.001054974 0.051677161

SuE: Maksimum Entropi Kovaryans matrisi

Sue sta : Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu

EME,STA,CSE :Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Convex Sum Hibrit yapisi
$umE sta pese *Maksimum Entropi Thomaz Stabilizasyonu ile Bozdogan Convex Sum Hibrit Yapist

Yapilan hesaplamalar, klasik 6rnek kovaryans matrisinin pozitif olmayan (non-positive)
ve kotli sartlanmis (ill-conditioned) oldugunu ve 6zdegerlerin biiylik bdliimiiniin negatif
veya sifir oldugunu gostermistir. Yukarida verilen tablolar, 6zellikle negatif 6zdeger
problemine vurgu yapabilmek i¢in ve veri setlerinin boyutlari ¢ok yiiksek oldugu icin, 6rnek
kovaryans matrisi ve diger kovaryans matrisleri kullanildiginda elde edilen 6zdegerlerden
sadece en kii¢iikk 10 tanesinin degerlerini gdstermektedir. Ancak Ornekle ifade etmek
gerekirse, SRBCT verisinde 2308 6zdegerden 1122 tanesinin negatif ¢iktig1 belirlenmigtir.
Ayrica virgiilden sonra 6 basamak yazildig1 i¢in bazi 6zdegerler esit gibi goriilmektedir.
Ancak, Tablo 3.10’da koyu olarak wvurgulanan o6zdegerlerin gergek degerleri
11.9621771439795 ve 11.9621771439805 seklinde olup bu 6zdegerler farklidir. Kullanmis
oldugumuz kovaryans matrislerinin klasik kovaryans matrisinde oldugu gibi dejenere

olmadiklari, pozitif 6zdegerlere sahip olduklari anlagilmigtir. x(X) degerleri de, onerdigimiz

A

X, kovaryans yapilariimn klasik drnek kovaryans matrisine gore singiilerlikten uzak

olduklarini1 gostermektedir. Artik iHCE ile PPCA analizi yapilarak boyut indirgenebilir.
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Daha sonraki asama, 6nemli olan temel bilesen sayisina karar vermektir. Literatiirde var
olan klasik yontemlerden farkli olarak, dnemli bilesen sayisi, bilgi kriterlerinin yardimi ile
tespit edilmistir. Bu amag i¢in Boliim 2.2.8’de detaylar1 anlatilan kriterlerin boyut sayisina
karar vermede kullanilma sekli sdyledir: PPC bilesenleri tek tek ilave edilerek olusturulan
modellerin bilgi kriterleri i¢in degerleri hesaplanir. Minumum degerin elde edildigi modelde
bulunan bilesen sayisi, onemli bilesen, dolayisiyla boyut sayisi olarak tespit edilir. Bu

sonuglara iliskin grafikler bu boliimiin sonunda tek bir seti i¢in 6rnek olarak verilecektir.

Boylelikle, verideki korelasyon yapisinin azaltilmasi ve dnemli bilesenlerin segilmesiyle,
yiksek boyutlu siirli 6rneklem biyiikliigiine sahip veri setlerinin boyut indirgemesi
yapilmistir. Tiim veri setleri igin bilgi kriterlerine gore ayr1 ayri elde edilen sonuglar Tablo

3.11 ve Tablo 3.12°de verildigi gibidir.

Tablo 3. 11: AIC bilgi kriteri ile se¢ilen boyut sayilar1 ve kullanilan kovaryans yapilari

Veri Orijinal Shce Indirgenen LDA hatali QDA hatali
setleri Boyut Boyut siiflama siiflama
yiizdesi yiizdesi
Losemi 3571 ME/STA/BCSE 6 15.28% 26.3%
Kolon 2000 ME/STA/CSE 14 19.35% 12.9%
Prostat 6033 ME/STA/BCSE 6 36.27% 34.31%
Lenfoma 4026 ME/STA/BCSE 15 4.83% 1.613%
SRBCT 2308 ME/STA/BCSE 15 9.52% 0.0%
Beyin 5597 ME/STA/CSE 14 2.38% 4.76%

Tablo 3. 12: CAIC ve CICOMP bilgi kriteri ile se¢ilen boyut sayilar1 ve kullanilan kovaryans yapilari

Veri setleri  Orijinal ShcE Indirgenen LDA hatali QDA hatali
Boyut Boyut siniflama siniflama
yiizdesi yiizdesi
Ldsemi 3571 ME/STA/CSE 8 1.38% 0.0%
Kolon 2000 ME/STA/CSE 10 22.58% %14.52
Prostat 6033 ME/STA/CSE 12 3.92% 7.84%
Lenfoma 4026 ME/STA/CSE 8 0.0% 0.0%
SRBCT 2308 ME/STA/CSE 8 0.0% 0.0%
Beyin 5597 ME/STA/CSE 4 9.52% 4.76%

Tablo 3.11 ve 3.12’deki sonuglar, Tablo 3.4’de ki siniflama sonuglart ile kiyaslandiginda,
HDR ile se¢ilen boyutlarin siniflandirma iizerinde elde ettikleri basar1 oldukga belirgindir.

Arastirmac i¢in karar kurali boyut indirgemeden dolay1 goze alinacak bilgi kayb1 miktar ile
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simiflama basarist arasindaki aligveris (trade-off) veya dengeyi dikkate almaktir. Kolon
kanser verisindeki ¢ok az bir farklilik disinda Bozdogan tarafindan o6nerilen CAIC ve
CICOMP kriterlerinin segtigi kovaryans yapilarinin ve boyutlarin siniflama sonuglari
iizerindeki iistiin basaris1 dikkat cekmektedir. Ozellikle Losemi veri seti, LDA i¢in orijinal
ilk 10 gen ile %33.3 ve AIC nin segtigi boyutlar ile %15.28 siniflama hatas1 verirken bu oran
CICOMP’1n sectigi boyutlar ile %1.38¢e gerilemistir. QDA i¢in ¢ok daha c¢arpici bir sekilde
%22.2 ve %26.3’den %0’a diismiistiir. Benzer ilgi ¢ekici sonuglar, Lenfoma ve SRBCT veri
setleri i¢in de elde edilmistir. Tiim bu sonuglar 6nerdigimiz HDR yaklagiminin basarisini

ortaya koymaktadir.

Son olarak sadece Losemi veri setinin analizinde bilgi kriterleri i¢in boyut segmede

kullanilan grafikler Sekil 3.3, 3.4 ve 3.5’de verilmistir.

x 10° PPCA
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Sekil 3. 3: PPCA analizinde 6nemli boyut sayisina karar vermek i¢in
hesaplanan AIC degerleri grafigi.
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Sekil 3. 4: PPCA analizinde 6nemli boyut sayisina karar vermek igin
hesaplanan CAIC degerleri grafigi.
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Sekil 3. 5: PPCA analizinde 6nemli boyut sayisina karar vermek igin
hesaplanan CICOMP degerleri grafigi.
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3.3 ICOMP ile Aykir1 Gozlem Tespiti: Simiilasyon Calismasi

Genel olarak ICOMP. seklinde tanimlanan yapi, ¢alisma kapsaminda kullanilan diger

kriterler i¢in de benzer sekilde AIC,,CAIC, ve CICOMP. seklinde tanimlanabilir. Bu

r
oranlarin aykir1 gozlemleri tespit etmedeki bagarisini ve yontemin kontrol grafikleri ile nasil
calistigin1 gésterebilmek amaciyla asagidaki protokol ¢ergevesinde bir simiilasyon ¢alismasi
yapilmistir. Sonuglar ayrica geleneksel yontemlerden biri olan Mahalanobis uzaklig: ile

karsilastirilmistir.

Aykir1 gozlemlerin oldugu bir veri seti tiiretmenin yolu, 6ncelikle normal yapidaki
gozlemleri tiiretmek ve daha sonra farkli mekanizmalar tanimlayarak buradan elde edilecek
aykir1 gozlemleri veriye eklemektir. Aykir1 gézlemler verideki yerleri belli olacak sekilde
rassal olarak dagitildiktan sonra, yontemin bu goézlemlerin yerlerini tespit edip etmedigine
bakilarak performans degerlendirmesi yapilabilir. Bu amagla 6ncelikle, Bolim 3.1°de
belirlenen protokol cergcevesinde N(g,X) dagilimindan aykiri olmayan gozlemler
tiretilmistir. Sonra asagida belirtilen mekanizmalar kullanarak aykir1 gézlemlerin setleri
olusturulmustur. Simiilasyon c¢alismasinda veriye eklenecek g-tane aykiri gozlem,

N (x,,%,) dagilimindan iretilmistir. Bunun igin Fritsch ve ark. (2012)’de tammladiklari

asagidaki protokol kullanilmistir.

Senaryo-1: Aykiri gozlemlera >1 igin X, = aX ve u, =0, yapisindan tiiretilir.
Senaryo-2: Aykiri gozlemler £, =X ve g, =0, yapisindan tiretilir.

Senaryo-3: Aykiri gozlemler u, #0, ve X =Y +qaa’ yapisindan tiiretilir. Burada,

a . . . .
a= ” rand ” seklinde olup a,,, ise B(%) Bernoulli dagilimindan ¢ekilen p-boyutlu bir
arand

vektordur.

Farkli n-gozlem sayilarinda, sekil ve lokasyon parametreleri i¢in yukaridaki senaryolar
kullanilarak ve aykir1 gézlemlerin bulasma oranlar1 da degistirilerek ¢cok farkli yapilarda veri

setleri tiiretilmistir. Her bir senaryo i¢in sonuglar Tablo 3.13, 3.14 ve 3.15’deki gibidir.
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Tablo 3. 13: Senaryo-1 i¢in elde edilen sonuglar.

n Cr #of Out  AIC CAIC CICOMP MD CPU(sn)
40 5 2 86 86 86 53 2.46
10 4 73 73 72 13 2.59
80 5 4 86 86 84 34 4.63
10 8 64 64 61 3 4.92
100 5 5 74 74 76 26 6.24
10 10 61 61 61 2 6.28
200 5 10 65 65 65 3 17.49
10 20 36 36 37 0 17.57

2, = 8* X, Iterasyon sayisi=100, n: Gozlem sayist

Cr :Bulasma orani (Contamination rate), #0f Out: Aykiri gézlem sayisi

Tablo 3. 14: Senaryo-2 igin elde edilen sonuglar.

n Cr #of Out  AIC CAIC CICOMP MD CPU(sn)
40 5 2 92 92 100 9 2.49
10 4 3 3 100 0 2.52
80 5 4 74 74 100 0 4.89
10 8 0 0 100 0 5.05
100 5 5 41 41 100 0 6.20
10 10 0 0 100 0 6.37
200 5 10 11 11 100 0 17.19
10 20 0 0 100 0 17.43

My = 8*[1], fterasyon sayisi=100, n: Gézlem sayist

Cr :Bulasma orani (Contamination rate), #0f Out: Aykiri gozlem sayisi

Tablo 3. 15: Senaryo-3 igin elde edilen sonuglar.

n Cr #of Out  AIC CAIC CICOMP MD CPU(sn)
40 5 2 98 98 98 93 2.40
10 4 83 83 82 33 2.42
80 5 4 95 95 95 70 4.94
10 8 81 81 79 12 5.00
100 5 5 91 91 90 55 6.36
10 10 77 77 77 10 6.28
200 5 10 87 87 87 34 17.53
10 20 34 34 34 0 17.54

Eq =Y +5aa’ , Iterasyon sayisi=100, n: Gézlem sayist

Cr :Bulasma orami (Contamination rate) #0f Out: Aykirt gozlem sayist
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Tablo 3.13, 3.14 ve 3.15’de gosterilen sonuglar, simiilasyon protokoliiniin 100 defa
tekrarlanmasi sonucunda, verideki aykirt gozlemlerin tamamin1i dogru sekilde
yakalayabildikleri iterasyon sayilaridir. Sonuglar oldukea ilgi ¢ekicidir. Farkli senaryolar ile
aykir1 gézlemlerin yapilar1 degistirildigi i¢in sonuclar farklilik gostermektedir. Ancak tiim
senaryolarda bilgi kriterlerinin, klasik yaklagim olan Mahalanobis uzakligina gore iistiin
basar1 sergiledikleri agiktir. Ozellikle senaryolarmn hepsinde, verideki aykiri gozlemlerin
sayis1 arttikca, Mahalanobis uzakliginin performansi belirgin bir sekilde diismektedir. Ancak
bilgi kriterleri bu durumdan Mahalanobis uzakligi1 kadar etkilenmemektedir.

Kriterlerin performanslari kendi aralarinda karsilastirilacak olursa, AIC tipi kriterler olan
AIC ve CAIC tamamen ayni1 performansi gdstermistir. Senaryo-1 ve Senaryo-3 igin, kriterler
arasi performans farkliliklar1 yok denecek kadar azdir. Ancak Senaryo-2’de CICOMP, AIC
tipi kriterlere gére olaganiistii basar1 sergilemis ve tiim aykir1 gozlemleri, sayis1 ne olursa
olsun dogru bir sekilde belirlemistir. Bu nedenle uygulamada, performans olarak aykiri
gbzlemlerin sayisindan ve yapisindan etkilenmedigi icin CICOMP’1n kullanim1 6nerilebilir.
Sekil 3.6, 3.7 ve 3.8’de her bir senaryo igin tek bir iterasyondan elde edilen kontrol grafikleri

verilmistir.
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CICOMP

Senaryo-2: u, =8[1], aykir1 gozlemler: 17- 30- 53- 55- 84
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3.4 HOD ile Mikrodizilim Veri Analizi

Mikrodizilim verilerinde iki tiir aykir1 gdzlem vardir. Ilki, veride farkli bir sinifa ait olan
hatali etiketlenmis gozlemlerdir. Bu gozlemler normal doku olarak etiketlenen bir tiimor
dokusu gibi yanlis bir sinifa atanan gozlemlerdir. Bu aykir1 gézlemler kullanilan siniflama
prosediirii ile tespit edilebilirler. ikincisi ise veride herhangi bir sinifa ait olmayan anomali
gozlemlerdir. Bu aykir1 gozlemlerin kaynagi daha ¢ok belirsizdir, fakat kesfedilmemis bir
biyolojik smiftan, zayif smif tahmininden, deneysel hatalardan veya asir1 biyolojik
cesitlilikten kaynaklanabilir. Anomali gosteren bir gézlemin sinifi belli olmadigi zaman,
etiketlendigi sinifin dogruluguna tutarli bir sekilde itiraz da edilemeyecektir. Ornek olarak,
bir gbzlem gercekten tiimdr dokusu olabilir fakat onun ifade diizeyi diger tiimor dokularinin

ifade diizeylerinden oldukca farkli olabilir.

Mikrodizilim veri setlerinde aykiri gozlemlerin belirlenmesi ve ayiklanmasti, verinin geri
kalaniyla karsilastirildiginda tutarsiz davrandiklari i¢in 6nemlidir. Aykir1 gézlem varliginda
bir model uygulamak, parametre tahminlerini ¢arpik yapabilecegi gibi yanlis ¢ikarsamalara
da sebep verebilirler. Literatirde mikrodizilim gen ifade verilerinin analizleri ve
yorumlanmasi ile ilgili olarak siniflama ve gen secilimi hakkinda c¢ok fazla c¢alisma
bulunmaktadir. Ancak ayni seyi gen ifade verilerinde aykir1 gézlem tespiti i¢in sdylememiz

miimkiin degildir [Shieh ve Hung, 2009].

Tez kapsaminda oOnerilen HOD yontemi Boliim 2.6’ da anlatildigi gibi asagidaki

hesaplama adimlarina sahiptir.

Asama-1: HDR ile yiiksek boyutlu verinin boyutu indirgenir

Asama-2: HDR sonucu elde edilen yeni bilesenler {izerinde her bir gozlem tek tek
disarida birakilarak ICOMP, oranlari hesaplanir.

Asama-3: ICOMP ’nin degerleri 0 ve 1 arasinda oldugu i¢in Beta dagilimindan geldigi

varsayilarak, bir iist ve alt limit tanimlanir ve bu sinirlar disinda kalan gézlemler aykiri

gbzlem olarak tanimlanir.
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Bu boliimde HOD yaklagimi ile Boliim 3.2°de boyutlar1 indirgenen alt1 tane mikrodizilim
veri seti analiz edilerek aykiri gozlemler tespit edilmistir. Simulasyon sonuglar1 dikkate
alindiginda CICOMP ile farkli tiirlerdeki aykir1 gozlemler basarili bir sekilde tespit
edilebildigi i¢in, Tablo 3.16’daki sonuglar CICOMP tarafindan tespit edilen aykiri
gozlemleri vermektedir. Ayrica HDR ile boyut indirgendigi i¢in, Mahalanobis uzaklig ile

de aykir1 gézlem tespiti yapilmis ve sonuglar birlikte verilmistir.

Tablo 3. 16: Mikrodizilim veri setlerinde HOD ile tespit edilen aykir1 gozlemler

Veri seti Gozlem sayisi CICOMP MD
Losemi 72 33,37 21
Kolon 62 8,12,24,28,35,44,53,58,60 35,40
Prostat 102 3,7,9,10,14,16,17,19,22,29,42 12,92

64,68,92
Lenfoma 62 54,55,56,57,58,59 -
SRBCT 63 10,55,57,58,59,60,62,63 60,63
Beyin 42 32 30,37,39,41

Bu sonuglara iliskin kontrol grafikleri Sekil 3.9’da verilmistir.
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Aykirt gézlemlerin tespiti istatistiksel analizlerde énemli bir rol oynamaktadir. Klasik
istatistiksel modeller aykir1 gézlemler ihtiva eden veri setlerine korii koriine uygulanirsa,
sonuglar en iyi ihtimalle yaniltici olacaktir. Buna ek olarak, aykir1 gozlem tespiti i¢in
ortalama vektorii ve kovaryans matrisine dayali klasik araglar maskeleme ve baskilama

etkilerinden dolay1 tiim aykir1 gézlemleri nadiren tespit edebilmektedirler.

Bu c¢alismada, PPCA ve bilgi kriterlerinin birlikte uygulanmasi sonucu 6nerilen HOD
yontemi ile etkin ve hizli bir aykir1 gdzlem tespit etme teknigi gelistirilmistir. Onerilen
yontemin performansi gesitli simiile edilmis veri setleri iizerinde ve yiiksek boyutlu gen ifade
verileri tizerinde gosterilmistir. Elde edilen sonuglara gore, HOD yonteminin yiiksek boyutlu

gen veri setlerindeki aykirt gézlemleri tespit etmek i¢in kullanim1 6nerilebilir.
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu ¢alismada, yapisal olarak asir1 derecede kiiciik 6rneklem problemine sahip veri setleri
i¢cin en temel problemler olan boyut indirgeme ve aykir1 gézlemlerin tespiti i¢in literatiirde
ilk defa, bilgi karmasiklig1 kriteri ICOMP’1n kullanimu ile Hibrit Boyut Indirgeme (Hybrid
Dimention Reduction-HDR) ve Hibrit Aykir1 Gozlem Tespiti (Hybrid Outlier Detection-
HOD) yontemleri dnerilmistir. Yontemlerin performans degerlendirmesi hem simiilasyon

caligmalar1 hem de mikrodizilim veri setleri lizerinde gosterilmistir.

Literatiirde bugiine kadar, yiiksek boyutlu mikrodizilim gen verilerinde var olan bilgiyi
ortaya ¢ikarabilmek, 6nemsiz ve ilgisiz olan degiskenleri ayiklayabilmek ve sonug olarak
minumum hata oraniyla smiflama yapabilmek igin bazi yaklasimlar Onerilmistir. Bu
yaklagimlar incelendiginde, bazilarimin siiflamadan once ilk asama olarak gen secilimi
yapmaya calisarak boyut indirgedikleri bazilarinin ise verinin ortogonal yeni eksenler
tizerine donisiimiinii yapan PCA gibi yontemleri kullanarak boyut indirgedikleri tespit
edilmistir. Gen secilim yontemleri, genlerin tamaminin bir 6l¢ek dahilinde skorlanmasina ve
daha sonra en iyi skora sahip olan genlerin se¢ilimine dayanmaktadir. Bu amagla t-testi
yaklagimi1 [Hedenfalk ve ark., 2001] veya Wilcoxon’s rank toplam istatikleri [Dettling ve
Biithlmann, 2003] gibi farkli yaklagimlar onerilmistir. Bu yaklagimlar genellikle siniflama
tizerinde etkisi olabilecek tek degiskenli gen secilimi yapabilmek i¢in kullanilir. Ancak bir
veri niteligi tek basina performansa ¢ok az bir etki yaratirken, diger niteliklerle birlestiginde
tiim veri kiimesini temsil edecek bir alt grup olusturabilir [Lu ve Han, 2003]. Dolayisiyla
genleri tek tek ele almak bu acidan bakildiginda problemli olabilir. Genlerin sayilari binler
hatta onbinlerle ifade edildigi i¢in, ¢oklu karsilastirma yapabilmenin imkansizlig1 da agikca
bellidir. Sonug olarak gen se¢ilimi igin, genler arasi etkilesimleri gbz ardi etmeyen bir 6lgii

kullanmak daha avantajli olabilecektir.

Boyut indirgeme baglaminda, bu konuda yapilan baz1 ¢aligmalarda 6rnek kovaryans
matrisinin singiilerlik probleminin ve bunun neticesinde ortaya ¢ikan negatif 6zdeger
probleminin ¢dziimiiniin yapilmadigi hatta bu problemle karsilasmamak ig¢in n gdzlem
sayisina bagli olarak sadece pozitif 6zdegerlerin dikkate alindigi goézlenmistir. Bu
0zdegerlerin en biiyiik varyansa sahip olduklari, sifir ve negatif ¢ikanlarin ise dnemsiz bilgi

tagidiklart igin ihmal edilebilecegi belirtilmistir [Filzmoser ve ark., 2008]. Halbuki bu



durum, Bolim 2.1.3’de de belirtildigi gibi, pozitif yari tanimli matris olan kovaryans
matrislerinin dogasina aykiri bir durumdur. Ghosh (2002)’de mikrodizilim veri setlerinde
SVD ayrisimini kullanmay1 ve buradan elde edilecek pozitif tekil degerler ile PCA
yapilmasini tavsiye etmistir. Kovaryans matrisinin ranki kadar pozitif tekil deger elde
edilecegi i¢in, rank probleminin iistesinden gelinmedigi ve diger tekil degerlerin ihmal
edilerek ¢oziim yapildig1 asikardir. Nguyen ve Rocke (2002)’de kismi en kiiciik kareler
(Partial Least Square-PLS) yontemini Onerirken ayni sekilde matris rankini dikkate
almiglardir. Chiaromon ve Martinelli (2002)’de dilimlenmis ters regresyon (Sliced Inverse
Regression-SIR) yontemini dnerirken veri matrisinin rankina bagli olarak yapisal uzay diye
adlandirdiklari bir alt kiimeyi dikkate almiglardir. Bu yontemlerin performans karsilastirmasi
Dai ve ark. tarafindan (2006)’da yapilmistir. Bu ¢alismada ise, random 6rnekleme yontemi
ile gen secilimi yapildiktan sonra yontemler karsilastirilmistir. Elde edilen alt kiimenin
optimal alt kiime olmasmin O&nemli olmadigi, sadece yontemlerin performans
degerlendirmesinin yapildig belirtilmistir. PPCA yontemi, Oba ve ark. tarafindan (2003)’de
kayip gozlemlerin oldugu gen ifade verilerinde bu gézlemlerin tahmini i¢in Onerilmistir.
Ancak bu calismada da tiim gen verisi degil, alt kiimeler kullanilarak analiz yapilmistir.
Tahmin edilen kayip goézlemlerin analiz sonuglarina etkisinin olup olmadig1 incelenmistir.
Scholz ve ark. (2005)’de yapay sinir aglar1 tabanli lineer olmayan PCA kullanimini
onermislerdir. Yapilan caligmada en yiiksek varyans oranina sahip olan genler dikkate
alinmigtir. Liu ve ark. (2008)’de negatif degerler icermeyen veri setlerinin analizi igin
onerilen Non-negative matrix factorization-NMF yontemini mikrodizilim verilerinin
boyutunu indirgemek i¢in 6nermisler ve bu yaklasimi PCA ile karsilastirmislardir. PCA igin
boyutsallik probleminden kaynakli problemlerin oldugunu vurgulamalarina ragmen
uygulamada klasik PCA kullanmislardir. Hatta elde edilen grafiklerde bile gozlem sayisi
kadar PC’nin oldugu dikkat ¢cekmektedir. 11 tane gen ifade verisinden elde edilen sonuglar
incelendiginde, benzer kullanilan gen verilerinden Prostat i¢in PCA+k-means ile %15,
NMF+k-means ile %13, SRBCT verisi i¢in PCA+k-means ile %45, NMF+k-means ile %28
hatali smiflama oranlarmi elde etmislerdir. Bu oranlar Tablo 3.12°deki sonuglar ile
karsilastirildiginda HDR ’nin basaris1 bir kez daha ortaya ¢ikmaktadir. Shi ve Luo (2010)’da
gen verilerini gorsel olarak sunabilmek icin en fazla 2 ve 3 boyut iizerinde ¢alistiklar1 lineer
olmayan bir boyut indirgeme yontemini 6nermislerdir. PCA igin tek elestiri genlerin lineer
kombinasyonunu i¢ermesi seklinde yapilmis ve uygulamada yine klasik PCA kullanilmustir.

Bes kanser verisine yapilan analizlerin sonuglar1 incelendiginde, benzer kullanilan gen
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verilerinden Losemi ve SRBCT verileri i¢in en iyi %52.2°lik hatali siniflama orani elde
etmiglerdir. Bu sonuglar tekrar HDR ’nin basarisin1 vurgulamak i¢in dikkat ¢ekicidir. Rezghi
ve Obulkasim (2014)’de giiriiltiisiiz PCA yapisin1 6nermisglerdir. PCA analizi giiriiltii igeren
veri setlerine uygulandigi zaman, bunlarin lineer birlesimleri olan PC skorlarina da bu
giiriiltiiniin bulasacagt ve bunun da PC skorlar1 bir siiflandirma prosediirii i¢in giris
vektorleri olarak diislintildiigli zaman performans kaybina sebep olacagini vurgulamislardir.
Bu nedenle PCA i¢in SVD ¢6zlimiinde, giiriiltiinliin cezalandirilmasi i¢in bir ceza terimi
ekleyerek noisy-free PCA onermislerdir. Ancak ¢6ziim SVD’ye dayanmakta ve tekrar

pozitif tekil degerler dikkate alinmaktadir.

Buraya kadar 6rneklendirilen ¢alismalardan, genel olarak gen sec¢iliminin yapildigi ya da
matris ranki kadar genle calisildig1 anlasilmaktadir. Dolayisiyla bildigimiz kadariyla, asir
derecede kiiciik 6rneklem probleminin oldugu gen verilerinde negatif 6zdeger probleminin
tistesinden gelerek boyut indirgemenin yapilabildigi bir ¢aligmaya rastlanmamigtir. Bu
anlamda tez kapsaminda onerilen Hibrit Boyut Indirgeme-Hybrid Dimension Reduction-

HDR literatiire 6nemli bir yenilik katmistir.

Aykir1 gézlem tespiti baglaminda, veri setinin satirlarinda (gozlemler) veya siitunlarinda
(genler) aykiriligin aranmasi seklinde farkli yaklagimlar Onerilmistir. Esasen aykiri
gozlemler terimiyle vurgulanmak istenen farkli olan gozlemlerin tespit edilmesi olarak
yorumlanabilecegi i¢in, tez kapsaminda da bu problem dikkate alinmustir. Ikinci durum
literatiirde farkli gen ifadelerinin tespiti olarak adlandirilmigtir. Ilk olarak Tomlins ve ark.
(2005)’de cancer outlier profile analysis-COPA’y1 ardindan Tibshirani ve Hastie (2006)’da
outlier sum-OS istatistigini ve sonra Wu (2007)’de outlier robust t-statistic (ORT)’yi
onermislerdir. Her ne kadar outlier kelimesi bu ¢alismalarda kullanilmis olsa da bunlarin
stitunlarda bulunan genler arasindan farkli yapiya sahip olanlar1 tespit etmek igin

onerildikleri hatirlatilmalidir.

Bu hatirlatmanin ardindan gozlemler arasindan aykir1 olanlarin tespiti yani ilk durum
icin, yiiksek boyutlu sinirli 6rneklem problemine sahip veri setlerinde karsilasilan zorluklar,
uzaklik, yogunluk, en yakin komsuluk tabanli yaklagimlarin yiiksek boyutlarda neden
anlamsizlastigi Boliim 2.5.2°de tartisilmisti. Benzer elestiriler, Aggarwal ve Yu (2002)’de
de yapilmistir. Ayni calismada yiiksek boyutlu veriler i¢in evrimsel bir aykir1 gézlem tespit

etme metodu Onerilmistir. Genetik algoritma ile Onerilen yaklasimin, gergek aykiri
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gozlemleri %98 oraninda tespit ettigini, %2 oraninda aykir1 olan gézlemleri normal gézlem
olarak belirledigini, %9.5 oraninda ise, aykir1 olmayan noktalarini aykir1 gozlem olarak
belirledigini bildirmislerdir. Yiiksek boyutlardaki problemlerden dolay1 bazi ¢alismalarda
On hazirlik asamasi olarak boyut indirgemenin yapilmasi ve daha sonra indirgenmis uzay
tizerinde aykir1 gézlem tespiti yapilmasi dnerilmistir. Her ne kadar, tez kapsaminda 6nerilen
HOD ile fikir anlaminda benzerlik tasisa da, agikca bellidir ki bu diisiincesinin basarist hem
uygulanan boyut indirgeme prosediiriiniin dogru bir sekilde uygulanabilmis olmasina hem
de kullanilacak aykir1 gozlem tespiti metodunun yapisina baglidir. Bu baglamda, Filzmoser
ve ark. (2008)’de indirgenmis uzay iizerinde ¢alismanin faydalarindan bahsetmisler ve
PCOut yontemini 6nermislerdir. Sagilmis aykir1 goézlemlerin farkli bir kovaryans matrisi
yapisindan geldiklerini, lokal aykir1 gézlemlerin ise, farkli bir lokasyon parametresine sahip
olduklarmi vurgulayan yazarlar, 6nerdikleri yaklasim ile iki agamada, her iki tiir aykiri
gbzlemi tespit edebildiklerini one siirmiislerdir. Ilging olan ise bu yontemin diisiik
boyutlarda zayif performans gostermesine karsilik yiiksek boyutlarda iyi performans
gosterdigini ifade etmeleridir. Calismaya goére p=50 boyut i¢in aykir1 gozlemler hatali
negatif ve hatali poziif olmak iizere toplamda %56 yanlis belirlenirken, p=2000 boyutlarda
bu oran %3 olmaktadir. Losemi veri seti i¢gin PCOut yontemini genler i¢in uygulamislar ve
7129 genden 2609 tanesini aykiri olarak tespit etmislerdir. Daha sonra bu say1y1 asir1 aykiri
olanlar olarak 296 taneye filtrelemislerdir. Bu ¢alisma da ikinci grup problem igin 6rnek
olarak verilebilir. Oh ve Gao (2009)’da kernel tabanli bir aykir1 gézlem tespit metodu
KLOD’u onermislerdir. Mahalonobis uzakligi i¢in karsilasgtirmanin da yapildigt bu
calismada, hem Losemi hem de Kolon kanser verisi lizerinde uygulama yapilmistir. KLOD
ile Losemi veri seti i¢in 9, Kolon i¢in 6 aykiri gozlem tespit edilirken Mahalonobis ile
Losemi igin 14, Kolon i¢in 3 aykirt gézlem tespit edildigi bildirilmistir. Fakat bunlarin hangi
gbzlemler olduklar1 rapor edilmemistir. Debruyne (2009)’da Destek Vektor Makinesi —
Support Vector Machine (SVM) ile siiflama tabanli bir aykir1 gézlem haritalama teknigi
onermisdir. Kolon ve Ldsemi verileri iizerine uygulama yapilan ¢alismada, Losemi verisi
icin aykirt gozlem tespit edilmedigi ifade edilirken, Kolon verisi i¢in Alon ve ark. (1999)’da

aykir1 gdzlem olarak etiketledikleri gézlemlerin aynilarmin tespit edildigi belirtilmistir.

Buraya kadar yapilan literatiir taramasinin sonucu olarak, Shieh ve Hung (2009)’da
belirttikleri gibi, mikrodizilim gen ifade verilerinin analizleri ve yorumlanmasi ile ilgili

olarak smiflama ve gen secilimi hakkinda ¢ok fazla ¢alisma bulunmasina ragmen ayni seyi
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gen ifade verilerinde aykirt gozlem tespiti i¢in sdylememiz miimkiin degildir. Bu 6zellikle
yiilksek boyutlu veri setlerinin yapisinda var olan boyutsallik probleminden
kaynaklanmaktadir. Esasen aykir1 gozlemlerin ne literatiirde genel gecer olarak kabul edilen
bir tanim1 ne de aym sekilde tespit etme yontemi olarak kabul gérmiis bir yontemi vardir.
Diisiik boyutlu veri setlerinde en temel klasik yaklagim olan Mahalonobis uzakliginin bile
aykir1 gozlemleri tespit etmede ki performansinin sorgulandigi ve bunun neticesinde saglam
yontemlerin 6nerildigi diisiiniilecek olursa, bu problemlerin iistiine yiiksek boyutlarda bir de
boyutsallik probleminin eklenmesi, bu konuda rapor edilen ¢calismalarinin nispeten daha az

olmasinin bir sebebi olarak gosterilebilir.

Coklu aykirt gozlemleri ve alt gruplart tanimlamak ic¢in kullanilan metotlar,
homojensizlik yiiziinden bozulmayacak bir metrik kurmanin zorlugu ile iligkilidir. Saglam
metotlar, homojenlik varsayiminda esneme yapabilir. Fakat bu yontemler de yaygin bir
sekilde kabul gormemistir. Bu durum onlarin yiiksek boyutlardaki veri setleri igin hesaplama
acisindan uygun olmamalarindan kaynaklanir. Oysaki bilgi kriterlerinin kullanim ile boyle
bir metrik kurmanin zorlugu ortadan kalkabilir. Mantiksal olarak ozellikle verideki
kovaryans yapisinin kompleksligini cezalandiran ICOMP tipi kriterler, zaten homojensizlik
Olciimii yaptiklart i¢in bu problemin lstesinden gelebilir. Bu noktada, tez kapsaminda
onerilen HOD yaklasimi, aykir1 gozlemlerin tespiti igin literatiire farkli bir bakis agisi
kazandirmistir. Ozellikle HDR ile indirgenmis uzay iizerinde ¢alismasindan dolay1, ¢ok

yiiksek boyutlu veri setleri i¢in uygulanabilir ve hesaplama ag¢isindan hizli ve etkindir.

Sonug olarak hem yapilan simiilasyon caligmalarindan elde edilen benzetim verileri
tizerinden hem de mikrodizilim veri setleri ilizerinden elde edilen sonuglar, yontemlerin
basarilarini agik bir sekilde ortaya koymaktadir. Uygulama igin alt1 tane mikrodizilim veri
seti kullanilmis olsa da, HDR ve HOD teknikleri bu veri setleri ile benzer yapiya sahip, asirt

derecede kiigiik 6rneklem problemi olan veri setlerinin hepsine uygulanabilir.
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5. ONERILER

Bu tez calismasi, ileride yapilacak ¢alismalar i¢in bir mihenk tas1 vazifesi gormektedir.
Sonuglar her nekadar tatmin edici olsa da, Onerilen yoOntemlerin performanslarini

artirabilmek veya genellestirebilmek icin asagidaki oneriler uygulanabilir.

> Ilk asama olarak kullanilan PCA ileri ki ¢alisamalarda non-Gaussian PCA, kernel
yogunluklu PPCA, olasilikli bagimsiz bilesenler analizi- Probabilistic
Independent Component Analysis (PICA), denetimsiz karma model kiimeleme
analizi- Unsupervised mixture cluster analysis, yoOntemlerine uyarlanmasi
Oongoriilmektedir.

» ICOMP’1n uygunluk fonksiyonu olarak kullanilacagi bir genetik algoritma ve
HDR’nin birlikte kullanimi ile, genler arasindan en miikemmel sonucu ortaya
cikaracak alt kiimenin belirlenmesi saglanabilir. Bdylelikle doniistiiriilmiis
verinin, ger¢ek uzayda hangi genlere tekabiil ettigi belirlenebilir.

» Smiflandirma noktasinda HDR’nin etkinligi, farkli siniflandirma prosediirlerinin

kullanimai ile daha ¢ok ortaya ¢ikabilir.
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