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OZET

Bu tez caligmasinda siirekli dagilim fonksiyonlar1 arasinda énemli bir yere sahip olan
beta ve genellestirilmis beta dagilimlar {izerinde durularak bu dagilimlarin 6nemli
karakteristik 6zelliklerinin gelistirilmesi amaglanmistir.

Calismanin giris kisminda genel olarak matematiksel istatistigin temel konularindan
olan dagilimlar hakkinda genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Bu konuda yapilan
caligmalardan bahsedilerek beta dagiliminin gerek matematiksel analiz ve gerekse
istatiksel analiz agisindan 6nemi vurgulanmistir. Bunun ardindan materyal ve metot baslig1
altinda ¢alismada kullanilan matematiksel istatistigin 6nemli tanim ve sonuglar1 verilmistir.

Calismanin ana kismi olan bulgular baslig1 altinda ise genellestirilmis beta dagilinmu
ve Onemli Ozellikleri verilmistir. Bu bdliimde genellestirilmis beta dagilimimin 6zel
durumlar1 iizerinde durulmus ve lstel dagilim ailesi igerisinde yer alan genel bir stel
dagilim fonksiyonu yapilandirilmistir. Buna ilaveten genellestirilmis beta dagiliminin
parametrelerinin bazi sabit degerleri icin olasilik tablolar1 elde edilmistir. Ayrica
genellestirilmis beta dagilimimin parametre degerlerinin olasilik dagilimi belirlenerek bir
mixture dagilim elde edilmeye ¢aligilmustir.

Sonug ve tartisma kisminda ¢alismada elde edilen bulgularin matematiksel istatistik
ve istatistiksel analiz icerisindeki Onemi literatlir bilgileri ile birlestirilerek

degerlendirilmistir.

Anahtar kelimeler: Beta dagilimi, Genellestirilmis Beta dagilimi, Gauss

Hipergeometrik fonksiyon, Olasilik tablosu, Mixtiir dagilim.



SUMMARY

GENERALIZED BETA DISTRIBUTION AND ITS PROPERTIES

In this study, two important types of continuous distribution functions, the beta and
the generalized beta distributions, were studied and the developments of their major
characterictics properties were aimed to be improved.

A comprehensive knowledge of literature about distributions which are the
fundamentals of mathematical statistics are given as an introductory to this research. By
dealing with the previous studies, it was emphasized why beta distribution is so important
in the sense of both mathematical and statistical analysis. And later, some important
descriptions and consequences of the mathematical statistics were defined in subsequent
sections.

Part of main evidence contains Generalized Beta distribution functions and its
primary features were given within the findings title. The special conditions of the
generalized beta and the exponential distributions functions were examined and rebuilded.
Additionally, probability charts were obtained for some constant values of the generalized
beta distributions parameters. The values of parameters were assumed to have a smooth
distribution and a mixture distribution was thus improved by means of this approach.

Part of result and discussion contain evidences with mathematical statistic and

statistical analyzes with knowledge of literature are evaluated.

Key words: Beta Distribution, Generalized Beta Distribution, Gauss

Hypergeometric Function, Probability tables, Mixture Distributions.
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1. GIRIS

Tarihi boyunca insanlik, gelecegi tahmin etme ugras icinde olmustur. Ozellikle son
yillarda bilim ve teknoloji alaninda biiyiik gelismelerin yasanmasi ve bilgisayar
kullannmmin  hizla yayginlagsmasi istatistiksel analiz tekniklerinin  gelismesini
hizlandirmistir. Bu analizlerde en 6nemli yere sahip olan istatistik tekniklerden biri olasilik
dagilimlaridir. Olasilik dagilimlar: bilim ve teknolojinin birgok alaninda reel sistemlerin
analizlerinin yapilmasinda ve c¢alismalarinin optimize edilmesinde Yyaygin big¢imde
kullanilirlar. (Hahn ve Shapiro 1967, Bentley 1993). Reel sistemlerde olasilik dagilimlari
kisaca, olasilik incelemesi ve olaylarin olasiliginin tanimlanmasi i¢in kullanilan
modellerdir.

Tanimlanan tesadiifi degiskenin olasilik degerlerini veya olasihik yogunluk
fonksiyonunu bulmak, arastirmaci i¢in olduk¢a Onemlidir. Tesadiifi degiskenin olasilik
fonksiyonun bulunmasi arastirmaci igin ilk basamaktir. Fakat arastirmacinin yapmis
oldugu deney veya gozlemler igin bir olasilik fonksiyonu olusturmaya c¢aligsmasi,
arastirmada onemli olan detaylarin gézden kagmasina ve belki de daha once gelistirilmis
bir olasilik fonksiyonu elde etmek icin zaman ve kaynak israfina yol agacaktir. Iste bu
nedenlerden dolay1, ayni Ozelliklere sahip tesadiifi degiskenler i¢in genel kaliplar
olusturulmus ve benzer tiirdeki tesadiifi degiskenlere uygulanmak amaciyla da bu kaliplar
genellestirilmistir ve bu genel kaliplar, bir diger ifadesi kuramsal dagilimlar olarak
adlandirilmastir.

Bu olasiliksal dagilimlar tesadiifi degiskenlerin aldig1 degerlere gore ikiye ayrilirlar.
Reel sayilarin alt araliklarinda deger alan tesadiifi degiskenlere siirekli tesadiifi
degiskenler, belli bir alt aralikta degil de reel sayilarin sayilabilen bir alt kiimesinde deger
alan tesadiifi degiskenlere ise kesikli tesadiifi degiskenler denilmektedir. Tesadiifi
degiskenin kesikli veya siirekli olmasma gore de dagilimlar kesikli dagilimlar ve siirekli
dagilimlar olarak iki ana gruba ayrilmaktadir.

Bu calismada siirekli dagilimlar icerisinde 6nemli bir yere sahip olan beta dagilimi
ailesi ve genellestirilmis beta (GB) dagilimi ele alinmistir. Beta dagilimi ¢ok genis bir
uygulama alanma sahiptir. Tesadiifi degiskenlerin oranlar1 ile ilgili problemler igin
istatistikte kullanilan en 6nemli dagilimlardan birisidir. Belirli bir minimum deger ile

belirli bir maksimum deger araligi i¢inde sinirlanmis olaylarin ortaya ¢ikmasi seklindeki



pratik sorunlarin modellenmesi, olasiliksal aktivite gosteren uzunluklarin tahmini igin,
yalnizca istatistik ve olasilik teorisinde degil, matematik teorisi ve gilivenilirlik
uygulamalarinda da onemli bir uygulama alanina sahiptir. Fizik problemlerinde, karar alma
teorilerinde, bayesgil ¢ikarimlarinda, oyun teorisinde, endiistriyel miihendislik ve
mithendisligin bir¢ok alaninda, medikal calismalarda, ekonometri alaninda ve yoneylem
arastirmasi gibi birgok alanda kullanilmaktadir.

Ilk olarak 1895 yilinda Karl Pearson tarafindan ortaya konulan beta fonksiyonu ve bu
fonksiyonun ozellikleri sonraki yillarda bazi arastirmacilar tarafindan istatistiksel anlamda
incelenerek bir dagilim fonksiyonu formunda diizenlenmistir. Beta dagilimi ve
genellestirilmis beta dagilimiyla ilgili bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Bunlardan birkag1
soyle siralanabilir: Johnson (1997) beta dagilimini risk analizinde kullanarak Onemli
bulgulara ulagmistir. Chia ve Hutchinson (1991) havanin giinliik bulutlu olma siirelerini
frekans dagilimma beta dagiliminin uygun oldugunu gostermistir. Yapilan bir baska
caligmada ise Avustralya’nin 11 bolge istasyonundan 12 ayda alinan 132 adet verinin beta
dagilimmna uydugu kanitlanmistir. Daha sonra Sulaiman ve Ark. (1999) Malezya da
havanin bulutlu olma siirelerini 10 yillik bir periyotta ele alarak incelemislerdir. Nicas
(1994) solunum alma siirelerinin degerlerinin modellenmesinde beta dagiliminin lognormal
dagilimdan daha fazla esneklik gosterdigine dikkat ¢ekmistir. Shivanagaraju ve ark. (1998)
yatirilan pirime ve emeklilik yasina gore emekli olabilme olasiligim beta dagilimi ile
modellemistir. Oguamanam ve Ark. (1995) beta dagilimmin carpiklik katsayisini
kullanarak arabalardaki vites degisikligi ile ilgili bir takim bilgileri incelemistir.
Schwarzerg Czerny (1997) faz dagiliminin minimize istatistiksel bir beta dagilim
oldugunu gostermistir.

Genellestirilmis beta dagilimu ile ilgili olarak on bes yillik bir ¢alisma ge¢misi
oldugunu goérmekteyiz. Bu dagilimla ilgili ilk olarak calisan arastirmacilar James B.
McDonald ve Xu J. Yexiao dir (1994). Bu arastirmacilari Simon C. Parker takip
etmektedir. Simon C. Parker (1998) genellestirilmis beta dagilimini ABD’nin gelir vergisi
verilerine uygulayarak pareto dagilimindan ve lognormal dagilimdan daha esnek bir yapiya
sahip oldugunu gostermistir. Michael B. Gordy (1998) ise ayri bir genellestirme
olusturmustur. Sonrasinda ise Saralees Nadarajah ve Samuel Kotz (2004) beta dagilimi ve
hipergeometrik dagilimi kullanarak farkli bir genellestirme olusturmustur. Ve son olarak J.
H. Sepanski ve Lingji Kong (2007) genellestirilmis beta dagiliminin igerigi ile ilgili olarak
detayl1 bir caligsma ortaya koymustur.



Bu tez calismasinda temel olarak genellestirilmis beta (GB) dagilimi ve bu dagilimin
genel ozellikleri ele alinmis ve Matlab paket programi kullanilarak GB dagiliminin olasilik
tablolar1 elde edilmistir. Ayrica GB dagiliminin 6zel durumlar1 olan bazi dagilimlar da

olusturulmustur.



2. MATERYAL VE METOT

Tesadiifi degisken kavrami gerek olasilik teorisi gerekse matematiksel analizin
onemli materyallerinden birisidir. Siirekli fonksiyonlar sinifinin genisletilmis bir iist sinifi
olan olgiilebilen fonksiyonlar sinifi olarak tamimlanan tesadiifi degiskenler sinifi 6rnek
uzay1 lizerinden reel sayilara tanimlanan ve &rnek uzayi iizerinde tamimlanmis c-cebire
gore Olciilebilen bir fonksiyondur. Bu bakimdan tesadiifi degiskenler sinifi olasilik teorisi
ve matematiksel analizin en Onemli ortak ¢alisma alanidir. Simdi tesadiifi degiskenlerle

ilgili asagidaki tanim ve 6zellikleri verelim.

2.1 Tesadiifi Degisken Kavramm

(2, ) olgiilebilen uzay ve X: 2—R olmak tizere her bir keyfi ¥x € R i¢in

(X<x}={we : X(w) <x} € (2.1.1)

ozelligi sagliyorsa X fonksiyonuna tesadiifi degisken denir.

Fonksiyonlar teorisi bakimindan tesadiifi degisken J — Olgiilebilen bir
fonksiyondur. Bu tanima gore bir X: 2 —»R fonksiyonun tesadiifi degisken olup olmamasi
J o-cebrinin se¢imine ve (2.1.1) kosuluna baglidir. [17]

Tesadiifl degiskenin birbirine denk olacak sekilde farkli bir¢ok tanimi yapilabilir. Bu
tanimlamalardan en Onemli olami (2.1.1) esitligi ile verilen sartin saglanmasi olmakla
birlikte buna denk olacak sekilde reel sayilarda alinan Borel alt kiimeleri yardimiyla da

tanimlama yapilabilmektedir. B € R Borel kiimesi olmak iizere

X1B)={X€eB}eS (2.1.2)
sart1 saglaniyorsa (2 iizerinde taniml1 X fonksiyonuna tesadiifi degisken denir. Simdi

X tesadiifi degiskeninin ters goriintiilerinden olusan asagidaki kiimeyi dikkate alalim,

H={BcR:X(B)€ES} (2.1.3)



Ters goriintiiniin 6zelliklerinden dolayr H smifi reel sayilarda tanimlanan bir o-
cebridir. Bu durumda keyfi x € R igin X 1(—o,x) € I olacagindan (—o0,x) € H
olmalidir. Boylelikle H, E = {(—o0,x):x € R} sinifim igeren bir o-cebirdir. Borel o-
cebri E sinifini igeren en kiigiik o-cebir oldugu i¢in 6o(E) € H olacaktir. Demek ki her bir
Borel kiimesi H sinifinin elemanidir. Bu 6zellik ilk olarak:

X, (22, 3) de bir tesadiifi degisken olmak iizere keyfi a, b € R sayilar1 i¢in
X1t<ab>€Sg (2.1.4)

olur. Burada < a, b > simgesi R deki herhangi bir aralik gosterilmektedir.
Ikinci olarak: X: 2—R tesadiifi degisken ve g: R—R Borel fonksiyonu olmak iizere
g(X) tesadiifi degisken olacaktir. Burada Borel fonksiyonu keyfi ¢ € R igin

{xeR:g(x) < c}eB(R) (2.1.5)

ozelligini saglayan fonksiyondur ve B(R) ile de R de Borel cebri gosterilmektedir.
Fonksiyonlar teorisi bakimindan Borel fonksiyonu B(R)- dlgiilen bir fonksiyondur. Borel
fonksiyonlar1 genis bir simf olusturmaktadir. Ornegin, siirekli, parcali siirekli ve monoton
artan fonksiyonlar dizisinin limiti Borel fonksiyonudur. Bu sonuca gore X bir tesadiifi
degisken ise her bir g: R—R siirekli fonksiyonu igin g(X) tesadiifi degiskendir. Ornegin
|X|, max (0, X) ve max (0, —X) fonksiyonlari R de siirekli oldugundan

|X| = max (—X, X), X:=max (0, X), X = max (0,—X)
fonksiyonlari da tesadiifi degiskendir.
Ucgiincii olarak: f: R,—R Borel fonksiyonu, X;, ..., X,, ise tesadiifi degisken olsun.

Bu durumda f(Xj, ..., X,) fonksiyonu tesadiifi degisken olur. f, R, de Borel fonksiyonu

oldugundan keyfi ¢ € R i¢in f~1(—oo, ¢) kiimesi R,, de Borel kiimesidir. Burada,
{w: fF(X1(w), ..., Xp(w)) < c} ={w: X (@), ... Xp(w)) € fI(~o,c)} €T

Buna gore X3, -+, X,, tesadiifi degisken ise, bu durumda



XlXZ Xn ,
X+ Xy + o+ Xy

\/Xﬁ + .+ X2

fonksiyonlarin her biriside tesadiifi degisken olur, sonuglarini gerektirmektedir.[17]
2.2 Dagihm Fonksiyonu

Tesadiifi degisken kavram pratikte yaygin olarak bir olasilik degeri esliginde deger
alan degisken seklinde algilandigindan tesadiifi degiskenin aldig1 degerlerin bir olasilik
degerinin olmast ve bu olasilik degerini belirleyen bir fonksiyonun olmasi zorunlulugu
bulunmaktadir. Tesadiifi degiskenin olasilik degerlerini belirleyen fonksiyona tesadiifi
degiskenin dagilim fonksiyonu denilmekle birlikte asagidaki sekilde tanimlanabilir.

(2, 3,P) olasilik uzay1 ve bu uzayda tanimhi X tesadiifi degiskeni yardimiyla

asagidaki sekilde tanimlanan fonksiyona dagilim fonksiyonu denir,
F(x)=Fx(x)=Pr(X<x), x€R (2.2.1)

Aym zamanda F(x) =1—F(x) =Pr(X =x) fonksiyonuna da F(x) dagilim
fonksiyonunun kuyrugu denir. Dagilim fonksiyonlari tesadiifi degiskenlerin yapisina ve
elde edilmesine bagl olarak farklilik gostermektedir. Ornegin tesadiifi degisken reel
sayilarin siirekli bir alt araliginda deger aliyorsa siirekli dagilim fonksiyonu, sayilabilir bir
alt araliginda deger aliyorsa kesikli dagilim fonksiyonu isimlerini almaktadir. Bunun
yaninda tesadiifi degiskenin deger kiimesi hem reel sayilarin siirekli bir araligi hem de reel
sayilarin sayilabilir bir araligindan olusabilir. Bu durumda dagilim fonksiyonunu stirekli
veya kesikli sekilde isimlendirmek miimkiin degildir. Ayrica bir dagilim fonksiyonu farkli
iki dagilim fonksiyonunun konvoliisyonu seklinde elde edilebilir. Bu durumda ise elde
edilen dagilim fonksiyonuna mixture dagilim fonksiyonu denilmektedir. Her bir tesadiifi
degiskene bir dagilim fonksiyonu karsilik gelecegi gibi ayni zamanda her bir dagilim
fonksiyonuna da uygun bir tesadiifi degisken karsilik getirilebilmektedir.



2.3 Beklenen Deger

Bir tesadiifi degiskenin en Onemli karakteristiklerinden birisi beklenen degeridir.
Beklenen deger tesadiifi degiskenin ortalamasi olarak da kabul edilmektedir. Bir tesadiifi
degiskenin beklenen degeri her zaman var olamayabilir. Reel sayilarin sayilabilen alt
araliklarinda deger alan tesadiifi degiskenler i¢cin beklenen deger asagidaki sekilde
hesaplanmaktadir:

(22, 3,P) olasilik uzayi, X = X(w), w € Q ise birbirinden farkli x4, x, ... degerlerini

alan tesadiifi degisken olsun. Bu tesadiifi degisken A,, = {X = x,,} olmak iizere

X(w) = Xh=1%nl 4, (0), w € Q (2.3.1)

Seklinde gosterilebilir. Ciinkii bu esitligin sol ve sag taraflar1 her bir w € Aj i¢in
aym bir xj degerini almaktadir, burada I, ile A olayin indikatorii gosterilmektedir.
Asagidaki varsayim altinda

Ym=ilxnl Pr(X =xp) <

bir X tesadiifi degiskeninin beklenen degeri su formiille hesaplanmaktadir:

EX =35 _qlxp| Pr(X = x,) (2.3.2)

EX sayisina X' in beklenen degeri veya ortalamasi veya birinci momenti denir. E
operatdriine ise beklenti operatorii adi verilir.

Bir tesadiifi degiskenin alabilecegi degerlerin reel sayilar dogrusunda nasil
yerlestigini karakterize etmek igin ¢esitli sayisal gostergeler kullanilmaktadir. EX bu
gostergelerden birisidir ve X tesadiifi degiskeninin alabilecegi degerler bu gosterge
civarinda guruplagsmaktadir.

Beklenen degerin taniminda (2.3.2) serisinin mutlak yakinsak olma kosulu
onemlidir. Bu kosul altinda EX ortalama X tesadiifi degiskeninin degerlerinin siralanisina
bagli degildir, ¢iinkii (2.3.2) serisinin toplamu terimlerin keyfi yer degistirmesi sonucu
degismez. Pozitif degerli tesadiifi degiskenin beklenen degeri pozitif terimli serinin

toplam1 oldugundan sonlu veya sonsuzdur. (2.3.2) serisi mutlak yakinsak olmadigi halde



EX sonlu veya sonsuz olabilir veya mevcut olmayabilir. Bu durumlarin her birisi i¢in
beklenen deger mevcut degildir.[17]
X:0N - R bir tesadiifi degisken ve her bir X, kesikli tesadiifi degisken olmak

lizere X;, 3 X, w € 12 diizgiin yakinsaklik sart1 saglansin. Bu durumda
EX = lim,_,EX, (2.3.3)

limitine X tedadiifi degiskeninin beklenen degeri veya ortalamasi veya 1-inci
momenti denir. (2.3.3) ifadesi birbirine denk olacak sekilde farkli bigimlerde
yazilabilmektedir. Ornegin reel analiz bakimindan X &lgiilebilen fonksiyon, EX ise X
tesadiifi degiskeninin P olasilik dlgiisiine gore (2 {izerinde integralidir ve asagidaki integral

formunda yazilabilir,
EX = [, X(w)dP (2.3.4)

Beklenen dege tesadiifi degiskenin dagilim fonksiyonu kullanilarak Riemann-

Stieltjes integrali formunda da asagidaki sekilde elde edilebilir,
EX = [_xdF(x) (2.3.5)

Burada F ile X tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonu gosterilmistir. (2.3.5)

integralinin var olabilmesi i¢in asagidaki sartin saglanmasi gerekmektedir,
JZ |x|dF (x) < o
2.4 Beta Dagilimi ve Genel Ozellikleri
Beta dagilimi mutlak siirekli dagilim fonksiyonlari ailesi igerisinde énemli bir yere
sahiptir. {1k olarak 1895 yilinda Karl Pearson tarafindan ortaya konulan beta fonksiyonu ve

bu fonksiyonun ozellikleri sonraki yillarda bazi arastirmacilar tarafindan istatistiksel

anlamda incelenerek bir dagilim fonksiyonu formunda diizenlenmistir. Asagidaki kisimda



beta dagilimina Onciilik eden beta fonksiyonunun 6nemli 6zelliklerinden birkagini

aciklayalim.
Beta fonksiyonu, a« > —1,8 > —1 ve [a,b] reel bir aralik olmak iizere asagidaki

esitlikle tanimlanir,
b(x,a,B,a,b) = (x —a)*(b — x)B (2.4.1)

Beta integrali ise

B(a+1,B+1) = [ b(x,aB,a b)dx (2.4.2)
Esitligi ile tanimlanur. Ozel olarak [a, b] = [0,1] olmasi durumunda beta fonksiyonu
b(x,a,B) = x*(1 — x)# (2.4.3)

formuna doniisecektir. Bu durumda ise beta integrali

Bla+1,8+1) = [ b(x,a B)dx = —2L (2.4.4)

(a+p+1)!
seklinde yazabiliriz. Yukaridaki (2.4.4) numarali esitlik beta integrali ile gamma
integrali arasindaki bagintiy1 ortaya koymaktadir. Soyle ki;

u=(1-x)?, dv=x%x yardimiyla kismi integrasyon yontemini uygularsak ve

islemi ardisik devam ettirirsek asagidaki esitlikleri elde ederiz,
Bla+1,+1) =L B(a+2,p8)
a+1

BB —-1)

@t D@+ P@t3f-1

~ BB —1)..2.1

S (a+D@+2) . (@+p+1)
B al B!

C(a+ B+ 1)



_T(a+Dr@+1
 T(@+p+2)

Beta fonksiyonunun o ve [ sabitlerinin bazi sayisal degerlerine karsilik gelen

grafiklerini inceleyelim.

0,1

0,1

0,0

o0 ——7—F—7—7—7———T—T——T——T—T—T T T T T T

o
o
o
w
o
(&)
o
o)
'_\
o

Sekil 1: a= 2 ve B= 2 i¢in beta fonksiyonunun grafigi

Sekil 2: a = 1 ve B= 3 i¢in beta fonksiyonunun grafigi
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0,1

0,1

0,0

0,0

o0 +—/—77——77—7——7——7——F— 77— T T T T T

o
(@)
o
w
o
al
o
[os]
=
(@)

Sekil 3: a= 1 ve B= 5 i¢in beta fonksiyonunun grafigi

0,0 -
0,0 o
0,0 +
0,0 -+
0,0 — T T T T — T
0,0 0,3 0,5 0,8 1,0
X

Sekil 4: o= 5 ve B= 2 i¢in beta fonksiyonunun grafigi

0,0 ]

0,0 ;

0,0 ;

0,0 ;

0,0: T — T
0,0 0,3 0,5 0,8 1,0

Sekil 5: a= 5 ve B= 5 i¢in beta fonksiyonunun grafigi



Beta dagilimina sahip X tesadiifi degiskeninin yogunluk fonksiyonu, beta fonksiyonu
yardimiyla asagidaki sekilde yazilabilir,

1
f(X;a,ﬁ) :mb(xﬂa_ 1'3_ 1)

burada 0< x <1, «,f > 0 alinmalidir. Beta dagilimi basta endiistriyel miihendislik ve
yoneylem arastirmasi olmak iizere birgok alanlarda kullanilabilmektedir. Belirli bir
minimum deger ile belirli bir maksimum deger aralig1 i¢inde sinirlanmis olaylarin ortaya
cikmasi seklindeki pratik sorunlarin modellenmesi ve CPM tipi proje idaresi ve kontroli
kuraminda, olasiliksal aktivite gosteren uzunluklarinin tahmini i¢in de kullanilmaktadir.
Beta dagilimin belirli karakteristikleri, beklenen degeri, varyansi ve sifira gore k-
inci momenti ile (k —1)-inci momenti arasindaki recurrent iliski asagidaki gibi

hesaplanabilir,

EX = —2
_a+ﬁ
af
VarX =
T @@+t pr)
a+k—1
EX¥ = —————— EXx*1
a+pf+k-1

X1, ..., Xy , a ve [ parametrelerine sahip beta dagilimindan segilen 6rnek birimleri

olmak iizere 6rneklem ortalamasi ve varyansi sirasiyla,

n
2%
i=1

n
1 _
s? = E(Xi_x)
n—14
=1

7=

S| =

12



olmak lizere a ve [ parametrelerinin moment tahmin edicileri sirasiyla asagidaki

sekilde elde edilir,

SS{ICEL N

-
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3. BULGULAR

3.1 Genellestirilmis Beta Dagilimi

Beta dagilimi siirekli dagilim fonksiyonlar1 ailesi igerisinde diger dagilim
fonksiyonlarindan daha esnek bir yapiya sahip olmasi reel uygulamalarda daha pratik
olarak kullanilabilme avantajin1 kazandirmaktadir. « ve [ parametrelerinin farkl
secimleriyle beta fonksiyonunun grafiginin esnek bir sekilde degisim gostermesi ikinci
boliimde yer alan grafiklerde incelenmisti. Bunun yani sira son yillardaki arastirmalarda bu
esnekligin daha fazla saglanabilmesi i¢in beta dagilimi lizerinde bir takim genellestirmelere
gidilerek farkli fonksiyonel formlarda dagilim fonksiyonlar1 elde edilmistir. Bu
genellestirmelerde asagidaki esitliklerle tanimlanan Gauss hipergeometrik fonksiyonun
kullanilmas1 olduk¢a 6nemlidir.

(z) asagidaki esitlikteki gibi olmak tizere,

@) =2z+1).(z+k—-1) (3.1.1)
_ (z—1+k)!
=G (3.1.2)

Gauss hipergeometrik fonksiyonu

. v (@p®)rxk
oFi(a, b;c;x) = Zk=ow (3.1.3)
w  (@r®)©)rxk
Fo(a, b, c;d,e;x) = Djmo— o — 1.
sFo(a, b, c;d,e; x) k=0 (@ (o)l (3.1.4)

esitlikleri ile tanimlanmaktadir. Burada (0), = 1 seklinde tammlanmaktadir. Bu

durumda genellestirilmis beta degiskeninin dagilim fonksiyonu,

bB(a,b
F(x) = mxa“’zﬁ (1-vy,a;a+b+1;x) (3.1.5)
ve yogunluk fonksiyonu,
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f(x) =]:(z(—;fy))xa+b_12 FiF(l—y,aa+b;x) (3.1.6)

esitlikleri ile tamimlanir. Burada 0 < x <1lvea>0, b >0, y >0 olmahdir.
Yukarida (3.1.5) formunda ifade edilen GB dagilim fonksiyonu Prudnikov tarafindan elde
edilmistir.

Genellestirilmis beta dagiliminin orjine gére n-inci momenti ise

bB(a,b)

ny —
E(X ) - (n+a+b)B(a,b+y)

sFo(l—y,an+a+b;a+bn+a+b+1;1) (3.1.7)

seklinde olur. Ayrica h(x) = f(x)/{1 — f(x)} Hazard fonksiyonu

h(x) _ b(a+b)B(a,b)x**tP=12F1(1—y,a;a+b;x)
" (a+b)B(ab+y)—bB(a,b)x3*+P2F1(1-y,a;a+b+1;x)

(3.1.8)

seklinde elde edilir.[4]
Yukarida (3.1.5) esitligi ile verilen dagilim fonksiyonunda hipergeometrik
fonksiyon ve beta fonksiyonu acik olarak yazilacak olursa GB dagiliminin asagidaki

sonsuz toplam seklinde yazilan dagilim fonksiyonu elde edilir,

_ T+ (a+b+y) voo  (A=PIr(@)x Pk
Flx) = r(a+b)I(b+y) Li=o (a+b)i(a+b+k)k! ’

0<x<1 (3.1.9)

Burada I'(a) ile gamma fonksiyonu gosterilmektedir. (3.1.5) ve (3.1.9) ifadelerinin

esitliklerinden asagidaki 6nemli sonug elde edilir,

(a+b)(a+b+1),=(@+b)(a+b+k) (3.1.10)

Bu esitlik tliimevarim yardimi ile de kolaylikla gosterilebilir. Ayn1 zamanda GB

dagiliminin yogunluk fonksiyonu agik formda asagidaki sekilde yazilabilir,

r(b+1)r(a+b+ o (- a+btk-1
Flx) = (b+1)I'(atb+y) Zk:o( Vik(@kx

r(a+b)r(b+y) (a+b)k! » 0<x <1
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Simdi GB dagiliminin baz1 6zel durumlarini inceleyelim.
3.2 Genellestirilmis Beta Dagiliminin Ozel Durumlari
GB dagilimi a, b, y olmak tizere li¢ parametreden olusmaktadir. Bu béliimde GB
dagiliminin bu parametrelerinin baz1 sayisal degerlerine karsilik dagilimin alacagr sekilleri
inceleyelim.
1. GB dagilimmnin parametrelerini a+b =1 ve y =1 alalm. Bu durumda
(3.1.10) esitligi ile verilen GB dagiliminin dagilim fonksiyonunda yer alan

hipergeometrik fonksiyon sonsuz toplam vyerine, (0);, = 1 olacagindan, tek

terimden olusacaktir. Ayn1 zamanda

r(b+1)r(a+b+y) _ _ _
r(a+b)r(b+y) La+tb=1y=1

olacagindan (3.1.9) ifadesindeki GB dagilim fonksiyonu
F(x)=x, 0<x<1

diizgiin dagilim fonksiyonuna doniisecektir.

2. GB dagilim fonksiyonunda agagidaki doniisiim yapildiginda
x=1—e7Y% O<u<oo

GB dagilim fonksiyonu asagidaki sekle dontisiir,

F( )_r(b+1>r(a+b+y) o0 (1-y)r(@) (1—e~W)a+b+k
T I(a+b)r(b+y) “k=0  (a+b)p(a+b+k)k!

(3.2.1)

Yukaridaki esitlikte yazilan F(u) genellestirilmis bir tistel dagilim fonksiyonudur.
Ustel dagilim ailesi icerisinde bircok genellestirilmis formlar mevcut olmakla birlikte
(3.2.1) esitligi ile belirtilen genellestirme de tistel dagilim ailesi igerisinde énemli bir yere

sahip olacaktir. Bu dagilim fonksiyonunda a + b = 1 ve y = 1 olarak alindiginda
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Fluy=1-e™% O<u<o

A = 1 parametreli {istel dagilim fonksiyonu elde edilir. (3.2.1) esitligi ile ifade edilen

dagilim fonksiyonu asagidaki forma rahatlikla doniistiirtilebilir,

+b+k
F(u) = CZ C. Za (a + b + k) (_1)a+b+k—je—(a+b+k—j)u
k=0

Burada C ve Cj, asagidaki esitliklerdeki gibidir,

_I'(b+Dr(a+b+y)
 Ir(a+b)Iro+y

C. = (1 =)@y
“T(a+b)la+b+k)k!

3. GB dagiliminin beklenen degeri y = 1 i¢in,

a+b

EX =——

a+b+1
y = 2 igin,

1 a(a+b+1)
ot - |
b+1 (a+b)(a+b+2)
y = 3i¢in
EX = (a+b+2)(a+b) { _ 2a(a+b+1) a(a+1) }
T (b+2)(b+1) (a+b)(a+b+2)  (a+b)(a+b+3)

seklini alir. GB dagilimimnin n-inci momenti tim y > 0 i¢in asagidaki formda

olacaktir,

EXM — r'(b+1)r'(a+b+y) 200 A-Y)k(@)y(n+a+b)y
" (a+b+1)I(a+b)r(b+y) “k=0 (a+b)(n+a+b+1),k!
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4. Dagilim fonksiyonu 6zelliginden asagidaki esitlik elde edilir,

Z“’ (1= Vr(@i _ I'(a+b)I'(b+y)
k=0(a+b)la+b+kk! TI'(b+DIr(a+b+y)

5.  GB dagilim fonksiyonunun 6zelliginden her bir a > 0 i¢in asagidaki esitlik elde

edilir,

ax a(a+1x? a(a+1)(a+2)x3

T+ 2 3]

+o=(1-x)"

3.3 Genellestirilmis Beta Dagiliminin Parametrelerinin Bulunmasi

GB dagilim1 parametrelerin sayisal degerlerine gore esnek bir dagilim fonksiyonu
grafigi sergilemektedir. Bu 6zelliginden dolay1 birgok deneysel veriye uyum saglar. Ancak
deneysel bir veri alindiginda bu veriye uyum gosteren GB dagiliminin parametreleri nasil
bulunabilir? Bu problemin ¢oziimii uygulamali istatistikte oldukca Onemlidir. Biiyiik
sayilar yasasina gore belli bir biiyliklikte gozlem sayisi elde edildiginde verinin
dagiliminin normal dagilima yaklastigi bilinmektedir. Ancak bu yaklagmanin dl¢iisii yine
de belli bir hata payini olusturmakta veya kiiciik ¢apl gozlemler i¢in veri normal dagilima
uymamaktadir. Bu tipli problemlerde GB dagilimi olduk¢a iyi sonuglar vermektedir.
Matlab bilgisayar programi kullanilarak Kolmogorov-Simirnov testi yardimiyla GB
dagiliminin veriye uygun parametrelerinin bulunmasi saglanmistir.

Komogorov-Simirnov test istatistigi
Dn = Sup—oo<x<oo|Fn(x) - F(X)I (331)

seklindedir. Burada F,, deneysel dagilim fonksiyonu , F teorik dagilim fonksiyonu, n

ise orneklem hacmini gosterir. Kolmogorov teoremine gore F icin vnD,, nin limit dagilimi

o (__1Vk,—2k%t?
K(t) = lim,, o, p(vD, < t) = {ZME e 20 (33.2)
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seklindedir. Kolmogorov’un bu teoremi (3.3.1) esitligi ile gosterilen limit
dagiliminin bulunmas: agisindan oldukca onemlidir. Boylelikle 6rneklem hacmi n biiyiik
ise, 0 zaman deneysel dagilim fonksiyonu FE,(x) her bir x € R i¢in teorik dagilim
fonksiyonu F(x)’e ¢ok yakin olur ve buna gore bilinmeyen F(x) i¢in tahmin edici kabul
edilebilir.

Kolmogorov-Simirnov (KS) testinin akis algoritmasi agagidaki gibi olur.

a) Orneklem degerlerine dayanarak D,, istatistigi hesaplanr.

b) 0<a<1 anlamhlik diizeyi segilir ve K(t) fonksiyonunun tablosundan
1 — K(t) = a denklemini saglayan t = t,.(n, a) kritik degeri bulunur.

) Hy: F(x) = F hipotezi D,, > ty, ise ret, aksi halde kabul edilir.

Gortldigi gibi KS testi bir teorik dagilimin 6rneklem dagilimina ne derece iyi
uydugunu belirlemektedir. Dolayisiyla bu test teorik ve deneysel dagilimlar arasindaki
uyum derecesini agiklamaktadir. Simdi KS testi ile ilgili bazi onemli noktalar1 ele
alalim.[17]

(i) (3.3.1)’deki test istatistigi

D,, = sup{|F,(x) — F(xp ), |E,(x +0) — F(xp + 0)|:k =1,2,...,n}

biciminde gosterilebilir. Bu gosterimden goriilityor ki D,, test istatistiginin hesabin
yaparken |F,(x;) — F(x;)| mutlak degerinin tiim x tesadiifi degiskenleri i¢in degil, 2 n
sayida x; tesadiifi degiskenleri igin hesaplamak vyeterlidir. K(t) dagilimi deger
tablosundan yararlanarak a’nin asagida gosterilen degerleri i¢in 1 — K (t) = a denklemini

saglayan t = ty,-(n, a) kritik degeri verilmistir.

a=0.01= t,=1.63/n
a=0.05=t,=136vn
a=0.1 = t, =122vn

(i) Ki-kare testi n > 50 i¢in uygulanabildigi halde, KS testi i¢in bu saymnin n < 20
olmas1 yeterlidir. Boylelikle ki-kare testi kiiglik hacimli 6rneklemler i¢in uygulanmadig
halde KS testi uygulanabilir. KS testi her bir 6rneklem degerini ele aldigindan ki-kare

testinin aksine 6rneklem araliklara gore gruplasmasindan dogan bilgi kaybina yol agmaz.
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Bu bilgiler dogrultusunda KS testinin ki-kare testinden daha kuvvetli oldugunu
sOylenilebilir.[17]

GB dagiliminin parametrelerinin hesaplanmasinda KS testi kullanilirken asagida
Matlab paket programi kullanilarak yazilan semada secilen giiven seviyesine gore test
istatistiginin kritik degeri, elde edilen deneysel dagilim fonksiyonu degerleri ve GB
dagiliminin parametrelere gore dagilim fonksiyonu degerlerinin hesaplanabilmesi i¢in GB

dagiliminin tanim araligina uyarlanmis veri degerleri girilerek program calistiriimaktadir.

Hazirlanan program asagidaki gibidir,

clear all; close all; clc;

E=0.1;

a=4*rand(1,1); b=4*rand(1,1); y =4*rand(1,1);

x=[0 0.22 0.463 0.481 0.55 0.703 0.74 0.796 0.907 0.926 1];

S=[0 0.042 0.125 0.208 0.416 0.541 0.583 0.708 0.833 0.916 11;

for c=0:10
c=c+1;

f=((gamma(b+1)*gamma(y +a+b))/(gamma(b+ y)*gamma(b+a+1)))*(x(c)*(a+b));
A(c)=f*(hypergeom([1- y,a],a+b+1,x(c)));
M(c)=abs(S(c)-A(c));
end
M=max(M);
while M>E

a=4*rand(1,1); b=4*rand(1,1); y =4*rand(1,1);

x=[0 0.22 0.463 0.481 0.55 0.703 0.74 0.796 0.907 0.926 17];

S=[0 0.042 0.125 0.208 0.416 0.541 0.583 0.708 0.833 0.916 11;

for c=0:10
c=c+1;
f=((gamma(b+1)*gamma(y +a+b))/(gamma(b+ y)*gamma(b+a+1)))*(x(c)*(at+b));
A(c)=f*(hypergeom([1- y,a],a+b+1,x(c)));
M(c)=abs(S(c)-A(c));
end
M=max(M);
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end

Yukaridaki programda girilen veriler ve gozlenme frekanslar1 asagidaki tabloda

oldugu gibidir,

Tablo 1.1: Verilerin gézlem ve frekans degerleri

Sira no: Gozlem Degeri Gozlem Frekansi
1.2
2.5
2.6
3
3.8
4
4.3
4.9
5

0 5.4

P OO ~NOOOTEA, WN -
NNWWEFEWONDN PR

Toplam Gézlem = 24

Tablodaki verilerden gézlem sayisi n = 24, anlamlilik diizeyi a = 0.1 ve KS tablo
degeri 0.1(0.242) alnarak islem yapilmistir. [19] Hazirlanan program calistirilarak
a = 2.9448, b = 0.4237 ve y = 2.7262 olarak bulunmustur. Sonug olarak tablodaki
gozlenen veriler a, b ve y parametreleri sirasiyla 2.9448; 0.4237 ; 2.7262 olan GB

dagilimina uymaktadir.

3.4 Mixture GB Dagilimi
Parametreye sahip teorik bir dagilim fonksiyonunun bir parametresinin degisim

araligina gore dagilimi belirlenerek, belirlenen dagilim fonksiyonunun iizerinden Stieltjes

integrali alinarak elde edilen yeni dagilima bu iki dagilimin karisimi veya mixture dagilimi
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denilmektedir. Bu tipli dagilimlar istatistik dagilimlar1 igerisinde olduk¢a Snemli bir yer

tutmaktadir. Mixture dagilim fonksiyonu asagidaki esitlikle tanimlanmaktadir,
G(x) = f F(x,a)dH ()

Burada H () ile a parametresinin dagilimi gosterilmektedir.
Calismanin bu bolimiinde GB dagiliminin y parametresinin olasilik dagilimi keyfi
secilerek mixture dagilimi elde edilecektir. y parametresi y =1 ve y = 2 degerlerini

asagidaki olasiliklarla alsin,

Pr(y =1) =1/2
Pr(y =2)=1/2

Bu durumda GB dagilimin segilen bu olasilik dagilimina gore Stieltjes integrali

0 ® _ a+b+k
Gx) = f rb+1Dr@+b+y) (1 =Pk (@rx dH ()

) T@a+b)r+y) k=0(a +b)(a+b+k)k!

seklinde olup bu integralin hesaplanmis sekli asagidaki gibi elde edilir,

G(x) =

xa+b+(a+b)(a+b+1) xatb a xatb+1
2 2(b+1) a+b (a+b)a+b+1)

elde edilen yukaridaki mixture dagilim fonksiyonunda y parametresinin etkisi segilen
dagilim yoluyla kaldirilmistir. Simdi y parametresinin y = 1/2 ve y = 1 degerlerini alma

olasiliklar1 agagidaki gibi olsun,

Pr(y =1/2)=1/2
Prly =1) =1/2
Bu durumda GB dagilimin segilen bu olasilik dagilimina gore Stieltjes integrali

asagidaki sekilde elde edilir,
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o) — Frb+Dr(@a+b+1/2) o  (1/2),(a),xab+k
() = 2 (a+b)I(b+1/2) k=0 (a +b)(a+ b+ kk! 3

Simdi yukarida elde edilen mixture dagilimin bir sonucu olan asagidaki teoremi ifade

edelim,

Teorem: m sayis1 hipergeometrik fonksiyon tiirlinden asagidaki sekilde ifade edilir,

-1

n=4{ o B }

k=0 (a+b),(a+b+k)k!

Ispat: Dagilim fonksiyonu ozelliginden yukarida elde edilen mixture dagilimda
x = 1 alindiginda asagidaki esitlik elde edilir,

1
. (3), @« _ r(a+br+1/2)
Zk=o (a+b)(a+b+k)k! T'(h+Dr(a+b+1/2)

Bu esitlikte a = 1/2 ve b = 1/2 alindiginda

r(r(u 4

FrA+1/2r(1+1/2) =«

esitliginden istenen sonug elde edilir.
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3.5 Genellestirilmis Beta Dagiliminin Olasilik Tablolar:

Tablo 1.2: a=1, b=1 ve y=2 degerleri i¢in GB dagilim olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0 0.0001495 0.000596 0.0013365 0.002368 0.0036875 0.005292 0.0071785 0.009344 0.0117855
0.1 0.0145 0.0174845 0.020736 0.0242515 0.028028 0.0320625 0.036352 0.0408935 0.045684 0.0507205
0.2 0.056 0.0615195 0.067276 0.0732665 0.079488 0.0859375 0.092612 0.0995085 0.106624 0.113956
0.3 0.1215 0.129255 0.137216 0.145382 0.153748 0.162313 0.171072 0.180024 0.189164 0.198491
0.4 0.208 0.21769 0.227556 0.237597 0.247808 0.258188 0.268732 0.279439 0.290304 0.301326
0.5 0.3125 0.323825 0.335296 0.346912 0.358668 0.370563 0.382592 0.394754 0.407044 0.419461
0.6 0.432 0.44466 0.457436 0.470327 0.483328 0.496438 0.509652 0.522969 0.536384 0.549895
0.7 0.5635 0.577195 0.590976 0.604842 0.618788 0.632813 0.646912 0.661084 0.675324 0.689631
0.8 0.704 0.71843 0.732916 0.747457 0.762048 0.776688 0.791372 0.806098 0.820864 0.835666
0.9 0.8505 0.865364 0.880256 0.895172 0.910108 0.925062 0.940032 0.955014 0.970004 1
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Tablol1.3: a=1, b=1 ve y=0.5 degerleri i¢in GB dagilimu olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
00 | O 0.0000751255 0.000301008 0.000678414 0.00120812 0.00189093 0.00272763 0.00371904 0.004866 0.00616935
0.1 | 0.00762994 0.00924864 0.0110263 0.012964 0.0150624 0.0173226 0.0197954 0.022332 0.0250832 0.028
0.2 | 0.0310835 0.0343347 0.0377547 0.0413445 0.0451053 0.0490381 0.0531441 0.0574245 0.0618805 0.0665133
0.3 | 0.071324 0.0763141 0.0814847 0.0868373 0.0923731 0.0980935 0.104 0.110094 0.116377 0.12285
0.4 | 0.129516 0.136375 0.14343 0.150681 0.158131 0.165782 0.173635 0.181692 0.189955 0.198426
0.5 | 0.207107 0.216 0.225108 0.234432 0.243974 0.253738 0.263726 0.27394 0.284382 0.295056
0.6 | 0.305964 0.31711 0.328495 0.340124 0.352 0.364126 0.376505 0.389141 0.402039 0.415201
0.7 | 0.428634 0.44234 0.456324 0.470592 0.485149 0.5 0.515151 0.530608 0.546378 0.562468
0.8 | 0.578885 0.595638 0.612735 0.630186 0.648 0.66619 0.684766 0.703744 0.723138 0.742966
0.9 | 0.763246 0.784 0.805255 0.827041 0.839394 0.872361 0.896 0.920392 0.945657 1
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Tablol.4: a=1, b=1 ve y=1.5 degerleri i¢gin olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.000124791 0.000498329 0.0011935 0.0019866 0.00309879 0.00445466 0.0060529 0.00789224 0.00997137
0.1 0.012289 0.0148438 0.0176344 0.0206595 0.0239179 0.0274081 0.0311287 0.0350785 0.0392561 0.04366
0.2 0.0482889 0.0531415 0.0582162 0.0635118 0.0690267 0.0747595 0.0807089 0.0868733 0.0932513 0.0998415
0.3 0.106642 0.113652 0.12087 0.128294 0.135924 0.143754 0.151787 0.16002 0.168451 0.17708
0.4 0.185903 0.19492 0.20413 0.213529 0.223118 0.232892 0.242854 0.252999 0.263325 0.273832
0.5 0.284518 0.29538 0.306417 0.317628 0.329009 0.340561 0.35228 0.364165 0.376214 0.388424
0.6 0.400795 0.413324 0.426009 0.438849 0.45184 0.464981 0.478271 0.491706 0.505284 0.519004
0.7 0.532863 0.546859 0.56099 0.575253 0.589646 0.604167 0.618812 0.63358 0.648468 0.663473
0.8 0.678592 0.693824 0.709164 0.724611 0.74016 0.755809 0.771556 0.787396 0.803326 0.819302
0.9 0.835442 0.85162 0.867873 0.884198 0.900588 0.917039 0.933547 0.950104 0.966704 1
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Tablo 1.5: a=2, b=2 ve y=0.5 degerleri i¢in olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
00]0 0.0000000073063  0.000000117137 0.000000594209 0.00000188183 0.00000460174 0.00000956603 0.0000177591 0.0000303594 0.0000487321
0.1 | 0.0000744324 0.000109208 0.000155002 0.000213954 0.000288401 0.000380886 0.000494153 0.000631151  0.000795043  0.0009892
0.2 | 0.00121721 0.00148287 0.00179021 0.00214348 0.00254715 0.00300592 0.00352473 0.00410874 0.00476337 0.00549426
0.3 | 0.00630733 0.00720871 0.00820482 0.0093023 0.0105081 0.0118294 0.0132736 0.0148485 0.0165622 0.0184228
0.4 | 0.020439 0.0226198 0.0249742 0.0275117 0.0302423 0.033176 0.0363232 0.0396948 0.0433018 0.04715559
0.5 | 0.0512686 0.0556524 0.0603197 0.0652835 0.070557 0.0761541 0.0820889 0.0883759 0.0950302 0.102067
0.6 | 0.109503 0.117353 0.125635 0.134367 0.143565 0.153248 0.163436 0.174148 0.185404 0.197205
0.7 | 0.209631 0.222646 0.236291 0.250591 0.265569 0.28125 0.297661 0.314827 0.332777 0.35154
0.8 | 0.371144 0.391621 0.413002 0.43532 0.458611 0.48291 0.508155 0.534685 0.562241 0.590966
0.9 | 0.620907 0.652112 0.684631 0.718521 0.755384 0.790653 0.82903 0.869051 0.910807 1
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Tablo 1.6: a=2, b=2 ve y=1.5 degerleri i¢in olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
00 |0 0.0000000130987  0.000000209158 0.00000105672  0.00000333298 0.00000817057 0.0000168043  0.000031068 0.000052891  0.0000845452
0.1 | 0.000128591 0.000187875 0.000265527 0.000364952 0.000489835 0.000644129 0.000832058 0.00105811 0.00132703 0.00164383
0.2 | 0.00201377 0.00244236 0.00293535 0.00349875 0.0041388 0.00486196 0.00567495 0.00658469 0.00779835 0.0087233
0.3 | 0.00996712 0.0113376 0.0128428 0.0144909 0.0162903 0.0182497 0.0203777 0.0226834 0.025176 0.0278648
0.4 | 0.0307593 0.0338691 0.0372042 0.0407745 0.0445901 0.0486615 0.0529989 0.057613 0.0625146 0.0667143
0.5 | 0.0732233 0.0790526 0.0852133 0.0917168 0.0985745 0.105798 0.113398 0.121388 0.129778 0.138581
0.6 | 0.147808 0.157471 0.167582 0.178154 0.189198 0.200726 0.212751 0.225284 0.238338 0.251925
0.7 | 0.266057 0.280746 0.296004 0.311843 0.328275 0.345312 0.362967 0.381249 0.400173 0.419748
0.8 | 0.439986 0.460899 0.482498 0.504794 0.527799 0.55152 0.575971 0.601161 0.627101 0.653799
09 | 0.681266 0.709511 0.738542 0.768367 0.798996 0.830434 0.86269 0.895769 0.929677 1
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Tablo 1.7: a=2, b=2 ve y=2 degerleri i¢in olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.0000000166 0.000000264533 0.0000013338 0.0000041984  0.0000102083  0.0000210816  0.0000388962  0.0000660821 0.000105413
0.1 0.00016 0.00023328 0.000329011 0.000451264 0.000604412 0.000793125 0.00102236 0.00129736 0.00162363 0.00200694
0.2 0.00245333 0.00296908 0.00356069 0.00423493 0.00499876 0.00585938 0.00682417 0.00790076 0.00909691 0.0104206
0.3 0.01188 0.0134834 0.0152393 0.0171563 0.0192432 0.021509 0.0239625 0.0266131 0.0294699 0.0325424
0.4 0.03584 0.0393723 0.0431489 0.0471795 0.0514739 0.0560419 0.0608934 0.0660383 0.0714867 0.0772483
0.5 0.0833333 0.0897517 0.0965133 0.103628 0.111107 0.118958 0.127193 0.135821 0.144851 0.154294
0.6 0.16416 0.174458 0.185197 0.196387 0.208037 0.220158 0.232757 0.245844 0.259427 0.273517
0.7 0.28812 0.303246 0.318903 0.335099 0.351842 0.369141 0.387001 0.405432 0.424439 0.444031
0.8 0.464213 0.484993 0.506376 0.528369 0.550978 0.574207 0.598062 0.622549 0.647671 0.673433
0.9 0.69984 0.726895 0.754601 0.782961 0.811979 0.841656 0.871996 0.902999 0.934666 1
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Tablo 1.8: a=2, b=2 ve y=3 degerleri i¢in olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
00 |0 0.0000000248005 0.000000393632 0.00000197676  0.00000619725 0.00000150078 0.0000308681  0.0000567224  0.0000959775 0.000152481
0.1 | 0.0002305 0.000334701 0.000470127 0.00064218 0.0008566 0.00111945 0.00143707 0.00181612 0.00226349 0.00278633
0.2 | 0.003392 0.00408809 0.00488236 0.00578277 0.00679743 0.00793457 0.00920258 0.01061 0.0121653 0.0138772
0.3 | 0.0157545 0.0178059 0.0200404 0.0224667 0.0250937 0.0279304 0.0309856 0.0342681 0.0377868 0.0415506
0.4 | 0.045568 0.0498478 0.0543987 0.0592229 0.0643473 0.0697619 0.075481 0.0815126 0.0878649 0.0945456
0.5 | 0.101563 0.108923 0.116635 0.124705 0.133141 0.141949 0.151137 0.16071 0.170675 0.181039
0.6 | 0.191808 0.202987 0.214582 0.226598 0.239042 0.251917 0.265229 0.278982 0.293181 0.307831
0.7 | 0.322935 0.338496 0.35452 0.371009 0.387966 0.405396 0.423299 0.44168 0.460541 0.479884
0.8 | 0.499712 0.520026 0.540828 0.56212 0.583904 0.60618 0.62895 0.65215 0.675977 0.700235
09 | 0.724991 0.750244 0.775997 0.802248 0.828999 0.85625 0.884 0.91225 0.941 1
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Tablo 1.9: a=2, b=3 ve y=3.5 degerleri i¢in olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.00000000241725 0.0000000076703 0.0000000577647 0.0000000241387 0.000000730488 0.00000180245 0.00000386308 0.00000746832 0.0000133447
0.1 0.0000224085 0.0000357838 0.0000548191 0.0000811034 0.00011648 0.000163062 0.000223241  0.000299701  0.000395431  0.00051373
0.2 0.000658216  0.000832838 0.00104188 0.00128996 0.00158205 0.00192347 0.00231988 0.00277733 0.00330219 0.0039012
0.3 0.00458148 0.0053505 0.00621607 0.00718638 0.00826997 0.00947573 0.0108129 0.0122911 0.0139203 0.0157107
0.4 0.017673 0.0198181 0.0221572 0.0247021 0.0274643 0.0304568 0.0336914 0.0371811 0.0409391 0.0449788
0.5 0.0493137 0.0539579 0.0589255 0.0642309 0.0698889 0.0759143 0.0823222 0.0891281 0.963476 0.103996
0.6 0.11209 0.120646 0.129679 0.139206 0.149244 0.15981 0.17092 0.182592 0.194844 0.207691
0.7 0.221152 0.235245 0.249987 0.265395 0.281488 0.298284 0.3158 0.334055 0.353067 0.372853
0.8 0.393433 0.414825 0.437046 0.460116 0.484052 0.508874 0.534599 0.561246 0.588834 0.617381
0.9 0.646905 0.677425 0.708961 0.741599 0.77515 0.80984 0.84562 0.882507 0.920521 1
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Tablo 1.10: a=2, b=1 ve y=3 degerleri i¢gin olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0 0.0000033001  0.0000261365  0.0000873243  0.000204902 0.000396146 0.000677578  0.00106498 0.00157341 0.0022172
0.1 0.00301 0.00396404 0.00509368 0.00640843 0.00791992 0.00963844 0.0115807 0.0137346 0.0161298 0.0187669
0.2 0.0216533 0.0247957 0.0282002 0.0318723 0.0358171 0.0400391 0.0445423 0.0493302 0.0544058 0.0597717
0.3 0.06543 0.0713822 0.0776296 0.0841728 0.0910123 0.098148 0.105597 0.113306 0.121326 0.129638
0.4 0.13824 0.14713 0.156306 0.165574 0.175502 0.185515 0.195801 0.206355 0.217173 0.228251
0.5 0.239583 0.251166 0.262993 0.27506 0.287361 0.299891 0.312643 0.325613 0.338792 0.352177
0.6 0.36576 0.379535 0.393495 0.407635 0.421947 0.436425 0.451062 0.465852 0.480787 0.495862
0.7 0.51107 0.526404 0.541857 0.557822 0.573095 0.588867 0.604733 0.620687 0.636722 0.652833
0.8 0.669013 0.685258 0.701561 0.717917 0.734321 0.750768 0.767253 0.783772 0.800312 0.816895
0.9 0.83349 0.850103 0.866732 0.883372 0.900021 0.916677 0.933337 0.950001 0.966667 1
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Tablo 1.11: a=1, b=3 ve y=2.5 degerleri i¢in olasilik degerleri

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.0000000137088 0.000000218682 0.00000110375 0.0000034779 0.00000846538 0.0000175009 0.0000323245 0.0000549774 0.0000877964
0.1 0.00013341  0.000194732 0.000274959 0.000377565 0.000506296  0.000665165 0.00085845 0.00109068 0.00136666 0.00169141
0.2 0.00207023  0.00250864 0.00301239 0.00358749 0.00424015 0.00497681 0.00580414 0.0067291 0.00775851 0.008899992
0.3 0.0101608 0.0115487 0.0130716 0.0147376 0.0165549 0.018532 0.0206774 0.023 0.0255087 0.0282127
0.4 0.031121 0.0342436 0.0375897 0.041169 0.0449815 0.0490673 0.0534065 0.0580194 0.0629164 0.0681081
0.5 0.0736053 0.0794136 0.0855594 0.0920377 0.0988656 0.106054 0.113615 0.121558 0.129897 0.138642
0.6 0.147806 0.1574 0.167435 0.177925 0.188881 0.200315 0.21224 0.224667 0.237609 0.251079
0.7 0.265089 0.279651 0.294778 0.310482 0.326777 0.343676 0.361189 0.379332 0.398116 0.417554
0.8 0.43766 0.458446 0.479925 0.50211 0.525014 0.548651 0.573033 0.598173 0.624085 0.650782
0.9 0.678277 0.706582 0.735712 0.765679 0.796496 0.828177 0.860135 0.894183 0.928535 1
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4. SONUC VE TARTISMA

Uygulamali istatistikte yapilan bir¢cok calismanin temelinde incelemelerden elde
edilen reel verilerin dagiliminin belirlenebilmesi problemi yatmaktadir. Bu problemin
¢ozlimii herhangi bir incelemede toplanan verilerin daha saglikli bir sekilde
degerlendirilebilmesini ve istatistiksel sonuglarin daha saglikli ve anlamli olmasim
saglayacaktir. Ozellikle bir verinin teorik bir dagilima yiiksek giivenle uymasmnim tespit
edilmesi elde edilecek olan olasiliksal degerlerin daha dogru olmasini dolayisiyla giiven
bolgelerinin ve yapilacak olan hipotez testlerinin daha saglikli sonu¢ vermesini saglar.

Yapilan reel uygulamalara dikkat edildiginde genellikle ekonomik ve endiistriyel
verilerde, verinin dagiliminin belirlenmesi problemi gilinlimiizde hala Onemini biiytlik
Ol¢tide korumaktadir. Bu alanlarda elde edilen verilerin hassasiyeti 6nemli oldugundan
elde edilen verilerin teorik bir dagilima uyumunun saglanmasi yiiksek giivenle olmalidir.
Bunun yam sira elde edilen verilerin azligi da verinin teorik bir dagilima uygunlugunun
tespit edilebilmesini giiclestirmektedir. Biiyiik sayilar kanunu veri sayisinin belli bir
biiytikligiin istiinde olmasi durumunda normal dagilima uygunlugunu garanti etmektedir.
Ancak bu uyumun yiiksek giiven seviyesinde olmasini garanti edememektedir.

Tiim bunlardan dolay1 ¢ok parametreli esnek yapiya sahip olan teorik dagilimlar ve
baz1 dagilimlarin genellestirilmis durumlar1 ortaya c¢ikmustir. Bu tipli dagilimlarin
icerisinde en 6nemli olanlarindan birisi de GB dagilimidir. GB dagilimi zaten esnek bir
yaptya sahip olan beta dagilimimin bir genellestirilmesi oldugundan genellestirilmis
dagilimlar icerisinde daha fazla esnek bir yapiya sahip olan 6nemli bir dagilimdir. Yapilan
bu calisma GB dagilimimin bu o6zelligini agik¢a vurgulamasi agisindan Onemlidir.
Calismada Kolmogorov-Simirnov testi kullanilarak GB dagiliminin  veriye uygun
parametrelerinin bulunmasi yontemi bu konuda biiytik kolaylik saglamaktadir.

Buna ilaveten bazi hipotez testlerinde test istatistiginin belirlenmesi problemi de
giiniimiizde gerek uygulamali gerekse teorik istatistigin halen 6nemli bir konusudur. GB
dagiliminin uygun parametrelerinin bulunmasi yontemi test istatistiginin aldig1 degerlere
gore dagiliminin belirlenmesi problemine de ¢6zliim saglayabilecektir. Sonug olarak yiiksek
giiven seviyesinde dagilimi bilinen her tiirlii istatistiksel bilgi uygulama acisindan oldukga

Onemlidir.
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