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OZET

Bu caligma dort boliim olarak diizenlenmistir.

Ik boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler ver-
ilmigtir.

Ikinci boliimde, soliton ve soliton etkilesimi hakkinda bilgi verilmistir.

Ugiincii boliimde, Hirota Bilineer Metodu tanitilmis ve metod matematik-fizikte nemli
yer tutan lineer olmayan KdV ve KP diferansiyel denklemlerine uygulanarak bu denklem-
lerin multi-soliton ¢oziimleri elde edilmigtir.

Doérdiincii boliimde ise Sawada-Kotera denklemi , KAV denklemleri ile ilgili agiklamalar
verilmis ve hirota metodu bu tip denklemlere uygulanilarak, denklemlerin multi-soliton

¢oziimleri bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Soliton, Hirota-bilineer metodu, KP denklemi, KdV denklemi,
(34+1) - boyutlu KdV denklemi, Sawada - Kotera denklemi.
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ABSTRACT

HIROTA METHOD FOR MULTI SOLITON SOLUTIONS OF SOME NON-LINEAR
PARTIAL DIFERENTIAL EQUATIONS

This study is organized into four chapters.

In the first chapter, some basic definitions and theorems that will be used in the later
sections are given.

The second chapter provides information about the interaction of solitons and soliton.

In the third chapter, Hirota bilinear method is introduced, this method is applyed non-
linear differential equations of KdV and KP which hold an important place in mathematical-
physics and multi-soliton solutions of these equations have been obtained with Hirota
bilinear method.

In the fourth chapter, explanations are given about Sawada-Kotera equation and
KdV equations, Hirota bilinear method is applyed this type equations and multi-soliton

solutions of these equations are found.

Keywords: Soliton, Hirota-bilinear method, KP equation, KdV equation, (34+1) -

dimensional KdV equation, Sawada - Kotera equation.
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GIRIiS

Dogadaki pek ¢ok fiziksel olay daha iyi anlagilmasi bakimindan matematiksel mod-
ellerle ifade edilmistir. Bu modeller ise adi ve kismi diferansiyel denklem ve sistemleriyle
belirtilir. Bu nedenle boyle bir modelin analitik ve yaklagik ¢oziimlerini bilmek modelin be-
lirttigi fiziksel olay1 daha iyi anlamak ve yorumlamak agisindan énemlidir. Bu yiizden son
yillarda boyle denklem ve sistemlerin yaklagik ve analitik ¢oziimlerini bulmak icin pek cok
yontem geligtirilmis olup bunlardan bazilari Homotopi analiz metodu, Homotopi pertiir-
basyon metodu, Varyasyonel iterasyon yontemi, Adomian ayrigim metodu, Sonlu farklar
yontemi ve ¢ekirdek tiretilen Hilbert uzay yontemini yaklasik ¢coziim yontemleri arasinda,;
Tanh metodu, (G/G)—agihm yontemi, F-agilim yontemi, Doniisiim yontemi ve Hirota-
bilineer yontemini de analitik yontemler arasinda sayilabilir. Biz bu c¢alismada lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oklu soliton ¢oziimlerini bulmak ic¢in kullanilan
ve R. Hirota tarafindan 1970 yillarinda ortaya konan Hirota-bilineer yontemi yardimiyla
matematiksel fizigin 6nemli iki denklemi olan Sawada-Kotera ve (3+1)-boyutlu KdV den-
klemlerinin 1-,2- ve 3- soliton ¢oziimlerini bulacagiz. Yukarida saydigimiz analitik yontem-
lerden yalniz Hirota yontemi lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin multi

soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilmaktadir. Bu sebeple yontem onemlidir.



1. BOLUM
1.1 TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 1.1.1

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢inde bulunduran bir denkleme diferansiyel
denklem denir. Bagka bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimsiz degiskenli bir fonksiyon ile
bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis bagintiya diferansiyel
denklem denir. Bir diferansiyel denklem

dy

f(fE,y, %) =0,

veya genel olarak

dy d?y d"y
f(x7y7 %7 wa ceey w) — Y

seklinde yazilir. Burada y bagimh degisken, x bagimsiz degisken olup, denklemde tek
degiskenin tiirevleri s6z konusu oldugunda denklem, adi diferansiyel denklem olarak ad-

landirilir [1].

Tanim 1.1.2

I¢inde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimh degisken ile bagiml degiskenin bagimsiz
degiskenlere gore cegitli basamaklardan kismi tiirevlerini kapsayan denkleme kismi tiirevli
denklem ad verilir [2].

z bagimli, x ve y bagimsiz degigskenler olmak tizere bir kismi tiirevli denklem genel

olarak
F ($7 Y, 2y 2y 2y Zaxy Ry Zyy,...) = 07
seklindedir.

Tanim 1.1.3

Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesine (basamagina) denklemin
mertebesi ve en yiiksek tiirevin kuvvetine denklemin derecesi denir [2].

Eger bir diferansiyel denklem, bagimli degiskene ve onun kismi tiirevlerine gore birinci
dereceden ve katsayilari sabit yada bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu denkleme
lineer denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan (non-lineer)

denklem adim alir.



Iki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi

tiirevli denklemlerin genel formlar: sirasiyla asagidaki gibidir:
P(IIJ’,y)Za; JFQ(xay)Zy +R(m,y)z = S(IIJ’,y),

A(2,Y) Zga + B (2,Y) 22y +C (2,y) 2yy + D (2,y) 2o + E (2,y) 2y + F (x,y) 2 = G (2,y) .

Ornek 1.1.1
T2y — Y2y = Sinz,

denklemi birinci mertebeden, birinci dereceden, lineer bir denklemdir.

Ornek 1.1.2
P\ P _ou
0x2 oy 0z =

denklemi ikinci mertebeden, ikinci dereceden, lineer olmayan bir denklemdir.

Tanim 1.1.4

Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi tiirevlere
gore lineer ise bu denkleme yari-lineer (kuasi-lineer) denklem adi verilir [2]. Tki bagimsiz
ve bir bagiml degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari-lineer denklemlerin genel

gekilleri sirasiyla asagidaki gibidir:
P(x7y7z)zl‘ +Q(wuyaz)zy = R($7y7z)7

A(wuya 2y 2y zy) Zpe+ B (x,y, Z, zzyzy) Zzy+0 (mayu Zy 2y zy) zyy+D (x,y,z, 2z Zy) =0.

Ornek 1.1.3

Q) ZzpZye + T22y =siny
b) zy, + 28% (224 2) —62z3siny =0
C) ZyZoa — 3sc?’zzxy + 22, —23yz =0

denklemlerinin tiimii yari-lineer denklemlerdir.

Tanim 1.1.5
Bir f fonksiyonu A kiimesinde tammlansin. Kabul edelim ki f ve f ’in k. mertebeye
kadar olan tiim kismi tiirevleri siirekli olsun. O zaman f fonksiyonuna C*—smfindandir

denir.



Tanim 1.1.6

Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamaktan
tiirevlerin katsayilari yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar: ise bu denkleme hemen-
hemen lineerdir denir [2].

[ki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen lineer bir

denklemin genel gekli

A(x,y) 2ge + B (2,Y) 2oy + C (2, Y) 2yy + D (2,9, 2, 22, 2y) =0,
formundadir. Burada A, B,C € C?[D] dir. Diger yandan

A(z,y) = [B(z,y)]* — 44 (2,9) C (z,y)

fonksiyonunu tanimlayalim.
1) A(z,y) > 0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda hiperbolik;
2) A(z,y) = 0 esitliginin saglandig1 noktalarda parabolik;
3) A(z,y) < 0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda eliptik tiptendir denir.

Ornek 1.1.4
a) 224 + 58 +ud ()2 =t +1
b) 3zug, + 4zyty, + S5xz3u,, + 22Ugy — duy, + wlu, — Uy + zye® =0

denklemleri hemen-hemen lineerdir.
Ornek 1.1.5
(22 = 1) 2a0 + 2y2ay — 2yy + 20 + 2y = 0
denkleminin tipini belirtiniz.
Coziim:
A(z,y) =2° —1, B(z,y) =2y, C(z,y) = -1
oldugundan A (z,y) fonksiyonu
A(z,y) =B*—4AC =4y* —4(2® — 1) (-1) =4 (2® +¢y*) — 4

geklinde elde edilir. Buna gore verilen denklem

Dy = {(m,y) x4 y? > 1, a2, yeR} bolgesinde hiperbolik;



Dy = {(m, y):z?+y? =1, yeR} ¢cemberi iizerinde parabolik;
D3 = {(z,y) : 2?4+ <1, z, yeR} agik diskinde eliptik tiptendir.

Ornek 1.1.6
:czzm + XYZpy + 2yy + T2 +Yyzy +2 =0
denkleminin tipini belirleyiniz.
Coziim:
A(z,y) = B? — 4AC = 2*(y* — 4)

olup
y = £2 dogrulan tizerinde parabolik;
—2 <y < 2 geridi i¢inde eliptik;
y < —2 bolgesi ile y > 2 bolgesinde hiperbolik tiptendir.

Tanim 1.1.7
f fonksiyonu I C R araliginda tanimh ve n ’inci mertebeden siirekli tiirevlere sahip

olsun. Eger y = f(x) fonksiyonu ve tiirevleri;

F(z,9,4;...,y™ =0, (1.1)
diferansiyel denkleminde yerlerine yazildiginda

f(2) = F(z, (@), f(x), ... [ (@)

ifadesi x bagimsiz degiskenine gére bir 6zdeslik oluyorsa, £ (z) fonksiyonuna (1.1) den-

kleminin tam ¢oziimii denir [1].

Tanim 1.1.8
Bir diferansiyel denklemde keyfi sabitlere bagli bulunan ¢oziime genel c¢oziim, keyfi

sabitlere deger verilmesiyle elde edilen ¢oziime 6zel ¢oziim denir [1].

Tanim 1.1.9

n ’inci mertebeden bir



lineer diferansiyel denklemi icin baglangi¢c deger problemi, cg, c1, ..., ch—1 keyfi sabitler ol-

mak tlizere

y(zo) = co, (o) =c1y o,y (o) = ns

sartlaria uyan ¢oziimiin bulunmasi olarak adlandirilir [1].

Tanim 1.1.10
Iki ya da daha yiiksek mertebeden bir diferansiyel denklemin y bagimh degiskenin
(va da onun tiirevlerinin) farkli noktalardaki degerini saglayan ¢oziimiiniin aragtirilmasina

siur deger problemi denir [1].

Tanim 1.1.11
Bir f(z) fonksiyonu x = ¢ noktasinda Taylor serisine agilabiliyorsa ve xy ’da igeren
bir agik araliktaki biitiin  degerleri i¢gin bu Taylor a¢ihmi bir f(x) fonksiyonuna yakimsak

ise f(x)’e x = xp noktasinda analitik fonksiyon denir [4].

Tanim 1.1.12

sy o Vy o f(zo+ V) — f(x0)
flwo) = Jim <= Jim Ve )

limiti varsa, f(z) fonksiyonuna zy noktasinda diferansiyellenebilir fonksiyon denir [4].

Tanim 1.1.13
X ve Y keyfi elemanlar (fonksiyonlar, vektorler vs...) ciimlesi olmak iizere X uzaymin

herbir elemanina Y uzaymn bir elemanimi kargilik getiren doniigiime operator denir [5].

Tanim 1.1.14
D(T) tamm bolgesi ve R(T') deger bolgesi birer vektor uzay: olan ve her x,y € D(T)

, her « skaleri icin
T(ax + By) = oT'(z) + BT (y)
ozelligine sahip olan T' operatoriine lineer operator denir [5].

Tanim 1.1.15
X ve Y normlu uzaylar ve D(T) C X olmak tizere T : D(T) — Y lineer bir operator
olsun. Eger V x € D(T) igin

1T < ¢l



olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa T operatorii sturhdir denir [5].

Tanim 1.1.16
X ve Y normlu uzaylar ve D(T') C X olmak iizere T : D(T) — Y lineer olmasi

gerekmeyen herhangi bir operator olsun. Eger verilen Ve > 0 sayisina karsilik
|z — xol] < O

sartinm saglayan V = € D(T) igin
|Tx — Txo| < e

olacak sekilde bir § > 0 sayist varsa, T operatorii zgp € D(T) noktasinda siireklidir denir.

Eger T'; her € D(T') noktasinda siirekli ise 7" operatorii siireklidir denir [5].

Tanim 1.1.17
Matematik-Fizigin klasik operatorlerinden biri olan V Laplace operatorii

82 82 82 82 82 82
V= Vo o VT o2 TogE T o
seklinde tanimlanir ve bunlara sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace operatorii
denir.

Hiperbolik tipten bir denklem olan

o2U
a7 AVU =0,

seklindeki bir denkleme de V nin 1,2,3-boyutlu olmasi durumuna gore sirasiyla 1,2,3-
boyutlu dalga denklemi denir.

Bu denklemde c porzitif bir reel sabit ve genellikle, aksi sylenmedikge, £ zaman degiskeni
ni gostermektedir. Ayrica VU, t ye gore tiirev igermemektedir. Buna gore 1,2,3-boyutlu

dalga denklemleri sirasiyla
Utt - C2U;m = 0,

Utt - C2(ng; + Uyy> = 0,
Uy — CQ(Uzz + Uyy + Uzz) =0,

formundadir. Bu tip denklemler elektro manyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi ve quantum

teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir.



Dalga denkleminin ¢oziimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin dal-
gasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve boyuna yer degistirme dalgalarini

ifade eder [2].
Matematiksel fizigin diger bazi denklemlerini style verebiliriz [3];
a) Iki boyutlu Laplace denklemi
Pu  *u

Viu=——+

>0
ox2 Oy ’

b) Helmholtz denklemi
V2u+ Au=0,
c) Iki boyutlu Poisson denklemi

?u 0%
@—i_&_yng(way)v

d) Biharmonik denklem
Viu=0,

e) Biharmonik dalga denklemi

1 0%u
4 22
Viu=V (V U):*Ciw,
f) Telegraf denklemi
0*u 0% ou
w—c @—FQBa—T—i‘AU—O,

g) Schrodinger denklemi
Viu+aE -V (z,y,2)]u=0,
h) Klein-Gordon denklemi

V2u 4 A= 0.



Teorem 1.1.1
(Birinci mertebeden yari1 lineer denklemler i¢in varlik ve teklik teoremi):
P(z,y,2),Q (z,y, z) ve R(x,y, z) fonksiyonlar1 (xg, yo, z0) noktasini kapsayan bir D C

R3 bolgesinde C''smifindan olsunlar ve kabul edelim ki

dyo (to)
dt

dxg (to)
dt

P (:170’ Yo, ZO) - Q (1‘0’ Yo, ZO) 75 Oa

olsun. O zaman (zg,%o) noktasmm bir U komsulugunda, U’nun icinde yatan C' egrisinin
her noktasinda z (zo (t),y0 (t)) = 20 (t) baslangi¢ sartin1 ve Pz, + @z, = R denklemini

saglayan bir tek z = z (z,y) ¢dziimii vardir [1].

Teorem 1.1.2 (Cauchy-Kowalewski teoremi):
LZ = A (:‘Ca y) ZZEZE+2B (IIJ’, y) Zzy+c (:‘Ca y) ZnyFD (IIJ’, y) Z$+E (IIJ’, y) Zy+F (:‘Ca y) = G (:‘Ca y) )

denklemindeki katsayilar ve G fonksiyonu, zy—diizleminde, orjini kapsayan bir Q C R?
bolgesinde analitik olsunlar. © da C (x,y) # 0 olsun. x—ekseninin 2 tarafindan kapsanan
pargasinda tanimlanmig keyfi, analitik A (x) ve o (x) fonksiyonlar: verilsin. O zaman (0, 0)
noktasinin bir N komsgulugu vardir ve N de Lz = G denkleminin bir tek analitik z =
@ (x,y) coziimii vardir, Oyle ki N komsulugu tarafindan kapsanan z—ekseni iizerinde

¢ (2,0) = h(z),p,(z,0) = o (z) saglanr [1].



2. BOLUM
2.1 SOLITON VE SOLIiTON ETKIiLESIMININ TARIHCESI

1834’de John Scott Russell tek dalga (solitary wave)’y1, Edinburg-Glasgow kanalinda,
seklini degistirmeyen uzun bir su dalgasi olarak gozlemlemistir. Bu dalgayr “biiyiik dalga
kaymas1” olarak adlandirmig ve gozlemlerini 1844’de “Dalgalar iizerine rapor (Report on
Wave)” makalesinde agiklamigtir. Bu makalede, tek dalganin periyodik bir dalga olmayip
seklini degis tirmeyen, tiimsek seklinde, simetrik izole edilmis sekilde yayilan bir dalga
oldugunu agiklamigtir. Bunu takiben, benzer dalgalarin iiretilmesiyle daha yogun calig-
malar yapilmigtir. Bu deneysel bilgilere dayali olarak Russell, tek dalganin v hizi ve sonlu

bir h derinligindeki sivinin serbest yiizey iizerindeki maksimum genligi arasinda
u? = g(h+ a) (2.1)

formunda 6nemli bir bagint1 bulmugtur. Burada g yercekimi ivmesidir. Su dalgalariyla
ilgili, Airy ve Stokes’in teorilerine zit olan bu goriisler, yani Russell’in tek dalga hakkindaki
yorumu, tek dalganin varligi ve bu dalganin bir sivi ortaminda seklini degistirmeden yayil-
masiyla ilgili diigiincesiyle birlikte pek ¢ok problem ortaya ¢ikmigtir. 1870’lere kadar bu
fikirler pek kabul gérmemesine ragmen, yalmz 1871’de Boussinesq [6] ve 1876’da Rayleigh
[7] tarafindan benimsenmigtir. Bu bilim adamlar1 da yapigkan olmayan ve sikigtirilamayan
swvilarin hareket denklemini (2.1) formunda belirtmislerdir. Gergekten de onlar tek dalga
profilini herhangi bir a>0 i¢in z = n (z,t),

8% = 3a/ {4h* (h + a)} olmak iizere;

n(z,t) = asech® {3 (z — ut)} (2.2)

¢Oziimiinii bulmuglardir.

Bu yazarlar sadece a < h olmak iizere gecerli olan sech? ¢oziimiinii bulmalarina
ragmen, (2.2)’yi ¢oziim kabul eden herhangi bir diferansiyel denklem bulamamiglardir.
Bununla birlikte Boussinesq, ¢ = 1/gh sig su dalgalarinin hizi olmak iizere boylesi uzun

dalgalar igin;

3 /n? 1
M = C2 |:"7:1:z + 5 <W) =+ §h277zzx:|

seklinde lineer olmayan yayilma denklemini ortaya koymustur. Bu denklem Boussinesq [6]
denklemi olarak bilinir ve bunun coziimii;

3a

n(z,t) = asec h? [( = W2 (x4 ut)]



seklindedir. Bu ¢oziim ise hem pozitif hem de negatif yoénde hareket eden dalgay1 gosterir.

Bu ¢aligmadan 60 yil sonra,1885’de D.J.Korteweg ve G.de. Vries [8] adindaki iki Hol-
landali bilim adami, Scott tarafindan yapilan gézlemlerin bir agiklamasini veren matem-
atiksel bir model ortaya koyarak, ¢ yogunluklu bir su yiizeyi iizerinde tek yondeki dal-

galarin yayiligi icin

c 3 1
=7 [(6 + 577) N + 50%”}
denklemini elde etmislerdir. Bu denklem KdV denklemi olarak bilinir.

1955’de Fermi Pasta ve Ulam’mn [9], Los Alamos bilim laboratuvarindaki lineer ol-
mayan kiitle-yay sistemlerinin sayisal modelleri iizerine raporlariyla, KdV denkleminin
tek dalgasiyla ilgili teori ve uygulamadaki gelismeler devam etmistir. 1914’de Debye id-
dia etti ki; “Harmonik olmayan bir kafesin sonlu 1s1 iletkenligi, yaylardaki lineer olmayan
kuvvetler yiiziindendir.” Bu goriis Fermi, Pasta ve Ulam’ diizgiin baglangic durumunun
sonunda lineer olmayan terimler yiiziinden biitiin sekiller arasinda enerjnin ayni oranda
dagildigina inandirmigtir. Fakat onlarin ¢aligmalar: gekiller arasinda enerjinin ayni oranda
dagilmadigim gostermistir. Biitiin enerji baglangicta en diisiik seviyede olmasina ragmen,
degisik diigiik mertebeden sekiller arasinda ileri ve geri hareketinden sonra yine en diigiik
seviyesine geri doner. Bu gergek Fermi, Pasta ve Ulam’in (FPU) tekrarlanan olay: olarak
bilinir.

(FPU)’nun dikkate deger bu aragtirmasi, Martin Kruskal ve Norman Zabusky’nin [10],
tekrarlamanin nasil oldugunu anlamak icin lineer olmayan kiitle-yay sisteminin siirekli bir
modelini geligtirmelerine neden olmusgtur. Kruskal ve Zabusky bu tek dalgalar: solitonlar
olarak adlandirmiglardir.

Daha sonra, Gardner ve digerleri [11] ve Hirota [12]—[13] herhangi bir pozitif n tam-
sayisi i¢in n—soliton arasindaki ekilegimi agiklayan KdV denkleminin analitik c¢oziim-
lerini ortaya koymuslardir. Solitonlarin deneysel dogrulanmasi ve etkilesimleri Zabusky
ve Galvin [14], Hammack ve Segur [15], Weidman ve Maxworty [16] tarafindan bagarih
bir sekilde gosterilmigtir. Dolayisiyla bunlarin bu buluglar: son 30 yil boyunca yaygin,
teorik, deneysel ve igslemsel caligmalara yol agmistir. Simdi benzer ozelliklere sahip pek
¢ok lineer olmayan model denklemleri bulunmug olup uygulamali matematikte ve fizikte
gesitli branglara ayrilmigtir. Bu tiir denklemlerin soliton ¢oziimlerini bulmak igin pek ¢ok
metod gelistirilmigtir [17]—[18]. Soliton kavraminin kesin tanimim vermek kolay degildir,
bununla birlikte lineer olmayan kismi diferansiyel denklem veya sistemlerin herhangi bir

¢oziimiiyle iligkilendirilebilir.
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KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii varsa solitonlar olarak
adlandirilir. Bagka bir ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliyorsa
bir tek dalgadir. Ayrica KdV denkleminden bagka denklemler igin tek dalga ¢oziimii
sec h? fonksiyonu olmayabilir, fakat sec h veya tan—! (e%*) olabilir. Gercekten de baz li-
neer olmayan denklemler tek dalga ¢oziimiine sahip olup solitonlara sahip olmazken, KdV
denklemi gibi denklemler solitonlar olan tek dalgalara sahiptirler. Soliton kavrami matem-
atiksel fizikte yeni bir paradizm olarak gekil almigtir. Son zamanlarda soliton kavrami gok
yaygmn olarak kullanmilmigtir. Ornegin; lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLS) [19):
plazma dalgalarini, lineer olmayan optik dalgalarimi temsil eder ve NLS denklemi sarmal
(envelope) solitonlara sahiptir. NLS denkleminin solitonlar: genlige bagh degildir. Fizik-
sel olarak, onceki caligmalarda bu tiir solitonlara diigiik frekansh solitonlar denirdi daha
sonra Makhankov yaptig1 ¢aligmalarda bu solitonlarin yiiksek frekanslh solitonlar oldugunu
soylemistir [20]—[21]. Bir bagka tnemli model denklemi de Sine-Gordon (sG) denklemidir.
Bu denklemde elementer parcaciklarin birlegtirilmesi teorisindeki lineer olmayan dalga
hareketini, manyetik akintiyr ve kristallerdeki bozuklugu tanimlamak i¢in kullanilir. sG
denklemi ise soliton, antisoliton (veya kinks, antikinks) ve ayni eksene gore simetrik soli-
tonlara (breather solitonlara) sahiptir. Ayrica bu solitonlarin hizi dalganin genligine bagh

degildir.
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3. BOLUM
3.1 HIROTA BILINEER METODU

Direkt ve ters sagilma problemlerini kullanarak Gardner, Greene, Kruskal ve Miura [22]
1967 yilinda KdV denkleminin ¢oziimii i¢in bir metod ortaya ¢ikarmistir. 1968 yilinda ise
Lax [23] bu sonuglar genellestirmigtir. 1971 yilinda, Ryogo Hirota solitonlarin ¢oklu ¢arpis-
malarinda KdV denklemlerinin tam ¢oziimlerini bulmak igin Hirota bilineer metodu olarak
adlandirilan yeni bir metodu agiklayan bir makale yaymlamigtir [24]. Makalesinde; Mod-
ified Korteweg-de Vries (mKdV) [25], sine-Gordon (sG) [26], lineer olmayan Schrédinger
(NLS) [27] ve Toda Lattice (TI) [28] gibi degisik tipteki diferansiyel denklemleri ele
almigtir.

Bu metottaki ilk adim; uygun bir déniigiim kullanarak lineer olmayan kismi diferan-
siyel denklemleri bagimh degiskenlerin quadratik formunda yazmaya dayamr. Bu yeni
form bilineer form olarak adlandirilir. Boyle bir doniigiimii bulmak bazi denklemler igin
kolay olmayabilir ve bazen yeni bagimlh degiskenlere hatta bagimsiz degigkenlere ihtiyag
duyulabilir. Ikinci adim olarak Hirota D operatorii diye adlandirilan 6zel bir diferansiyel
operator tanimlanir ve bu operator ile bilineer formdaki denklem Hirota bilineer formuna,
donitigtiiriilir. Hirota metodunun son adiminda pertiirbasyon metodu kullanilarak inte-
grallenebilen denklemin multi ¢oziimleri elde edilir.

Hirota metodu integrallenebilir sistemler ile caligirken énemli bir role sahiptir. Cogu
denklemler (hatta integrallenemeyen bazi denklemler) bir ve iki soliton ¢oziimlerinde otoma
tik olarak Hirota bilineer formuna sahiptirler. Ancak ticiincii soliton ¢oziimii ile kargilagildig:
zaman sinirl bir sart ile kargilagilir [29]. Aslinda bu sart integrallenebilen bir denklemin
aragtirilmasi igin yeterli degildir. Fakat o, bu amag icin giiclii bir arag olarak kullanilabilir
[30]-[31]. Bu sart1 ayni zamanda Hietarinta makalelerinde yeni integrallenebilen denklem-
leri iiretmek icin kullanmigtir [32]-[33].

Simdi, Hirota bilineer metodunu tanitalim:
Flu] = F(u, ug, ut, ...) =0,

seklindeki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi goz oniine alalim. Ilk olarak FJ[u]

denklemini



doniisiimiinii kullanarak bagimli degiskenlerin bir quadratik formuna doniigtiirelim. Bu
form F[u] nun bilineer formu olarak adlandirilir.

Hirota metodunu etkili yapan Hirota D-Operatoriinii verelim.
3.1.1 Hirota D-Operatorii

Tanim 3.1.1
S : C" — C ozel bir diferansiyellenebilen fonksiyon D : S ¢ S — S olmak iizere, Hirota
D-operatori
DD} . J{f.g} = (D — 8,)™ (9 — B,
(3.1)

!

fla,t,.. )zg(z',t

formunda tanmimlanir, burada m;,7 = 1,2, ... seklindeki pozitif tamsayilar ve z,t bagimsiz

e ) |x':z,t/:t,...

degiskenlerdir.
Hirota D-operatoriiniin cesitli kombinasyonlarim kullanarak D-operatoriiniin bir poli-
nomu olarak F[u] denkleminin bilineer formunu yazmaya galigacagiz ve bu polinomu P(D)

olarak adlandiracagiz.

Tanim 3.1.2
Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, Hirota bilineer formda baz1 m, r sabitleri

, P! 5 (D) lineer operatorleri ve f* yeni bagimh degiskenleri o, 3 = 1,...,m igin

> PL(D)f =0, n=1,...7 (3.2)

a,B=1
geklinde yazilabilir.
Simdi Hirota D-operatoriiniin ¢zelliklerini, birkac baginti ve oneri ile birlikte ispatlarini

verelim:

D,(a.b) = azb — ab,,
D2(a.b) = agyb — 2a,b, + abay,

D3(a.b) = azeb — 3a2:by + 3azboy — absg,
Di(a.b) = agzb — 4azyby + 6a2,boy — dazbs, + abyy,
Dy Dyi(a.b) = Dy(ath — aby) = aztb — atby — azby + abyy,
D, Di(a.a) = 2(aays — azay),

D"(a.a) =0,
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Oneri 3.1.3

f ve g diferansiyellenebilen iki fonksiyon olmak iizere;
P(D){f.g} = P(=D){g.f},
dir [34].

Ispat. P(D) = D™ olsun. O halde D-operatoriiniin diger kombinasyonlari da aym
sekilde takip edilirse;

P(D){f.g} = D{f.g}
= LoD () A" gl
= g —mf" Vga 4+ (1) fo (3.4)
— (—=1)™[fgi™ —mfeg™ Y + ..

H=Dm g+ (—1)m £ g)
olurki bu ifade P(—D){g.f}’ e esittir. O halde
P(D){f.g} = P(~D){g-f},

olur.

Bagint1 3.1.4

f diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve g =1 ise
P(D){f1} =P()f , P(D){1.f} = P(-0)/,
seklindedir [34].

Oneri 3.1.5

®2 ki iistel fonksiyon , ¢ = 1,2 icin kj, . ..r;,[; sabitler olmak iizere

e®! ve e
@i:kix—i-...—i-riz—i-liy
dir. O halde;

P(D){e(bl.eq)Q} = P(kl — ]{,’2, R & e 7’2’11 _ 12)€¢1+¢2’
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yazilabilir [34].

ispat .
Ispat icin

P(D) = D ... D=1 DI,

operatoriinii goz oniine almak yeterlidir. Burada m;,i = 1,2,...,n pozitif tamsayilar ve

x,..., 2,y bagimsiz degiskenlerdir. Buradan

P(D){e® .e®2} = [Dy ... DI ' D {e®1.e®2}
= (Iy — )™ D™ . DI {1 22} (3.5)

= (’1“1 — Tg)m"*:l (ll — lg)m” [D;nl .. D:nn72]{€q)1 .€q>2}
elde edilir ve bu igsleme devam edilirse sonucta

P(D){eq)l.eq’?} = (kl — kg)ml A (’1“1 — Tg)m"*:l (ll — lg)m"€q>1+q)2

= P(k‘l —ko,...,r1 — 1,11 — 12)6@1+¢)2

bulunur ve ispat tamamlanir. Basitlik olmas1 agisindan
P(ky — ky,..., 11 — 19,11 — lp)e®1 %2,

ifadesi yerine bundan sonra
P(p1 —p2)

notasyonu kullanilacaktir.

Bagint1 3.1.6

Eger a sifirdan farkli bir sabit ise
P(D){a.a} =0,

dir ve 6neri 3.1.5 ’den

yazilabilir [34].
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NOT: Hirota metodunda denkleme uygulanacak déniigiim 3 tiptir. Bunlar;

1. Rasyonel doniigiim
2. Logaritmik doniigim

3. Bi-logaritmik doniigtim

Ozellikle belirtmek gerekir ki bazi denklemler icin bayle bir déniisiim bulamayabiliriz.
Diger bir gercek bazi integrallenebilir Korteweg-de Vries (KdV), Kadomtsev-Pethviashvili
(KP) ve Toda lattice (TI) denklemleri tek bir lineer denkleme doniistiiriilebilirken, mod-
ified Korteweg-de Vries (mKdV), sine-Gordon (sG) ve nonlinear Schrodinger (NLS) den-
klemleri sadece bilineer denklemlerin kombinasyonu olarak yazilabilir.

KdV diferansiyel denklemleri igin genellikle logaritmik doniigiimler kullanilir. Bu

doniisiim ise
u=2a(In f)ne

formiilii ile belirlenir. Simdi @ ve m ’in neye gore belirlendigine bakalim:

Bunun i¢in
U + 6 Uty + Upgr = 0, (3.7)
KdV denklemini goz 6niine alalim. Oncelikle
u = 2aln f,

doniisiimiinii kullanip uy, g, Uzqe ifdelerini bulup bu ifadeleri denklemde yerlerine yazarsak

20(fuzs + 12(;<ln Diet£) 6@J}ngx N 4(;;”5’ o, (3.8)

elde edilir. Burada In f ifadesi bulundugundan ¢oziime gidemeyiz. O halde bir sonraki

logaritmik dontigtim olan
u=2a(Inf),

doniigiimiini denkleme uygulayalim. Buradan

f f?

2, 4
| 203 ;fﬁfm) N 12}‘3‘4fx: 0,
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bulunurki burada D-Operatoriiniin 6zellikleri kullanmlirsa 2a/( fozzz + fiz) ifadesinden
P(D)f.f = a(Ds + Do Dy)f.f

yazilabilir. Su halde

olmalidir bu ise sadece o nin sifir olmast ile saglanir, halbuki « sifirdan farkli olmalidir.

_l’_

Bu nedenle diger bir
u=2a(In f)zy

doniigiimiinii kullanalim. Gerekli iglemler yapilirsa,

za(fzq;xq;x+ftzz) _ za(_12afzzzf:rx+fzxft+5fzzxxfx+10f:1::1::1:f=’13513)

f f?
f? f? '

+120afzx£(a -1 48af§,jf -1 _ 0,

elde edilir. 2a( frpzas + fizz) ifadesinin x e gore integralinin alinmasiyla

P(D)f.f = a(Dy+ DyDy)f.f

yazilabilir. Buradan

724afxxxfl"l"(a — 1) 24fza(a — 1)(3fiz + fzzzfz)
72 ! Iz

(3.12)

1200 for fo(a —1) | 48af5(a—1)
B f4 + JE

bulunur. O halde v = 1 i¢in denklemin ¢oziimii elde edilebilir ve KdV denklemi igin

=0

uygulanacak doniistim
u=2(In )y
seklinde belirlenir.

Simdi Hirota D-operatoriiniin herhangi bir lineer olmayan diferansiyel denkleme nasil

uygulandigima bakalim.
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Ornek 3.1

Ut + 3(uz)2 + Ugzz = 0,

geklindeki KdV denklemini g6z oniine alalim. Verilen denkleme

B Olnf(x,t)_ ﬁ

doniigiimii uygulanirsa;

fzzf_fg Us = Qfxtf_fzft
f2 ) t — f2 )

Uy = 2

2 2 4
Upgy = 2[Le — 4 2le — 30ep 10life 6y,

ifadeleri denklemde yerlerine yazilirsa

fztf - fxft + 3 x2$ + fzx:rxf - 4fzfzzz — 0,
KdV denkleminin bilineer formu elde edilir.

Dy DA f.f} =2(furf — fafi) =0,

oldugundan bu denklemin Hirota bilineer formu
P(D){f.f} = (D3 + D Di){f.f} =0,
seklindedir.

Ornek 3.2
Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi

(ur — 6UUy + Ugpgs )e + SUyy =0,
olarak verilsin. KP denklemi i¢in uygulanacak doniistim

'U/(.’I,'7 ta y) = _28I2logf7

olsun. Gerekli tiirevler alinip igslemler yapilirsa, KP denkleminin bilineer formu

ffzt - fxft +3 x2x + ffzzxx - 4fzfzzz + 3fyyf - 3f5 = 07
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olarak elde edilir ve

Dy DA f.f} =2{furf — fifa} =0,

D:%{ff} = 2{fzzzzf +3 g?z - 4fxfzm:} =0, (3'21)

\ Dg{f'f}ZQ{fyyf*fg}:()a

ifadelerinden faydalanilarak KP denkleminin Hirota bilineer formunun
(DeDy + Dy + 3D2){f.f} =0, (3.22)
oldugu goriiliir.
3.1.2 Hirota Pertiirbasyon ve Multi-Soliton Coéziimler

Hirota bilineer formu

P(D){f.f} =0,

olan F[u] = 0 formundaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi goz &niine alalim.
Flu] = 0 denkleminin Hirota bilineer formunu kullanarak ¢oziimlerini bulmaya iligkin

adimlar: verelim. Bunun i¢in

f=f0+€f1+52f2+...

seklindeki pertiirbasyon agilimini kullanacagiz. Burada fy bir sabit, f,,,,m = 1,2,... olmak
iizere x,t,... ye bagh fonksiyonlar ve e pertiirbasyon parametresi denilen bir sabittir.

Genellikle fy =1 olarak alimir. Buradan f.f carpimu
ff=11+ E(fl.l + 1.f1) + 82(f2.1 + fi.fi+ 1.f2)
(3.23)
+3(f3. 1+ fo.fr + frfo+1.f3) + ...
olarak yazihr. P(D){f.f} = 0 oldugundan (3.23) ifadesine P(D) polinomunu uygularsak;
P(D){f.f} = P(D){L.1} +eP(D){fi-1 + L.fi} + 2 P(D){f2.1 + f1.f1 + 1.f2}
(3.24)
+53P(D){f3.1 +fofit fifo+1lfst+...=0

bulunur. Burada €™, m = 0,1, 2, ... katsayilarin1 sifira esitlersek ° katsayisi sifir olur. &'

katsayisindan
P(D){fi1+ 1.f1} = 2P(9) fr =0,
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yazilabilir.

Bu denklemin bir ¢oziimii iistel fonksiyondur. Hirota bilineer metodu uygulanirken
f1 tstel fonksiyon olarak alinir ve bu nedenle diger f; ler de iistel fonksiyonlar olarak
gelir. Hirota bilineer metodunun etkinligi bu noktada ortaya cikar. Ustel fonksiyonlarm
bir polinomu olarak f i yazabilecegimizden dolay1 f; biitiin j > s+1 olmak tizere Fu] = 0

denkleminin s-soliton ¢oziimiinii verir.

Teorem 3.1.7

F[u] = 0 diferansiyel denkleminin,
u="T[f(z,t,...,y)],
doniigiimii ile Hirota bilineer formu
P(DN{f.f} =0,
seklinde yazilabilir. kq,wq, ..., [; sabit
¢ =k +wit+ ...+ Ly
ve
P(ki,wy,....,01) = P(p1) =0,
olmak tizere denklemin 1-soliton ¢oziimii
w="T[f(z,t,...,y)] = T[1L + e?1], (3.25)
seklindedir [34].

ispat .

F[u] = 0 diferansiyel denkleminin 1-soliton ¢oziimii
O, = kijx +wit + ... + Ly
olmak tizere
f=1+¢f,
dir ve j > 2 i¢in f; = 0 dur. ¥ katsayisindan
P(D){1.1} = P(0,0,...,0){1},
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seklindedir ve Bagint1 3.1.6 ’dan dolay1 yok sayilir. ! katsayisindan

P(D){L.fi + fi.1} = P(=0) f1 + P(9) /1
(3.26)

= 2P(9)e™
olarak elde edilir ve bu denklem sifira esittir. Oneri 3.1.5 kullanilirsa
P(kl,wl, ceey ll) = P(pl) = 0,

olur. Bu iligki Dispersion relation (dagilim iligkisi) olarak adlandirilir. fy sifir oldugundan

2 katsayisi

P(D){1.fo + fo.1} + P(D){1.1} = P(D){e®1.e®1}
(3.27)

= P(p1 — p1)e*®

ve bunun da sifir oldugu goriilmektedir. Genelligi bozmadan € = 1 alabiliriz. Bu nedenle
f=1+¢%,
ve Flu] = 0 diferansiyel denkleminin 1-soliton ¢tziimii
w="T[f(x,t,...)] = T[1+ e*],
k1, w1, ..., [1 sabitler olmak iizere
O = kyz + wit + ... + Iy,
ve
P(p1) =0,
ile birlikte (3.25) bi¢imindedir.

Teorem 3.1.8

F[u] = 0 diferansiyel denkleminin,

u="T[f(z,t,...,y)]

doniigiimii ile Hirota bilineer formu P(D){f.f} = 0 seklinde yazlabilir. k;, w;,...,;

sabitler
O, = kijx +wit + ... + Ly
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P(ki,wi, ,ZZ) = P(pl) — 07 7 = 172
ve

__P(p1—p2)
AL = = T )

olmak tizere bu denklemin 2-soliton ¢oziimii
w=T[f(z,t,...,y)] = T[1+ e + e + A(1,2)e %2, (3.28)
seklindedir [34].

ispat .

F[u] = 0 diferansiyel denkleminin 2-soliton ¢oziimii
O, =kix+wit+ ...+ Liy+
olmak iizere,
f=1+¢efi+efo,
seklindedir. j > 3 igin f; = 0 dir. ¥ katsayisindan
P(D){1.1} = P(0,0,...,0){1} =0,
bulunur. e! katsayisindan
P(DY{f1.1+1.£1} = 2P(9){e?* 4+ €2} =0,
i=1,2icin P(p;) = 0 dir. €2 katsayisindan

P(DY{1.fo + fo.1} + P(D){f1.f1} = 2P(0) f2 + P(D){(e® + €22).(e21 + ¢®2)}
= 2P(0) fa + 2P(D){e®1.e*2} (3.29)

= 2P(0) fo + 2P(p1 — p2)e®1 %2 = 0

elde edilir. Bununla birlikte
fo = A(1,2)e®1 %2,

oldugu goriiliir. fs yi iistteki denklemde yerine yazarsak

P(p1 —p2)

AlL2) = ~ P(p1+p2)’
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seklinde bulunur. f3 = 0 oldugundan dolay1 €3 iin katsayis

—P(D){f1.fo+ fo-fr} = A(1,2)[P(D){(e®* + e®2).(e®1T%2)}
+P(D){€@1+¢2.(6¢1 +€<I>2)}]

(3.30)
= A(L,2)[P(D){(e®).(e®%2)} + P(D){(e®).(e®17%2)}]

= A(L,2)[P(p2)e*®1 422 + P(py)e® +2%2]
bulunur. Buradan ise ¢ = 1,2 i¢in P(p;) = 0 olur. Bununla birlikte
f=14e 4 eP2 4 A(1,2)eP1 %2,
ve F[u] = 0 diferansiyel denkleminin 2-soliton ¢tziimii
u=T[f(z,t,...)] = T[L + e +e®2 + A(1,2)e?T*2],
k;,w;, ..., l; sabitler olmak iizere
®; = kjx +wit + ... + Ly

Plksywi, 1)) = Ppi) =0, i = 1,2
ve

P(p1 — p2)

ML@Z*Hm+mY

ile (3.28) bigimindedir.

Teorem 3.1.9

F[u] = 0 diferansiyel denkleminin,

U:T[f(xvtv""y)]v

doniigiimii ile Hirota bilineer formu P(D){f.f} = 0 seklinde yazlabilir. Bu denklemin

3-soliton ¢oziimii ¢ = 1,2,3 igin P(p;) =0 ve o; tamsay1 olmak iizere

> oo,—x1 P(o1p1 + oap2 + o3p3) P(o1p1 — 02p2)
(3.31)

P(oops — o3p3)P(o3ps — o1p1) =0
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formundadir. O halde 3-soliton ¢oziimii

U :T[f(:r7t"“’y)]
u="T[(1+e® +e®2 +ePs + A(1,2)e®1 792

+A(1,3)e®1+P3 4 A(2,3)eP2tPs 4 BePitP2tPs))]

bicimindedir. Burada

S =kzr+wt+..+Lyi=1,2,3

P(p; — p;)

A(Zaj) = _P(pi +pj)

i,j=1,23vei<j

ve
B =A(1,2)A(1,3)A(2,3),
seklindedir [34].

ispat .

Flu] = 0 diferansiyel denkleminin 3-soliton ¢oziimii
f=1+efh+2f+3fs,
dir. Burada i = 1,2, 3 i¢in
O, = kijx +wit + ... + Ly
olmak tizere
fi=e® 4 e®2 4 e
diir ve j > 4 igin f; = 0 dir. €9 katsayisi
P(D){1.1} = P(0,0,...,0){1} =0,

ve ¢! katsayis

P(D){1.f1 + f1.1} = 2P(0){e®* + ®2 + %3}

= 2[P(0)e®t + P(0)e®2 + P(9)e®?] =0,
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olup i = 1,2, 3 icin P(p;) = 0 dir. €2 katsayisi

—2P(0) fa = P(D){ f1-f1},
oldugundan

fi-fi= e®1.e®1 4 P2 P2 4 P8 P34 E ePit®;
i,j=1,2,3
1#£]

olur ki bu ifade (3.34) denkleminde yerine yazilirsa,

—2P(9) f2 = 2[P(p1 — p2)e™ T + P(p1 — p3)e® ™™ + P(py — p3)e®* ™),
elde edilir. Bununla birlikte

fo=A(1,2)e®T2 4+ A(1,3)e® T3 4 A(2,3)e®> s,

formundadir. fs iistteki denklemde kullanilirsa,

P(pi — pj)

A(Zaj) = _P(pi +pj)

i,j=1,23vei<j

olarak bulunur. €3 katsayisi

—2P(0)f3 = P(D){f1.fo + fo-f1}

=2P(D){f1-f2}
olarak elde edilir. Burada

P(D){f1.fo} = A(1,2)P(D){e®t.e®17®2 4 P2 e14P2 4 P53 o1t}
+A(1,3)P(D){e®1.e®1+%3 4 P2 eP11P3 4 D3 113}

+A(2,3)P(D){e®1.e®2®s 1 P2 eP2tPs 4 P3 P2t}
seklindedir. Ayrica,

—P(0) f3 = e®1T®2H®3 A(1,2) P(p3 — p1 — p2)

+A(1,3)P(p2 — p1 — p3) + A(2,3)P(p1 — p2 — p3)
dir.

P14+Po4-P
fo = BePrioats,
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(3.37)
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oldugundan B iistteki denklemden agagidaki formda bulunur.

A(1,2)P(ps — p1 — p2) + A(1,3)P(p2 — p1 — p3) + A(2,3)P(p1 — p2 — p3)

B=—
P(p1 + p2 + p3)

. (3.41)
f1 = 0 oldugundan € iin katsayisi

P(D){fi-f3 + f3.f1 + fafo} = 2P(D){ f1.f3} + P(D){fa-f2} = 0, (3.42)

bicimindedir. Burada

P(D){f1-fs} » P(D){f2-f2}

terimleri basit olarak

P(D){f1f3} = B[P(p2+p3)62<1>1+<1>2+¢3 +P(p1+p3)6<1>1+2<192+<1>3 +P(p1 +p2)<1>1+<192+2<1>3]’

(3.43)
ve
P(D){fa.fo} = 2[A(1,2)A(1,3) P(ps — p3)e?®1+2+®s
+A(1,2)A(2,3) P(p1 — p3)e®r 2221 %s (3.44)
+A(1,3)A(2,3)P(py — po)ertP2+2®3)
seklindedir. Bu ifadeler (3.42) denkleminde yerine yazilirsa
21122483 [ B P (py + p3) 4+ A(1,2) A(1, 3) P(p2 — p3)]
+eP1 222 [BP(py + p3) + A(1,2)A(2,3) P(p1 — p3)] (3.45)

+e21+®21283 [ B P(py + po) 4+ A(1,3)A(2,3)P(p1 — p2)] = 0,

elde edilir. Ustteki denklemde iistel terimlerin katsayilar: goz ardi edilirse
B = A(1,2)A(1,3)A(2,3)
olarak bulunur. O halde F[u] = 0 diferansiyel denkleminin 3-soliton ¢oziimii

u="T[1+1+eP +eP2 4P + A(1,2)eP1+P2

+A(1, 3)€¢1+q>3 + A(27 3)e<1>2+<1>3 + Beq>1+¢'2+'i>3)]7
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bicimindedir. Burada

S =krxt+wt+..+Ly, =123

. P(pi —pj) . . .
A(ij) = ——=—"—22 . j=1,2,3vei<j,
(2,7) Plpitpy) J
ve
B = A(1,2)A(1,3)A(2,3),
seklindedir.

Teorem 3.1.10

F[u] = 0 diferansiyel denkleminin, N-soliton ¢oziimii

Alin, .. im) = I AL ), (3.46)

olmak iizere

N
flat)=1+Y"

> Alin, . yim) exp(®iy + .+ i), (3.47)
1 nChm

bigiminde ifade edilir [34]. Burada (m) , (I < j) olacak sekildeki m elemanlarinin miimkiin
olan biitiin kombinasyonlarinin ¢carpimi, yC,,, , N den baglayarak m elemanlarinin miimkiin

olan biitiin kombinasyonlarinin toplamim gostermektedir.
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4. BOLUM
Bu boliimde daha onceki bolimde izah edilen Hirota bi-lineer metodu yardimiyla
matematiksel fizigin 6nemli denklemlerinden olan Sawada-Kotera ve (341)-boyutlu KdV

denklemlerinin multi soliton ¢oziimlerini bulacagiz.

4.1. Sawada-Kotera Denklemi

Sawada ve Kotera [35], Schrodinger denklemini invers skatter metodu ile ¢ozerken
g — 10U Uppy — 20Uptiyy 4+ 30u?ug + sy = 0, (4.1)

seklindeki beginci basamaktan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini elde ettiler.

Daha sonra (4.1) denklemine

u==E&, §{=- %7 (42)

formundaki Miura ve Cole-Hopf doniigiimlerini, sirasiyla, uygulayarak bugiin iyi bilinen

ve tek yonlii lineer olmayan dalgalar1 temsil eden
s 4 450Uy — 15U Uy — 15UpUse + Use = 0, (4.3)

Sawada-Kotera (SK) denklemini buldular. (4.3) SK denklemi ve farkli formlar1 pek ¢ok
yazar tarafindan analitik ve sayisal yontemler kullanilarak ¢oziillmiistiir. Bu ¢alismalardan

bazilar1 goyledir: Shi ve Li [36] yeni bir test fonksiyonu yardimiyla
5 3
Ut = (Upgaz + DU ULy + U SUzy)e — 5 [ uyydz + duuy, + du, [ uyde, (4.4)
(24+1)-boyutlu SK denkleminin baz yeni dalga ¢tziimiinii buldular. Ma ve Geng [37]
58;1utt 4 DUyt — 15U U — 15uz8:;1ut — 450Uy + 15Uptpy + 15U Ugpy — Usy = 0, (4.5)

seklindeki ¢ift yonlii SK denkleminin rasyonel, peryodik ve soliton ¢oziimlerini Darboux

ve Backlund doénitigiimleri yardimiyla elde ettiler.
SUtt + DUpprt — 15U ULt — 1DULp U — 4D (uz)2 Uy + 15Uz U3y + 15Uzt — U, = 0, (4.6)

altinc1 basamaktan SK denkleminin N-soliton ¢oziimii Hirota bilineer metodu yardimiyla
Wazwaz [38] tarafindan bulundu. Zhang, Wei ve Hou [39] genellestirilmis F-a¢ilim metodu
yardimiyla

w4 a (3u® + Ugg) | + b (150 + 150 Uugy + usg) , =0, (4.7)



KdV-SK denkleminin jakobi eliptik, trigonometrik fonksiyon ve soliton ¢oziimlerini elde
ettiler. Liu ve Dai [40] Hirota metodu yardimiyla beginci basamaktan SK denkleminin
peryodik iki soliton ve singiiler peryodik soliton ¢oziimlerini olugturdular. Ruan ve Li
[41], (2+1)-boyutlu SK denkleminin cebirsel ve y-peryodik ¢oziimleri arasindaki etkilegimi
agikladilar. Liu ve Zhu [42] degisken katsayili SK denkleminin genisletilmis doniigiim
metodu yardimiyla Jakobi eliptik ve hiperbolik fonksiyon ¢oziimlerini elde ettiler. Chen ve
Xie [43], auto-Backlund doniigiimii yardimiyla degisken katsayil ve zayif-tip stokastik SK
denklemlerinin soliton ¢6ziimlerini ortaya koydular. Xu, Chen ve Chen [44], (241)-boyutlu
SK denkleminin (4.4) yeni ¢oklu soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in Hirota metodu ve yeni
deneme fonksiyonu kullandilar. Behzadi [45] iteratif metodu yardimiyla baslangic sarth
SK denkleminin (4.3) Adomian ayrisim, homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel iterasyon
yontemleri yardimiyla yaklagik ¢oziimlerini buldu. Dinarvard ve diger. [46] homotopi
analiz metoduyla SK denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde ettiler. Ayrica, ¢6ziim serisinin
hangi degerler icin yakinsak oldugunu gosterdiler.

Simdi, (4.3) ile verilen SK denklemine

dontistimii uygulanirsa

3
up = —2(8e — 3Lfe 4 oy,

2
Uy = 72(% _ f2fz2ft _ 2fa}f2xt +2%)’

Uppw = _2(% _ 5f:vf];4ac _ 10f2;-c];3z + 20f:cf3$ + 30fzfzz _ 60f3]22m + 24}0_12)7
(4.9)

21080 1 14050 1 210500 1960 2255 4 840 il 63050

+252042 0 4 25000 — 952082 4 7204,

kismi tiirevleri elde edilir. Bu ifadeler (4.3) denkleminde yerlerine yazilirsa

*fxtf+fzft*f6xf+6f5xfx*15f4xf2£‘|‘20f3zf3z*15f2xf4x+6fzf5x*ff6z = 0, (4'10)
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SK denkleminin bilineer formu bulunur. Hirota D lineer operatoriiniin 6zelliklerinden

D:L"Dt{ff} — fxtf - fzfta

Dg{ff} = fﬁxf - 6f5:]cfz + 15f4xf2:)c - 20f3xf3z + 15f2£f4z - 6f:]cf5z + ffﬁ:m

dir. O halde bu denklemin (4.10) denkleminin Hirota bilineer formu ise

(—=D.D; — DY)

PDI{f.f}=A 72

olur. f(z,t) fonksiyonu ¢ kiiciik bir parametre olmak {izere,

fla,t) =14 " fula,t),
n=1

bigimindeki pertiirbasyon agilimina sahiptir. N-Soliton ¢6ziimii i¢in

fr= iexp@i)y
i=1
olur ki burada
d, = k;x + wit,
dir.
w; = —k2,
olarak bulunan ifade (4.15) denkleminde yerine yazilirsa
®; = ki — kot
seklinde elde edilir. Buradan N =1 igin
f1 =exp(P1) = exp(kix — ki’t),
bulunur. O halde;
f=1+exp(®1) =1+exp(kiz — kjt),

olur. Boylece (4.3) denkleminin 1-soliton ¢oziimii

k3 exp(kix — k3t)
[1+ exp(k1x — k3t)]?’

u(x,t) = =2
olarak elde edilir.
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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F

-4 -2 Ju] 2

Sekil 4.1. SK denklemi i¢in elde edilen 1-soliton ¢oziimii, k1 = 1.

2-soliton ¢oziimii igin; (4.14) ’de N = 2 alirsak

f1 = exp(®1) + exp(P2), (4.21)
olur.
o= A(i,j) exp(®i + P;), (4.22)
1<i<j<N

bicimindedir ki burada
P(k; — kj;)?

A, ) = —————= 1 <1< <2 4.2
(Z’]) P(k1+k])2’ —7’<]— ) ( 3)
dir. O halde
f=1+exp(®1) + exp(P2) + A(1,2) exp(P1 + D2), (4.24)
ve
(kl — kg)(wl — wz) + (kl — k2)6
A(l1,2) = — , 4.25
(1,2) (k1 + k2) (w1 + we) + (k1 + ko)© ( )
olmak tizere;
f =14+ eklx—k?t + ekg:v—kgt
(4.26)

(k=) (wy —wa) +(ky —k2)° ek Fho)w — (K +k3) t
(ky+ha) (wy +wa)+(ky +h2)° ’
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olarak bulunur. Bu ifade (4.8) 'de yerine yazilirsa

k%ek‘lw—k‘?t + k%ek‘zx—k‘gt
B (k’l — k’g)(wl — w2) + (k’l — ]4,‘2)6

(k1 4 ko) (w1 + wa) + (k1 + k2)6

(k1 + k2>2€(k1+kz)x— (K3+K3) ¢
u(x,t) = —2—

[1 + eklx—ki’t + ekgx—kg’t

B (kl — kz)(wl — ’LUQ) + (kl — kz)ﬁ
(kl + kz)(wl + 'LUQ) + (kl + k2)6
elk1tka)z — (k] +k3) t]2

(4.3) SK denkleminin 2-soliton ¢oziimii elde edilir.

000

002}

0.0 |

012}
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Sekil 4.2. SK denklemi igin elde edilen 2-soliton ¢oziimii, k1 = 0.5, ko = 1.

N =3 icin
f1 = exp(P1) + exp(P2) + exp(P3), (4.28)

f2 = A(l, 2) exp(<I>1 + (DQ) + A(2, 3) eXp(CDQ + (I)g)

(4.29)
+A(1, 3) exp(P1 + P3),
olup
f(z,t) =1+ exp(P1) + exp(P2) + exp(P3)
+A(1, 2) exp(fbl + (132) + A(Q, 3) eXp((I)Q + (I)g) (430)

+A(1, 3) exp(fbl + (13'3) + f3($,t),

seklindedir. Burada
fs = B(l, 2, 3) exp(<I>1 + &y + ‘133),
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B(1,2,3) = A(1,2)A(1,3)A(2,3)

(/4,‘1 — kg)(wl — wz) + (k’l — k2)6
(k1 + k2) (w1 + we) + (k1 + ko)©

(4.31)
(k1 — ks3) (w1 — ws) + (k1 — k3)®
(k1 4 k3) (w1 + w3) + (k1 + k3)©

(kg — kg)('wg — ’wg) + (kz — k3)6
(k2 + k3) (w2 + w3) + (k2 + k3)8’

oldugundan 3-soliton ¢oziimii i¢in, 1 <7 < j < 3 olmak {izere

15 15 ksz—k3t
f‘(x’ t) — 1 +€l€11‘ k‘lt +€l€21‘ k‘2t +€ 3

(ke —ka)(wy —w)+(ky —ks)° el

Ky +ko)x — (k3+k3) ¢
(k1+k2)(“’1+“’2)+(k1+k2)6

_ (by—hg) (wy—ws)+(ky—ks)® _(k,+hs)a — (K3+K3) ¢
(ky+hs) (wy+ws)+(ky+ks)°

(k) —ks)(wy —ws)+ (k) —ks)® (k,+ha)e — (K +K3) ¢
(k1+k3)(w1+w3)+(ki+k3)66( ks )w = (KRS (4.32)

(kg —ka) (wy —wa)+(ky —k2)°
(k1+k2)(w1+w2)+(k1+k2)6

(k1_k3)(w1 —w3)+(k1 _k3)6
(kq+ks)(w, +ws)+(k, +k3)®

(kg —ha) (wy—ws)+(kg—k3)® (k) +hyths)z — (K3+k3+k) ¢
6 9
(k2 +k3)(w2 +’1U3)+(k2+k3)

formundadir. Bu ifade (4.8) 'de yerine yazilirsa (4.3) SK denkleminin 3-soliton ¢oziimii

elde edilir.
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4.2. Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

Bagimsiz dalgalar (solitary waves) ilk defa 1834 yilinda durgun bir teknenin 6n tarafin-

dan kopan yuvarlak, diizgiin ve oldukga belirgin bir su kiitlesinin seklinde bir degisiklik

ve hizinda en ufak bir azalma olmaksizin yaklagik 3 kilometrelik bir kanal boyunca il-

erlediginin Scott RUSSEL [47] tarafindan gozlenmesi ile kayda ge¢migtir. Salmim yapan

diger dalga tiirlerinden farkli hareket bi¢imi nedeniyle yine Scott RUSSEL tarfindan bu

dalgalara "Bagimsiz dalgalar" adi verilmisgtir. 1847 yilinda Stokes [48] ve 1872 yilinda

Boussinesq [6] gibi bir ¢ok matematikgi kisaca bu konudan bahsetmis olsa da sig sulardaki

bagimsiz dalgalarin profilini gozlemleyen Scott RUSSEL’den sonraki ilk teorik galigmalar

1895 yilinda Korteweg-de Vries’e aittir. Kortoweg-de Vries [8] sig bir kanalda tek yonde

ilerleyen dalgalarin olugumuna dair giiniimiizde oldukca ilgi ¢eken denklemi bulmuslardir.

[ : kanalin derinligi

l4+n : (nkigik olmak iizere) yiizeyin dipten itibaren yiiksekligi

a : swvinin diizgiin hareketi ile ilgili kiiciik bir sabit
BTl .

o : — — — (bir parametre)
3 pg

T : Yizey gerilimi
g : yercekim ivmesi

p & swinn yogunlugu

olmak tizere dalganin hareketi ile ilgili kismi diferansiyel denklem

_ d 2 1 2 1 9%
”7_2\ﬂ6x[3 (U U2t

bicimindedir.

[2a¢ 2 oz3
n=Bau, £ =— :u glu

doniigiimleri ile bu denklem,

Ur + Ug + €utg + pugee = 0,
halini alir. Burada,

62557
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ve p bilinen bir parametredir. Bu denklemde
r=&—T,

dontistimii yapilir ve 7 yerine ¢ yazilirsa
Ut + €UUL + PUger = 0,

denklemi elde edilir [49].

KdV denklemi inverse scattering yontemiyle [11] analitik olarak ¢oziilebilir olmasina
ragmen bu yontemin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemine bagl olarak sadece
birkag 6zel potansiyel icin sonug veriyor olmasi sebebiyle niimerik ¢oziimleri 6nemini ko-
rumaktadir. KdV denkleminin niimerik ¢oziimiinii ilk olarak Zabusky ve Kruskal [10]
sonlu farklar yontemini kullanarak elde etmislerdir.Yaptiklar1 calismada bagimsiz dal-
ganin etkilesiminin 6zellikleri ortaya konulmustur. Zabusky ve Kruskal ikinci bir dal-
gayla kargilagtiginda gecis agsamasi harig, seklini koruyarak diizgiin ilerleyen dalgalar icin
soliton kavramimi tanmimlamiglardir. Sonlu elemanlar yontemini ise ilk olarak uygulayan
Wahibin olmugtur [50]. Trial ve test fonksiyonlarim ayni secerek uyguladigi dissipative
Galerkin yonteminde kullandig: ii¢ veya daha yiiksek dereceli polinomlardan elde edilen
diizgiin spline fonksiyonlar olup araliklar ayni A uzunlugunda secilmistir. Bu yontemin
niimerik hesaplar1 Alexander ve Morris [51] tarafindan 0 ile 1 arahiginda segilen dissipation

katsayilar: ile kiibik spline fonksiyonlar1 kullanilarak yapilmigtir.

KdV denklemi ¢ok farkl fiziksel sistemlerde ortaya ¢iktigindan ¢nemli bir nonlineer

kismi diferansiyel denklemdir.

4.2.1. KdV Denklemlerinin Ailesi
1. 3. Mertebeden KdV Denklemleri

up + p(u) up + Uggr = 0, (4.36)
denklemine 3.mertebeden KdV denklemi adi verilir. Burada w(z,t), = uzay ve t zaman
degiskeninin bir fonksiyonudur. Nonlineer p(u) terimi agagidaki sekillerde kargimiza gikar.

au,

au?,
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a) (4.36) denkleminde p(u) = £6u olarak alirsak
U & 6uuy + Upgr = 0, (4.37)

standart KdV denklemi elde edilir. Burada +6 tam integrallenebilme icin uygun bir

faktordiir. Yani KdV denkleminin N — soliton ¢dziimleri vardir.

b) (4.36) denkleminde p(u) = 6u? olarak alirsak
up + 61Uy + Upgy = 0, (4.38)

mKdV denklemi elde edilir. mKdV denklemi tam olarak integrallenebilir bir denklemdir.
Bu denklem elektrik devrelerinde ve ¢ok bilesenli plazmalarda goriiliir. Bu denklem rasy-
onel fonksiyon formunda cebirsel soliton ¢oziimler vermektedir [52]. Cebirsel solitonlarin

kararhilik ve kararsizlik kosullarim iceren bir ¢ok galigma mevcuttur [53] -[54] .
c) (4.36) denkleminde p(u) = au™ alirsak
ur +auug + Uper =0, N >3 (4.39)
genellestirilmig KdV denklemi (gKdV) elde edilir [55].
d) (4.36) denkleminde p(u) = u, alirsak
Ut + (Ug)? + Ugze = 0, (4.40)
potansiyel KdV denklemi elde edilir.
e) (4.36) denkleminde p(u) = au™ — bu®" alrsak
ut + (au™ — buzn)ux + Ugze = 0, (4.41)

iki nonlineer kuvvete sahip gKdV denklemi elde bulunur. Bu denklem uzun akustik tipli
nonlineer dalgalarin bir ilerlemesini tamimlar [56]. n = 1 i¢in bu denklem ¢ok iyi bilinen

Gardner denklemi yani KdV-mKdV denklemlerinin birlegimi olarak da adlandirilir [57].

2. 5. Mertebeden KAV Denklemi
En ¢ok bilinen 5. mertebeden KdV denklemi «, 8, sifir olmayan reel parametreler

olmak iizere,
up + au uy + Bugtpy + Y Uggr + Use = 0, (4.42)
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seklindedir. u(z,t) yeterince diizgiin bir fonksiyondur. Ciinkii «, 3, keyfi ve farkli deger-
ler alir. Bu da KdV denkleminin karekterini degistirir. KdV denkleminin bir¢ok formunu
bu parametreler degistirilerek elde edilebilir. Lax denklemi [23], Kaup-Kupershmidth den-
klemi [58]-[59] Sawada Kotera denklemi [35] ve Ito denklemi [60] bu parametreler degistir-

ilerek olugturulabilir.

3. Yiiksek Mertebeden KdV Denklemleri
U + 6U Uz + U3y — Use + quyy = 0, (4.43)

up + O6u Uy + Uugy — Usy + Uz + Bug, = 0, (4.44)

denklemleri sirasiyla 7. ve 9. mertebeden KdV denklemleri olarak bilinir. Bu denklemlerin
bir¢ok korunum kanunu mevcuttur. Bunlarin bir cogu v ve wu nun tiirevlerine bagh

polinomlardir [61]-[62].

4.2.2. (341)-Boyutlu KdV Denklemi

Wazwaz [63] tarafindan
U + 6UzUy + Upgy + Ugpazz + 60uiuz + 10ugpzt, + 20Uz Uy, = 0, (4.45)

seklindeki (3+1) - boyutlu KdV denkleminin Hirota bilineer metodu ile bir ve iki soliton
¢oziimleri elde edildi.

Wang, Dai ve Liang [64], (4.45) formundaki (3+1) - boyutlu KdV denklemi i¢in
f(@,y,t) = 1 4 61 cos(€y) + b cosh(€3) + 3¢~

yeni tip ¢oziim fonksiyonu olusturmuslardir.
(24+1) - boyutlu agagidaki KdV denklemlerinin g¢oklu soliton ve singiiler ¢oziimleri

Wazwaz [65] tarafindan bulundu.
g = —(Ugy — 2u3)y — %(uuy + uxﬁgluy),
U = 5 (Uge — 203); + 5 (uuy — 107 uyy),

(4.46)

Up = —i(um —2u3), — %(i@;luyy + uzﬁajluy),

[ ue = 2(uge — 2u3)g + 3 (6uuy — 95 tuyy + 2u.0; uy),
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burada 9;! tiirevi 9, ’in tersi olup

z) = / Oo F(t)dt

Simdi, (4.45) ile verilen (3+1) - boyutlu KdV denklemine

’LL(IE,t) = %{Sﬂjt) = %a

dir.

doniisiimii uygulanirsa
- — 2 . —
Uy = fxm;z fz’ Up = fztffzfxft’

uy — facyf:f_zfacfy7 uz — Jzz] —Jz]z

f2 9

— 121

ul‘$ f3 I

2 4

3
\ ua:xy fS;c _fyf];3z 3f1yf21 3fzf2xy +6facfyf2:c +6fxfacy 6]%@4]:?;,

3
gz = % — fzf];Sx _ 3fz;,§2x 3fzf21z +6fzfzf2z +6facfzz _ 6%7

plefie —10fmfse 4 20i& + 30M 60@ + 24f5,

f5:£z _ f5;2fz _ 5fac}£‘4;v _ 5f1f4211z _ 10f21;éf3z + 10fac]}zgf4;v _ 10f2;vf.é3zz

f60fz2J}z4fBz _ 180fz2fjjzf2w 760fzf21z +240f2:vfz 2 + 120fzfacz _ 120%’

kismi tiirevleri elde edilir. Bu ifadeler (4.45) denkleminde yerlerine yazilirsa
fztf - f:)cft + f3zyf + 3f2£f:ry - 3f:]cf2£y - f3zfy
+f5a:zf - fofz + 5fxzf4z - 5fxf4zz - 10f2zzf3x + 10f2a:f3zz = 0,

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(3+1) - boyutlu KdV denkleminin bilineer formu bulunur. Hirota D lineer operatoriiniin

ozelliginden (4.49) denkleminin Hirota bilineer formu ise
(D){f-f} = (DaDi + DDy + Dz D:){f.f} =0,
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olur. f(z,t) fonksiyonu ¢ kiigiik bir parametre olmak iizere

flz,t) =1+ is"fn(m,t),
n=1
bigimindeki pertiirbasyon agilimina sahiptir. N-Soliton ¢6ziimii i¢in
D, = kix + wit + Ly + m;z,
dir.
w; = —(kdm; + k2L),
olarak bulunan ifade (4.51) denkleminde yerine yazilirsa
b, = kix — (kf’m@ + k?l@')t + Ly + m;z,
elde edilir. Buradan N =1 igin
f1 = exp(®1) = exp(krz — (kimy + k2t + Ly +my 2),
bulunur. O halde (4.54) ifadesini (4.13) ’de yerine yazarsak
f=1+exp(®1) =1+ exp(krz — (Kimy + k)t + Ly +mi2),

elde edilir. Boylece (4.45) denkleminin 1-soliton ¢oziimii

kyexplkiz — (K3my + k211)t + L1y + ma 2]

u(z,t) =

1 +explkir — (Kfmy + k)t + iy +my 2]’
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(4.54)

(4.55)

(4.56)



Sekil 4.3. (3+1)-KdV denklemi igin elde edilen 1-soliton ¢6ziimii,
ki = 05,0 = —1,my = 1.

(3+1) - boyutlu KdV denkleminin 2-soliton ¢tziim igin (4.14) ifadesinde N = 2 olarak

alirsak

f1 = exp(P1) + exp(P2),
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olur ve
f2 = Z A(Za]) eXp((I)i +(I)])a
1<i<j<N
bicimindedir. Burada

(k‘l — k’g)(wl — UIQ) + (k‘l — k‘g)ﬁ(ml — m2) + (k’l — k‘g)?’(ll — lg)

A(1,2) = — , (4.57
1,2 (k1 4 ko) (w1 +wa) + (k1 + k2)®(m1 +ma) + (k1 + k2)3(l1 + 12) ( )
dir.
f=14+exp(®1) + exp(P2) + A(1,2) exp(Py + P2),
oldugundan,
f: l+e klzf(k?ml+k§l1)t+lly+m1z+€kng(kgm2+k§l2)t+l2y+m2z
(ky4ka) (wy+wa) + (ky+k2)® (my+ma) + (ky+k2)>(1,+12)
ok h2)z — (KSm1+k31 +kSma+k3la) t+(ll+l2)y+(m1+m2)z7
olarak yazilir. Bu ifade (4.47) 'de yerine yazilirsa ve
(
zi = ki — (KPmi + B2L)t+ Ly + maz 0= 1,2.
_(kl—k2)(w1—w2)+(k1—k2)6(m1—m2)+(k1—k2)3(11—12)
y _(kl+k2)(w1+w2)+(k1+k2)6(m1+m2)+(k1+k2)3(11+12)’ (459)
| t= (k1 + o)z — (k3mq + k3l + k3ma + k3l2) t+ (11 + la)y + (mq + ma)z,
olarak alinirsa (4.45) (341) - boyutlu KdV denkleminin
k1e®t + koe*2 — y(ky + ko)el
u(, 1) = B A kae™ = ylky + z)e’ (4.60)

1+ et + e?2 — yet

2-soliton ¢oziimii elde edilir.
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u(x)
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- 10 -5 0 5 10

Sekil 4.4. (3+1)-KdV denklemi igin elde edilen 2-soliton ¢6ziimii,
I{Il = ll = 1.5,m1 = 1,/@2 = 0.5,l2 = 2,m2 =1.

N =3 i¢in
f1 = exp(®1) + exp(P2) + exp(P3),

fg = A(l, 2) exp(<I>1 + q)g) + A(2, 3) eXp((I)Q + (I)3)

+A(1,3) exp(®; + P3)

olup

f(z,t) =14 exp(P1) + exp(P2) + exp(P3)

+A(17 2) exp(q)l + (1)2) + A(2a 3) eXp(q)Q + (1)3)

+A(1,3) exp(®y + D3) + f3(x,1)

geklindedir. Burada
f3 = B(l, 2, 3) exp(<I)1 + &y + (1)3),
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B(1,2,3) = A(1,2)A(1,3)A(2,3)

(k1 — ko) (w1 — wa) + (k1 — k2)®(m1 — ma) + (k1 — k2)3(lh — I2)
(k1 4 k2) (w1 + w2) + (k1 + k2)8(m1 +ma) + (k1 + k2)3(lh + 12)
(4.61)
(k1 = k3) (w1 — w3) + (k1 — k3)°(mq — mg) + (k1 — k3)*(li — I3)
(k1 + k3) (w1 +w3) + (k1 + k3)%(m1 +m3) + (k1 + k3)3 (11 + 13)

(kg — kg)('wg — ’wg) + (kz — k3)6(m2 — mg) + (kz — k3)3(l2 — lg)
(k2 + k3) (w2 +w3) + (k2 + k3)8(ma +m3) + (k2 + k3)3(l2 +13)’

oldugundan 3-soliton ¢oziimii i¢in, 1 <7 < j < 3 olmak {izere

f(l‘,t): 14+e klx—(k?ml—l—k%ll)t—&-lly—&-mlz

+ek2x7(kgm2+kgl2)t+l2y+m2z_i_ek:ng(kgm3+k§l3)t+l3y+m3z

(kg —k2)(wy—w2) + (kl—k2)6(m1—m2) + (k1_k2)3(l1_l2)
(ky+k2)(w, +wa) + (k‘l+k‘2)6(m1+m2) + (k‘1+k‘2)3(l1+12)

ok th2)z — (KSm1+E2 11 +kSma+k2la) t4+(1, +2)y+(my +ma)z

(ky—k3)(wy—w3) + (k2fk3)6(m2*m3) + (szk’:%)s(lz*l:%)
(ky+k3)(wytws) + (k2+k3)6(m2+m3) + (k2+k‘3)3(l2+13)

ko tkz)z — (k5ma+k3la+k3ma+k2is) t+(ly+H3)y+(my+ms)z

(k1*k3)(w1*w3) + (kl—k3)6(m1—m3) + (k1*k3)3(l1*13)
(ky4k3) (wy+ws) + (ky+k3)® (my+ma) + (ky+k3)>(1,+13)

olkytks)e — (kimi+kil+k3ma+k3ls) t+(1 +3)y+(my +ms)=
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(ky—k2) (wy—w2) + (ky—k2)® (my—ma) + (k;—k2)* (1, —12)
(ky4k2) (wy+ws) + (ky+ko)® (my+ma) + (ky+k2)>(1,+12)

(ky—ks)(wy—ws) + (kl—k3)6(m1—m3) + (k1_k3)3(l1_l3)
(ky+k3)(w, +w3) + (k1+k3)6(m1+m3) + (k1+k3)3(l1+13)

(ky—ks)(wy—w3) + (k2—k3)6(m2—m3) + (kQ_kS)g(lz_ZS)
(kytks)(wytws) + (k2+k;3)6(m2+m3) + (k2+k3)3(l2+l3)

(k1 thaths)z — (KSm1+k3 1 +kSmo+k3lo+k§ma+k313) t4+(1; Ha+H3)y+(m, +ma+ms)z
Y

formundadir. Bu ifade (4.47) ’de yazilirsa (4.45) (3+1) - boyutlu KdV denkleminin 3-

soliton ¢6ziimii elde edilir.
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SONUCLAR ve TARTISMA

Bu caligmada soliton teorisinin énemli denklemlerinden olan ve lineer olmayan dal-
galar1 temsil etmek i¢in kullanilan SK denklemi ile sig sulardaki dalgalari temsil etmek
i¢in kullanilan (3+1)-boyutlu KdV denkleminin Hirota-bilineer metodu yardimiyla 1-,2- ve
3-soliton ¢oziimlerini bulduk. SK denkleminin 1- ve 2- soliton ¢oziimlerini Sekil 4.1 ve Sekil
4.2 ile (3+1)-boyutlu KdV denkleminin 1- ve 2- soliton ¢oziimlerini ise Sekil 4.3 ve Sekil 4.4
ile gosterdik. Bu ¢oziimler sayesinde bu denklemlerin temsil ettigi karmasik olaylar1 daha
iyi anlamak miimkiin olabilir. Hirota bilineer metodu, Hirota [24] tarafindan matematik-
sel fizigin lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerinin multi soliton ¢oziimlerini bulmak
igin kullanilmaktadir. Son zamanlarda bu tiir diferansiyel denklemlerin soliton ¢oziim-
lerini bulmak icin pek ¢ok yontem geligtirilmis olup multi soliton ¢oziimlerini bulmak icin
cok az yontem bulunmaktadir. Bu nedenle énemli ve teorik bir yontemdir. Ileriki calis-
malarimizda, Hirota yontemiyle iistel acilim yontemini birlestirerek bazi lineer olmayan

kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin multi soliton ¢oziimlerini bulmak istiyoruz.
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