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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde konunun énemi ve istatistiksel yakisaklhigin tarihsel geligimi hak-
kinda bilgi verilmigtir.

Ikinci boliimde bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii  boliimde c¢ift dizilerin &. dereceden f yogunlugu ve f modiiliis
fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsaklik kavramlar: incelenmigtir. Cift dizilerde a.

dereceden f kuvvetli p—Cesaro toplanabilir dizi uzaylar1 tanimlanmig ve f herhangi

()
t

bir modiiliis fonksiyonu olmak {izere tliglo > ( sart1 altinda bu dizi uzaylar1 arasm-
daki iligkiler incelenmistir. Ayrica bir modiiliis fonksiyonunun sahip oldugu baz sartlar
altinda &. dereceden f istatistiksel yakinsak cift diziler kiimesi ile kuvvetli p—Cesaro
toplanabilir diziler kiimesi arasimdaki icerme bagmtilar: incelenmistir.

Dérdiincii boliimde ift diziler i¢in &. dereceden diizgiin yogunluk kavrami ve diizgiin
istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ¢ift dizilerde diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplan-
abilme kavramlar1 verilmistir. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere cift
diziler icin . dereceden diizgiin istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ¢ift dizilerde diizgiin
kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik arasindaki igerme bagintilar: verilmigtir. Ayrica ¢ift
diziler &. dereceden icin f diizgiin yogunluk kavrami tamimlanmig ve diizgiin f ista-

tistiksel yakinsaklik kavramu ile ¢ift dizilerde diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik

arasindaki icerme bagintilar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel ~yakinsaklik, Cesaro toplanabilme,

Modiiliis fonksiyonu, Cift dizi.
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SUMMARY

Statistical Convergence of order &

in Double Sequences with respect to a Modulus Function

This study consists of four chapters.

In Chapter 1, we give some informations about the importance and historical de-
velopment of statistical convergence.

In Chapter 2, we give some fundamental definitions and theorems.

In Chapter 3, we examine the concepts of f density of order & and statistical
convergence order & with respect to a modulus function f of double sequences. We

define f strongly p—Cesaro summable sequence spaces of order & in double sequences

JIOEN

and examine some relations between these sequence spaces under condition lim =

t—o0
0, where f is any modulus. Moreover, we examine some inclusion relations between
f statistical convergence of order & in double sequences of a modulus function and
strongly p—Cesaro summable sequences in double sequences under some conditions.
In Chapter 4, we examine some inclusion relations between the concepts uniform
density, uniform statistical convergence and uniform strongly p—Cesaro summable se-
quences of order & for double sequences. We give also some inclusion relations between
uniform statistical convergence of order & and uniform strongly p—Cesaro summable
of order & for double sequences, where f is any modulus function. Furthermore, we
define the concept f uniform density of order & for double sequences and examine

inclusion relations for uniform f statistical convergence and uniform strong p—Cesaro

summability in double sequences.

Keywords: Statistical convergence, Cesaro summability, Modulus function,

Double Sequence.



SEMBOLLER LiSTESI

Bu ¢alismada kullanilan baz simgeler, agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.
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Bir K cilimlesinin dogal yogunlugu

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

Kompleks terimli biitiin ¢ift dizilerin ciimlesi

Bir K ciimlesinin ¢ift dogal yogunlugu

Biitiin yakinsak cift dizilerin uzay:

Biitiin sinirh ¢ift dizilerin uzay:

Biitiin istatistiksel yakinsak ¢ift dizilerin uzay1

Bir K ciimlesinin diizgiin ¢ift yogunlugu

Bir K ciimlesinin & dereceden f ¢ift yogunlugu
f modiiliis fonksiyonuna gore &. dereceden
istatistiksel yakinsak tiim ¢ift dizilerin kiimesi

Siirh garpanlar
Biitiin &. dereceden diizgiin I, istatistiksel yakinsak cift dizilerin
uzayi

K nin & dereceden f diizgiin ¢ift yogunlugu

f modiiliis fonksiyonuna gore &. dereceden diizgiin I, istatistiksel

yakinsak cift dizilerin uzay1
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1. GIRIS

Dizi uzaylarmin gelisimi pek cok yeni yakimsaklik metodunun tanimlanmasindan
etkilenmisgtir. Bunlarin en 6nemlilerinden biri de istatistiksel yakinsakliktir.

Istatistiksel yakinsaklik, ilk olarak Zygmund [1] tarafindan "hemen hemen yakin-
saklik" terimi adi altinda 1935 deki "Trigonometrik Seriler" kitabinin ilk baskisinda
Fourier serilerinin istatistiksel yakinsakligiyla ilgili teorem ispatlarinda goriilmiuistiir.

Bu kavram 1951 yilinda Steinhaus [2] tarafindan Polonya’da Wroclaw Universitesin-
de diizenlenen bir konferansta tamtilmigtir. Daha sonra Fast [3] alisilmig dizisel limit
kavraminm genisleterek istatistiksel yakinsaklik tanimim vermistir. Bu yeni kavram
Schoenberg [4] tarafindan bazi dizi uzaylar iizerinde istatistiksel limitin bir lineer
fonksiyonel olabileceginin farkma varilmigtir. Salat [5] smirh istatistiksel yakinsak
diziler kiimesinin sinirh diziler uzaymm kapali bir alt uzay: oldugunu gostermistir. Ista-
tistiksel Cauchy dizisi kavramn Fridy [6] tarafindan tammlanmg ve reel veya
kompleks terimli bir dizinin istatistiksel Cauchy dizisi olmas icin gerek ve yeter sartin
istatistiksel yakinsak olmasi gerektigi gosterilmigtir. Connor [7] tarafindan istatistiksel
yakinsaklik ile kuvvetli Cesaro toplanabilirligin sinirli diziler uzay: iizerinde egdeger
oldugu gosterilmistir.

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde modiiliis fonksiyonu iizerine yapilan calig-
malar nemli bir yer tutmaktadir.

Modiiliis fonksiyonun tanimi ilk defa 1953 de Nakano [8] tarafindan verilmigtir.
Daha sonra Ruckle [9], 'K — uzaylarini tanimlamak i¢in bir modiiliis fonksiyonu kul-
lanmigtir. Ruckle [9] tarafindan daha 6nceden tanimlanmig olan kuvvetli toplanabilir
dizi uzaylari, Maddox [10] tarafindan genellegtirilerek kuvvetli toplanabilir dizi uzay-
larmi1 f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlamig ve bu dizi uzayiminin baz topolojik
ozelliklerini incelemigtir. Connor [11], tarafindan istatistiksel yakinsaklik ile f modiiliis
fonksiyonu yardimiyla tanmimlanmis kuvvetli Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiler
incelenmistir. Aizpuru, Listdan-Garcia ve Rambla-Barreno [12] 2014 yilinda f siursiz
modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamig ve daha
sonra Aizpuru, Listdn-Garcia ve Rambla-Barreno [13] 2012 yilinda bu kavrami gift

dizilere uygulamigtir.



[k olarak . dereceden istatistiksel yakinsakhk Gadjiev ve Orhan [14] tarafindan
tanimlandi. 2010 yilinda Colak [15] say1 dizileri igin «. dereceden yogunluk kavramini
tanimlayarak «. dereceden istatistiksel yakisaklik tanimini verdi ve istatistiksel yakin-
saklik kavramini genellegtirerek «. dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilirlik arasindaki
iligkileri incelemistir. Colak ve Bektag [16] «. dereceden A\— istatistiksel yakimsaklik
tanimini vererek bazi igerme teoremlerini vermiglerdir. Bhardwaj ve Dhawan [17] f
sinirsiz modiiliis fonksiyonu yardimiyla a. dereceden istatistiksel yakinsaklik tanimim
vermistir.

Istatistiksel yakinsaklik, Maddox [18], Mursaleen [19], Kolk [20], Savas [21], Fridy
ve Orhan [22], Miller ve Orhan [23] gibi bir ¢ok matematik¢i tarafindan gahgilmigtir.
Son zamanlarda bu kavram pek cok yazar tarafindan olgiim teorisine, say1 teorisi,
trigonometrik serilere, lokal konveks uzaylara, toplanabilirlik teorisine, Banach uzay-
larma uygulanmigtir.

N Porzitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bir I ideal kullanarak, Kostyrko,
Salat ve Wilczynski [24] tarafindan istatistiksel yakinsakhk kavram genellestirildi ve
ideal yakinsaklik adiyla yeni bir kavram ortaya konuldu. Bu yakinsaklik modern ana-
lizde calisilan bir ¢ok yakinsaklig1 kapsadigindan dolayi ¢ok onemlidir.

Diizgiin yogunluk kavrami ilk defa Raimi [25] tarafindan verilmigtir ve bu kavram
kullanilarak Maddox [26] tarafindan yogunluk ve diizgiin yogunluk arasindaki iligki in-
celenmigtir. Diizgiin yogunluk kavraminin 6zellikleri , Freedman ve Sember [27], Brown
ve Freedman ([28],[29]), Galikovd, Laszl6 ve Salat [30], Grekos, Toma ve Tomanové [31]
tarafindan caligilmigtir.

I, yakinsakhgin temel ozellikleri Baldz ve Salat [32] tarafindan incelenmistir. I,
yakinsaklik kavrami I yakinsakligin bir 6zel halidir.

Mursaleen ve Edely [33] ¢ift dogal yogunluk kavramim kullanarak, ¢ift dizilerin ista-
tistiksel yakisakligini tanimlamigtir. Bu ¢aligmadan bagimsiz olarak bu konu Moricz
[34] tarafindan da gahigilmigtir. Moricz ve Rhoades [35] ¢ift diziler i¢in hemen hemen
yakinsaklik kavramini vermistir. Cift dizilerin &. dereceden istatistiksel yakinsakligi
Colak ve Altin [36] tarafindan incelendi. Das ve Savag [37] tarafindan ¢ift diziler igin

diizgiin yogunluk ve [, yakinsaklik kavramlar: caligilmigtir.



2. GENEL KAVRAMLAR

Bu béliimiin ilk kisminda temel tanim ve teoremler verildi. Tkinci kisimda, cift diziler
ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari incelenmistir. Uciincii kisimda ise cift diziler
icin [ yakinsaklik ve (s,t). dereceden istatistiksel yakinsaklik ve sirsiz f modiiliis
fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsaklik kavrami hakkinda kisa bilgiler ve érnekler

verilmistir.
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+ X xX—-X

KxX—-X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa X kiimesine K cismi iizerinde bir vektor
(lineer) uzay1 denir. Her A\, u € K ve z,y,2z € X icin;
De+y=y+x
) (x+y)+z=x+(y+2)
3) Vx € X i¢in = + 0 = z olacak sekilde bir § € X vardir.
4) Vx € X i¢in x + (—x) = 0 olacak gekilde bir —z € X vardir.
S5)le ==z
6) Az +y) =Ae+ Ay
) (AN+p)x= e+ px
)

8) AM(ux) = (Ap) x dir [38].

Tamm 2.1.2. X bog olmayan bir kiime olsun. Her z,y, z € X icin;

M1) d(z,y) >0

M2) d(z,y) =0<= 2z =y
M3) d(z,y) = d(y, z)

M4) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)



ozelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X,d) ikilisine de metrik

uzay denir [39].

Tanim 2.1.3. Tamim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar
kiimesi ise dizi reel terimli dizi, C kompleks sayilar kiimesi ise dizi kompleks terimli

dizi olarak adlandirilir [39].

Tamim 2.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve x = (z,,) X de bir dizi olsun. Eger Ve > 0

icin 3 ng = ne(e) dyle ki n > ng oldugunda
d(z,,x) <e

olacak gekilde bir z € X varsa = (z,,) dizisi X de yakmsaktir denir ve z, — x veya

lim z, = x seklinde gosterilir [40].

n—oo

Tamim 2.1.5. Bir (X, d) metrik uzaymda bir (z,) dizisini alahm. Eger her ¢ > 0

sayisina karsilik, her m,n > N igin
d(Tm,xn) <€

olacak gekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (z,) dizisine bir Cauchy
dizisi denir [40].

Tanim 2.1.6. Bir (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik

uzaya tam metrik uzay denir [39].
Tanim 2.1.7. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olmak {izere;

N X—=K

z = =

fonksiyonu asagidaki ozellikleri saghyorsa, ||| fonksiyonu X iizerinde bir norm ve
(X, ||-]|) ikilisine de bir normlu uzay denir.

N1) |[zf| = 0, (z € X)

N2) |z =0 <= z=10,(x € X)



N3) [Jaz]| = |af ||z], (o € K,z € X)
N4) [z +yll < ll=ll + lyll, (2, y € X) [41].

Tamim 2.1.8. Bir (X, ||-||) normlu uzaynda aldigimiz her Cauchy dizisi bu uzayn bir

noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya tam veya Banach uzayr adi verilir [41].

Tanim 2.1.9. Kompleks terimli tiim x = (zy), (k = 1,2, 3, ...) dizilerinin ciimlesini w

ile gosterecegiz. w, v = (z1),y = (yr) ve « bir skaler olmak iizere
x4y = (rr+yr)

axr = (oxy)

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir [42]. w nin her alt lineer uzayma

dizi uzay1r denir. Bu calismada sik sik kullanacagimiz

[ = {x = (xg) : sup|zx| < oo}
k

sinirli,

c= {x = (zg) : 1i11€n$k rnevcut}

yakinsak ve

co = {x = (zg) : lillﬁnxk = O}

sifira yakinsak diziler uzay1

]| = sup [a]
k

normu ile birer Banach uzaydir [40].

Tanim 2.1.10. (Modiiliis fonksiyonu) Eger f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu
i) f(x) =02 =0,
i) f(z+y) < flx)+ ),
iii) f artan,

iv) f sifir noktasinda sagdan siirekli,



sartlarin saghyorsa bu fonksiyona modiiliis fonksiyonu denir [8] .

Simdi modiiliis fonksiyonuna érnekler verelim.

Ornek 2.1.11. (a) f(z) = —47 suurh fonksiyonu bir modiiliis fonksiyonudur.

(i) f(x) =0 < z = 0 sartin saglayacag fonksiyonun tanimindan agiktir.

(ii) flx +vy) = 11Iiy < 15t 15 = f(@) + f(y) oldugu goz oniine ahmirsa

flz+y) < f(z)+ f(y) esitsizligi saglanir.
(iii) f artandir. Ciinkii f(z) = 5 den f'(z) =

(FEit 0 oldugundan fonksiyon

(1+J:
artandir.
(iv) f sifirda sagdan siireklidir.
x
li =0=f(0

dir. O halde f(x) = 37 bir modiiliis fonksiyonudur.

(b) f(x)=1log(1l + ) sinwrsiz fonksiyonu da bir modiiliis fonksiyonudur.

(i) log(l1+2) = 0 <& x = 0 dir. Qiinkii log(1 +0) = logl = 0 dir. O halde

f(z) =0 < x = 0 sart1 saglanir.

(i) f(z+y) < f(z)+ f(y) dir.

1+ 24+ y < (1 4+ 2)(1 4+ y) esitsizligi ve logaritma 6zelliginden
log(14+z+y) <log(14 x)+log(l+y) elde ederiz. Dolaywsiyla f(z+y) < f(z)+ f(y)
dir.

(iii) f artandir.

f(z) =log(z +1) den f'(x) = 1°ge > 0 pozitif oldugundan fonksiyon artandir.

(iv) f sifir noktasinda sagdan surekhdlr.

lim log(x +1) =0 = f(0)

z—0t+

dir. O halde f(x) =log(z + 1) bir sinirsiz modiiliis fonksiyonudur.

Lemma 2.1.12. f bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < § < 1 olsun. Bu takdirde her bir

x >0 igin,

olur [43].



Uyar1 2.1.13. [ ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu iken f~!, f.g,f — g ve f/g

fonksiyonlar1 modiiliis fonksiyonu olmak zorunda degildir [9).

Lemma 2.1.14. f ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu ise f o g, af(a > 0), Fffv

f + g fonksiyonlar1 da modiiliis fonksiyonlaridir [9)].
Tanim 2.1.15. K C N olmak {izere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

J(K) = liml|{k§n:k€[(}|

n—oo M

seklinde tanmimlanir. Burada [{k <n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiik ol-
mayan elemanlarinin sayisini gostermektedir.

Eger ¢ (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir [6].

Tanim 2.1.16. Herhangi bir x = (x}) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogun-
luklu bir kiime diginda biitiin & lar i¢in sagliyorsa, (xy) dizisi hemen hemen her k i¢in
P bzelligini saglhiyor denir ve “h.h.k” bi¢iminde gosterilir [6].

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi agagi-

daki gibi verilebilir.
Tamim 2.1.17. = = (x;) kompleks terimli bir dizi olmak iizere, her ¢ > 0 i¢in

1
lim —{k<n:|zy—L| >} =0

n—oo M,

veya h.h.k i¢in |z, — L| < e olacak sekilde bir L sayis1 varsa © = (x) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve S —limx = L bi¢iminde gosterilir.

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger, 6zel olarak L = 0 ise
r = () dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin

kiimesi Sy ile gosterilir [6].

Teorem 2.1.18. Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx, = L ise

S —limz = L dir [44].
ispat. Kabul edelim ki limx, = L olsun. Her ¢ > 0 igin ve k > N i¢in |z, — L| < ¢

olacak sekilde N > 1 sayist vardir. d(A(e)) = 0 oldugundan S — limx = L olur.
Burada A(e) = {k <n:|z— L| > e} dur.



Agagidaki ornek yukaridaki teoremin tersinin dogru olmadigim gosterir.

1, k=m?ise (m=1,2,..)

0, k#m?ise

T —

seklinde tanimlanmig « = (xy) dizisini goz oniine alalim. Her € > 0 igin
H{k<n:log >el| <Hk<n:z, 0} < vVn

oldugundan

1
lim 2 [Tk < n sy £ 0} < lim X =0
n n n n

elde edilir. Bu S —limz = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak x = (x}) yakinsak degildir.
Bununla birlikte yukarida tanimlanan x = (xj) dizisi istatistiksel yakinsak bir dizi
oldugu halde smirhda degildir

Diger taraftan, z = (1,0,1,0,...) dizisi simrhdir. Ancak istatistiksel yakinsak

degildir. Yani /., ve S uzaylar1 birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir.

Teorem 2.1.19. Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S —
limz = Ly ve S —limx = Ly ise Ly = Ly dir [44].

Ispat. Kabul edelim ki S — limz = L; ve S — limz = L, olsun. ¢ > 0 verilsin.
Asagidaki

Ky(e) = {k§n2|xk—L1|zg} ve

Ky(e) = {k§n2|xk—L2|zg}

kiimelerini tanimlayalim.

S —limz = L, oldugundan 0 (K (¢)) = 0 dir. Benzer sekilde S — limx = Lo
oldugundan 6 (K3 (¢)) =0 dir. K (¢) = K; () U K (¢) olsun. Bu durumda 4 (K (¢)) =
0 olmasi § (N\K (¢)) = 1 olmasi gerektirir. Eger k € § (N\K (¢)) ise

3

2:5.

5
|Ly — Lo| < |Ly — xg| + |z — Lao| < 3 +
elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan |L; — Ly| = 0, yani L; = Ly dir.

Teorem 2.1.20. S —limx = a,S — limy = b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde;
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i) S —limexy = ca
it) S — lim (v + yx) = a + b dir [44].

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.

Tamim 2.1.21. Bir z = (z},) kompleks terimli dizisini gbz 6niine alahm. ¢ > 0 verilsin.

Eger h.h.k igin |z, — zn| < € olacak sekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 varsa yani;

1
lim —|{k<n:|z,—zy| >} =0

n—oo M

ise x = (wy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [6].

Teorem 2.1.22. Bir 2 = () dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve

yeter sart istatistiksel yakimsak olmasidir [44].

Ispat. Ilk olarak S — limz = L oldugunu kabul edelim. Bu taktirde A(c) =
{k<n:|z, — L] > £} olmak tizere herhangi ¢ > 0 i¢in § (4 (¢)) = 0 bulunur. Bu
durumda

sN\AE) = lim (e <n:ln - Ll <)) =1

n—oo 1 2

olmasini gerektirir.

m,k ¢ A(e) olsun. Bu durumda |z, — z,| < e dir. m ¢ A(e) ve
Be)=A{k<n:|z, —x <¢c}
olsun. Bu taktirde N\ A (¢) C B (g) dir. Boylece
1= 5(N\A() <3 (B() <1

dir. Bud (N\B (¢)) = 0 olmasim gerektirir. Burada N\B (¢) = {k < n : |z, — x| > €}
dir. Boylece (zy) istatistiksel Cauchy dizisi olur.
Tersine (zy) istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde herhangi ¢ > 0 igin

lim £ ([{k <n: |y — 2n,| < e}]) =1 olacak sekilde Ny € N vardir. Buradan

n—oo

1 1
Iim —({k<n:zy<e+an}|)=1ve lim —({k<n:ay, —e<a}|)=1
n—oo M,

n—oo M,

elde edilir.

1

A = {aER:lima(|{k§n:xk<a}|)—1}
1

B = {bER:lim—(|{k§n:xk>b}|)—1}
n—oo n,



kiimelerini alalim. Boylece € + a2y, € A ve 2y, —€ € B. Ayrica a € A ve b € B olsun.

Bu taktirde

1 1
lim — ({k < n:ap <a}f) =1ve lim — ([{k <n:ap>0}) =1

n—oo M,

dir. Bu ise

1 1
lim — ({k<n:zp<a}|)=1ve lim E(|{k§nib<$k<a}|):1

n—oo M,

olmasimi gerektirir. Bu da b < a olmasini gerektirir. Ozellikle
TN, —€<supB <inf A <zxpn, +¢

elde edilir. € keyfi pozitif say1 oldugundan sup B = inf A elde edilir. L = sup B = inf A

alalim ve € > 0 olsun. Bu durumda
L—e<b<a<L+ce
olacak gekilde a € A ve b € B vardir. A ve B nin tanimindan

1
lim —({k<n:L—-e<xz,<L+e})=1

n—oo M,

dir. Boylece
1
lim — ({k<n:|zy—L|<e}]) =1,

n—oo M,
veya

1
lim — ({k<n:jzxy—L|>¢€}|)=0

n—oo M

olur. Diger bir deyisle (z;) istatistiksel yakinsaktir ve istatistiksel limiti L dir.

2.2. Cift Diziler ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda cift diziler ve bu dizilerin istatistiksel yakinsakligi ve istatistiksel Cauchy

dizisi kavramlar: incelenmistir.

Tanmim 2.2.1. N dogal sayilar kiimesi ve X bos olmayan herhangi bir kiime olmak

lizere

s: NxN—-X
(jak)ﬁxjk

10



seklinde tanimlanan s fonksiyonuna cift dizi denir [45]. Cift bir x = (x;;) dizisinin

elemanlarini
T11 T2 . T1p
T9o1 T992 .. Top
Tmli Tm2 -« Tmn

seklinde bir tablo olarak diigiinebiliriz. Bu galigmamizda kompleks terimli biitiin ¢ift
dizilerin ctimlesini s? ile gosterecegiz. Buna gore, C kompleks sayilar ctimlesini goster-
mek tizere

s> ={x = (vj) : Vj,k € Nigin zj, € C}

olup bu ciimle Voo € C ve V z,y € s? igin ax = (azj;) ve x +y = (z;1 + yji) islemleri

altinda bir lineer uzaydir.

Tanim 2.2.2. Her ¢ > 0 igin j,k > N olunca |z;;, — L| < € olacak sekilde bir
N = N(e) dogal sayis: varsa x = (x;;) dizisi Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir.
Bu durumda L sayisina (z,;) dizisinin Pringsheim limiti denir [46]. Biitiin yakinsak

cift dizilerin uzayim c? ile gosterecegiz. Buna gore
= {:1: = (z;1,) € s 111;1 x;, = L olacak sekilde bir tek L € C V&I‘dlr}
J

dir.
Eger biittin j ve k dogal sayilar icin |z;;| < M olacak sekilde bir M > 0 sayist
mevcut ise, yani

12/l (o0.2) = Sup |51] < 00 (2.1)
ise © = (xj;) ¢ift dizisi simrhdir denir (Bazi durumlarda (|z;;|) < M gosterimi
(zjx) dizisinin siurh oldugunu gosterecektir). Biitiin sirh ¢ift dizilerin uzaymm 2,
ile gosterecegiz. Buna gore

2 = {:1: = (z;1,) € s* : sup|a ;| < oo}
ik

dir [35].
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Uyar 2.2.3. Tek indisli olan klasik dizilerin aksine yakinsak bir ¢ift dizi sinirh olmak
zorunda degildir. Ornek olarak
k, j=11ise
.’L'jk =
1, diger durumlarda
seklinde tammlanan (xj;) cift dizisi yakinsak oldugu halde simirh degildir. Acikca
goriildiigii gibi P — limz = 1 dir. Siirh ve yakinsak olan ¢ift diziler uzaym ise ¢2, ile

gosterecegiz ve bu uzay icin 2, = ¢ N2, esitligini yazabiliriz.

Tamim 2.2.4. 2 = (z;;) kompleks terimli bir ¢ift dizi olsun. Eger her ¢ > 0 igin

p>j>N,q>k> N oldugunda |z,, — x| < € olacak sekilde bir N = N(¢) dogal

sayist varsa © = () dizisine bir Cauchy dizisi denir [45].

Tanmim 2.2.5. K C N x N pozitif tam sayilarin iki boyutlu bir kiimesi olmak iizere
K(n,m)={(i,5): (4,j) € K,i <n,j <m} tanimlayalm. Bir K C N x N kiimesinin
alt asimptotik yogunlugu

6%(K) = lim inf [K(n, m)]

n,m nm
olarak tanmimlanir.
K(n,m)
| K (n,m)| /nm ¢ift dizisinin Pringsheim anlaminda limitinin var olmasi durumunda, K

kiimesi ¢ift dogal yogunluga sahiptir denir ve bu kiimenin ¢ift dogal yogunlugu

52([() — lim M
n,m nm

ile verilir [33]. Ornegin K = {(i%, j?) : i, j € N} olsun. Bu takdirde
< lim

52(K) = lim L VIV

n,m nm n,m nm

=0

olup K kiimesinin ¢ift dogal yogunlugunun sifir oldugu goriiliir. Bir bagka 6rnek olarak,

{(i,25) : i,j € N} kiimesi alimrsa bu kiimenin cift dogal yogunlugunun 1 oldugu

goriiliir.
Tamim 2.2.6. = = (z;;) kompleks terimli bir ¢ift dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim—— [{(.k): j <mk <m |aj— L] >} =0
lim ——[{(j, k) : j <n.k <m |op — L] > e}

12



olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = () dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir
[33]. Burada kiime parantezlerinin diginda bulunan dikey ¢izgiler ile bahsi gegen kii-
menin eleman sayisi belirtilmektedir. Biitiin istatistiksel yakinsak c¢ift dizilerin uzayini

Sy ile gosterecegiz.

Uyar1 2.2.7. (a) Eger = (xj;) yakinsak bir ¢ift dizi ise yakinsak oldugu sayiya
ayni zamanda istatistiksel yakinsaktir. Siirh (veya simirsiz ) satir ve (veya) siitiinlarin
say1st sonlu oldugundan

K(n,m) <tin+tom

olur ve buradaki t; ve t5 sonlu sayilar olup bu sayilarin varligindan x dizisinin istatis-
tiksel yakinsak oldugunu anlayabiliriz.

(b) Eger x = (z,i) cift dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise bu L sayis1 bir
tektir.

(c) Istatistiksel yakinsak olan bir cift dizinin yakinsak olmak zorunda olmas: gerek-

medigi gibi sinirli olmasi da gerekmez.

Ornek 2.2.8. z = (z;;,) dizisi

gk, j=n%k=m* (m,n=1,2..)
.’L'jk =
1, diger durumlarda
olarak tammlansin. S; — limxz;;, = 1 oldugunu gormek kolaydir. Ciinkii her ¢ > 0
icin [{(j,k):j <n,k<m |zj —1| > e}| < /ny/m olur. Fakat x = (x;;,) dizisi ne

yakinsak ne de sinirhdir.

Teorem 2.2.9. Reel terimli bir « = (z;5,) ift dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakin-
sak olmasi i¢in gerek ve yeter sart do(K) = 1 olacak sgekilde bir
K ={(,k)} c NxN, j,k=1,2,... alt kiimesinin var olup

P— lim z;,=1L
J,k—o0
JkeK

olmasidir [33].

Ispat. = = (z;;) cift dizisi, L sayisina istatistiksel yakinsak olsun.
. 1
K, ={(j,k) e NxN: |z - L >} r=12..
T
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ve

1
My = {(j;k) € N XN fay — L] < —}r=1,2,

alalim. Bu takdirde 2 (K,) = 0 ve

My D My D ..M; D M1 D ... (2.2)

ve

So(M,) =1,r =1,2, ... (2.3)

olur.
Simdi (j,k) € M, igin (z;) dizisinin L sayisima yakinsak oldugunu gostermemiz
gerekiyor. Varsayalim ki (x;;,) dizisi L sayisina yakinsak olmasin. Bu takdirde herhangi

bir € > 0 ve sonsuz sayida terim igin
|z, — L| > ¢

olur.

M, = {0, k) : lzp — Ll < e}

ve € > %, r=1,2,... alalim. Dolayisiyla

olur ve (2.2) den M, C M. olur. Buradan d5(M,) = 0 olup bu durum (2.3) ile celigir.
Boylece (x;) dizisinin L sayisina yakinsak oldugu goriiliir.
Tersine d5(K) = 1 olacak sekilde bir K = {(j, k) C N x N} alt kiimesinin mevcut

oldugunu ve (‘llgnK zjr = L oldugunu varsayalim. O halde her ¢ > 0 icin en az bir
1R)E

N € N vardir oyleki her j,k > N igin
|z, — L| <e
yazabiliriz. Simdi
Ke ={0: k)« |lwj — Ll 2 e} SN XN —={(jns1, bni1), Unsas ki), -}

alirsak

5(K.)=1-1=0
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olur. Dolayisiyla = (xj;,) dizisi, L sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Uyar1 2.2.10. Eger S, — li;glxjk = L ise, liinyjk =L ve 0 ({(j,k) : xjr, = y}) =1
j j
olacak sekilde bir y = (y;x) dizisi mevcuttur. Burada z;; = y;; olmasi durumu hemen

hemen her 7, k icin gecerlidir.

Teorem 2.2.11. S, N2 uzayi, [2 lineer normlu uzayinin kapah lineer bir alt uzayidir

33].
Ispat. 2™ = (xﬁzm)) € SaNiZ vez — gz € % olsun. 2™ € Sy N2
oldugundan

Sy — l?]‘ﬁnxﬁm) = dppm, (Nn,m=1,2,...)

olacak sekilde ap, reel sayilar1 meveuttur. 2" — x iken, her € > 0 icin, p > n > N,

q > m > N oldugunda

(‘pQ) (nm) ; (25)

olacak gekilde N € N vardir. Buradaki |.| ile stz konusu lineer uzaydaki norm kaste-

dilmektedir.
Teorem 2.2.9 dan, d2(K;) = 02(K3) = 1 olacak sekilde N x N kiimesinin K; ve K»

alt kiimeleri mevcut olup

. (nm

1;11? T ) = Gm (2.6)
(4,k) €K

1}11? xﬁq) = Gpq (2.7)
GRIEK

saglanir. Bu takdirde d5(K; N K3) = 1 oldugundan K; N K, kiimesi sonsuz olur.
(j1,k1) € K1 N Ky secelim. (2.6) ve (2.7) esitliklerinden

(pq)
'rjl ki1 apq

< % (2.8)

ve

(nm)
Liky — Onm

€
<z 2.9
- (29)
elde edilir. Dolayisiyla her p > n > N, ¢ > m > N igin (2.5) — (2.9) esitsizliklerinden

(nm)

(pq) (nm)
Lik, — Gnm

(pq)
jik1 lekfl

|apg — anm| < Upg = Tjpy | T[T +

L ELE f_
373737 °
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elde edilir. Buradan (a,,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve dolayisiyla yakinsak

oldugu sonucuna ulagilir.

lim a,,, = a (2.10)
olsun. =z dizisinin a sayisina istatistiksel yakinsak oldugunu gostermemiz gerekiyor.
(") dizisi x dizisine yakmsak oldugundan, her € > 0 icin j, k > N;(¢) oldugunda

€
}x%’l — :cjk} < 3
olacak sekilde en az bir N;(e) dogal sayis1 vardir.
Ayrica (2.10) esitliginden, her £ > 0 igin j, k > Ns(e) oldugunda
Jaje —al < 3
olacak sekilde en az bir Ny(e) dogal sayis1 vardir.

Yine, Sy — lim ™™ = q,,,, oldugundan dolay1, 6»(K) = 1 olacak sekilde bir K =
{(j,k)} € N x N kiimesi mevcuttur yle ki her ¢ > 0 i¢in j,k > Ns(¢), (j,k) € K
oldugunda
€

}x%" — anm} < 3

olacak sekilde bir N3(¢) dogal sayis1 vardir. max{N;(g), Na(¢), N3(¢)} = Ny(e) diyelim.
Bu takdirde her € > 0 ve biitiin j, k > Ny(¢), (j,k) € K degerleri icin

o —al < agn = a4 |25 — ag] + lag, — al

< E—l-f—l—f—e
3 3 3

elde edilir. Boylece = dizisi a sayisina istatistiksel yakinsaktir ve x € S, N[, olur.

Dolayisiyla Sy N2 uzay1 [2 uzayimm kapal lineer bir alt uzayidir.

Teorem 2.2.12. S, N2 kiimesi [2 da hi¢ bir yerde yogun degildir [33].

Ispat. Keyfi bir S normlu lineer uzayina ait S uzaymdan farkl kapali bir lineer alt
uzayinin S uzayinda hi¢ bir yerde yogun olmamasindan dolay1 ve Teorem 2.2.11 den,
sadece Sy N2 # (2 oldugunu gostermemiz yeterlidir.

x = () dizisi agsagidaki gibi tanimlansin:

1 j ve k cift ise
Tjr =
0 diger durumlarda
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x = (xj;) dizisinin istatistiksel yakinsak olmadigi fakat sinirh oldugu agikga goriilmek-

tedir. Dolayistyla Sy N2 # 12, olur.

Tamim 2.2.13. = = (z;;) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in j,p > N,
k,q > M oldugunda

1
lim — k)i <nk<m:l|lzg — > =0
ﬁ}}gﬂl nm |{(.77 ) J>=N,R=Mm |'rjk‘ qu| - 5}|

olacak sekilde N = N(e) ve M = M (e) sayilar1 varsa x = (x;;) ¢ift dizisi istatistiksel
Cauchy dizisidir denir [33].

Teorem 2.2.14. = = (z;;) kompleks terimli dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter sart istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir [33].
Ispat. = = (z;;,) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun. O halde her & > 0
i¢in
[Gok) < mk<m: g —L| > <)
kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. |xyy — L| > € olacak sekilde N ve M sayilar

secelim.
Ao = {Uk)j<nk<m:|ry —anu| > e}
B. = {(j,k):j<nk<m:|z; —L|>c¢}
C. = {(4,k):j=N<nk=M<m:|zyy—L|>¢}
seklinde ii¢ kiime belirleyelim. Bu takdirde A. C B. U C. olur ve buradan
92(A:) < 09(B:) + 92(C.) = 0 oldugu goriiliir. Dolaywisiyla @ = (z;;) dizisi istatis-
tiksel Cauchy dizisidir.
Tersine z dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olsun fakat istatistiksel yakinsak olmasin.

Bu takdirde A. kiimesinin dogal yogunlugu sifir olacak gekilde N ve M sayilar1t mevcut

olacaktir. Dolayisiyla
E.={(jk):j<nk<m:|vy—azymu| <e}
kiimesinin dogal yogunlugu 1 olur. Ozel olarak eger |z, — L| < £ ise

|z —xnm| <2z — L < e (2.11)
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yazabiliriz. x dizisi istatistiksel yakinsak olmadigindan B, kiimesinin dogal yogunlugu

1 olup bununla birlikte
{(,k):j <nk<m:l|ej —avul <e}
kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. (2.11) esitsizliginden
[Gk) G <mb <m g — L] < 2}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir olacagindan A. kiimesinin dogal yogunlugunun 1 oldugu
sonucuna ulagilir. Bu ise kabuliimiizle celigir. Dolayisiyla x dizisi istatistiksel yakin-

saktir.

Teorem 2.2.15. x = (z,;) kompleks terimli ¢ift dizi olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(a) = dizisi L ye istatistiksel yakinsaktur,

(b) z dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

(c) x dizisinin 6yle bir y alt dizisi vardir ki;
e =
dir [33].

Simdi ¢ift dizilerin kuvvetli Cesaro toplanabilirligi ile istatistiksel yakinsakligi arasim-

daki iligkileri inceleyecegiz.

Tanim 2.2.16. x = (z;;) bir cift dizi ve p pozitif reel say1 olsun

tin =SS e~ L =0

j=1 k=1
esitligi saglaniyorsa x dizisine L sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir [33].
Biitiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ¢ift dizilerin uzayim w]% ile gosterecegiz. p =1

olmasi durumunda kuvvetli Cesaro toplanabilir ¢ift dizilerin uzay: (C, 1, 1) elde edilir..
Not 2.2.17. (i) Eger 0 < p < ¢ < oo ise w; C w; (Holder esitsizliginden) ve

wy N2, C(C1,1)NIE
olur.
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(ii) Eger = (xj;) dizisi yakinsak fakat simirh degilse, x dizisi istatistiksel yakin-
sak olur. Ancak z dizisi Cesaro ya da kuvvetli p—Cesaro toplanabilir olmak zorunda

degildir [33].
Ornek 2.2.18. © = (1) dizisi

k, j =1, tiim £ lar i¢in
Tjp =14 7, k=1, tiim j' ler i¢in
0, diger durumlarda

olarak tamimlansin. Dolayisiyla hr]? xjr = 0 olur fakat
7,

11
li —§ § & = lim —=(m? + n? g
im ‘ Tjk nl,man(m +n°+m+n—2)

olup bu limit sonlu bir degere sahip degildir. Bu yiizden x dizisi Cesaro toplanabilir

degildir. x dizisi kuvvetli p—Cesaro toplanabilir de degildir. Fakat

1 m+n—1
lim — k)i <nk<m:lxig—0]> =lim—— =0
lim — [{(j. k) :§ < mk Smtfau = 0] = €| = lim T

oldugundan x dizisi istatistiksel yakinsaktir.

(iii) Eger x dizisi, smirh ve yakinsak bir ¢ift dizi ise ayn1 zamanda Cesaro ve kuvvetli
p—Cesaro toplanabilir olup istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 2.2.19. x = (z;) bir ¢ift dizi ve p pozitif reel say1 olsun. Bu takdirde

(a) = dizisi L sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise ayn1 zamanda L sayisina
istatistiksel yakinsaktir.

(b) w2NI2, =S, NIZ, dir [33].

Ispat. (a) K.(P) = {(j,k) :j <n,k <m:|zj — LI’ > ¢} olsun. z, L sayisma

kuvvetli p—Cesaro toplanabilir olsun. Bu takdirde

0 « %Zzpfjk—lzvj

7=1 k=1

1
— _ o P o P
= — 9 > lm L+ Y lea L

(J,k)EK:(P) (G, k)¢ K (P)

1
> — iKY <nk<m:lry — LIP >
= an(]a )7.7_na =m |~Tjk | _€}|€

olur. Boylece x, L sayisina istatistiksel yakinsaktir.
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(b) L(P) ={(,k),j <n.k <m: |z — L] 2 (5)7} ve M = |[z]| o 5) + | L] olsun.
Buradaki |||, o) ifadesi (2.1) ile verilen # = () siirh ¢ift dizisinin sup-normunu

gostermektedir. x dizisi, sinirh istatistiksel yakinsak oldugundan her n,m > N igin

€
2MP

e 1

1
— ] ) < < e — LI > P
— (k) J mk<melag — L] 2 (57} <

olacak gekilde bir N = N (¢) sayisi segebiliriz. Bu takdirde her n,m > N igin

%ZZMM—LVJ = ni . =L+ Y0 fea— L

j=1 k=1 m (j,k)EI(P) (4:k)¢1(P)
1 € 1 15
< —nm MP + —nm— ==¢
nm 2MP nm 2

elde edilir. Dolayisiyla = = (xj;) dizisi L sayisma kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.

Not 2.2.20. Swmurh ve istatistiksel yakinsak bir x = (z;) dizisinin aym zamanda

Cesaro toplanabilir olduguna fakat tersinin dogru olmadigina dikkat etmek gerekir.
Ornek 2.2.21. z = (z;) cift dizisi her k igin
i = (—1)

olarak tamimlansin. Bu takdirde
il S o
n,m NI < J
Jj=1 k=1
olur. Fakat = = (z;;) dizisi agikar olarak istatistiksel yakinsak degildir [48].
Tamim 2.2.22. i) FE ¢ift dizi uzay1 olsun. = = (z;x)jkeny € E ler i¢in |yji| < |zjk],
J. k> 1 oldugunda y = y;;, € E oluyorsa normal denir [49].

ii) Eger F kendisinin tiim basamak uzaylarimin kanonik goriintiilerini iceriyorsa

monoton denir [49].

Tanim 2.2.23. Her normal dizi uzayr monotondur [50].
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2.3. Qift Diziler Igin /— Yakimmsaklik ve (s,t). Dereceden Istatistiksel Yakin-
saklik

Bu kisimda ¢ift diziler igin /— yakinsaklk ve I,— diizgiin yakinsaklik ve (s,t).
dereceden ¢ift yogunluk kavramlar: verilecek, bu kavram yardimiyla &. dereceden cift
diziler icin istatistiksel yakinsaklik kavrami ve f modiiliis fonksiyonuna gore istatistiksel

yakinsaklik kavramlar1 incelenecektir.

Tanmim 2.3.1. X bosg olmayan bir ciimle olsun. I C 2% simifi, eger
i ver
(ii) Her A,Beligin AUB €[
(iii) Her A€ I veher BC Aigin Be [

sartlarin saglarsa, X {iizerinde bir idealdir denir [24].

Tamim 2.3.2. N pozitif tamsayilar kiimesinin bir I ideali icin I # 2 oluyorsa I ya

gercek (agikar) ideal denir [24].

Tanim 2.3.3. [ ideali N de gercek ideal olsun. Eger I, N nin her sonlu alt kiimesini

kapsiyorsa I ya uygun ideal ad1 verilir [24].

Tamm 2.3.4. [, C 2N N x N kiimesinde agikar olmayan bir ideal olsun. (z;;) ¢ift

bir dizi olsun. Eger her € > 0 icin
E.={(j,k) e NxN: |z, — L| > ¢}

kiimesi I, ye ait ise (xj;) dizisi L sayisina Io—yakinsaktir denir ve I — limz;, = L

yazilir [47].
Tamim 2.3.5. Eger k' ya gore diizgiin olmak iizere
R .
U(E) —gg{)logz;xE(J +k)=a
=

veya denk olarak

1
lim —|[EN{k+1,..k+n}=a

n—oo M,

ise £ C N alt kiimesi diizgiin yogunluga sahiptir denir [25].
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Lemma 2.3.6. Diizgiin sifir yogunluk, sifir yogunlugu gerektirir fakat tersi dogru

degildir [26].

Ornek 2.3.7. A= {2,4,5,8,9,10,16,17,18,19,...} C N kiimesini alalim. Bu kiimenin
dogal yogunlugu sifirdir, fakat diizgiin yogunluklu degildir [26].

Tamim 2.3.8. m,n € N olmak tizere K C N x N kiimesi i¢in

K(m.n,Li)=|{(j.k)i+1<j<i+mvel+1<k<l+n, (jk) €K}

seklinde tanmimlayalim. K kiimesinin alt ve iist diizgiin ¢ift yogunluklarini

K l,i _ K 1
U, (K) = liminf Klmn, i) ve U (K) = limsup Km.n, 1)
o ny m,n nm

ile tammlayalim. Eger U, (K) = U, (K) ise K nin diizgiin ¢ift yogunlugu mevcuttur

ve

- |
Uy (K) = lim Zlmmbi)

n,m— 00 nm
ile gosterilir.

Yukaridaki tanimdan herhangi bir X' C N x N kiimesi i¢in

Uy, (K) < 85(K) < 05 (K) < U (K)

ve boylece U, (K') meveut ise bu taktirde U, (K) = 65 (K) dir [37].

Ozellik 2.3.9. Herhangi bir F kiimesi keyfi ardigik tamsayr dizilerini iceriyorsa
Uy (E) = 1 dir. Yani her N; > 0 icin {k+ 1,k +2,....k+ N} C E olacak sekilde

bir £ sayis1 varsa,

n—oo | m>0 n
i=m+1

Uy (E) = lim [maxl XE (z)] =1
dir [27].

Tamim 2.3.10. = = (z;;) bir ¢ift dizi olsun. Eger herhangi bir ¢ > 0 igin U (A.) =0
ise (z;1) dizisi cift diizgtin yogunluga gore L € R sayisina yakinsaktir

(veya I,— yakinsak) denir. Burada A. = {(j,k) € Nx N: |z;, — L| > e} dir [37].

Tanmim 2.3.11. x = (z;;) bir cift dizi olsun. Eger
m—+p n-+p

lim sup 1 Z Z xj,— L] =0

,d—00
pamee mn |P4 G200 ko
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yani
m~+p n+p

lim Z Z zjr =L (m,n ye gore diizgiin)

m,n—o0 MN,
j=m+1k=n+1

ise  dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktir [35].

Tanmim 2.3.12. x = (z;;,) bir cift dizi ve p pozitif reel bir say1 olsun.

m-+r  n+q

hm — Z Z |z — L|” = 0, (m,n ye gore diizgiin)
ma qu m+1 k=n+1

olmasi halinde z dizisi L sayisina diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir [37].

Biitiin diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ¢ift dizilerin uzayini wip ile gosterecegiz.
Tamim 2.3.13. (s,t) € (0, 1] olmak tizere X' C N x N kiimesinin (s,?) . dereceden ¢ift

yogunlugu

6%, y(K) =P — lim |(K(n,m))|

n,m—o00 nsmt

seklinde tammlanir [36] .

Not 2.3.14. Her K C N x N kiimesi i¢in 6?(K) < 1 oldugu halde (5(St (K) > 1 veya
(5(St (K') = oo olabilir [36] .

Tanmim 2.3.15. x = (z;;,) bir cift dizi ve (s,t) € (0,1] olsun. Bu durumda her ¢ > 0

igin

lim
n,m—oo N5M

FRGR) <k <m: o — L] > e} =0
olacak sekilde bir L kompleks sayist varsa (z;) dizisi (s,t). dereceden istatistiksel
yakinsaktir denir [36] .

Bu durumda 5S¢, 2 —lim xj, = L yazariz ve (s,t) . dereceden tiim istatistiksel yakin-
sak ¢ift dizilerin kumesml S( 0 ile gosteririz.

s = 1,t = 1 omasi durumunda (s,t). dereceden istatistiksel yakinsaklk kavrami

cift dizilerin istatistiksel yakinsakligina indirgenmis olur.
Teorem 2.3.16. s,t,&,n € (0, 1] olmak tizere s < &,t <n € (0, 1] verilsin. Bu taktirde

SZ

(s,t)

C Sém) olur [36] .
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Ispat. s,t,&,m € (0,1] olsun. s <t,& <7 € (0, 1] olmak iizere her ¢ > 0 icin

1
P — lim
n,Mm—00 nfmﬂ

|{(.77 k)a] < nak <m: |xﬂf - L| > 5}|

1
< lim

~ nym—oo nSMt

|{(.77 k)a] < nak <m: |xﬂf _L| > 5}|

elde edilir. Bu esitsizlikden S(stt) - S(ng) dir.

Bu teoremde 6zel olarak £ = n = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir:
Sonug 2.3.17. Herhangi s,¢ € (0, 1] igin S?, ,, € S* olur [36].

Tamim 2.3.18. s.t € (0, 1] ve p bir pozitif reel say1 olsun x = (x;) bir ¢ift dizi olsun.

Bu durumda

5 D0 a4 =0

j=1 k=1
esitligi saglaniyorsa z dizisi (s,t). dereceden L ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir

denir. Biitiin (s,t).dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ¢ift dizilerin uzayim

w?, (p) ile gosterecegiz [36].

Tanim 2.3.19. f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve
K(p.q,i,j) ={(a,b) :i<a<p,j<b<g(ab) € K}

olmak iizere K C N x N kiimesinin f ¢ift yogunlugu

T = T )

seklinde tammlanir [13].
f ¢ift yogunluk kavrami f (z) = 2 olmasi durumundan ¢ift dogal yogunluk kavra-

mina indirgenir.
Tamim 2.3.20. f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu, z = (z;;) € s? olsun. Her € > 0 igin
62 ({(a.b)i<a<pj<b<q: |oy—LIZe})=0

olacak sekilde bir L kompleks sayisi varsa (x;;) dizisi f modiiliis fonksiyonuna gore

istatistiksel yakinsaktir denir [13].
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Asagidaki lemma [ istatistiksel yakinsaklhigin istatistiksel yakinsakligi gerektirdigini

ve limiti korudugunu gosterir.

Lemma 2.3.21. K C N x N kiimesini 6’ 2(K) = 0 olacak gekilde alirsak d5(K) = 0
olur [13].
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3. CIFT DIZILERIN &. DERECEDEN f ISTATISTIKSEL YAKINSAK-
LIGI

3.1. CGift Dizilerin &. Dereceden f Yogunlugu ve f Modiiliis Fonksiyonuna

Gore Istatistiksel Yakinsakhig:

Bu kisimda cift diziler icin @. dereceden f dogal yogunluk ve f istatistiksel

yakinsaklik kavramlar1 verilerek bazi icerme bagintilar: incelenecektir.

Bu boliimde s, t, u,v € (0,1] alacagiz ve (s,t) yerine &, (u,v) yerine 3 yazacagiz.

Asagidaki bagintilar sik sik kullanacagiz.

a = B@sguvetgv
a < B<:>s<uvet<v
a = B@s:uvetzv
a € (0,1 s, te(0,1]
B € (0,1 u,ve(0,1]
a =21 &s=t=1

B =2 1l u=v=1

a = 1l& s>1vet>1
a = 0&s>0vet>0

Tanim 3.1.1. [ smursiz bir modiiliis fonksiyonu olsun ve & € (0,1] olmak {izere

K C N x N kiimesinin @. dereceden f c¢ift yogunlugu
K(nom)={(i,j):1<i<n1<j<m,ij) e K}

olmak {izere

$30) — 1 LIUSm))

& 1,00 f (nsmt)
seklinde tanimlanir.
f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. f ve & 6zel secimlerinde agagidaki sonuclar

elde edilir.
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(i) Eger f(z) = x alnirsa bu taktirde §.2(K) = 62(K) elde edilir [36].

(ii) Eger f(z) = x ve & = 1 alimirsa bu taktirde 522([() = 0%(K) elde edilir [33].

f herhangi bir sinirsiz modiiliis fonksiyonu ve & € (0, 1] olsun. & € (0, 1] durumunda
herhangi bir K C N x N kiimesi i¢in 0.2(K)+0.2(K*) = 1 esitligi saglanamaz. Ornegin,
f@)=a7,0<p<1ve K ={(i%;2):4,j € N} almrsa §.>(K) = oo = §.2(K*) olur.

Tanmim 3.1.2. f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve & € (0, 1] olmak tizere x = (x;)
€ s? olsun. Her € > 0 icin
lim < f ({(B).j Sk S o~ D] 2 e} =0
nm—oco f (n°mf)
olacak gekilde bir L kompleks sayis1 varsa (x;;) dizisi f modiiliis fonksiyonuna gore a.
dereceden istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu durumda S2 (f) — 1;11? xj; = L yazanz ve f modiiliis fonksiyonuna gore tiim d.
dereceden istatistiksel yaklﬁsak ¢ift dizilerin kiimesini S2 (f) ile gosteririz.

& = 1 olmasi durumunda, &. dereceden f modiiliis fonksiyonuna gore istatistiksel
yakinsaklik, ¢ift dizilerin f modiiliis fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsakligina in-
dirgenir. Eger © = (xj;) dizisi L sayisina f modiiliis fonksiyonuna gore &. dereceden
istatistiksel yakinsak ise bu takdirde L tektir. & € (0, 1] i¢in f modiiliis fonksiyonuna
gore . dereceden istatistiksel yakinsaklik iyi tamimhdir. Fakat & > 1 icin iyi tanimlh

degildir,
Ornek 3.1.3. f(z) =z olsun. z = (z;;,) dizisini

1, J+kcift ise
.’L'jk =
0, j+Fktekise
seklinde tanimlayalim.

Bu takdirde & > 1 i¢in, yani s > 1 ve ¢t > 1 icin

; ‘ 1 <n m: . — c f((%+1)(%+1))
f(nsmt)f(H(Jak)aj <nk<m: |zp—1]>e}|) < o
m“fﬂ{(j’ k)’j <nk<m: |37jk _0| > E}D < f ((%Jj‘(;ig)%— 1))
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olur. lim f_gtl > 0 oldugundan,

t—o0

: 1 . .
m}’lllj}oowfﬂ{(]a k),j<mnk<m: |rjp—1]>¢e}])

< FGEDED)
n,Mm— 00 f (nsmt)
n,lrizliloom |{(j’ k)’j : " " = |xjk - 0| - €}|
 f(GHDE D)
= n,?l’rlzgloo f (nsmt) =0

dir. Buradan x = (zj;) dizisinin hem 1 hem de 0 sayisina f modiiliis fonksiyonuna

gore ¢. dereceden istatistiksel yakinsak oldugu anlasilir. Bu ise bir celigkidir.

Teorem 3.1.4. f simursiz bir modiiliis fonksiyonu ve & € (0, 1] olsun ve = (z;4),
y = (y;x) kompleks dizileri verilsin. Bu takdirde

() SZ(f) - I}glxjk =xo ve c € Cise S2(f) — 1}g1czcjk = cxg ,

(i) 52 (7)1 = ve 2 (7) iy = o B S2 ()~ (e +458) = 0+
dir.

Bu teoreme gore S2 (f) kiimesi bir lineer uzaydir.

Her yakinsak cift dizinin aym sayiya f modiiliis fonksiyonuna gore &. derece-
den istatistiksel yakinsak oldugunu gostermek kolaydir. Yani herhangi bir simirsiz f

modiiliisii ve herbir & € (0,1] icin ¢ C S2 dir. Ancak tersi saglanmaz.
& g

Ornek 3.1.5. 2 = (zj;,) dizisini

1, j=ndk=misen=1,2,.., m=1,2,..

X ik =
0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim ve f(z) = 2P, (0 <p <1) olsun. (x;;) dizisi yakmsak ol-
mamasina ragmen & > % (yani s, t > %) icin (1) dizisi 0 sayisma &. dereceden f

modiiliis fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 3.1.6. f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve &, € (0,1] sayilarn @ < f3

esitsizligini saglasin. Bu takdirde S2(f) C Sé (f) dir ve bu kapsama & < f i¢in

kesindir.
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ispat. a,3 € (0, 1] verilsin. Eger & < G (s <wuvet<w)ise her € > 0 i¢in

?@%ﬁﬂﬂ«xManwénw|%w—M2€W
= Tﬁ%ﬁﬂHuMJSmkém:mﬂ—Mzew

yazilabilir. Bu ise S2 (f) C Sé (f) demektir. Kapsamanin kesinligini gostermek igin

1, j=n2%k=m?ise
Tjk= m,n=1,2,3,..
0, diger durumlarda
dizisini goz oniine alalm. f(xr) = 2P, (0<p<1) alahm. Bu takdirde,
Be(,1]icn (A <u<lvel<v<l) Sé(f)—limxjk:Ooluryani:cE Sé(f) dir,
fakat & € (0,5]icin (0 <s<iveO<t<1)a¢S2(f)dir.
Teorem 3.1.6 da [ = 1 almirsa agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.1.7. f sirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve & € (0, 1] olmak {izere eger bir
c¢ift dizi L sayisimma f modiiliis fonksiyonuna gore a&.dereceden istatistiksel yakinsak

ise, bu takdirde L sayisina f modiiliis fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsaktir, yani

Sa (f) € 52 (f) dir.

Teorem 3.1.8. f simursiz bir modiiliis fonksiyonu ve & € (0, 1] olsun. Bu taktirde
(i) S2 (f) C S2 ve kapsama kesindir,
(ii) S2(f) C S? ve kapsama kesindir.
Ispat. i) ve ii) kapsamalarinm kesinligini gostermek icin = = (2;) dizisini
gk, j=mn?k=m?ise
Tjp= m,n =123, ..
0, diger durumlarda
olarak tammlayalim ve f (z) = log(z + 1) alahm. Bu takdirde, & € (3,1] (yani s > 1
vet > 1) icin x € S2 dir ve boylece z € S? dir. Fakat, f modiiliis fonksiyonunun artan

olmas1 nedeniyle

mﬂm‘j’m’j <mk<m: | —0] > e})
> (KB S mk < o= 0] > ) = 5

oldugundan x ¢ S2 (f) dir.
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?, 52,82, 52 (f) ve S2(f) arasmndaki kapsama bagmtilar agagidaki gibidir.

S2(f) c &°
U U
¢ c Si(f) ¢ S

3.2. Cift Dizilerin &.Dereceden [ Kuvvetli Cesaro Yakinsakligi

Bu kisimda ¢ift dizilerde a.dereceden f kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uza-

yi1 genellegtirecegiz.

Tanim 3.2.1. f simurh veya smirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve & > 0 olsun.

wio(f) = {37 = (z5) € 87 m}}fj}oo 7 SN f ) = }

7=1 k=1
wi () = {x_(xjk)eszzngrfoo azzf lzjn = Ll) = }
' j=1 k=1
wl (f) = {x—mjk)es?:sup 720 fleal) < }
m j=1 k=1

dizi uzaylarimi tamimlayalim. Bu dizi uzaylar1 C kompleks sayilar cismi iizerinde birer

lineer uzaydir.

Hatirlatma 3.2.2. (i) Eger & = 1 almursa bu taktirde yukaridaki dizi uzaylar
w2 (f), w? (f) ve w% (f) dizi uzaylarina doniisiir.
(ii) Eger f (z) = x alimirsa bu taktirde yukaridaki dizi uzaylar w?

2 2
a,00 Ws V€ W5 o

dizi uzaylarina doniisiir.

Teorem 3.2.3. Herhangi bir f modiiliis fonksiyonu i¢in
(i) a>0ise w?,(f) C wi (f) dur.
(if) &= 1ise wi (f) C wi o (f) dr.
Ispat. (i) Asikardir.
(ii) = € wé ( f) olsun. Modiiliis fonksiyonunun artanhgindan

< ZZf (lwjr — L) +f(|L|)( )

jlkl j=1 k=1

n

DI

[N}

<.

I
—
i
—
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yazabiliriz. & > 1 ve z € w3 (f) oldugundan = € w? _ (f) olur

Teorem 3.2.4. [ herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve & = 1i¢in w2 C w3 (f), w2, C

w2 (f) ve w? , C wi  (f) dir.

Ispat. Burada sadece w?, C w2 (f) oldugunu gosterecegiz. Diger durumlar

benzer sekilde gosterilir. x € w&OO olsun, boylece

ZZ|xjk| < 00

7=1 k=1

sup
n,m

olur. € > 0 verilsin ve 0 < ¢t < ¢ i¢in f (¢) < ¢ olacak sekilde 6 € (0,1) segelim.

n m

Oéz:z:f |Zjx]) 21:+22:

=1 k=1

esitligini gozoniine alahm. Burada ilk toplam |z;;| < 6 ve ikinci toplam |z;5] > ¢

—L— dir ve |z;;| > ¢ igin

(nm)

dir. Burada [|t|], t nin tam degeridir. Modiiliis fonksiyonu tamimindan |z;;| > ¢ icin

tizerinde almmigtir. Bu taktirde ), < e.

|37Jk|

|xj|<'f’“'<1+[ :

J

x xj
f (lead) < (1+ [l r <oy 2
dir. Boylece >, <2f (1 (nm Z Z |z dir ki >, <e. )a ——— oldugundan
j=1 k=1
QZZf [iel) < r+2f(1
J=1 k=1 ( ) j:1 k=1

esitsizligi elde edilir. @ > 1 ve z € w?  oldugundan z € w?  (f) olur.

Teorem 3.2.5. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve & > 0 olsun. Eger hm ) >0
ise w2 (f) C wi dur.

Ispat. Burada Maddox [51] tarafindan verilen bir énermeyi kullanacagz.
A= tliglo f(tt = inf {f_gt) it > O} segelim. A tammindan her ¢ > 0 igin f (t) > At elde

edilir. A > 0 oldugu icin, her ¢ > 0 igin t < A™' £ (¢) olur ve boylece

n m

L|<)\‘ (XZZf (|25 — L|)

jlkl j=1 k=1
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esitsizligi elde edilir. @ € w2 (f) oldugundan x € w? olur.

Hatirlatma 3.2.6. Teorem 3.2.4 de goriildiigii gibi w? C w? (f) kapsamasi @ = 1
durumunda dogrudur. Burada f modiiliis fonksiyonunun {iizerinde herhangi bir kisit-

lama s6z konusu degildir. Halbuki Teorem 3.2.5 de w2 (f) C w? kapsamasimin sadece

i)}

lim ’

t—o0

mistik ki burada & tizerinde bir kisitlama yoktur.

> 0 sartim1 saglayan bir f modiiliis fonksiyonu i¢in dogru oldugunu ifade et-

Asagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

Teorem 3.2.7. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu, hm ( I - 0 ved = 1 olsun. Bu

taktirde w? = w2 (f) dir.

Teorem 3.2.8. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve hm 1) Ef 0,8 >= &> 0 olsun.
Bu taktirde w2 (f) C wB (f) dir ve kapsama kesindir.
Ispat. Kapsamanin kesinligini gosterelim. f bir modiiliis fonksiyonu olsun ve

x = (z),) dizisini
1, j=mn2%k=m?ise
T jpl m,n=1,23,..
0, diger durumlarda

seklinde tammlayalim. f (0) = 0 ve modiiliis fonksiyonunun &zelligini kullanirsak,

” UZZf |z — 0]) < ——— (1):mf(1)
n-m g n-m nt"a2m° " 2
bulunur. u,v > % igin n,m — oo iken —— f (1) — 0 olur ve boylece u,v > 3 igin
n 2m 2

T € w (f) dir. Ayrica

" \/ﬁ\/ﬁ -1

nsmt Z f |'rjk‘ - 0| nsmt f (1)

Jj=1 k=1
olur ve 0 < s,¢ < 3 igin n,m — oo iken ‘/i‘s/:ft_lf(l) — oo dirkibu 0 < s,t < 1 icin
r ¢ w2 (f) oldugunu gosterir.
Tamim 3.2.9. £ ve F iki ¢ift dizi uzay: olsun. x = (xj;);keny € E olmak iizere

E dizi uzayindan F' dizi uzaymma bir ¢arpan ur = (/U/jk;x].k) € F olacak sekildeki bir
u = (i), e dizisidir. Bu sekildeki tiim carpanlarin lineer uzayr m (E, I) ile goste-

rilecektir. Siirh ¢arpanlar M (E, F') ile gosterilecektir. Boylece
M (E,F)=0 nm(E,F)
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yazilir.
Eger £ = F ise bu taktirde m (E, F') ve M (E, F') nin yerine m (E) ve M (E) yazilir
[52].

Teorem 3.2.10. f bir modiiliis fonksiyonu ve & > 0 olsun. Bu taktirde

(i) 2 c M (w2 (f),
(i) M (wi, (f) Cwi (f),ax=1,

(iii) f smurh ve & = 1 ise

dir.
Ispat. (i) b € ¢ olmasi ve en az bir H > 0 ve her j ve k icin |bj,| < 1+ [|H]]

olmasim gerektirir ve boylece her z € w?  (f) icin

n m 1 n m
TSRS T

olur ki bu ilk kapsamay1 verir.

(ii) Ikinci kapsama & = 1 ve her j,k € N igin ej;, = 1 olmak iizere e = (e;;) €

w? __ (f) den gikar.

a7

(iii) f smurh ve & > 1 ise herhangi bir x = () € s* igin

n m

1
" > Fllzl) <sup{f(y) :y > O}W’
=1 k=1
olur ki w? _(f) = s* bulunur. Benzer sekilde (i)’ den ve yukaridaki teknikten

M (w2 (f)) = w? . (f) bulunur.

Asagidaki teoremi ispatsiz veriyoruz.

Teorem 3.2.11. Herhangi bir f modiiliis fonksiyonu ve & > 0 igin w2 o (f) ve

M (w2 ., (f)) uzaylar normal ve monotondur.
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3.3. Modiiliis Fonksiyonuna Gore Cift Dizilerin &. Dereceden

Istatistiksel Yakinsakligi ve &. Dereceden Kuvvetli Cesaro Yakinsaklik

Bu kisimda bir modiiliis fonksiyonunun bazi sartlar altinda cift dizilerde &. derece-
den f istatistiksel yakinsakligi ile ¢ift dizilerde kuvvetli p—Cesaro toplanabilir diziler

arasindaki igcerme bagintilar1 incelenecektir.

Lemma 3.3.1. Her 2z > 0, y > 0 igin f (zy) > c¢f (x) f (y) olacak sekilde pozitif bir ¢

sabiti i¢in simirsiz bir f modiiliis fonksiyonu vardir [10].

Teorem 3.3.2. 0 < a < B < 1 ve tliglo @ > 0 olsun.Her z > 0, y > 0 icin
f(xy) > cf (x) f (y) olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti mevcut olmak iizere ve smirsiz
f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger bir dizi f modiiliis fonksiyonuna gére L sayisina
&. dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilir ise, L sayisina f modiiliis fonksiyonuna gore
3. dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Herhangi bir x = (z;;,) dizisi ve ¢ > 0 i¢in

SN - L) f(iimk—LQ

j=1 k=1 j=1 k=1
f(|{(.77 k)a] < nak <m :|xjk _L| > 5}|5)

> of ({GR) < mk <milag — L 2 &} £ ()

v

elde edilir ki & < B oldugundan

— >3l 1)
> e (MR G <k < m el — L 2 21 1 (6)
> P GRS m - L2 7 (9)
o e (UK Sk S sl — 2 S} ) T ).
elde edilir. Buradan tliglo @ > 0 oldugundan = = (x;) dizisi f modiiliis fonksiyonuna

gore L sayisina &. dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilir ise, L sayisina f modiiliis

fonksiyonuna gore f3. dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 3.3.3. Herz > 0,y > 0 ve tliglo@ > 0 igin f (zy) > cf (x) f (y) olacak

sekilde porzitif bir ¢ sabiti var olmak {izere f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun ve
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& € (0, 1] verilsin. Eger bir dizi f modiiliis fonksiyonuna gore L sayisina &. dereceden
kuvvetli Cesaro toplanabilir ise, L sayisina f modiiliis fonksiyonuna gére . dereceden
istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 3.3.3 de & = 1 alimirsa agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.3.4. Her 2 > 0,y > 0 ve tliglo f_gtl > 0icin f (zy) > cf (z) f (y) olacak sekilde
pozitif bir ¢ sabiti var olmak tizere f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger bir
dizi f modiiliis fonksiyonuna gore L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir ise, L sayisina

f modiiliis fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 3.3.5. Bir f modiiliis fonksiyonu igin tlim f—gtz > 0 sart1 saglansin. Eger bir dizi
f modiiliis fonksiyonuna gore L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir ise, L sayisina

istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 3.3.6. Teorem 3.3.2 nin tersi genelde dogru degildir. & € (0, 1] igin &. dereceden
f istatistiksel yakinsak ve siirh bir dizinin genelde f modiiliis fonksiyonuna gore .
dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilir olmak zorunda olmadigimi soyleyebiliriz. Bu
durum icin

ﬁ, Jj#n3 k#md
1

Tk m,n =123, ..

, diger durumlarda

olmak iizere. x = (x;) dizisini ve f(x) = x sirsiz modiiliis fonksiyonunu érnek olarak
alabiliriz. f(z) = z i¢in tliglo @ > 0 dir ve her x > 0, y > 0 i¢in f (zy) > cf (x) f (y)
olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti vardir. Ayrica @ € (3, 1] alnrsa. x € 12, vex € S2 (f)

oldugu aciktir. ilk olarak

n

20 (Gl > v

j=1 k=1
esitsizliginin her m > 2 ve n > 2 pozitif tamsayilar icin saglandigimi hatirlayalim.
G,=1{j<n:j#ii=123.}, H,={k<m:k+#i*i=1,23,..} kiimelerini
tammlayahm.

n

o flawh = D > Fllzal)

j=1 k=1 JEGn,1<j<n  k€H,,1<k<m

> Yo Sz

JEGn,1<j<n  k¢Hpy 1<k<m

+
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1
E jEGn%;jSTL keH,,;kgmf(\/}\/E)
+ Z Z 1

€Gn1<j<n k¢Hpm,1<k<m

>3 1 (Ag) > v

7=1 k=1

V

oldugundan

= — @@ i
=172 t—172

elde edilir. & € (0,1/2] igin ¢ w2 (f) bulunur. Bu nedenle & € (1/3,1/2] icin
€ S2(f)—w(f) bulunur.

«

Sonug 3.3.7. & € (0,1] olsun. Bu takdirde w2 (f) C S?(f) dir. Eger @ € (0,1) ise
kapsama kesindir.
Ispat. Sonug 3.3.3 ve Sonug 3.1.7 *den w2 (f) C S?(f) bulunur. Kapsamanm kesin
oldugunu gostermek icin
1, j=n3k=m3
Tjk = m,n=1,2,3, ..
0 diger durumlarda
dizisini ve f (z) = x modiiliis fonksiyonunu goz ¢niine alalim.
Bu takdirde & € (1/3,1] igin S?(f) — jvkiinoo z;1 = 0 oldugu agktr, yani x € S?(f)
dir. Fakat & € (0,1/3] igin = ¢ w? (f) dir. Gergekten,

LSS Flag » Yo ¥

mt
7=1 k=1

nsmt

oldugunu gormek kolaydir.
n — oo igin (¥/n—1)/n* — oo ve m — oo igin (¥/m—1)/m' — oo oldugundan dolay:
eger & € (0,1/3] alimirsa = ¢ w2 (f) dir. Dolayisiyla & € (0,1/3] igin z € S2(f)—w? (f)

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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4. CiFT DIiZIiLERIN a. DERECEDEN DUZGUN YAKINSAKLIGI
4.1 QGift Dizilerin &. Dereceden I, (u) Yakinsakhgi

Bu kisimda cift diziler icin &. dereceden diizgiin yogunluk kavrami ve diizgiin ista-
tistiksel yakinsaklik kavramu ile ¢ift dizilerde diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilirligi

arasindaki igcerme bagintilar1 incelenecektir.

Tamim 4.1.1. & € (0,1] ve m,n € N olsun. K C N x N kiimesi i¢in

K(m,n,l,i) ={(,k):i+1<j<i+m,vel+1<k<l+n,(jk) € K}
olmak tizere

a""(K) = sup|K(m,n,1,i)|

1,5>0

G (K) = inf |K(m,n,l,i)|

1,i>0
ifadelerini tanimlayalim. K kiimesinin &. dereceden alt ve iist diizgiin ¢ift yogunluk-
larmi [ ve ¢ ye gore diizgiin olarak

O K ) — K .
U—QZ(K):llmlnfM ve Ug(K)lemsupM

m,n—oo nsmt m,n—oo nsmt

ile tanimlayalim. Eger U%, (K) = U (K) ise K min @. dereceden diizgiin ¢ift yogunlugu
mevcuttur ve UY (K) ile gosterilir.

Yukaridaki tamimdan herhangi bir X' C N x N kiimesi i¢in

Uy (K) <05(K) <4

N O

(K) < U3 (K)

ve boylece US (K) mevcut ise bu taktirde US (K) = 05 (K) dur.
Lemma 4.1.2. K C N x N olsun. K; ve K, kiimelerini

K, = {jeN: (j,k) € K bazn k € N igin},
Ky = {keN: (j,k) € K baz j € Nigin},

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde U$ (K) < US (K,) Uy (K,) dur.
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a"™(K) = sup{(j,k) :i+1<j<i+ml+1<k<Il+n,(jk) €K}
1,320
< m>a0x|{jeK1:z’+1§j§z’+m}|.m>abx|{kel(2:l+1§k§l+n}|

= a"(K).a"(K) dir.

_ mn (¢
U (K) = limsupa (K)

mn—oo MM

m K n
< lim M. lim M
m—oo m n— oo ns
= Uza (Kl)UzC~¥ (Kz)

elde edilir.

Tamm 4.1.3. I, C 2" bir ideal olmak iizere x = (1) kompleks terimli bir ¢ift dizi
ve & € (0,1] olsun. Eger A. = {((j,k) e NxN : |z;,— L| >¢)} € I, olmak tizere
herhangi bir e > 0 i¢in U$' (A.) = 0 ise 2 = (x;;,) dizisi L sayisina &. dereceden diizgiin
I, istatistiksel yakisaktir denir. Biitiin &. dereceden diizgiin [, istatistiksel yakinsak
cift dizilerin uzaym I$ (u) ile gosterecegiz.

o, tiim yakinsak ¢ift dizilerin uzaymi gostersin. Bu taktirde
ey C IS (u) C 5§
ve kapsama kesindir. Agagidaki 6rnekte kapsamanin kesinligi gosterilmigtir:

Ornek 4.1.4. A= U2 {58+ 1,58 +2,..,5" + k} olsun. 2 = (z;;) dizisini

1, (j,k)e Ax A
.’L'jk =
0, diger durumlarda

seklinde tammlayalim. U% (A) = 1, U* (A) = 0, §,(A) = 0 dir. Buradan U% (4 x A) =

L,U*(Ax A)=0ved,(Ax A) =0elde edilir. z = () dizisi 0 sayisina &. dereceden
istatistiksel yakinsaktir fakat z = (x;) dizisi O sayisina &. dereceden I (u) istatistiksel

yakinsak degildir.
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Tanim 4.1.5. © = (x;,) bir ¢ift dizi olsun. m ve n ye gore diizgiin olarak

1 i+m  l4+n

P _
n,m—>oon5mt Z Z |xjk_L| 70

lim
j=i+1k=l+1

esitligi saglaniyorsa x dizisine L sayisina &. dereceden diizgiin kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirdir denir. Biitiin &. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ¢ift

dizilerin uzayim w? (u, @) ile gosterecegiz.

Hatirlatma 4.1.6. Eger & = 1 alinirsa bu taktirde yukaridaki dizi uzay: wf) (u) dizi

uzayina doniisiir [53].

Teorem 4.1.7. 0 < & < B = 1 olsun. Eger bir dizi L sayisina &. dereceden diizgiin
kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise ayni zamanda bu sayiya (. dereceden I, (u) — ista-
tistiksel yakinsaktir.

Ispat. Herhangi bir x = (z;;,) dizisi ve her ¢ > 0 igin

1 i+m  l4n
nsmt Z Z |xjk o L|p
j=i+1 k=i+1
1
= — = 2 =L+ Yl L
(4:;k)€A: (J,k)¢Ae
sup AA{(j, k) e K:i+1,i+m;l+1,1+n}
> op n,m
- nsmt
sup AA{(j, k) e K:i+1,i+m;l+1,1+n}
2 P n,m
n*mv

yazabiliriz. Buradan x = (z;;) dizisi L sayisina &. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro

toplanabilir ise, L sayisma 3. dereceden I (u) yakmsak oldugu anlagilr.

Teorem 4.1.8. = = (x;,) bir ¢ift dizi ve p pozitif reel say1 olsun. Bu takdirde = = (xj;)
dizisi L sayisima &. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise ayn1 zamanda
L sayisma 1§ (u) yakinsaktir.

Ispat. z = (x;;) dizisi L sayisma &. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro

toplanabilir olsun. Bu takdirde

1 i+m  l+n 1
U S SRV D o ST N DR
j=i+1 k=I+1 (j,k)EA: (4:k)¢ Ae
sup A{(j,k) e K:i+1,i+m;l+1,1+n}
2 p M

nsmt
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yazilabilir. Buradan

1 i+m l+n
P
nsmt iurg Z Z [k = LI
7 g=i+1 k=Il+1
sup AA{(j, k) e K:i+1,i+m;l+1,1+n}
2 P n,m

nsmt
elde edilir. Burada A {(j,k) € K :i+1,i+m;l+1,l+n}={(,k) e K:i+1< ;<
i+m,l+1<k<l+n,|z;— Ll >c¢c} dir. Boylece US (A.) = 0 ve UY (A.) = 0 olur

ki bu da I$ (u) — limz = L oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.9. Reel terimli bir z = (z;;) ¢ift dizisinin bir L sayisma Ig (u) —
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart US(K) = oo ve P — Em xjr = L olacak
j7 — 00

sekilde bir K = {(j,k)} C Nx N, j, k = 1,2, ... kiimesinin mevcut olmasidir.

Ispat. = = (z;;,) cift dizisi, L sayisma I$ (u) — yakinsak olsun.
. 1
K;={(,k) e NxN:|oy— L >-},r=12,..
T

ve

1
K = {0 k) € NX N fagy — LI < —}r =1,2,

alalim. Bu takdirde I$ (u) —yakinsaklik tammindan U$(K¢) = 0 ve
KiDKyD . .K, DK, ;1 D.. (4.1)

dir. U¥(K,) =00, j=1,2,..olur. (s1,t;) € K; olsun . K, nin tanimindan m > s, ,
n >ty iken so > 51 ve ty > t; olacak sekilde (sq,t2) € Ky secelim. Boylece
Ay, (I 1
STaks:
elde edilir. Bu sekilde islemlere devam edilirse m > sy , n > t5 iken her ¢ > 2 icin
S; > Si_1, t; > t;_1 olmak iizere (s;,t;) € K; olacak gekilde (s;,t;) elemanlarindan

olusan bir dizi olusturabiliriz ve boylece

mn Kz 1
ai(t) 1 - (4.2)
n’m 1

elde ederiz.

K’ y1 agagidaki gibi tamimlayalim.
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(G,k):1<j<s,1<k<t}CK
i>2igin {(j, k) : 85 < j < sip1,ti <k <tiy1} N K, kiimesi K ya aittir. (4.1) ve (4.2)
den her i € Nigin s; < j < s;41,t; < k < t;1; olacak sekilde (j, k) € K segebilir ve

dolayisiyla

nsmt nsmt 7
olur ki buradan U$(K) = oo oldugu goriiliir.
Simdi € > 0 verilsin ve % < ¢ olacak gekilde bir r sayisi secilsin. s; < j vet; < k
olacak sekilde (j, k) € K olsun. Bu takdirde s, < j < s441,t, < k < t,41 olacak sekilde

bir ¢ > r sayis1 vardir. Fakat K nin tammina gore (j, k) € K, ve boylece
1 1
|z — L <= <=-<e¢
q-—r
yazilabilir. Bu da gostermektedir ki (z;;) dizisi L sayisina yakinsaktir.

4.2 Cift Dizilerin &. Dereceden Diizgiin Istatistiksel Yakisakligi ve Modiiliis

Fonksiyonu

Bu kisimda f herhangi bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere ¢ift diziler icin a.
dereceden diizgiin istatistiksel yakinsaklik kavram ile ¢ift dizilerde diizgiin kuvvetli

p—Cesaro toplanabilme arasindaki icerme bagintilar incelenecektir.
Tanim 4.2.1. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < & < 1 olsun. wf) (u, f, &) dizi

uzayini agagidaki gibi tamimlayalim:

i+m  l+n
_ p= (o) lm e NN (f fag - LM =0,
wﬁ (u7 f O‘) = mm oo j=i+1 k=I+1

m ve n ye gore diizgiin, en az bir L igin

Teorem 4.2.2. 0 <& <3 <1ve0<h= infpjr, < pjr <suppjr = H < oo olsun. f
herhangi bir modiiliis fonksiyonu olmak tizere w? (u, f,&) C I 25 (u) dir.

Ispat. Herhangi bir x = (z;;,) dizisi ve her ¢ > 0 igin

1 i+m  l+n

> > (e — LD

J=i+1 k=I+1
1 Pk Pk
= —— {4 > Ulap—L) + > (flow—LD
(4:k) €A (j,k)¢Ae
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sup AA{(j, k) e K:i+1,i+m;l+1,1+n}
> min ([f @) [f (9)") =™ —
sup AA{(j, k) e K:i+1,i+m;l+1,1+n}

> min ([f )" [ (9)") “*

n*mv
elde edilir. Buradan x € w? (u, f, &) oldugundan yukaridaki esitsizligin sol tarafindan

limit alirsak sifira yakinsar. Boylece (z;) dizisinin 1. 25 (u) yakinsak oldugu anlagihir.

Teorem 4.2.3. f modiiliis fonksiyonu siirli olsun. 0 < & <1 ve 0 < h = infpj; <
pjk < suppjr = H < oo verilsin. Bu durumda I§ (u) C w? (u, f,&) dir.
Ispat. f modiiliis fonksiyonu smirl, 2 € I$ (u) ve € > 0 verilsin. f modiiliis

fonksiyonu siirh oldugundan f (|z;;|) < K olacak sekilde bir K tamsayisi vardir.

i+m  l4+n
(f | — L])™*
j=i+1 k=I+1
1 , .
= e Z (flzje — LDP* + Z (f [wje — L|)P*
(jvk)eAE (j,k)¢A5
supAA{(j,k) e K i+ 1,i+m;l+1,1+n}
< max (Kh,KH) i -
n’m
L max (f ()", £ (e)").
Boylece = € w? (u, f,@) elde edilir.
Sonug 4.2.4. I3 (u) = w)(u,f,&) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f modiiliis

fonksiyonunun siirli olmasidir.

4.3 Cift Dizilerin &. Dereceden Diizgiin f Istatistiksel Yakinsakligi ve a.

Dereceden Diizgiin Kuvvetli Cesaro Yakinsakhik

Bu kisimda cift diziler igin &. dereceden f diizgiin yogunluk kavrami ve diizgiin
f istatistiksel yakinsaklik kavram ile ¢ift dizilerde diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplan-

abilirlik arasindaki igcerme bagintilar: incelenecektir.

Tanim 4.3.1. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu & € (0, 1] ve m,n € N olmak {izere

K C N x N olsun
Km,n,li)=|{(j,k):i+1<j<i4+myvel+1<k<Il+n,(jk) €K}
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kiimesini tanimlayalim. K kiimesinin &. dereceden alt ve iist diizgiin ¢ift yogunluklarinm

[ ve 1 ye gore diizgiin olarak

5 e (SUE(mn, L)) & o (f (K (m,n,1,i)]))
U_2 (K7 f) 71}}2—1}1?3 f(nsmt) ve U2 (K7 f) *lrlnlﬁilif f(nsmt)

ile tammlayalm. Eger U%, (K, f) = U (K, f) ise K nm &. dereceden f diizgiin ¢ift

yogunlugu mevcuttur ve US (K, f) ile gosterilir.

Tamim 4.3.2. © = (z;) kompleks terimli bir ¢ift dizi ve & € (0, 1] olsun. f simursiz bir

modiiliis fonksiyonu olmak tizere eger herhangi bir € > 0 igin
A () = F(((G7) e NXN = zje = L[ > €)]) € 1

ve US (A (f)) = 0ise x = (1) dizisi L sayisma &. dereceden diizgiin I ( f) istatistiksel
yakinsaktir denir. &. dereceden diizgiin I ( f) istatistiksel yakinsak ¢ift dizilerin uzayini

I3 (u) ile gosterecegiz.

Teorem 4.3.3. 0 < a =< B <X 1ve0<h=infpy < pj <suppjry = H < o0
Verilsin.tlilglo @ >0veherx >0,y >0igin f(xy) > cf (x) f (y) olacak sekilde pozitif
bir ¢ sabiti mevcut olmak iizere f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger bir
dizi f modiiliis fonksiyonuna gore L sayisina &. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro

toplanabilir ise L sayisina 3. dereceden I (u) yakinsaktar.

Ispat. Herhangi bir x = (z;;,) dizisi ve her ¢ > 0 igin

i+m  l+n i+m  l+n

32 8% e (5% )

j=i+1k=I+1 j=i+1k=1+1

> f(|{(j,k),i+1§j§i+m,l+1§k§l+n:|3:jk—L|25}|5)
k)it 1<j<itml+l<k<l+n:|ley—L|>e})

> of Xlnnl(u(gﬂh,U(eﬂH)

olur. a < B oldugundan

1 i+m  l+n

n*mt Z Z (f |xjx — L))"

j=i+1 k=l+1
1

nsmt

xmin (f ()", 1f ()

of ({U. k), i+1<j<i+ml+1<k<l+n:|oy—L|>e})
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1

> ——cf ({G k) i+ 1<j<idm i+ 1<k <I+n:|ey— L >}
xmin ([f )" [f (€))")
= numvfl(numv)Cf(l{(j, k) i+1<j<it+ml+1<k<l+n:|oy—Ll>e})
xcmin ([ )" [ €)7) £ (nm?).
elde edilir. Burada lim @ > 0 oldugundan ve eger f modiiliis fonksiyonuna gore L

t—o0

sayisina &. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise, L sayisina B . derece-

den IJ (u) yakinsaktir.

Sonug 4.3.4. & € (0,1] ve 0 < h = infpjr < pjr < supp;ry = H < oo verilsin.
tligl)@ > 0 ve her z > 0, y > 0 icin f(xy) > cf (z) f (y) olacak sekilde pozitif
bir ¢ sabiti mevcut olmak iizere f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger bir
dizi f modiiliis fonksiyonuna gore L sayisina a. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro

toplanabilir ise L sayisina . dereceden I (u) yakisaktir.

Yukaridaki teoremde & = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.5. 0 < h = infp,, < pjr < suppjr = H < oo verilsin. tlim @ > 0 ve her
x>0,y >0icn f(zy) > cf (x) f (y) olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti mevcut olmak
tizere f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger bir dizi f modiiliis fonksiyonuna

gore L sayisina diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise L sayisina [. { (u) yakinsaktir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde, Aizpuru, Listén-Garcia ve Rambla-Barreno [13] tarafindan verilen f
siirsiz modiiliis fonksiyonu yardimiyla ¢ift diziler igin istatistiksel yakinsaklik kavrami
genellegtirilerek & € (0, 1] olmak iizere ¢ift dizilerde &. dereceden istatistiksel yakimn-
saklik ve . dereceden f kuvvetli p—Cesaro toplanabilir dizi uzaylar1 tanimlanmigtir
ve f herhangi bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere tliglo f_gt) > (0 sart1 altinda bu dizi
uzaylarinm arasmdaki iligkiler incelenmigtir. Baldz ve Salat [32] tarafindan verilen I,
yakinsaklik kavraminin temel ozellikleri ile Das ve Savag [37] tarafindan cift diziler
icin diizgiin yogunluk ve I, yakimnsaklik kavramlarindan yararlamlarak & € (0,1] ol-
mak tizere ¢ift dizilerde &. dereceden diizgiin yogunluk ve [, yakinsaklik kavram-
lariin temel ozellikleri incelenerek bazi igerme teoremleri verilmigtir. Ayrica f smirsiz
modiiliis fonksiyonu olmak tizere &. dereceden diizgiin I, (f) istatistiksel yakinsak dizi

uzay1 ile &. dereceden diizgiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir dizi uzaylar: arasindaki

iligkiler elde edilmigtir.
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