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1. G·IR·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. GENEL KAVRAMLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2. Çift Diziler ve ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3. Çift Diziler ·Için  Yak¬nsakl¬k ve ( )  Dereceden ·Istatistiksel Yak¬n-

sakl¬k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3. Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ~ DERECEDEN  ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAK-

LI¼GI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.1. Çift Dizilerin ~ Dereceden  Yo¼gunlu¼gu ve  Modülüs Fonksiyonuna

Göre ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26

3.2. Çift Dizilerin ~Dereceden  Kuvvetli Cesàro Yak¬nsakl¬¼g¬ . . . . . . . . . . 30

3.3. Modülüs Fonksiyonuna Göre Çift Dizilerin ~ Dereceden ·Istatistiksel

Yak¬nsakl¬¼g¬ ve ~ Dereceden Kuvvetli Cesàro Yak¬nsakl¬k . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4. Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ~ DERECEDEN DÜZGÜN YAKINSAKLI¼GI . . . 37

4.1. Çift Dizilerin ~ Dereceden 2 () Yak¬nsakl¬¼g¬ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2. Çift Dizilerin ~ Dereceden Düzgün ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬ ve Mod-

ülüs Fonksiyonu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.3. Çift Dizilerin ~ Dereceden Düzgün  ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬ ve ~

Dereceden Düzgün Kuvvetli Cesàro Yak¬nsakl¬k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5. SONUÇLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6. KAYNAKLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

III



ÖZET

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde konunun önemi ve istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tarihsel geli̧simi hak-

k¬nda bilgi verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde baz¬ temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde çift dizilerin ~ dereceden  yo¼gunlu¼gu ve  modülüs

fonksiyonuna göre istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬ incelenmi̧stir. Çift dizilerde ~

dereceden  kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir dizi uzaylar¬ tan¬mlanm¬̧s ve  herhangi

bir modülüs fonksiyonu olmak üzere lim
!1

 ()


 0 şart¬ alt¬nda bu dizi uzaylar¬ aras¬n-

daki ili̧skiler incelenmi̧stir. Ayr¬ca bir modülüs fonksiyonunun sahip oldu¼gu baz¬ şartlar

alt¬nda ~ dereceden  istatistiksel yak¬nsak çift diziler kümesi ile kuvvetli ¡Cesàro

toplanabilir diziler kümesi aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬ incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde çift diziler için ~ dereceden düzgün yo¼gunluk kavram¬ ve düzgün

istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ile çift dizilerde düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplan-

abilme kavramlar¬ verilmi̧stir.  herhangi bir modülüs fonksiyonu olmak üzere çift

diziler için ~ dereceden düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ile çift dizilerde düzgün

kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬ verilmi̧stir. Ayr¬ca çift

diziler ~ dereceden için  düzgün yo¼gunluk kavram¬ tan¬mlanm¬̧s ve düzgün  ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ile çift dizilerde düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirlik

aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬ incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Cesàro toplanabilme,

Modülüs fonksiyonu, Çift dizi.
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SUMMARY

Statistical Convergence of order ~

in Double Sequences with respect to a Modulus Function

This study consists of four chapters.

In Chapter 1, we give some informations about the importance and historical de-

velopment of statistical convergence.

In Chapter 2, we give some fundamental de…nitions and theorems.

In Chapter 3, we examine the concepts of  density of order ~ and statistical

convergence order ~ with respect to a modulus function  of double sequences. We

de…ne  strongly ¡Cesàro summable sequence spaces of order ~ in double sequences

and examine some relations between these sequence spaces under condition lim
!1

()




0, where  is any modulus. Moreover, we examine some inclusion relations between

 statistical convergence of order ~ in double sequences of a modulus function and

strongly ¡Cesàro summable sequences in double sequences under some conditions.

In Chapter 4, we examine some inclusion relations between the concepts uniform

density, uniform statistical convergence and uniform strongly ¡Cesàro summable se-

quences of order ~ for double sequences. We give also some inclusion relations between

uniform statistical convergence of order ~ and uniform strongly ¡Cesàro summable

of order ~ for double sequences, where  is any modulus function. Furthermore, we

de…ne the concept  uniform density of order ~ for double sequences and examine

inclusion relations for uniform  statistical convergence and uniform strong ¡Cesàro

summability in double sequences.

Keywords: Statistical convergence, Cesàro summability, Modulus function,

Double Sequence.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ simgeler, aç¬klamalar¬ ile birlikte aşa¼g¬da sunulmuştur.

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

R : ¡ boyutlu Öklid uzay

C : Kompleks say¬lar kümesi

 : Hemen hemen her 

1 : Kompleks terimli s¬n¬rl¬ diziler uzay¬

 : Kompleks terimli yak¬nsak diziler uzay¬

0 : Kompleks terimli s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬

 () : Bir  cümlesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 : ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

2 : Kompleks terimli bütün çift dizilerin cümlesi

2 () : Bir  cümlesinin çift do¼gal yo¼gunlu¼gu

2 : Bütün yak¬nsak çift dizilerin uzay¬

21 : Bütün s¬n¬rl¬ çift dizilerin uzay¬

2 : Bütün istatistiksel yak¬nsak çift dizilerin uzay¬

2 () : Bir  cümlesinin düzgün çift yo¼gunlu¼gu


2
~ () : Bir  cümlesinin ~ dereceden  çift yo¼gunlu¼gu

2
~ () :

 modülüs fonksiyonuna göre ~ dereceden

istatistiksel yak¬nsak tüm çift dizilerin kümesi

 ( ) : S¬n¬rl¬ çarpanlar

 ~2 () :
Bütün ~ dereceden düzgün 2 istatistiksel yak¬nsak çift dizilerin

uzay¬

 ~
2 (  ) :  n¬n ~ dereceden  düzgün çift yo¼gunlu¼gu

2 () :
 modülüs fonksiyonuna göre ~ dereceden düzgün 2 istatistiksel

yak¬nsak çift dizilerin uzay¬
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1. G·IR·IŞ

Dizi uzaylar¬n¬n geli̧simi pek çok yeni yak¬nsakl¬k metodunun tan¬mlanmas¬ndan

etkilenmi̧stir. Bunlar¬n en önemlilerinden biri de istatistiksel yak¬nsakl¬kt¬r.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, ilk olarak Zygmund [1] taraf¬ndan "hemen hemen yak¬n-

sakl¬k" terimi ad¬ alt¬nda 1935 deki "Trigonometrik Seriler" kitab¬n¬n ilk bask¬s¬nda

Fourier serilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬yla ilgili teorem ispatlar¬nda görülmüştür.

Bu kavram 1951 y¬l¬nda Steinhaus [2] taraf¬ndan Polonya’daWroclaw Üniversitesin-

de düzenlenen bir konferansta tan¬t¬lm¬̧st¬r. Daha sonra Fast [3] al¬̧s¬lm¬̧s dizisel limit

kavram¬n¬ geni̧sleterek istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ vermi̧stir. Bu yeni kavram

Schoenberg [4] taraf¬ndan baz¬ dizi uzaylar¬ üzerinde istatistiksel limitin bir lineer

fonksiyonel olabilece¼ginin fark¬na var¬lm¬̧st¬r. Šalàt [5] s¬n¬rl¬ istatistiksel yak¬nsak

diziler kümesinin s¬n¬rl¬ diziler uzay¬n¬n kapal¬ bir alt uzay¬ oldu¼gunu göstermi̧stir. ·Ista-

tistiksel Cauchy dizisi kavram¬ Fridy [6] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve reel veya

kompleks terimli bir dizinin istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n

istatistiksel yak¬nsak olmas¬ gerekti¼gi gösterilmi̧stir. Connor [7] taraf¬ndan istatistiksel

yak¬nsakl¬k ile kuvvetli Cesàro toplanabilirli¼gin s¬n¬rl¬ diziler uzay¬ üzerinde eşde¼ger

oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde modülüs fonksiyonu üzerine yap¬lan çal¬̧s-

malar önemli bir yer tutmaktad¬r.

Modülüs fonksiyonun tan¬m¬ ilk defa 1953 de Nakano [8] taraf¬ndan verilmi̧stir.

Daha sonra Ruckle [9], ¡ uzaylar¬n¬ tan¬mlamak için bir modülüs fonksiyonu kul-

lanm¬̧st¬r. Ruckle [9] taraf¬ndan daha önceden tan¬mlanm¬̧s olan kuvvetli toplanabilir

dizi uzaylar¬, Maddox [10] taraf¬ndan genelleştirilerek kuvvetli toplanabilir dizi uzay-

lar¬n¬  modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlam¬̧s ve bu dizi uzay¬n¬n¬n baz¬ topolojik

özelliklerini incelemi̧stir. Connor [11], taraf¬ndan istatistiksel yak¬nsakl¬k ile  modülüs

fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlanm¬̧s kuvvetli Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧skiler

incelenmi̧stir. Aizpuru, Listán-García ve Rambla-Barreno [12] 2014 y¬l¬nda  s¬n¬rs¬z

modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ tan¬mlam¬̧s ve daha

sonra Aizpuru, Listán-García ve Rambla-Barreno [13] 2012 y¬l¬nda bu kavram¬ çift

dizilere uygulam¬̧st¬r.
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·Ilk olarak  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k Gadjiev ve Orhan [14] taraf¬ndan

tan¬mland¬. 2010 y¬l¬nda Çolak [15] say¬ dizileri için  dereceden yo¼gunluk kavram¬n¬

tan¬mlayarak  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ verdi ve istatistiksel yak¬n-

sakl¬k kavram¬n¬ genelleştirerek  dereceden kuvvetli Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki

ili̧skileri incelemi̧stir. Çolak ve Bektaş [16]  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k

tan¬m¬n¬ vererek baz¬ içerme teoremlerini vermi̧slerdir. Bhardwaj ve Dhawan [17] 

s¬n¬rs¬z modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬

vermi̧stir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Maddox [18], Mursaleen [19], Kolk [20], Sava̧s [21], Fridy

ve Orhan [22], Miller ve Orhan [23] gibi bir çok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Son zamanlarda bu kavram pek çok yazar taraf¬ndan ölçüm teorisine, say¬ teorisi,

trigonometrik serilere, lokal konveks uzaylara, toplanabilirlik teorisine, Banach uzay-

lar¬na uygulanm¬̧st¬r.

N Pozitif tamsay¬lar kümesinin alt kümelerinin bir  ideal kullanarak, Kostyrko,

Šalàt ve Wilczynski [24] taraf¬ndan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ genelleştirildi ve

ideal yak¬nsakl¬k ad¬yla yeni bir kavram ortaya konuldu. Bu yak¬nsakl¬k modern ana-

lizde çal¬̧s¬lan bir çok yak¬nsakl¬¼g¬ kapsad¬¼g¬ndan dolay¬ çok önemlidir.

Düzgün yo¼gunluk kavram¬ ilk defa Raimi [25] taraf¬ndan verilmi̧stir ve bu kavram

kullan¬larak Maddox [26] taraf¬ndan yo¼gunluk ve düzgün yo¼gunluk aras¬ndaki ili̧ski in-

celenmi̧stir. Düzgün yo¼gunluk kavram¬n¬n özellikleri , Freedman ve Sember [27], Brown

ve Freedman ([28],[29]), Gáliková, László ve Šalát [30], Grekos, Toma ve Tomanová [31]

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

 yak¬nsakl¬¼g¬n temel özellikleri Baláµz ve Šalàt [32] taraf¬ndan incelenmi̧stir. 

yak¬nsakl¬k kavram¬  yak¬nsakl¬¼g¬n bir özel halidir.

Mursaleen ve Edely [33] çift do¼gal yo¼gunluk kavram¬n¬ kullanarak, çift dizilerin ista-

tistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r. Bu çal¬̧smadan ba¼g¬ms¬z olarak bu konu Moricz

[34] taraf¬ndan da çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Moricz ve Rhoades [35] çift diziler için hemen hemen

yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ vermi̧stir. Çift dizilerin ~ dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬

Çolak ve Altin [36] taraf¬ndan incelendi. Das ve Savaş [37] taraf¬ndan çift diziler için

düzgün yo¼gunluk ve  yak¬nsakl¬k kavramlar¬ çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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2. GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümün ilk k¬sm¬nda temel tan¬m ve teoremler verildi. ·Ikinci k¬s¬mda çift diziler

ve istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬ incelenmi̧stir. Üçüncü k¬s¬mda ise çift diziler

için  yak¬nsakl¬k ve ( )  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve s¬n¬rs¬z  modülüs

fonksiyonuna göre istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ hakk¬nda k¬sa bilgiler ve örnekler

verilmi̧stir.

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1.  boş olmayan bir küme ve  reel veya kompleks say¬lar cismi olsun.

+ :  £ ! 

¢ :  £ ! 

fonksiyonlar¬ a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa  kümesine  cismi üzerinde bir vektör

(lineer) uzay¬ denir. Her   2  ve    2  için;

1) +  =  + 

2) (+ ) +  = + ( + )

3) 8 2  için +  =  olacak şekilde bir  2  vard¬r.

4) 8 2  için + (¡) =  olacak şekilde bir ¡ 2  vard¬r.

5) 1 = 

6)  (+ ) = + 

7) ( + )  = + 

8) () = ()  dir [38].

Tan¬m 2.1.2.  boş olmayan bir küme olsun. Her    2  için;

M1) ( ) ¸ 0

M2) ( ) = 0()  = 

M3) ( ) = ( )

M4) ( ) · ( ) + ( )

3



özelliklerine sahip  :  £  ! R fonksiyonuna metrik ve () ikilisine de metrik

uzay denir [39].

Tan¬m 2.1.3. Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar kümesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler

de¼ger kümelerine göre çeşitli adlar al¬rlar. E¼ger dizinin de¼ger kümesi R reel say¬lar

kümesi ise dizi reel terimli dizi, C kompleks say¬lar kümesi ise dizi kompleks terimli

dizi olarak adland¬r¬l¬r [39].

Tan¬m 2.1.4. ( ) bir metrik uzay ve  = ()  de bir dizi olsun. E¼ger 8  0

için 9 0 = 0() öyle ki   0 oldu¼gunda

 ( )  

olacak şekilde bir  2  varsa  = () dizisi  de yak¬nsakt¬r denir ve  !  veya

lim
!1

 =  şeklinde gösterilir [40].

Tan¬m 2.1.5. Bir ( ) metrik uzay¬nda bir () dizisini alal¬m. E¼ger her   0

say¬s¬na kaŗs¬l¬k, her    için

 ( )  

olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ bulunabiliyorsa, () dizisine bir Cauchy

dizisi denir [40].

Tan¬m 2.1.6. Bir ( ) metrik uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu metrik

uzaya tam metrik uzay denir [39].

Tan¬m 2.1.7.  cismi üzerinde bir lineer uzay olmak üzere;

k¢k :  ! 

 ! kk

fonksiyonu a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, k¢k fonksiyonu  üzerinde bir norm ve

( k¢k) ikilisine de bir normlu uzay denir.

N1) kk ¸ 0 ( 2 )

N2) kk = 0 ()  =  ( 2 )
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N3) kk = jj kk  ( 2   2 )

N4) k+ k · kk+ kk  (  2 ) [41].

Tan¬m 2.1.8. Bir ( k¢k) normlu uzay¬nda ald¬¼g¬m¬z her Cauchy dizisi bu uzay¬n bir

noktas¬na yak¬ns¬yorsa bu normlu uzaya tam veya Banach uzay¬ ad¬ verilir [41].

Tan¬m 2.1.9. Kompleks terimli tüm  = ()  ( = 1 2 3 ) dizilerinin cümlesini 

ile gösterece¼giz.   = ()   = () ve  bir skaler olmak üzere

+  = ( + )

 = ()

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r [42].  n¬n her alt lineer uzay¬na

dizi uzay¬ denir. Bu çal¬̧smada s¬k s¬k kullanaca¼g¬m¬z

1 =

½
 = () : sup


jj 1

¾

s¬n¬rl¬,

 =
n
 = () : lim


 mevcut

o

yak¬nsak ve

0 =
n
 = () : lim


 = 0

o

s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬

kk = sup

jj

normu ile birer Banach uzayd¬r [40].

Tan¬m 2.1.10. (Modülüs fonksiyonu) E¼ger  : [01)! [01) fonksiyonu

i) () = 0,  = 0,

ii)  (+ ) ·  () +  (),

iii)  artan,

iv)  s¬f¬r noktas¬nda sa¼gdan sürekli,
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şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona modülüs fonksiyonu denir [8] .

Şimdi modülüs fonksiyonuna örnekler verelim.

Örnek 2.1.11. (a) () = 
+1

s¬n¬rl¬ fonksiyonu bir modülüs fonksiyonudur.

(i) () = 0,  = 0 şart¬n¬ sa¼glayaca¼g¬ fonksiyonun tan¬m¬ndan aç¬kt¬r.

(ii) ( + ) = +
1++

· 
1+

+ 
1+

=  () + () oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

(+ ) · () + () eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

(iii)  artand¬r. Çünkü  () = 
+1

den  0() = 1
(1+)2

 0 oldu¼gundan fonksiyon

artand¬r.

(iv)  s¬f¬rda sa¼gdan süreklidir.

lim
!0+



+ 1
= 0 =  (0)

d¬r. O halde () = 
+1

bir modülüs fonksiyonudur.

(b) () = log(1 + ) s¬n¬rs¬z fonksiyonu da bir modülüs fonksiyonudur.

(i) log(1 + ) = 0 ,  = 0 d¬r. Çünkü log(1 + 0) = log 1 = 0 d¬r. O halde

() = 0,  = 0 şart¬ sa¼glan¬r.

(ii)  (+ ) ·  () + () dir.

1 +  +  · (1 + )(1 + ) eşitsizli¼gi ve logaritma özelli¼ginden

log(1++ ) · log(1+ )+ log(1+ ) elde ederiz. Dolay¬s¬yla (+ ) · ()+ ()

dir.

(iii)  artand¬r.

() = log(+ 1) den  0() = log 
1+

 0 pozitif oldu¼gundan fonksiyon artand¬r.

(iv)  s¬f¬r noktas¬nda sa¼gdan süreklidir.

lim
!0+

log(+ 1) = 0 = (0)

d¬r. O halde () = log(+ 1) bir s¬n¬rs¬z modülüs fonksiyonudur.

Lemma 2.1.12.  bir modülüs fonksiyonu ve 0    1 olsun. Bu takdirde her bir

 ¸  için,

() · 2 (1)




olur [43].
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Uyar¬ 2.1.13.  ve  herhangi iki modülüs fonksiyonu iken ¡1   ¡  ve 

fonksiyonlar¬ modülüs fonksiyonu olmak zorunda de¼gildir [9].

Lemma 2.1.14.  ve  herhangi iki modülüs fonksiyonu ise  ± , ( ¸ 0), 
1+

,

 +  fonksiyonlar¬ da modülüs fonksiyonlar¬d¬r [9].

Tan¬m 2.1.15.  ½ N olmak üzere bir  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada jf ·  :  2 gj ifadesi  kümesinin  den büyük ol-

mayan elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬ göstermektedir.

E¼ger  () = 0 ise  kümesine s¬f¬r yo¼gunluklu küme denir [6].

Tan¬m 2.1.16. Herhangi bir  = () dizisinin terimleri bir  özelli¼gini s¬f¬r yo¼gun-

luklu bir küme d¬̧s¬nda bütün  lar için sa¼gl¬yorsa, () dizisi hemen hemen her  için

 özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve “” biçiminde gösterilir [6].

Do¼gal yo¼gunluk kavram¬ndan faydalan¬larak istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ aşa¼g¬-

daki gibi verilebilir.

Tan¬m 2.1.17.  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

veya  için j ¡ j   olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve  ¡ lim =  biçiminde gösterilir.

·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬  ile gösterilir. E¼ger, özel olarak  = 0 ise

 = () dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir. ·Istatistiksel yak¬nsak s¬f¬r dizilerinin

kümesi 0 ile gösterilir [6].

Teorem 2.1.18. Yak¬nsak her dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani lim =  ise

 ¡ lim =  dir [44].

·Ispat. Kabul edelim ki lim =  olsun. Her   0 için ve  ¸  için j ¡ j · 

olacak şekilde  ¸ 1 say¬s¬ vard¬r.  ( ()) = 0 oldu¼gundan  ¡ lim =  olur.

Burada  () = f ·  : j ¡ j ¸ g d¬r.
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Aşa¼g¬daki örnek yukar¬daki teoremin tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬ gösterir.

 =

8
<
:

1  = 2 ise ( = 1 2 )

0  6= 2 ise

şeklinde tan¬mlanm¬̧s  = () dizisini göz önüne alal¬m. Her   0 için

jf ·  : jj ¸ gj · jf ·  :  6= 0gj ·
p


oldu¼gundan

lim


1


jf ·  :  6= 0gj · lim



p



= 0

elde edilir. Bu ¡ lim = 0 oldu¼gu anlam¬na gelir. Ancak  = () yak¬nsak de¼gildir.

Bununla birlikte yukar¬da tan¬mlanan  = () dizisi istatistiksel yak¬nsak bir dizi

oldu¼gu halde s¬n¬rl¬da de¼gildir

Di¼ger taraftan,  = (1 0 1 0 ) dizisi s¬n¬rl¬d¬r. Ancak istatistiksel yak¬nsak

de¼gildir. Yani 1 ve  uzaylar¬ birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar¬ vard¬r.

Teorem 2.1.19. Bir dizi istatistiksel yak¬nsak ise istatistiksel limiti tektir, yani  ¡

lim = 1 ve  ¡ lim = 2 ise 1 = 2 dir [44].

·Ispat. Kabul edelim ki  ¡ lim = 1 ve  ¡ lim = 2 olsun.   0 verilsin.

Aşa¼g¬daki

1 () =
n
 ·  : j ¡ 1j ¸



2

o
ve

2 () =
n
 ·  : j ¡ 2j ¸



2

o

kümelerini tan¬mlayal¬m.

 ¡ lim = 1 oldu¼gundan  (1 ()) = 0 d¬r. Benzer şekilde  ¡ lim = 2

oldu¼gundan  (2 ()) = 0 d¬r.  () = 1 ()[ 2 () olsun. Bu durumda  ( ()) =

0 olmas¬  (Nn ()) = 1 olmas¬n¬ gerektirir. E¼ger  2  (Nn ()) ise

j1 ¡ 2j · j1 ¡ j+ j ¡ 2j 


2
+



2
= 

elde edilir.   0 key… oldu¼gundan j1 ¡ 2j = 0 yani 1 = 2 dir.

Teorem 2.1.20.  ¡ lim =   ¡ lim  =  ve  bir reel say¬ olsun. Bu taktirde;
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)  ¡ lim  = 

)  ¡ lim ( + ) = +  dir [44].

Bu teoreme göre istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi bir lineer uzay olur.

Tan¬m 2.1.21. Bir  = () kompleks terimli dizisini göz önüne alal¬m.   0 verilsin.

E¼ger  için j ¡  j   olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ varsa yani;

lim
!1

1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

ise  = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [6].

Teorem 2.1.22. Bir  = () dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬ için gerek ve

yeter şart istatistiksel yak¬nsak olmas¬d¬r [44].

·Ispat. ·Ilk olarak  ¡ lim =  oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde  () =
©
 ·  : j ¡ j ¸ 

2

ª
olmak üzere herhangi   0 için  ( ()) = 0 bulunur. Bu

durumda

 (Nn ()) = lim
!1

1



³¯̄
¯
n
 ·  : j ¡ j  

2

o¯̄
¯
´
= 1

olmas¬n¬ gerektirir.

 2  () olsun. Bu durumda j ¡ j   dir.  2  () ve

 () = f ·  : j ¡ j  g

olsun. Bu taktirde Nn () ½  () d¬r. Böylece

1 =  (Nn ()) ·  ( ()) · 1

dir. Bu  (Nn ()) = 0 olmas¬n¬ gerektirir. Burada Nn () = f ·  : j ¡ j ¸ g

d¬r. Böylece () istatistiksel Cauchy dizisi olur.

Tersine () istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde herhangi   0 için

lim
!1

1

(jf ·  : j ¡ 0j  gj) = 1 olacak şekilde 0 2 N vard¬r. Buradan

lim
!1

1


(jf ·  :   + 0gj) = 1 ve lim

!1

1


(jf ·  : 0 ¡   gj) = 1

elde edilir.

 =

½
 2 R : lim

!1

1


(jf ·  :   gj) = 1

¾

 =

½
 2 R : lim

!1

1


(jf ·  :   gj) = 1

¾
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kümelerini alal¬m. Böylece + 0
2  ve 0

¡  2  Ayr¬ca  2  ve  2  olsun.

Bu taktirde

lim
!1

1


(jf ·  :   gj) = 1 ve lim

!1

1


(jf ·  :   gj) = 1

d¬r. Bu ise

lim
!1

1


(jf ·  :   gj) = 1 ve lim

!1

1


(jf ·  :     gj) = 1

olmas¬n¬ gerektirir. Bu da    olmas¬n¬ gerektirir. Özellikle

0 ¡  · sup · inf  · 0 + 

elde edilir.  key… pozitif say¬ oldu¼gundan sup = inf  elde edilir.  = sup = inf 

alal¬m ve   0 olsun. Bu durumda

¡       + 

olacak şekilde  2  ve  2  vard¬r.  ve  nin tan¬m¬ndan

lim
!1

1


(jf ·  :  ¡     + gj) = 1

dir. Böylece

lim
!1

1


(jf ·  : j ¡ j  gj) = 1

veya

lim
!1

1


(jf ·  : j ¡ j ¸ gj) = 0

olur. Di¼ger bir deyi̧sle () istatistiksel yak¬nsakt¬r ve istatistiksel limiti  dir.

2.2. Çift Diziler ve ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda çift diziler ve bu dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve istatistiksel Cauchy

dizisi kavramlar¬ incelenmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1. N do¼gal say¬lar kümesi ve  bo̧s olmayan herhangi bir küme olmak

üzere
 : N£N! 

( )! 
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şeklinde tan¬mlanan  fonksiyonuna çift dizi denir [45]. Çift bir  = () dizisinin 

elemanlar¬n¬
11 12  1 

21 22  2 

    

1 2   

    

şeklinde bir tablo olarak düşünebiliriz. Bu çal¬̧smam¬zda kompleks terimli bütün çift

dizilerin cümlesini 2 ile gösterece¼giz. Buna göre, C kompleks say¬lar cümlesini göster-

mek üzere

2 = f = () : 8  2 N için  2 Cg

olup bu cümle 8 2 C ve 8   2 2 için  = () ve +  = ( + ) i̧slemleri

alt¬nda bir lineer uzayd¬r.

Tan¬m 2.2.2. Her   0 için   ¸  olunca j ¡ j   olacak şekilde bir

 = () do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisi Pringsheim anlam¬nda yak¬nsakt¬r denir.

Bu durumda  say¬s¬na () dizisinin Pringsheim limiti denir [46]. Bütün yak¬nsak

çift dizilerin uzay¬n¬ 2 ile gösterece¼giz. Buna göre

2 =

½
 = () 2 2 : lim


 =  olacak şekilde bir tek  2 C vard¬r

¾

d¬r.

E¼ger bütün  ve  do¼gal say¬lar¬ için jj ·  olacak şekilde bir   0 say¬s¬

mevcut ise, yani

kk(12) = sup

jj 1 (2.1)

ise  = () çift dizisi s¬n¬rl¬d¬r denir (Baz¬ durumlarda (jj)   gösterimi

() dizisinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterecektir). Bütün s¬n¬rl¬ çift dizilerin uzay¬n¬ 21

ile gösterece¼giz. Buna göre

21 =

½
 = () 2 2 : sup


jj 1

¾

dir [35].
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Uyar¬ 2.2.3. Tek indisli olan klasik dizilerin aksine yak¬nsak bir çift dizi s¬n¬rl¬ olmak

zorunda de¼gildir. Örnek olarak

 =

8
<
:

  = 1 ise

1 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanan () çift dizisi yak¬nsak oldu¼gu halde s¬n¬rl¬ de¼gildir. Aç¬kça

görüldü¼gü gibi  ¡ lim = 1 dir. S¬n¬rl¬ ve yak¬nsak olan çift diziler uzay¬n¬ ise 21 ile

gösterece¼giz ve bu uzay için 21 = 2 \ 21 eşitli¼gini yazabiliriz.

Tan¬m 2.2.4.  = () kompleks terimli bir çift dizi olsun. E¼ger her   0 için

 ¸  ¸    ¸  ¸  oldu¼gunda j ¡ j   olacak şekilde bir  = () do¼gal

say¬s¬ varsa  = () dizisine bir Cauchy dizisi denir [45].

Tan¬m 2.2.5.  µ N £ N pozitif tam say¬lar¬n iki boyutlu bir kümesi olmak üzere

() = f( ) : ( ) 2   ·   · g tan¬mlayal¬m. Bir  µ N£ N kümesinin

alt asimptotik yo¼gunlu¼gu

2() = lim


inf
j()j



olarak tan¬mlan¬r.

()

j()j  çift dizisinin Pringsheim anlam¬nda limitinin var olmas¬ durumunda, 

kümesi çift do¼gal yo¼gunlu¼ga sahiptir denir ve bu kümenin çift do¼gal yo¼gunlu¼gu

2() = lim


j()j


ile verilir [33]. Örne¼gin  = f(2 2) :   2 Ng olsun. Bu takdirde

2() = lim


j()j


· lim


p

p



= 0

olup kümesinin çift do¼gal yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r oldu¼gu görülür. Bir başka örnek olarak,

f( 2) :   2 Ng kümesi al¬n¬rsa bu kümenin çift do¼gal yo¼gunlu¼gunun 1
2
oldu¼gu

görülür.

Tan¬m 2.2.6.  = () kompleks terimli bir çift dizi olsun. E¼ger her   0 için

lim


1


jf( ) :  ·   ·  j ¡ j ¸ gj = 0
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olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir

[33]. Burada küme parantezlerinin d¬̧s¬nda bulunan dikey çizgiler ile bahsi geçen kü-

menin eleman say¬s¬ belirtilmektedir. Bütün istatistiksel yak¬nsak çift dizilerin uzay¬n¬

2 ile gösterece¼giz.

Uyar¬ 2.2.7. (a) E¼ger  = () yak¬nsak bir çift dizi ise yak¬nsak oldu¼gu say¬ya

ayn¬ zamanda istatistiksel yak¬nsakt¬r. S¬n¬rl¬ (veya s¬n¬rs¬z ) sat¬r ve (veya) sütünlar¬n

say¬s¬ sonlu oldu¼gundan

() · 1+ 2

olur ve buradaki 1 ve 2 sonlu say¬lar olup bu say¬lar¬n varl¬¼g¬ndan  dizisinin istatis-

tiksel yak¬nsak oldu¼gunu anlayabiliriz.

(b) E¼ger  = () çift dizisi bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise bu  say¬s¬ bir

tektir.

(c) ·Istatistiksel yak¬nsak olan bir çift dizinin yak¬nsak olmak zorunda olmas¬ gerek-

medi¼gi gibi s¬n¬rl¬ olmas¬ da gerekmez.

Örnek 2.2.8.  = () dizisi

 =

8
<
:

  = 2  = 2 ( = 1 2 )

1 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlans¬n. 2 ¡ lim = 1 oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Çünkü her   0

için jf( ) :  ·   ·  j ¡ 1j ¸ gj · pp olur. Fakat  = () dizisi ne

yak¬nsak ne de s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 2.2.9. Reel terimli bir  = () çift dizisinin bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬n-

sak olmas¬ için gerek ve yeter şart 2() = 1 olacak şekilde bir

 = f( )g ½ N£ N   = 1 2  alt kümesinin var olup

 ¡ lim
!1
2

 = 

olmas¬d¬r [33].

·Ispat.  = () çift dizisi,  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun.

 = f( ) 2 N£ N : j ¡ j ¸ 1


g  = 1 2 
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ve

 = f( ) 2 N £N : j ¡ j  1


g  = 1 2 

alal¬m. Bu takdirde 2() = 0 ve

1 ¾2 ¾  ¾+1 ¾  (2.2)

ve

2() = 1  = 1 2  (2.3)

olur.

Şimdi ( ) 2  için () dizisinin  say¬s¬na yak¬nsak oldu¼gunu göstermemiz

gerekiyor. Varsayal¬m ki () dizisi  say¬s¬na yak¬nsak olmas¬n. Bu takdirde herhangi

bir   0 ve sonsuz say¬da terim için

j ¡ j ¸ 

olur.

 = f( ) : j ¡ j  g

ve   1

  = 1 2  alal¬m. Dolay¬s¬yla

2() = 0 (2.4)

olur ve (22) den  ½  olur. Buradan 2() = 0 olup bu durum (23) ile çeli̧sir.

Böylece () dizisinin  say¬s¬na yak¬nsak oldu¼gu görülür.

Tersine 2() = 1 olacak şekilde bir  = f( ) ½ N£ Ng alt kümesinin mevcut

oldu¼gunu ve lim
()2

 =  oldu¼gunu varsayal¬m. O halde her   0 için en az bir

 2 N vard¬r öyleki her   ¸  için

j ¡ j  

yazabiliriz. Şimdi

 = f( ) : j ¡ j ¸ g µ N £N¡ f(+1 +1) (+2 +2) g

al¬rsak

2() = 1¡ 1 = 0
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olur. Dolay¬s¬yla  = () dizisi,  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Uyar¬ 2.2.10. E¼ger 2 ¡ lim


 =  ise, lim


 =  ve 2 (f( ) :  = g) = 1

olacak şekilde bir  = () dizisi mevcuttur. Burada  =  olmas¬ durumu hemen

hemen her   için geçerlidir.

Teorem 2.2.11. 2\ 21 uzay¬, 21 lineer normlu uzay¬n¬n kapal¬ lineer bir alt uzay¬d¬r

[33].

·Ispat. () = (
()
 ) 2 2 \ 21 ve () !  2 21 olsun. () 2 2 \ 21

oldu¼gundan

2 ¡ lim


()
 =  ( = 1 2 )

olacak şekilde  reel say¬lar¬ mevcuttur. () !  iken, her   0 için,  ¸  ¸ 

 ¸  ¸  oldu¼gunda ¯̄
¯() ¡ 

()


¯̄
¯  

3
(2.5)

olacak şekilde  2 N vard¬r. Buradaki jj ile söz konusu lineer uzaydaki norm kaste-

dilmektedir.

Teorem 2.2.9 dan, 2(1) = 2(2) = 1 olacak şekilde N £ N kümesinin 1 ve 2

alt kümeleri mevcut olup

lim


()21


()
 =  (2.6)

lim


()22


()
 =  (2.7)

sa¼glan¬r. Bu takdirde 2(1 \ 2) = 1 oldu¼gundan 1 \ 2 kümesi sonsuz olur.

(1 1) 2 1 \2 seçelim. (26) ve (27) eşitliklerinden

¯̄
¯()11

¡ 

¯̄
¯  

3
(2.8)

ve ¯̄
¯()

11
¡ 

¯̄
¯  

3
(2.9)

elde edilir. Dolay¬s¬yla her  ¸  ¸   ¸  ¸  için (25)¡ (29) eşitsizliklerinden

j ¡ j ·
¯̄
¯ ¡ 

()
11

¯̄
¯+

¯̄
¯()11

¡ 
()
11

¯̄
¯+

¯̄
¯()

11
¡ 

¯̄
¯




3
+



3
+



3
= 
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elde edilir. Buradan () dizisinin bir Cauchy dizisi oldu¼gu ve dolay¬s¬yla yak¬nsak

oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r.

lim


 =  (2.10)

olsun.  dizisinin  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu göstermemiz gerekiyor.

() dizisi  dizisine yak¬nsak oldu¼gundan, her   0 için   ¸ 1() oldu¼gunda

¯̄
 ¡ 

¯̄




3

olacak şekilde en az bir 1() do¼gal say¬s¬ vard¬r.

Ayr¬ca (210) eşitli¼ginden, her   0 için   ¸ 2() oldu¼gunda

j ¡ j  

3

olacak şekilde en az bir 2() do¼gal say¬s¬ vard¬r.

Yine, 2 ¡ lim() =  oldu¼gundan dolay¬, 2() = 1 olacak şekilde bir  =

f( )g µ N £ N kümesi mevcuttur öyle ki her   0 için   ¸ 3() ( ) 2 

oldu¼gunda
¯̄
 ¡ 

¯̄




3

olacak şekilde bir 3() do¼gal say¬s¬ vard¬r. maxf1()2() 3()g = 4() diyelim.

Bu takdirde her   0 ve bütün   ¸ 4() ( ) 2  de¼gerleri için

j ¡ j ·
¯̄
 ¡ 

¯̄
+
¯̄
 ¡ 

¯̄
+ j ¡ j




3
+



3
+



3
= 

elde edilir. Böylece  dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r ve  2 2 \ 21 olur.

Dolay¬s¬yla 2 \ 21 uzay¬ 21 uzay¬n¬n kapal¬ lineer bir alt uzay¬d¬r.

Teorem 2.2.12. 2 \ 21 kümesi 21 da hiç bir yerde yo¼gun de¼gildir [33].

·Ispat. Key… bir  normlu lineer uzay¬na ait  uzay¬ndan farkl¬ kapal¬ bir lineer alt

uzay¬n¬n  uzay¬nda hiç bir yerde yo¼gun olmamas¬ndan dolay¬ ve Teorem 2.2.11 den,

sadece 2 \ 21 6= 21 oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.

 = () dizisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

 =

8
<
:

1  ve  çift ise

0 di¼ger durumlarda
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 = () dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬ fakat s¬n¬rl¬ oldu¼gu aç¬kça görülmek-

tedir. Dolay¬s¬yla 2 \ 21 6= 21 olur.

Tan¬m 2.2.13.  = () kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her   0 için   ¸ 

  ¸ oldu¼gunda

lim


1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde  = () ve  = () say¬lar¬ varsa  = () çift dizisi istatistiksel

Cauchy dizisidir denir [33].

Teorem 2.2.14.  = () kompleks terimli dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için

gerek ve yeter şart istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬d¬r [33].

·Ispat.  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun. O halde her   0

için

f( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. j ¡ j ¸  olacak şekilde  ve  say¬lar¬

seçelim.

 = f( ) :  ·   ·  : j ¡  j ¸ g

 = f( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ g

 = f( ) :  =  ·   =  ·  : j ¡ j ¸ g

şeklinde üç küme belirleyelim. Bu takdirde  µ  [  olur ve buradan

2() · 2() + 2() = 0 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla  = () dizisi istatis-

tiksel Cauchy dizisidir.

Tersine  dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olsun fakat istatistiksel yak¬nsak olmas¬n.

Bu takdirde  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olacak şekilde  ve  say¬lar¬ mevcut

olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

 = f( ) :  ·   ·  : j ¡  j  g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu 1 olur. Özel olarak e¼ger j ¡ j  
2
ise

j ¡  j · 2 j ¡ j   (2.11)
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yazabiliriz.  dizisi istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬ndan  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

1 olup bununla birlikte

f( ) :  ·   ·  : j ¡  j  g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. (211) eşitsizli¼ginden

f( ) :  ·   ·  : j ¡ j  g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olaca¼g¬ndan kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gunun 1 oldu¼gu

sonucuna ulaş¬l¬r. Bu ise kabulümüzle çeli̧sir. Dolay¬s¬yla  dizisi istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

Teorem 2.2.15.  = () kompleks terimli çift dizi olsun. Aşa¼g¬daki ifadeler birbirine

denktir.

(a)  dizisi  ye istatistiksel yak¬nsakt¬r,

(b)  dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

(c)  dizisinin öyle bir  alt dizisi vard¬r ki;

lim


 = 

dir [33].

Şimdi çift dizilerin kuvvetli Cesàro toplanabilirli¼gi ile istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ aras¬n-

daki ili̧skileri inceleyece¼giz.

Tan¬m 2.2.16.  = () bir çift dizi ve  pozitif reel say¬ olsun

lim


1



X

=1

X

=1

j ¡ j = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa  dizisine  say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir denir [33].

Bütün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir çift dizilerin uzay¬n¬ 2
 ile gösterece¼giz.  = 1

olmas¬ durumunda kuvvetli Cesàro toplanabilir çift dizilerin uzay¬ ( 1 1) elde edilir..

Not 2.2.17. (i) E¼ger 0   ·  1 ise 2
 µ 2

 (Hölder eşitsizli¼ginden) ve

2
 \ 21 µ ( 1 1) \ 21

olur.

18



(ii) E¼ger  = () dizisi yak¬nsak fakat s¬n¬rl¬ de¼gilse,  dizisi istatistiksel yak¬n-

sak olur. Ancak  dizisi Cesàro ya da kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir olmak zorunda

de¼gildir [33].

Örnek 2.2.18.  = () dizisi

 =

8
>>><
>>>:

  = 1 tüm 0 lar için

  = 1 tüm 0 ler için

0 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlans¬n. Dolay¬s¬yla lim


 = 0 olur fakat

lim


1



X

=1

X

=1

 = lim


1



1

2
(2 + 2 ++ ¡ 2)

olup bu limit sonlu bir de¼gere sahip de¼gildir. Bu yüzden  dizisi Cesàro toplanabilir

de¼gildir.  dizisi kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir de de¼gildir. Fakat

lim


1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ 0j ¸ gj = lim

+ ¡ 1


= 0

oldu¼gundan  dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(iii) E¼ger  dizisi, s¬n¬rl¬ ve yak¬nsak bir çift dizi ise ayn¬ zamanda Cesàro ve kuvvetli

¡Cesàro toplanabilir olup istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.2.19.  = () bir çift dizi ve  pozitif reel say¬ olsun. Bu takdirde

(a)  dizisi  say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise ayn¬ zamanda  say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(b) 2
 \ 21 = 2 \ 21 dir [33].

·Ispat. (a) ( ) = f( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ g olsun.   say¬s¬na

kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir olsun. Bu takdirde

0 Ã 1



X

=1

X

=1

j ¡ j

=
1



8
<
:

X

()2( )

j ¡ j +
X

()2( )

j ¡ j
9
=
;

¸ 1


jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj 

olur. Böylece   say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.
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(b) ( ) = f( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ ( 
2
)
1
g ve  = kk(12) + jj olsun.

Buradaki kk(12) ifadesi (21) ile verilen  = () s¬n¬rl¬ çift dizisinin sup-normunu

göstermektedir.  dizisi, s¬n¬rl¬ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan her  ¸  için

1



¯̄
¯f( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ (



2
)
1
g
¯̄
¯  

2

olacak şekilde bir  = () say¬s¬ seçebiliriz. Bu takdirde her  ¸  için

1



X

=1

X

=1

j ¡ j =
1



8
<
:

X

()2( )

j ¡ j +
X

()2( )

j ¡ j
9
=
;


1






2
 +

1






2
= 

elde edilir. Dolay¬s¬yla  = () dizisi  say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir.

Not 2.2.20. S¬n¬rl¬ ve istatistiksel yak¬nsak bir  = () dizisinin ayn¬ zamanda

Cesàro toplanabilir oldu¼guna fakat tersinin do¼gru olmad¬¼g¬na dikkat etmek gerekir.

Örnek 2.2.21.  = () çift dizisi her  için

 = (¡1)

olarak tan¬mlans¬n. Bu takdirde

lim


1



X

=1

X

=1

 = 0

olur. Fakat  = () dizisi aşikar olarak istatistiksel yak¬nsak de¼gildir [48].

Tan¬m 2.2.22. i)  çift dizi uzay¬ olsun.  = ()2N 2  ler için jj · jj 

  ¸ 1 oldu¼gunda  =  2  oluyorsa normal denir [49].

ii) E¼ger  kendisinin tüm basamak uzaylar¬n¬n kanonik görüntülerini içeriyorsa

monoton denir [49].

Tan¬m 2.2.23. Her normal dizi uzay¬ monotondur [50].
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2.3. Çift Diziler ·Için ¡ Yak¬nsakl¬k ve ( )  Dereceden ·Istatistiksel Yak¬n-

sakl¬k

Bu k¬s¬mda çift diziler için ¡ yak¬nsakl¬k ve ¡ düzgün yak¬nsakl¬k ve ( ) 

dereceden çift yo¼gunluk kavramlar¬ verilecek, bu kavram yard¬m¬yla ~ dereceden çift

diziler için istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ve  modülüs fonksiyonuna göre istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavramlar¬ incelenecektir.

Tan¬m 2.3.1.  boş olmayan bir cümle olsun.  ½ 2 s¬n¬f¬, e¼ger

(i) ; 2 

(ii) Her  2  için  [ 2 

(iii) Her  2  ve her  µ  için  2 

şartlar¬n¬ sa¼glarsa,  üzerinde bir idealdir denir [24].

Tan¬m 2.3.2. N pozitif tamsay¬lar kümesinin bir  ideali için  6= 2N oluyorsa  ya

gerçek (aşikar) ideal denir [24].

Tan¬m 2.3.3.  ideali N de gerçek ideal olsun. E¼ger  N nin her sonlu alt kümesini

kaps¬yorsa  ya uygun ideal ad¬ verilir [24].

Tan¬m 2.3.4. 2 ½ 2N£N N£ N kümesinde aşikar olmayan bir ideal olsun. () çift

bir dizi olsun. E¼ger her   0 için

 = f( ) 2 N£ N : j ¡ j ¸ g

kümesi 2 ye ait ise () dizisi  say¬s¬na 2¡yak¬nsakt¬r denir ve 2 ¡ lim = 

yaz¬l¬r [47].

Tan¬m 2.3.5. E¼ger 0 ya göre düzgün olmak üzere

() = lim
!1

1



X

=1

 ( + ) = 

veya denk olarak

lim
!1

1


j \ f + 1  + gj = 

ise  ½ N alt kümesi düzgün yo¼gunlu¼ga sahiptir denir [25].
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Lemma 2.3.6. Düzgün s¬f¬r yo¼gunluk, s¬f¬r yo¼gunlu¼gu gerektirir fakat tersi do¼gru

de¼gildir [26].

Örnek 2.3.7.  = f2 4 5 8 9 10 16 17 18 19 g ½ N kümesini alal¬m. Bu kümenin

do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r, fakat düzgün yo¼gunluklu de¼gildir [26].

Tan¬m 2.3.8.  2 N olmak üzere  µ N£ N kümesi için

(  ) = jf( ) : + 1 ·  · +ve + 1 ·  · +  ( ) 2 gj

şeklinde tan¬mlayal¬m.  kümesinin alt ve üst düzgün çift yo¼gunluklar¬n¬

2 () = lim inf


(  )


ve 2 () = lim sup



(  )



ile tan¬mlayal¬m. E¼ger 2 () = 2 () ise  n¬n düzgün çift yo¼gunlu¼gu mevcuttur

ve

2 () = lim
!1

(  )



ile gösterilir.

Yukar¬daki tan¬mdan herhangi bir  µ N£N kümesi için

 2 () · 2() · 2 () · 2 ()

ve böylece 2 () mevcut ise bu taktirde 2 () = 2 () d¬r [37].

Özellik 2.3.9. Herhangi bir  kümesi key… ard¬̧s¬k tamsay¬ dizilerini içeriyorsa

2 () = 1 dir. Yani her 1  0 için f + 1  + 2   +1g µ  olacak şekilde

bir  say¬s¬ varsa,

2 () = lim
!1

"
max
¸0

1



+X

=+1

 ()

#
= 1

dir [27].

Tan¬m 2.3.10.  = () bir çift dizi olsun. E¼ger herhangi bir   0 için 2 () = 0

ise () dizisi çift düzgün yo¼gunlu¼ga göre  2 R say¬s¬na yak¬nsakt¬r

(veya ¡ yak¬nsak) denir. Burada  = f( ) 2 N£ N : j ¡ j ¸ g dir [37].

Tan¬m 2.3.11.  = () bir çift dizi olsun. E¼ger

lim
!1

sup


¯̄
¯̄
¯
1



+X

=+1

+X

=+1

 ¡ 

¯̄
¯̄
¯ = 0

22



yani

lim
!1

1



+X

=+1

+X

=+1

 =  ( ye göre düzgün)

ise  dizisi  say¬s¬na hemen hemen yak¬nsakt¬r [35].

Tan¬m 2.3.12.  = () bir çift dizi ve  pozitif reel bir say¬ olsun.

lim


1



+X

=+1

+X

=+1

j ¡ j = 0 ( ye göre düzgün)

olmas¬ halinde  dizisi  say¬s¬na düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir denir [37].

Bütün düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir çift dizilerin uzay¬n¬ 2
 ile gösterece¼giz.

Tan¬m 2.3.13. ( ) 2 (0 1] olmak üzere  µ N£N kümesinin ( )  dereceden çift

yo¼gunlu¼gu

2()() =  ¡ lim
!1

j(())j


şeklinde tan¬mlan¬r [36] .

Not 2.3.14. Her  µ N £ N kümesi için 2() · 1 oldu¼gu halde 2()()  1 veya

2()() =1 olabilir [36] .

Tan¬m 2.3.15.  = () bir çift dizi ve ( ) 2 (0 1] olsun. Bu durumda her   0

için

lim
!1

1


jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa () dizisi ( )  dereceden istatistiksel

yak¬nsakt¬r denir [36] .

Bu durumda 2
()¡ lim


 =  yazar¬z ve ( )  dereceden tüm istatistiksel yak¬n-

sak çift dizilerin kümesini 2
() ile gösteririz.

 = 1  = 1 omas¬ durumunda ( )  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

çift dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬na indirgenmi̧s olur.

Teorem 2.3.16.     2 (0 1] olmak üzere  ·   ·  2 (0 1] verilsin. Bu taktirde

2
() µ 2

() olur [36] .
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·Ispat.     2 (0 1] olsun.  ·   ·  2 (0 1] olmak üzere her   0 için

 ¡ lim
!1

1


jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj

· lim
!1

1


jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj

elde edilir. Bu eşitsizlikden 2
() µ 2

() d¬r.

Bu teoremde özel olarak  =  = 1 al¬n¬rsa a̧sa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 2.3.17. Herhangi   2 (0 1] için 2
() µ 2 olur [36].

Tan¬m 2.3.18.   2 (0 1] ve  bir pozitif reel say¬ olsun  = () bir çift dizi olsun.

Bu durumda

lim


1



X

=1

X

=1

j ¡ j = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa  dizisi ( )  dereceden  ye kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir

denir. Bütün ( ) dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir çift dizilerin uzay¬n¬

2
 () ile gösterece¼giz [36].

Tan¬m 2.3.19.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve

(   ) = f( ) :  ·  ·   ·  ·  ( ) 2 g

olmak üzere  µ N£ N kümesinin  çift yo¼gunlu¼gu


2() = lim

!1
lim

!1

 (j((   ))j)
 ()

şeklinde tan¬mlan¬r [13].

 çift yo¼gunluk kavram¬  () =  olmas¬ durumundan çift do¼gal yo¼gunluk kavra-

m¬na indirgenir.

Tan¬m 2.3.20.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu,  = () 2 2 olsun. Her   0 için


2 (jf( )  ·  ·   ·  ·  : j ¡ j ¸ gj) = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa () dizisi  modülüs fonksiyonuna göre

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir [13].
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Aşa¼g¬daki lemma  istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirdi¼gini

ve limiti korudu¼gunu gösterir.

Lemma 2.3.21.  µ N £ N kümesini 
2() = 0 olacak şekilde al¬rsak 2() = 0

olur [13].
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3. Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ~ DERECEDEN  ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAK-

LI¼GI

3.1. Çift Dizilerin ~ Dereceden  Yo¼gunlu¼gu ve  Modülüs Fonksiyonuna

Göre ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda çift diziler için ~ dereceden  do¼gal yo¼gunluk ve  istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavramlar¬ verilerek baz¬ içerme ba¼g¬nt¬lar¬ incelenecektir.

Bu bölümde     2 (0 1] alaca¼g¬z ve ( ) yerine ~ ( ) yerine ~ yazaca¼g¬z.

Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar¬ s¬k s¬k kullanaca¼g¬z.

~ ¹ ~ ,  ·  ve  · 

~ Á ~ ,    ve   

~ »= ~ , = ve =

~ 2 (0 1],   2 (0 1]

~ 2 (0 1],   2 (0 1]

~ »= 1 ,  =  = 1

~ »= 1,  =  = 1

~ Â 1,   1 ve   1

~ Â 0,   0 ve   0

Tan¬m 3.1.1.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun ve ~ 2 (0 1] olmak üzere

 µ N£ N kümesinin ~ dereceden  çift yo¼gunlu¼gu

() = f( ) : 1 ·  ·  1 ·  ·  ( ) 2 g

olmak üzere


2
~ () = lim

!1

 (j(())j)
 ()

şeklinde tan¬mlan¬r.

 s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun.  ve ~ özel seçimlerinde aşa¼g¬daki sonuçlar

elde edilir.
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(i) E¼ger () =  al¬n¬rsa bu taktirde 
2
~ () = 2~() elde edilir [36].

(ii) E¼ger () =  ve ~ »= 1 al¬n¬rsa bu taktirde 
2
~ () = 2() elde edilir [33].

 herhangi bir s¬n¬rs¬z modülüs fonksiyonu ve ~ 2 (0 1] olsun. ~ 2 (0 1] durumunda

herhangi bir µ N£N kümesi için 
2
~ ()+

2
~ () = 1 eşitli¼gi sa¼glanamaz. Örne¼gin,

() = , 0   · 1 ve  = f(2 2) :   2 Ng al¬n¬rsa 
2
~ () =1 = 

2
~ () olur.

Tan¬m 3.1.2.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve ~ 2 (0 1] olmak üzere  = ()

2 2 olsun. Her   0 için

lim
!1

1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj) = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa () dizisi  modülüs fonksiyonuna göre ~

dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Bu durumda 2
~ ()¡ lim


 =  yazar¬z ve  modülüs fonksiyonuna göre tüm ~

dereceden istatistiksel yak¬nsak çift dizilerin kümesini 2
~ ( ) ile gösteririz.

~ »= 1 olmas¬ durumunda, ~ dereceden  modülüs fonksiyonuna göre istatistiksel

yak¬nsakl¬k, çift dizilerin  modülüs fonksiyonuna göre istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬na in-

dirgenir. E¼ger  = () dizisi  say¬s¬na  modülüs fonksiyonuna göre ~ dereceden

istatistiksel yak¬nsak ise bu takdirde  tektir. ~ 2 (0 1] için  modülüs fonksiyonuna

göre ~ dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k iyi tan¬ml¬d¬r. Fakat ~  1 için iyi tan¬ml¬

de¼gildir.

Örnek 3.1.3.  () =  olsun.  = () dizisini

 =

8
<
:

1  +  çift ise

0  +  tek ise

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Bu takdirde ~  1 için, yani   1 ve   1 için

1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ 1j ¸ gj) ·


¡
(
2
+ 1)(

2
+ 1)

¢

 ()

1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ 0j ¸ gj) ·


¡
(
2
+ 1)(

2
+ 1)

¢

 ()
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olur. lim
!1

 ()


 0 oldu¼gundan,

lim
!1

1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ 1j ¸ gj)

· lim
!1


¡
(
2
+ 1)(

2
+ 1)

¢

 ()
= 0

lim
!1

1

 ()
jf( )  ·   ·  : j ¡ 0j ¸ gj

· lim
!1


¡
(
2
+ 1)(

2
+ 1)

¢

 ()
= 0

dir. Buradan  = () dizisinin hem 1 hem de 0 say¬s¬na  modülüs fonksiyonuna

göre ~ dereceden istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu anlaş¬l¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

Teorem 3.1.4.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve ~ 2 (0 1] olsun ve  = ()

 = () kompleks dizileri verilsin. Bu takdirde

(i) 2
~ ()¡ lim


 = 0 ve  2 C ise 2

~ ()¡ lim


 = 0 ,

(ii) 2
~ ( )¡ lim


 = 0 ve 2

~ ( )¡ lim


 = 0 ise 2
~ ()¡ lim


(+) = 0+0

d¬r.

Bu teoreme göre 2
~ ( ) kümesi bir lineer uzayd¬r.

Her yak¬nsak çift dizinin ayn¬ say¬ya  modülüs fonksiyonuna göre ~ derece-

den istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu göstermek kolayd¬r. Yani herhangi bir s¬n¬rs¬z 

modülüsü ve herbir ~ 2 (0 1] için 2 ½ 2
~ ( ) dir. Ancak tersi sa¼glanmaz.

Örnek 3.1.5.  = () dizisini

 =

8
<
:

1  = 3  = 3 ise  = 1 2   = 1 2 

0 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlayal¬m ve  () = , (0   · 1) olsun. () dizisi yak¬nsak ol-

mamas¬na ra¼gmen ~ Â 1
3

¡
yani    1

3

¢
için () dizisi 0 say¬s¬na ~ dereceden 

modülüs fonksiyonuna göre istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.1.6.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve ~ ~ 2 (0 1] say¬lar¬ ~ ¹ ~

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. Bu takdirde 2
~ () µ 2

~
() dir ve bu kapsama ~ Á ~ için

kesindir.
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·Ispat. ~ ~ 2 (0 1] verilsin. E¼ger ~ ¹ ~ ( ·  ve  · ) ise her   0 için

1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj)

· 1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj)

yaz¬labilir. Bu ise 2
~ ( ) µ 2

~
() demektir. Kapsaman¬n kesinli¼gini göstermek için

=

8
<
:

1  = 2  = 2 ise

0 di¼ger durumlarda
 = 1 2 3 

dizisini göz önüne alal¬m.  () = , (0   · 1) alal¬m. Bu takdirde,

~ 2 (1
2
 1] için (1

2
  · 1 ve 1

2
  · 1 ) 2

~
( )¡ lim = 0 olur yani  2 2

~
() dir,

fakat ~ 2 (0 1
2
] için ( 0   · 1

2
ve 0   · 1

2
)  2 2

~ ( ) dir.

Teorem 3.1.6 da ~ = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.7.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve ~ 2 (0 1] olmak üzere e¼ger bir

çift dizi  say¬s¬na  modülüs fonksiyonuna göre ~dereceden istatistiksel yak¬nsak

ise, bu takdirde  say¬s¬na  modülüs fonksiyonuna göre istatistiksel yak¬nsakt¬r, yani

2
~ () µ 2 ( ) dir.

Teorem 3.1.8.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve ~ 2 (0 1] olsun. Bu taktirde

(i) 2
~ () ½ 2

~ ve kapsama kesindir,

(ii) 2
~ ( ) ½ 2 ve kapsama kesindir.

·Ispat. i) ve ii) kapsamalar¬n¬n kesinli¼gini göstermek için  = () dizisini

=

8
<
:

  = 2  = 2 ise

0 di¼ger durumlarda
 = 1 2 3 

olarak tan¬mlayal¬m ve  () = log(+ 1) alal¬m. Bu takdirde, ~ 2 (1
2
 1] (yani   1

2

ve   1
2
) için  2 2

~ dir ve böylece  2 2 dir. Fakat,  modülüs fonksiyonunun artan

olmas¬ nedeniyle

1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ 0j ¸ gj)

¸ 1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ 0j ¸ gj)! 1

2

oldu¼gundan  2 2
~ () dir.
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2, 2 2
~ 

2 ( ) ve 2
~ ( ) aras¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ aşa¼g¬daki gibidir.

2 () ½ 2

[ [

2 ½ 2
~ () ½ 2

~

3.2. Çift Dizilerin ~Dereceden  Kuvvetli Cesàro Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda çift dizilerde ~dereceden  kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin uza-

y¬n¬ genelleştirece¼giz.

Tan¬m 3.2.1.  s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve ~ Â 0 olsun.

2
~0 () =

(
 = () 2 2 : lim

!1

1

()~

X

=1

X

=1

 (jj) = 0

)


2
~ () =

(
 = () 2 2 : lim

!1

1

()~

X

=1

X

=1

 (j ¡ j) = 0

)


2
~1 () =

(
 = () 2 2 : sup



1

()~

X

=1

X

=1

 (jj) 1
)


dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlayal¬m. Bu dizi uzaylar¬ C kompleks say¬lar cismi üzerinde birer

lineer uzayd¬r.

Hat¬rlatma 3.2.2. (i) E¼ger ~ »= 1 al¬n¬rsa bu taktirde yukar¬daki dizi uzaylar¬

2
0 ()  

2 () ve 2
1 () dizi uzaylar¬na dönüşür.

(ii) E¼ger  () =  al¬n¬rsa bu taktirde yukar¬daki dizi uzaylar¬ 2
~0 

2
~ ve 2

~1

dizi uzaylar¬na dönüşür.

Teorem 3.2.3. Herhangi bir  modülüs fonksiyonu için

(i) ~ Â 0 ise 2
~0 ( ) ½ 2

~1 ( ) d¬r.

(ii) ~ º 1 ise 2
~ ( ) ½ 2

~1 ( ) d¬r.

·Ispat. (i) Aşikard¬r.

(ii)  2 2
~ () olsun. Modülüs fonksiyonunun artanl¬¼g¬ndan

1

()~

X

=1

X

=1

 (jj) ·
1

()~

X

=1

X

=1

 (j ¡ j) +  (jj) 1

()~

X

=1

X

=1

1
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yazabiliriz. ~ º 1 ve  2 2
~ ( ) oldu¼gundan  2 2

~1 () olur

Teorem 3.2.4.  herhangi bir modülüs fonksiyonu ve ~ º 1 için 2
~ ½ 2

~ ( )  
2
~0 ½

2
~0 () ve 

2
~1 ½ 2

~1 ( ) d¬r.

·Ispat. Burada sadece 2
~1 ½ 2

~1 () oldu¼gunu gösterece¼giz. Di¼ger durumlar

benzer şekilde gösterilir.  2 2
~1 olsun, böylece

sup


1

()~

X

=1

X

=1

jj 1

olur.   0 verilsin ve 0   ·  için  ()   olacak şekilde  2 (0 1) seçelim.

1

()~

X

=1

X

=1

 (jj) =
X

1

+
X

2

eşitli¼gini gözönüne alal¬m. Burada ilk toplam jj ·  ve ikinci toplam jj  

üzerinde al¬nm¬̧st¬r. Bu taktirde
P

1 ·  1

()~¡1
dir ve jj   için

jj 
jj


 1 +

·¯̄
¯̄ jj



¯̄
¯̄
¸

dir. Burada [jj]  t nin tam de¼geridir. Modülüs fonksiyonu tan¬m¬ndan jj   için

 (jj) ·
µ
1 +

·¯̄
¯̄ jj



¯̄
¯̄
¸¶

 (1) · 2 (1)
jj


d¬r. Böylece
P

2 · 2 (1) ¡1 1
()~

X

=1

X

=1

jj dir ki
P

1 ·  1
()~¡1

oldu¼gundan

1

()~

X

=1

X

=1

 (jj) · 
1

()~¡1
+ 2 (1) ¡1

1

()~

X

=1

X

=1

jj

eşitsizli¼gi elde edilir. ~ ¸ 1 ve  2 2
~1 oldu¼gundan  2 2

~1 () olur.

Teorem 3.2.5.  herhangi bir modülüs fonksiyonu ve ~ Â 0 olsun. E¼ger lim
!1

()


 0

ise 2
~ ( ) ½ 2

~ d¬r.

·Ispat. Burada Maddox [51] taraf¬ndan verilen bir önermeyi kullanaca¼g¬z.

 = lim
!1

 ()


= inf
n
 ()


:   0
o
seçelim.  tan¬m¬ndan her  ¸ 0 için  () ¸  elde

edilir.   0 oldu¼gu için, her  ¸ 0 için  · ¡1 () olur ve böylece

1

()~

X

=1

X

=1

j ¡ j · ¡1
1

()~

X

=1

X

=1

 (j ¡ j)
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eşitsizli¼gi elde edilir.  2 2
~ () oldu¼gundan  2 2

~ olur.

Hat¬rlatma 3.2.6. Teorem 3.2.4 de görüldü¼gü gibi 2
~ ½ 2

~ () kapsamas¬ ~ º 1

durumunda do¼grudur. Burada  modülüs fonksiyonunun üzerinde herhangi bir k¬s¬t-

lama söz konusu de¼gildir. Halbuki Teorem 3.2.5 de 2
~ () ½ 2

~ kapsamas¬n¬n sadece

lim
!1

 ()


 0 şart¬n¬ sa¼glayan bir  modülüs fonksiyonu için do¼gru oldu¼gunu ifade et-

mi̧stik ki burada ~ üzerinde bir k¬s¬tlama yoktur.

Aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z olarak veriyoruz.

Teorem 3.2.7.  herhangi bir modülüs fonksiyonu, lim
!1

()


 0 ve ~ º 1 olsun. Bu

taktirde 2
~ = 2

~ ( ) dir.

Teorem 3.2.8.  herhangi bir modülüs fonksiyonu ve lim
!1

()


 0 , ~ º ~ Â 0 olsun.

Bu taktirde 2
~ () ½ 2

~
() dir ve kapsama kesindir.

·Ispat. Kapsaman¬n kesinli¼gini gösterelim.  bir modülüs fonksiyonu olsun ve

 = () dizisini

=

8
<
:

1  = 2  = 2 ise

0 di¼ger durumlarda
 = 1 2 3 

şeklinde tan¬mlayal¬m.  (0) = 0 ve modülüs fonksiyonunun özelli¼gini kullan¬rsak,

1



X

=1

X

=1

 (j ¡ 0j) ·
p

p



 (1) =

1

¡
1
2¡ 1

2

 (1)

bulunur.    1
2
için !1 iken 1

¡
1
2¡ 1

2
 (1)! 0 olur ve böylece    1

2
için

 2 2
~
() dir. Ayr¬ca

1



X

=1

X

=1

 (j ¡ 0j) ¸
p

p
¡ 1


 (1)

olur ve 0     1
2
için ! 1 iken

p

p
¡1

  (1) ! 1 dir ki bu 0     1
2
için

 2 2
~ ( ) oldu¼gunu gösterir.

Tan¬m 3.2.9.  ve  iki çift dizi uzay¬ olsun.  = ()2N 2  olmak üzere

 dizi uzay¬ndan  dizi uzay¬na bir çarpan  =
¡


¢
2  olacak şekildeki bir

 = ()2N dizisidir. Bu şekildeki tüm çarpanlar¬n lineer uzay¬  ( ) ile göste-

rilecektir. S¬n¬rl¬ çarpanlar  ( ) ile gösterilecektir. Böylece

 ( ) = 21 \ ( )
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yaz¬l¬r.

E¼ger  =  ise bu taktirde ( ) ve ( ) nin yerine () ve () yaz¬l¬r

[52].

Teorem 3.2.10.  bir modülüs fonksiyonu ve ~ Â 0 olsun. Bu taktirde

(i) 21 ½ 
¡
2

~1 ()
¢
,

(ii) 
¡
2

~1 ( )
¢
½ 2

~1 () , ~ º 1,

(iii)  s¬n¬rl¬ ve ~ º 1 ise


¡
2

~1 ()
¢
= 2

~1 () = 2

dir.

·Ispat. (i)  2 21 olmas¬ ve en az bir   0 ve her  ve  için jj  1 + [jj]

olmas¬n¬ gerektirir ve böylece her  2 2
~1 ( ) için

1



X

=1

X

=1

 (jj) · (1 + [j j]) 1



X

=1

X

=1

 (jj)

olur ki bu ilk kapsamay¬ verir.

(ii) ·Ikinci kapsama ~ º 1 ve her   2 N için  = 1 olmak üzere  = () 2

2
~1 () den ç¬kar.

(iii)  s¬n¬rl¬ ve ~ º 1 ise herhangi bir  = () 2 2 için

1



X

=1

X

=1

 (jj) · sup f () :   0g 1

¡1¡1 

olur ki 2
~1 () = 2 bulunur. Benzer şekilde (ii)’ den ve yukar¬daki teknikten


¡
2

~1 ( )
¢
= 2

~1 () bulunur.

Aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z veriyoruz.

Teorem 3.2.11. Herhangi bir  modülüs fonksiyonu ve ~ Â 0 için 2
~1 ( ) ve


¡
2

~1 ( )
¢
uzaylar¬ normal ve monotondur.
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3.3. Modülüs Fonksiyonuna Göre Çift Dizilerin ~ Dereceden

·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬ ve ~ Dereceden Kuvvetli Cesàro Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda bir modülüs fonksiyonunun baz¬ şartlar alt¬nda çift dizilerde ~ derece-

den  istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ile çift dizilerde kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir diziler

aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬ incelenecektir.

Lemma 3.3.1. Her  ¸ 0  ¸ 0 için  () ¸  ()  () olacak şekilde pozitif bir 

sabiti için s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu vard¬r [10].

Teorem 3.3.2. 0 Á ~ ¹ ~ ¹ 1 ve lim
!1

()


 0 olsun.Her  ¸ 0  ¸ 0 için

 () ¸  ()  () olacak şekilde pozitif bir  sabiti mevcut olmak üzere ve s¬n¬rs¬z

 bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger bir dizi  modülüs fonksiyonuna göre  say¬s¬na

~ dereceden kuvvetli Cesàro toplanabilir ise,  say¬s¬na  modülüs fonksiyonuna göre

~ dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat. Herhangi bir  = () dizisi ve   0 için

X

=1

X

=1

 (j ¡ j) ¸ 

Ã
X

=1

X

=1

j ¡ j
!

¸  (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj )

¸  (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj  ())

elde edilir ki ~ ¹ ~ oldu¼gundan

1



X

=1

X

=1

 (j ¡ j)

¸ 1


 (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj  ())

¸ 1


 (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj  ())

=
1

 ()
 (jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj  ())  () 

elde edilir. Buradan lim
!1

()


 0 oldu¼gundan  = () dizisi  modülüs fonksiyonuna

göre  say¬s¬na ~ dereceden kuvvetli Cesàro toplanabilir ise,  say¬s¬na  modülüs

fonksiyonuna göre ~ dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Sonuç 3.3.3. Her  ¸ 0  ¸ 0 ve lim
!1

 ()


 0 için  () ¸  ()  () olacak

şekilde pozitif bir  sabiti var olmak üzere  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun ve
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~ 2 (0 1] verilsin. E¼ger bir dizi  modülüs fonksiyonuna göre  say¬s¬na ~ dereceden

kuvvetli Cesàro toplanabilir ise,  say¬s¬na  modülüs fonksiyonuna göre ~ dereceden

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Sonuç 3.3.3 de ~ »= 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 3.3.4. Her  ¸ 0  ¸ 0 ve lim
!1

()


 0 için  () ¸  ()  () olacak şekilde

pozitif bir  sabiti var olmak üzere  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger bir

dizi  modülüs fonksiyonuna göre  say¬s¬na kuvvetli Cesàro toplanabilir ise,  say¬s¬na

 modülüs fonksiyonuna göre istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Sonuç 3.3.5. Bir  modülüs fonksiyonu için lim
!1

 ()


 0 şart¬ sa¼glans¬n. E¼ger bir dizi

 modülüs fonksiyonuna göre  say¬s¬na kuvvetli Cesàro toplanabilir ise,  say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Sonuç 3.3.6. Teorem 3.3.2 nin tersi genelde do¼gru de¼gildir. ~ 2 (0 1] için ~ dereceden

 istatistiksel yak¬nsak ve s¬n¬rl¬ bir dizinin genelde  modülüs fonksiyonuna göre ~

dereceden kuvvetli Cesàro toplanabilir olmak zorunda olmad¬¼g¬n¬ söyleyebiliriz. Bu

durum için

 =

8
<
:

1p

p

  6= 3  6= 3

1 di¼ger durumlarda
 = 1 2 3 

olmak üzere.  = () dizisini ve  () =  s¬n¬rs¬z modülüs fonksiyonunu örnek olarak

alabiliriz.  () =  için lim
!1

()


 0 d¬r ve her  ¸ 0  ¸ 0 için  () ¸  ()  ()

olacak şekilde pozitif bir  sabiti vard¬r. Ayr¬ca ~ 2 (1
3
 1] al¬n¬rsa .  2 21 ve  2 2

~ ()

oldu¼gu aç¬kt¬r. ·Ilk olarak

X

=1

X

=1



µ¯̄
¯̄ 1
p

p


¯̄
¯̄
¶

p

p


eşitsizli¼ginin her  ¸ 2 ve  ¸ 2 pozitif tamsay¬lar¬ için sa¼gland¬¼g¬n¬ hat¬rlayal¬m.

 = f ·  :  6= 2  = 1 2 3 g  = f ·  :  6= 2  = 1 2 3 g kümelerini

tan¬mlayal¬m.

X

=1

X

=1

 (jj) =
X

21··

X

21··
 (jj)

+
X

 21··

X

21··

 (jj)
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=
X

21··

X

21··



µ
1

p

p


¶

+
X

 21··

X

21··

1


X

=1

X

=1



µ
1

p

p


¶
 

¡p

p

¢

oldu¼gundan

1



X

=1

X

=1

 (jj) 
1



X

=1

X

=1



µ
1

p

p


¶


1



¡p


p

¢

=
1



p

p


=
1

¡12
1

¡12 !1

elde edilir. ~ 2 (0 12] için  2 2
~ ( ) bulunur. Bu nedenle ~ 2 (13 12] için

 2 2
~ ( )¡2

~ ( ) bulunur.

Sonuç 3.3.7. ~ 2 (0 1] olsun. Bu takdirde 2
~ () ½ 2() dir. E¼ger ~ 2 (0 1) ise

kapsama kesindir.

·Ispat. Sonuç 3.3.3 ve Sonuç 3.1.7 ’den 2
~ () ½ 2() bulunur. Kapsaman¬n kesin

oldu¼gunu göstermek için

 =

8
<
:

1  = 3  = 3

0 di¼ger durumlarda
 = 1 2 3 

dizisini ve  () =  modülüs fonksiyonunu göz önüne alal¬m.

Bu takdirde ~ 2 (13 1] için 2( )¡ lim
!1

 = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r, yani  2 2()

dir. Fakat ~ 2 (0 13] için  2 2
~ () dir. Gerçekten,

1



X

=1

X

=1

 (jj) ¸
3
p
 ¡ 1



3
p
¡ 1



oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

!1 için ( 3
p
¡1) !1 ve!1 için ( 3

p
¡1) !1 oldu¼gundan dolay¬

e¼ger ~ 2 (0 13] al¬n¬rsa  2 2
~ ( ) dir. Dolay¬s¬yla ~ 2 (0 13] için  2 2()¡2

~ ()

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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4. Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ~ DERECEDEN DÜZGÜN YAKINSAKLI¼GI

4.1 Çift Dizilerin ~ Dereceden 2 () Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda çift diziler için ~ dereceden düzgün yo¼gunluk kavram¬ ve düzgün ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ile çift dizilerde düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirli¼gi

aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬ incelenecektir.

Tan¬m 4.1.1. ~ 2 (0 1] ve  2 N olsun.  µ N£N kümesi için

(  ) = f( ) : + 1 ·  · +ve + 1 ·  · +  ( ) 2 g

olmak üzere

() = sup
¸0
j(  )j

() = inf
¸0
j(  )j

ifadelerini tan¬mlayal¬m.  kümesinin ~ dereceden alt ve üst düzgün çift yo¼gunluk-

lar¬n¬  ve  ye göre düzgün olarak

 ~
2 () = lim inf

!1

j(  )j


ve  ~
2 () = lim sup

!1

j(  )j


ile tan¬mlayal¬m. E¼ger  ~
2 () =  ~

2 () ise n¬n ~ dereceden düzgün çift yo¼gunlu¼gu

mevcuttur ve  ~
2 () ile gösterilir.

Yukar¬daki tan¬mdan herhangi bir  µ N£N kümesi için

 ~
2 () · ~2 () · ~2 () ·  ~

2 ()

ve böylece  ~
2 () mevcut ise bu taktirde  ~

2 () = ~2 () d¬r.

Lemma 4.1.2.  µ N£ N olsun. 1 ve 2 kümelerini

1 = f 2 N : ( ) 2  baz¬  2 N içing 

2 = f 2 N : ( ) 2  baz¬  2 N içing 

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu taktirde  ~
2 () ·  ~

2 (1) ~
2 (2) d¬r.
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·Ispat.

() = sup
¸0
jf( ) : + 1 ·  · +  + 1 ·  ·  +  ( ) 2 gj

· max
¸0
jf 2 1 : + 1 ·  · +gj max

¸0
jf 2 2 :  + 1 ·  ·  + gj

= ()() dir.

Böylece

 ~
2 () = lim sup

!1

()



· lim
!1

(1)


 lim
!1

(2)



=  ~
2 (1) ~

2 (2)

elde edilir.

Tan¬m 4.1.3. 2 ½ 2N£N bir ideal olmak üzere  = () kompleks terimli bir çift dizi

ve ~ 2 (0 1] olsun. E¼ger  = f(( ) 2 N£ N : j ¡ j ¸ )g 2 2 olmak üzere

herhangi bir   0 için  ~
2 () = 0 ise  = () dizisi  say¬s¬na ~ dereceden düzgün

2 istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bütün ~ dereceden düzgün 2 istatistiksel yak¬nsak

çift dizilerin uzay¬n¬  ~2 () ile gösterece¼giz.

2 tüm yak¬nsak çift dizilerin uzay¬n¬ göstersin. Bu taktirde

2 ½ 2 () ½ 
2

ve kapsama kesindir. Aşa¼g¬daki örnekte kapsaman¬n kesinli¼gi gösterilmi̧stir:

Örnek 4.1.4.  = [1=1

©
5 + 1 5 + 2  5 + 

ª
olsun.  = () dizisini

 =

8
<
:

1 ( ) 2 £ 

0 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlayal¬m.  ~ () = 1  ~ () = 0 () = 0 d¬r. Buradan  ~ (£ ) =

1  ~ (£ ) = 0 ve (£) = 0 elde edilir.  = () dizisi 0 say¬s¬na ~ dereceden

istatistiksel yak¬nsakt¬r fakat  = () dizisi 0 say¬s¬na ~ dereceden 2 () istatistiksel

yak¬nsak de¼gildir.
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Tan¬m 4.1.5.  = () bir çift dizi olsun.  ve  ye göre düzgün olarak

lim
!1

1



+X

=+1

+X

=+1

j ¡ j = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa  dizisine  say¬s¬na ~ dereceden düzgün kuvvetli -Cesàro

toplanabilirdir denir. Bütün ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir çift

dizilerin uzay¬n¬ 2
 ( ~) ile gösterece¼giz.

Hat¬rlatma 4.1.6. E¼ger ~ »= 1 al¬n¬rsa bu taktirde yukar¬daki dizi uzay¬ 2
 () dizi

uzay¬na dönüşür [53].

Teorem 4.1.7. 0 Á ~ ¹ ~ ¹ 1 olsun. E¼ger bir dizi  say¬s¬na ~ dereceden düzgün

kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise ayn¬ zamanda bu say¬ya ~ dereceden 2 ()¡ ista-

tistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat. Herhangi bir  = () dizisi ve her   0 için

1



+X

=+1

+X

=+1

j ¡ j

=
1



8
<
:

X

()2

j ¡ j +
X

()2

j ¡ j
9
=
;

¸ 
sup


f( ) 2  : + 1 +;  + 1  + g



¸ 
sup


f( ) 2  : + 1 +;  + 1  + g



yazabiliriz. Buradan  = () dizisi  say¬s¬na ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro

toplanabilir ise,  say¬s¬na ~ dereceden 2 () yak¬nsak oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Teorem 4.1.8.  = () bir çift dizi ve  pozitif reel say¬ olsun. Bu takdirde  = ()

dizisi  say¬s¬na ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise ayn¬ zamanda

 say¬s¬na  ~2 () yak¬nsakt¬r.

·Ispat.  = () dizisi  say¬s¬na ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro

toplanabilir olsun. Bu takdirde

1



+X

=+1

+X

=+1

j ¡ j =
1



8
<
:

X

()2

j ¡ j +
X

()2

j ¡ j
9
=
;

¸ 
sup


f( ) 2  : + 1 +;  + 1  + g


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yaz¬labilir. Buradan

1


sup


+X

=+1

+X

=+1

j ¡ j

¸ 
sup


f( ) 2  : + 1 +;  + 1  + g



elde edilir. Burada f( ) 2  : +1 +; +1 + g = f( ) 2  : +1 ·  ·

+  + 1 ·  ·  +  j ¡ j ¸ g dir. Böylece  ~
2 () = 0 ve  ~

2 () = 0 olur

ki bu da  ~2 ()¡ lim =  oldu¼gunu gösterir.

Teorem 4.1.9. Reel terimli bir  = () çift dizisinin bir  say¬s¬na  ~2 ()¡

yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart  ~
2 () = 1 ve  ¡ lim

!1
 =  olacak

şekilde bir  = f( )g ½ N£ N   = 1 2  kümesinin mevcut olmas¬d¬r.

·Ispat.  = () çift dizisi,  say¬s¬na  ~2 ()¡ yak¬nsak olsun.


 = f( ) 2 N£ N : j ¡ j ¸ 1


g  = 1 2 

ve

 = f( ) 2 N£N : j ¡ j  1


g  = 1 2 

alal¬m. Bu takdirde  ~2 ()¡yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan  ~
2 (


) = 0 ve

1 ¾ 2 ¾  ¾ +1 ¾  (4.1)

dir.  ~
2 () =1   = 1 2  olur. (1 1) 2 1 olsun . 2 nin tan¬m¬ndan  ¸ 2 ,

 ¸ 2 iken 2 ¸ 1 ve 2 ¸ 1 olacak şekilde (2 2) 2 2 seçelim. Böylece

(2)




1

2

elde edilir. Bu şekilde i̧slemlere devam edilirse  ¸ 2 ,  ¸ 2 iken her  ¸ 2 için

  ¡1,   ¡1 olmak üzere ( ) 2  olacak şekilde ( ) elemanlar¬ndan

oluşan bir dizi oluşturabiliriz ve böylece

()


 1¡ 1


(4.2)

elde ederiz.

 ’ y¬ a̧sa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m.
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f( ) : 1 ·  · 1 1 ·  · 1g ½ 

 ¸ 2 için f( ) :  ·  · +1  ·  · +1g \ kümesi  ya aittir. (4.1) ve (4.2)

den her  2 N için  ·  · +1  ·  · +1 olacak şekilde ( ) 2  seçebilir ve

dolay¬s¬yla
()


¸ ()


 1¡ 1



olur ki buradan  ~
2 () =1 oldu¼gu görülür.

Şimdi   0 verilsin ve 1

  olacak şekilde bir  say¬s¬ seçilsin.  ·  ve  · 

olacak şekilde ( ) 2  olsun. Bu takdirde  ·  · +1  ·  · +1 olacak şekilde

bir  ¸  say¬s¬ vard¬r. Fakat  n¬n tan¬m¬na göre ( ) 2  ve böylece

j ¡ j  1


· 1


 

yaz¬labilir. Bu da göstermektedir ki () dizisi  say¬s¬na yak¬nsakt¬r.

4.2 Çift Dizilerin ~DerecedenDüzgün ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬ veModülüs

Fonksiyonu

Bu k¬s¬mda  herhangi bir modülüs fonksiyonu olmak üzere çift diziler için ~

dereceden düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ile çift dizilerde düzgün kuvvetli

¡Cesàro toplanabilme aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬ incelenecektir.

Tan¬m 4.2.1.  herhangi bir modülüs fonksiyonu ve 0 Á ~ ¹ 1 olsun. 2
 (  ~) dizi

uzay¬n¬ a̧sa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

2
 (  ~) =

8
>><
>>:

 = () : lim
!1

1


+X

=+1

+X

=+1

( j ¡ j) = 0

 ve  ye göre düzgün, en az bir  için

9
>>=
>>;

Teorem 4.2.2. 0 Á ~ ¹ ~ ¹ 1 ve 0   = inf  ·  · sup  =  1 olsun. 

herhangi bir modülüs fonksiyonu olmak üzere 2
 (  ~) ½ 

~
2 () dir.

·Ispat. Herhangi bir  = () dizisi ve her   0 için

1



+X

=+1

+X

=+1

( j ¡ j)



=
1



8
<
:

X

()2

( j ¡ j)



+
X

()2

( j ¡ j)



9
=
;
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¸ min
³
[ ()]  [ ()]

´ sup


f( ) 2  : + 1 +;  + 1  + g



¸ min
³
[ ()]  [ ()]

´ sup


f( ) 2  : + 1 +;  + 1  + g



elde edilir. Buradan  2 2
 (  ~) oldu¼gundan yukar¬daki eşitsizli¼gin sol taraf¬ndan

limit al¬rsak s¬f¬ra yak¬nsar. Böylece () dizisinin 
~
2 () yak¬nsak oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Teorem 4.2.3.  modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬ olsun. 0 Á ~ ¹ 1 ve 0   = inf  ·

 · sup  =  1 verilsin. Bu durumda  ~2 () ½ 2
 (  ~) dir.

·Ispat.  modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬,  2  ~2 () ve   0 verilsin.  modülüs

fonksiyonu s¬n¬rl¬ oldu¼gundan  (jj) ·  olacak şekilde bir  tamsay¬s¬ vard¬r.

1



+X

=+1

+X

=+1

( j ¡ j)

=
1



8
<
:

X

()2

( j ¡ j) +
X

()2

( j ¡ j)
9
=
;

· max
¡
 

¢ sup
f( ) 2  : + 1 +; + 1 + g



+



max

³
 ()   ()

´


Böylece  2 2
 (  ~) elde edilir.

Sonuç 4.2.4.  ~2 () = 2
 (  ~) olmas¬ için gerek ve yeter şart  modülüs

fonksiyonunun s¬n¬rl¬ olmas¬d¬r.

4.3 Çift Dizilerin ~ Dereceden Düzgün  ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬ ve ~

Dereceden Düzgün Kuvvetli Cesàro Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda çift diziler için ~ dereceden  düzgün yo¼gunluk kavram¬ ve düzgün

 istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ile çift dizilerde düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplan-

abilirlik aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬ incelenecektir.

Tan¬m 4.3.1.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ~ 2 (0 1] ve  2 N olmak üzere

 µ N£ N olsun

(  ) = jf( ) : + 1 ·  · +ve + 1 ·  · +  ( ) 2 gj
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kümesini tan¬mlayal¬m.  kümesinin ~ dereceden alt ve üst düzgün çift yo¼gunluklar¬n¬

 ve  ye göre düzgün olarak

 ~
2 ( ) = lim inf

!1

( (j(  )j))
 ()

ve  ~
2 ( ) = lim sup

!1

( (j(  )j))
 ()

ile tan¬mlayal¬m. E¼ger  ~
2 (  ) =  ~

2 ( ) ise  n¬n ~ dereceden  düzgün çift

yo¼gunlu¼gu mevcuttur ve  ~
2 ( ) ile gösterilir.

Tan¬m 4.3.2.  = () kompleks terimli bir çift dizi ve ~ 2 (0 1] olsun.  s¬n¬rs¬z bir

modülüs fonksiyonu olmak üzere e¼ger herhangi bir   0 için

 () =  (j(( ) 2 N£ N : j ¡ j ¸ )j) 2 

ve  ~
2 ( ( )) = 0 ise  = () dizisi  say¬s¬na ~ dereceden düzgün 2 () istatistiksel

yak¬nsakt¬r denir. ~ dereceden düzgün 2 () istatistiksel yak¬nsak çift dizilerin uzay¬n¬

 ~2 () ile gösterece¼giz.

Teorem 4.3.3. 0 Á ~ ¹ ~ ¹ 1 ve 0   = inf  ·  · sup  =   1

verilsin. lim
!1

()


 0 ve her  ¸ 0  ¸ 0 için  () ¸  ()  () olacak şekilde pozitif

bir  sabiti mevcut olmak üzere  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger bir

dizi  modülüs fonksiyonuna göre  say¬s¬na ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro

toplanabilir ise  say¬s¬na ~ dereceden 2 () yak¬nsakt¬r.

·Ispat. Herhangi bir  = () dizisi ve her   0 için

+X

=+1

+X

=+1

( j ¡ j) ¸ 

Ã
+X

=+1

+X

=+1

j ¡ j
!

¸  (jf( ) + 1 ·  · +  + 1 ·  ·  +  : j ¡ j ¸ gj )

¸ 

0
@ jf( ) + 1 ·  · + + 1 ·  · +  : j ¡ j ¸ gj)

£min
³
[ ()]  [ ()]

´
1
A

olur. ~ ¹ ~ oldu¼gundan

1



+X

=+1

+X

=+1

( j ¡ j)

¸ 1


 (jf( ) + 1 ·  · + + 1 ·  · +  : j ¡ j ¸ gj)

£min
³
[ ()]  [ ()]

´
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¸ 1


 (jf( ) + 1 ·  · +  + 1 ·  ·  +  : j ¡ j ¸ gj)

£min
³
[ ()]  [ ()]

´

=
1

 ()
 (jf( ) + 1 ·  · + + 1 ·  · +  : j ¡ j ¸ gj)

£min
³
[ ()]  [ ()]

´
 () 

elde edilir. Burada lim
!1

()


 0 oldu¼gundan ve e¼ger  modülüs fonksiyonuna göre 

say¬s¬na ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise,  say¬s¬na ~ derece-

den 2 () yak¬nsakt¬r.

Sonuç 4.3.4. ~ 2 (0 1] ve 0   = inf  ·  · sup  =   1 verilsin.

lim
!1

 ()


 0 ve her  ¸ 0  ¸ 0 için  () ¸  ()  () olacak şekilde pozitif

bir  sabiti mevcut olmak üzere  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger bir

dizi  modülüs fonksiyonuna göre  say¬s¬na ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro

toplanabilir ise  say¬s¬na ~ dereceden 2 () yak¬nsakt¬r.

Yukar¬daki teoremde ~ »= 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.5. 0   = inf  ·  · sup  =   1 verilsin. lim
!1

()


 0 ve her

 ¸ 0  ¸ 0 için  () ¸  ()  () olacak şekilde pozitif bir  sabiti mevcut olmak

üzere  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger bir dizi  modülüs fonksiyonuna

göre  say¬s¬na düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir ise  say¬s¬na 2 () yak¬nsakt¬r.
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5. SONUÇLAR

Bu tezde, Aizpuru, Listán-García ve Rambla-Barreno [13] taraf¬ndan verilen 

s¬n¬rs¬z modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla çift diziler için istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

genelleştirilerek ~ 2 (0 1] olmak üzere çift dizilerde ~ dereceden istatistiksel yak¬n-

sakl¬k ve ~ dereceden  kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir dizi uzaylar¬ tan¬mlanm¬̧st¬r

ve  herhangi bir modülüs fonksiyonu olmak üzere lim
!1

()


 0 şart¬ alt¬nda bu dizi

uzaylar¬n¬n aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir. Baláµz ve Šalàt [32] taraf¬ndan verilen 

yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n temel özellikleri ile Das ve Savaş [37] taraf¬ndan çift diziler

için düzgün yo¼gunluk ve  yak¬nsakl¬k kavramlar¬ndan yararlan¬larak ~ 2 (0 1] ol-

mak üzere çift dizilerde ~ dereceden düzgün yo¼gunluk ve  yak¬nsakl¬k kavram-

lar¬n¬n temel özellikleri incelenerek baz¬ içerme teoremleri verilmi̧stir. Ayr¬ca  s¬n¬rs¬z

modülüs fonksiyonu olmak üzere ~ dereceden düzgün 2 () istatistiksel yak¬nsak dizi

uzay¬ ile ~ dereceden düzgün kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir dizi uzaylar¬ aras¬ndaki

ili̧skiler elde edilmi̧stir.

45



6. KAYNAKLAR

1. Zygmund, A., 1977. Trigonometric Series, Vol. I, II. Cambridge University

Press, Cambridge-New York-Melbourne.

2. Steinhaus, H., 1951. Sur la convergence ordinaire et la convergence asympto-

tique, Colloq. Math., 2, 73–74.

3. Fast, H., 1951. Sur la convergence statistique, Colloq. Math., 2, 241-244.

4. Schoenberg, I.J., 1959. The integrability of certain functions and related to

summability methods, Amer. Math. Monthly., 66, 361-375.

5. Šalàt, T., 1980. On statistically convergent sequences of real numbers, Math.

Slovaca., 30 (2), 139-150.

6. Fridy, J.A., 1985. On the statistical convergence, Analysis., 5, 301-313.

7. Connor, J.S., 1988. The statistical and strong ¡ Cesàro convergence of se-

quences, Analysis., 8 (1-2), 47–63.

8. Nakano, H., 1953. Concave modulars, J. Math. Soc. Japan., 5, 29-49.

9. Ruckle, W.H., 1973. FK spaces in which the sequence of coordinate vectors is

bounded, Canad. J. Math., 25, 973-978.

10. Maddox, I. J., 1986. Sequence spaces de…ned by a modulus, Math. Proc.

Cambridge Philos. Soc., 100 (1), 161–166.

11. Connor, J.S., 1989. On strong matrix summability with respect to a modulus

and statistical convergence, Canada Math. Bull., 32 (2), 194-198.

12. Aizpuru, A.; Listán-García, M. C.; Rambla-Barreno, F., 2014. Density

by moduli and statistical convergence, Quaest. Math., 37 (4), 525–530.

13. Aizpuru, A.; Listán-García, M. C.; Rambla-Barreno, F., 2012. Double

density by moduli and statistical convergence, Bull. Belg. Math. Soc. Simon

Stevin., 19 (4), 663–673.

46



14. Gadjiev, A. D.; Orhan, C., 2002. Some approximation theorems via statistical

convergence, Rocky Mountain J. Math., 32 (1), 129–138.

15. Çolak, R., 2010. Statistical convergence of order Modern Methods in Analysis

and its Applications, (Anamaya Publ. New Delhi, India), 121-129.
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y¬l¬nda bitirdim. 2011 y¬l¬nda F¬rat Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik

Anabilim Dal¬nda Analiz ve Fonksiyonlar teorisi Anabilim Dal¬nda, Doktora e¼gitimine
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