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OZET

SIMETRIK POTANSIYEL DURUMUNDA TERS STURM-LIiOUVILLE
PROBLEMIi

Bu ¢alisma ii¢ boliimden olugmustur.

Birinci boliimde diferensiyel operatorlerin spektral teorisinde sik¢a kullanilan
bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde siireksiz noktalara sahip Sturm Liouville problemi ele almmustir.
Siireksiz ve simetrik potansiyel ile verilen Ters Sturm Liouville problemine ait 6zdegerler,
Ozfonksiyonlar, normlastirilmis sayilar ve ortonormallestirilmis Ozfonksiyonlar icin
asimptotik formiiller bulunmustur.

Ucgiincii boliimde sonlu bir aralikta simetrik potansiyel durumunda Ters Sturm

Liouville probleminin ¢6ziimii incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ters problemi, Asimptotik formiil, Simetrik potansiyel,

Spektral analiz, Ozfonksiyon, Tam fonksiyon, Normlastiric1 sayilar.



SUMMARY

THE INVERSE STURM-LIOUVILLE PROBLEM WITH SYMMETRIC
POTENTIALS

This study consists of three chapters. In the first chapter, some basic definitions
and theories frequently used in spektral theory of differential operators are presented.

In the second chapter, we deal with the Sturm Liouville problem which has
discontinous points. Asymptotical formulas are obtained for eigenvalues and
eigenfunctions, normalized numbers to the Sturm Liouville problem with symmetric
discontinous and symmetric potential.

The last chapter, inverse Sturm Liouville problem's solution is examined for

finite interval with symmetric potential.

Keyword. Inverse asymptotic formula; symmetric potential; spectral analysis;

eigenfunction; normalized numbers.



1.GIRIS

Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklar1t bir yandan lineer cebir
olmak tizere diger yandan titresim teorisinin problemleridir (telin titresimi v.b.) Lineer
cebir problemleri ve Titresim teorisi problemleri arasindaki benzerliklerin farkina
varilmasi ¢ok eskilere dayanir. Integral denklemler teorisinde yapilan c¢alismalarda bu
benzerliklerden siirekli olarak faydalanan bilim adami ilk olarak D. Hilbert olmustur.

Tim bunlarin sonucu olarak 6nce (¢, uzayr daha sonra ise genel Hilbert uzay:
tanimlanmistir. Matematikte (,ve H soyut Hilbert uzayir tanimlandiktan sonra H da

lineer Self-adjoint operatorler teorisinin gelisimi hizlanmistir. XIX. ve XX. yiizyillarda
bircok matematik¢i sayesinde bu teori miikkemmel bir seviyeye ulasmistir. Ozel olarak bu
caligmalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normallestirici sayilar spektral
veriler tanimlanmig ve farkli yontemlerle bunlar i¢in asimptotik formiiller elde edilmistir.

Regiiler ve singiiler olmak {izere iki tiir diferansiyel operatér tanimlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmistir. Tanim bodlgesi sonlu ve katsayilart siirekli
fonksiyonlar olan diferansiyel operatorlere regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari
toplanabilir olmayan diferansiyel operatdrlere singiilerdir, denir. ikinci mertebeden
regliler operatorler i¢in spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville  teorisi olarak
bilinir. XIX. ylizyilin sonlarinda ikinci mertebeden diferansiyel operatorler icin sonlu
aralikta regiiler smir sartlar1 saglanacak sekilde adi diferansiyel operatorlerin
0zdegerlerinin dagilimi Birkoff tarafindan incelenmistir. Discret spektruma sahip ve
uzaym tamaminda tanimli operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi  6zellikle Kuantum
mekaniginde ¢ok Onem tagimaktadir. Singiiler operatorler i¢in spektral teori Weyl
tarafindan incelenmistir. Daha sonra Rietsz, Neumann, Friedrichs ve diger matematikgiler
tarafindan simetrik ve Self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur.
Simetrik operatorlerin tim Self-adjoint genislemelerinin bulunmasi problemi Neumann
tarafindan bir siire sonra yapilmistir.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklagimi

1946 yilinda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan (artan) potansiyelli
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Sturm-Liouville operatdrleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh

tarafindan bulunmustur. Son yillarda bu operatdre bir boyutlu q(x) potansiyelli

Schrondinger denklemi de denir. Ayni zamanda bu ¢alismada Schrodinger operatorii igin
operatorii i¢in 6zdegerlerin dagilim formiili verilmistir.

Ters Sturm-Liouville problemi 6ncelikle bir model problemidir. Genel olarak bir
ters problemde, bir salinim sisteminin frekanslar1 incelenerek, bu sistemin bazi fiziksel
ozellikleri hakkinda fikir elde edilebilir.

Bu problemlerin en az dort farkli versiyonu vardir. En iyi bilineni Gelfand-Levitan
tarafindan ¢alisgilanidir ki, bu ¢alismada potansiyel ve smir sartlari, spektral fonksiyon
tarafindan tek olarak tanimlanir. Bu durum ayrica, Marchenko [9], Krein [6] ve Zikov [10]
tarafindan da ele alinmstir.

Ikinci versiyonda, potansiyel ve smir sartlar1 iki spektra tarafindan tek olarak
tanimlanir. Bu durum Marchenko [9], Levitan [3], Gasymov, Levitan [8] ve Zikov [10]
tarafindan gosterilmistir. Ugilincii Versiyonda potansiyel, smir sartlar1 ve iki spektra
tarafindan tek olarak tanimlanir. Bu durum da Borg [1], Levinson [7] ve Hochstadt [5]
tarafindan calisiimistir.

Son durumda Borg [1], Levinson [7] ve Hochstadt [5], sinir sartlar1 ve bir spektrum
verilirse, potansiyelin ¢ift fonksiyon oldugunu ve araligin ortasi civarinda tek olarak
tanimlandigin1 gdstermislerdir. ilk varlik sonucunu bulan Borg, smir kosullar1 sabit ve

spektrum ¢, uzayinda pertiirbe edilmis 6zdegerleri veren bir simetrik potansiyelin mevcut

oldugu gostermistir. Sonraki varlik sonuglari ise Gelfand ve Levitan’in tekniklerine
dayanir. Gelfand ve Levitan, regiiler Sturm-Liouville operatorii i¢in gerek ve yeter
kosullart1  vermistir. Krein bu durumu gelistirerek mutlak bir fonksiyonun
diferensiyellenebilme 6zelligini de goz Oniine almistir. Bu teori daha sonra Marchenko
tarafindan Self-adjoint olmayan operatorlere genisletilmistir. Marcenko’nun teknigini
kullanarak Zikov 6zdegerler ve ve normlastiric1 sabitler i¢in ayr1 ayr1 gerek ve yeter
kosullar vermistir.

Diger taraftan verilen aralikta siireksizlige sahip sinir deger problemleri matematik,
mekanik, fizik ve jeofizik gibi bilim dallarinda siklikla karsimiza c¢ikar. Siireksizligin
varlig1 operatdrlerin incelenmesinde temel niteliksel gelismeler saglamigtir. Stireksizlige
sahip smir deger problemleri i¢in diiz ve ters problemlerin ¢esitli formiilasyonlar

caligmalarda ele alinmistir.



Willis, sadece denklemi degil her iki sinir kosulunu da spektral parametreye bagl
oldugu aralikta siireksizlige sahip Sturm-Liouville problemini ele almistir. Bu probleme
karsilik gelen operator tanimlanmis, bu operatdr yardimi ile problemin spektral 6zellikleri
arastirilmistir.

Ters Sturm-Liouville problemlerini stirekli simetrik potansiyellerle c¢alisan

Hochstadt ve Hald olmustur.
1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
tizerinde bagimsiz degiskenin ayni degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢o6ziimlerin

problemine Baslangi¢ Deger Problemi denir. Verilen sartlara da Baslangi¢ Deger

Sartlar1 denir.

y+2y'=e" y(r)=1 y'(7)=2
Tamim 1.1.2. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri

tizerinde bagimsiz degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oziimlerin

problemine Simir Deger Problemi denir. Verilen sartlara da Simir Deger Sartlar: denir.

y'+2y'=e*  y(0)=1 y@=1

iki kosulda x =0 ve x =1 farkli degerlerinde verilmistir.

Tanim 1.1.3. Tanim ve deger climlesi vektor uzay1 olan doniigiime Operator denir.

Tamm 1.1.4. A simirh lineer bir operator ve X herhangi bir topolojik uzay olsun.

Ax = AX esitliginde X # 0 ¢dziimii igin elde edilen 4 degerlerine A ’nin bir Ozdegeri ve

x *e de bir Ozfonksiyon denir.



Tamm 1.1.5. L herhangi bir elemanlar ciimlesi lizerinde tanimlanmis bir operator
olsun. y #0 olmak iizere Ly = Ay esitligini saglayan y, L operatoriiniin 6zfonksiyonu, A

ise 6zdegeri olsun.
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seklinde tanimli operatore Sturm-Liouville operatorii denir.

Tamm 1.1.6. Her biri a<x<b araliginda siirekli f(x) ve g(x) fonksiyonlarini

g0z Oniine alalim. Bu fonksiyonlarin ¢arpimi,
b
<f,9>= [f()g(x)dx

seklindedir. Bir f fonksiyonunun normu:

b
Ifll=y/< f. f>= “f? X dx

seklindedir. Eger || f || =1ise f(x) fonksiyonu “Normalize” olmus bir fonksiyondur.

Tanmm 1.1.7. f(x) fonksiyonu (-L,L) araliginda tanimlanmis 2L periyotlu

periyodik bir fonksiyon olsun. f (x)’in Fourier Serisi veya Fourier acilimu;

N |

+ Z(an cos% +b, sin %j

n=1

serisinden ibarettir. Burada a, ve b, Fourier katsayilari;

L
a, _1 J‘f(x)cosﬂdx
L L



L
b=+ [foosin™dx  n=o012,..
L] L

olarak verilir.

2

d7y

Tanim 1.1.8. -——
dx

+q(x)y =1y
diferensiyel denklemi ile,
y'(a)cosa + y(a)sina =0

y'(b)cos 3+ y(b)sin S =0

sinir sartlart birlikte goz oniine alinirsa, bu probleme Sturm-Liouville problemi denir.

Tanmm 1.1.9 f(z) fonksiyonu z, noktasinin herhangi bir komsulugunun her
noktasinda diferensiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z,noktasinda Analitik fonksiyon

denir.

Tammm 1.1.10. Kompleks diizlemin her noktasinda f(z) fonksiyonu analitikse

f (z) fonksiyonuna Tam fonksiyon denir.

Tanim 1.1.11. (f)) dizisi A lizerinde f fonksiyonuna Diizgiin yakinsaktir
<Ve>0 ve VxeA igin en az bir nyeN vardir 6yle ki Vn>n, icin

.00 — f (x)| < & dir.

Teorem 1.1.1.(Rezidii Teoremi): a, ’ lar bir C bdlgesinde kutup yerleri olmak

uzere
[f(2)dt=22i) Rezf(2)
c k=1 Tk

dir. Ayrica



Rez 1= jij;[ o f(z)(z—ai)k}

7=3;

dir.
Tanmm 1.1.12. Zak serisinin terimlerinin mutlak degerlerinden olusan Z|ak|

yakinsak ise Zak serisine Mutlak yakinsak denir.

Tammm 1.1.13. A sayisal bir parametre f(t) ve K(t,s) bilinen fonksiyonlar,
X(t) ise bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere, daralma doniisiimii prensibi yardimiyla

ikinci ¢esit homojen olmayan
b
X(t) =2 [K(x,t)x(s)ds + f (t) te ab

integraline lineer Fredholm integral denklemi denir.

t
Tanim 1.1.14. x(t)=1 I K(t,s)x(s)ds+ f (t) seklindeki integraline ikinci ¢esit

Volterra integral denklemi denir.

Tamm 1.1.15. V bir i¢ garpim uzayi, X,y €V olsun. KX, y>‘s||x||||y||

seklinde tanimli esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir.

Teorem 1.1.2.(Cauchy Integral Teoremi): f(x) fonksiyonu G bolgesinde ve

G ’nin sinir1 olan I' egrisi lizerinde birebir ve analitik fonksiyon oldugunda,

[f@)dz=0

dir.



Teorem 1.1.3.(A¢ilim Teoremi): Siirekli f(x) fonksiyonu i¢in eger

X

Yav,0 . a = [fOV,(dx

n=0

serisi 0,7 araliginda diizgiin yakinsaksa

F(x) =3 aV,(x)

dir.

Tamim 1.1.16. (Cauchy integral Formiilii): B bir bolge ve » bu bolge iginde

bir kapali ¢evre olsun. Eger a, y i¢inde bir nokta ve f(z), B ’de analitikse

fa)=—- (@ g,

2ri‘z—-a
Y



2. SIMETRIK POTANSIYEL DURUMUNDA SUREKSiZ TERS STURM-
LiOUVILLE PROBLEMIi

Bu boliimde, mutlak siirekli fonksiyonlarin, iki siireksizlik noktasina sahip Sturm-
Liouville probleminin 6z fonksiyonlar1 agisindan genisletilebilecegi gosterilmektedir. Elde
edilen sonuglar, siireksizlik ve simetrik potansiyel ile verilen Ters Sturm-Liouville

probleminin stireksizligini ortaya koyar..

2.1. Ozfonksiyonlarm A¢ilim

Teorem 2.1.1.

—u"+g(X)u = Ax (2.1.1)

hu(0)—u'(0)=0 hu(z)+u'(x) =0 (2.1.2)
Ozdeger problemini gz 6niine alalm. 0<x<xz olup x=d ve X=m-d

simetrik siireksiz noktalarinda

u(d+)=au(d-), u'(d+)=a"u'(d-)+bu(d-) (2.1.3)
u((z—d)-)=au((z—-d)+), u'((r—d)+)—bu((zr—-d)+) (2.1.4)

simetrik sigrama sartlarini saglasin. Burada (|a—]4+|b| >0 ve 0<d<x/2) dir.

Ayrica  Ozdeger probleminde wu, q, A4, h, a, b yerine 0, G, 4, h, & b alalim.
g(x) ve q(x) integrallenebilir ve 0,7 araliginda hemen hemen heryerde
qX)=q(z-x) ve §(X)=q(z—x) olsun. 4, ve J sirasiyla (2.1.1) ve (2.1.2)
0zdeger probleminin 6zdegerleri olsun. Eger 4, :/7,]. ise bu taktirde 0,7 araliginda

hemen hemen heryerde a=a,b=b,d=d,h=h ve q=¢ du.
Ispat. u fonksiyonu, (2.1.1),(2.1.3) ve (2.1.4) probleminin u(0)=1 ve
u'(0) =0 baslangi¢ sartlarini saglayan ¢6ziim fonksiyonu olsun. x=d ve X=7x-d

stireksizlik  noktalarinda U tanimh degildir. Coziimini bulmak ve tilirevlerini

hesaplayabilmek igin uU’nun A ya bagh % dereceden tam fonksiyon oldugunu



gosterelim. Wronskian’t ~ @(A) =—u'(x)—hu(z) seklinde tanimlayalim. Bunun kokleri

reel ve basittir.

u fonksiyonu asagidaki sekilde gosterilir. (Hald 23 ,Willis 19 , 20 ).

h . 1%
u(x)_cosﬁx+ﬁsmﬁx+ﬁ6[sm JA(x-t)q(t)u(t)dt

dir. 0<x<d i¢in u=u, d<x<z-d i¢in u=u,, 7—d<x<7z igin u=u, olsun.

u, ikinci tiirden Volterra integral denklemini saglar. (2.1.1) denkleminde u=u, yazilip,

G(x,t) fonksiyonuyla carpilip ve 0’dan x’e kadar integral alinarak bu integral

denklemi bulunur. Baslangi¢ kosullarini ve kismi integrasyonu kullanarak

hG(x,0) -G, (x,0)

ve

~U, (X)G(X, X) + U, (X)G, (X, X) - J:Gnuldt + f Gqu,dt = f;tGuldt

elde edilir. G(x,x)=0 , G(x,x)=-1 ve -G,=A4AG problemi ¢oziilerek U, i¢in

Volterra integral denklemi elde edilir.

u, (X) = g,(x) + fGll(x,t)q(t)ul(t)dt (0<x<d) (2.1.5)
1,00 = 8,00+ [ G0 DaOUOdt+ [G,(x0a0u, Ot @ <x<r-d) 50
0,09 = 0,0+ [ Gy (x DA, Bdt+ [ Gy (x, DB, el

+ L‘_d G, (x)aM)u,(t)dt  (r—d <x<7) (2.1.7)

olup burada,



g,(x) = cos kx+£sin kx (2.1.8)
h .
g,(x) :a[coskd +Esm kd}cosk(x—d)
+a‘1[—sin kd +Ecos kd}sin k(x—d)
b h . .
+E[coskd +Esm kd}sm k(x—d) (2.1.9)

g;(x) =a™* | acosk(r —2d) coskd —a*sink(z —2d)sinkd

+Esin k(r —2d)coskd +E a*sink (7 —2d)coskd

+acosk(z —2d)sinkd +Esin k(7 —2d)sinkd ]cosk(x—;r+d)
+a[—asin k(7 —2d)coskd —a™ cosk(z —2d)sin kd

+Ecosk(7r—2d)coskd +E a*cosk(zr—2d)coskd
—asink(z —2d)sin kd +Ecosk(7z—2d)sinkd ]sin k(x—7z+d)
+E[acosk(n—2d)coskd —a'sink(z —2d)sinkd

+Esin k(zr —2d)coskd +E a™'sink(z —2d)coskd

+acosk(z —2d)sinkd +Esin k(7 —2d)sinkd ]sin kK(x—7+d) (2.1.10)
ve
Gy (1,1) = G (1) = Gy () = 2D (2.111)
G, (x1) :% asink(d —t) cosk(x—d)

+a "t cosk(d —t)sink(x—d)

+Esin k(d —t)sink(x—d) (2.1.12)

Gsl(x,t):% a™t acosk(z—2d)sink(d —t)

10



+atsink(z —2d)cosk(d —t)
+%sin k(z—2d)sink(d —t) cosk(x—z+d)

+a —asink(zr—2d)sink(d —t)

+a*cosk(zr —2d)cosk(d —t)

+Ecosk(7r—2d)sin k(d —t) sin(x—7+d)

+E acosk(z —2d)sink(d —t)
+a 'sink(z —2d)cosk(d —t)

+Esink(ﬂ—2d)sin k(d —t) sink(x—z+d) (2.1.13)

G,, (x,1) :% a'sink(z —d —t)cosk(x -7 +d)
+acosk(zr—d —t)sink(x—z+d)

+Esin k(z—d -t)sink(x—z+d) (2.1.14)
olup boylece u(x) ’i,

u(x) =g(x)+ [ Gx.Ha@u(t)dt (2.1.15)

seklinde ifade edebiliriz. [O,d , d,r—d , 7—d,x ], g,(x)’in (i=12,3) baslangic

degerleri ¢, (X)’1 asagidaki sekilde ele alalim;

@, (X) = coskx (0<x<d) (2.1.16)

¢72(X)=§ coskx +a cosk(x—2d) (d<x<z-d) (2.1.17)

11



2

»,(X) ZAT coskx+a cosk(x —2d) —acosk(x—27 +2d) —a* cos k(x—27r+4d)] (2.1.18)

(r—d <x<7x)

Burada |of<1 olmak iizere A=(a+a’) ve a=(a-a")/(a+a’)’dir.
(0,d),(d,7—d),(x—d, x) araliklarnda ¢ =¢, =@, =¢, olur. Ayrica =0 oldugunda
9(x), 2.1.1), (2.1.3), (2.1.4)ii saglar.

Lemma 2.1.2.

u(x) - L G(x,)gt)u(t)dt = f (x) (2.1.19)

integral denklemini goz oniine alalim. Burada f ve G siirekli, q integrallenebilirdir.

Burada,
M (X) = gltag>x<| f), LX= gﬁlg)X(|G(x,t)| ve p(X) = .Lx|q(t)| dt
olmak iizere siirekli bir U ¢dziimiine sahiptir.
u(x)| < M (x)e-®»™ (2.1.20)
dir.

Lemma 2.1.3. U, ,u,,u; fonksiyonlart swrastyla (2.1.5) , (2.1.6) ve (2.1.7)

denklemlerinin  ¢dziimleri  olsunlar. A =o+ir , c= max(|bl,|h|, f|q(t)dt)| ve

1
A=a+a™ esitliklerini alalm. Bu takdirde u,,u, ve U, E.dereceden A’nin tam

fonksiyonudur. Boylece,

lu, (%, 2)| < (L+cm)e” ™ (0<x<d) (2.1.21)

12



lu, (%, 2)| < AQL+cr) e (d<x<z—d) (2.1.22)
Jug(x, )| < A2 (L+c)°e” ™ (7—d <x<7) (2.1.23)

seklinde olur. Willis 19

Lemma 2.1.4. u,,u,,u, fonksiyonlar1 sirastyla (2.1.5), (2.1.6) ve (2.1.7) integral

denklemlerinin ¢Ozlimleri olsunlar. k= «/7 =o+ir, A=a+a’' ve

¢ =max(b|,|h, f|q|dt) esitliklerini alahm. Eger |k|>3c ise, bu takdirde

Ju, (X)| < 2¢™ (2.1.24)
u,(X) - @, (¥)] < Bﬁe” (0<x<d) (2.1.25)
Ju, (x)] < 3A6™ (2.1.26)
|u, (X) = @, (X)) SSﬁAe” (2.1.27)
‘u'z(x)—(p'z(x)‘ <5cAe™ (d<x<7z—d) (2.1.28)
Juy (x)| <11A%™ (2.1.29)
U, () — 3 (X)| < ZSﬁ A2l (2.1.30)
Uy () — 5 (X)| < 24cA%e™ (r—d <x<7) (2.1.31)
olur.

Lemma 2.1.4’tin ispati, Lemma 2.1.1 ile Lemma 2.1.3’lin sonuclarindan

faydalanilarak ozfonksiyonlar i¢in Volterra integral denklemi kullanilarak elde edilir. Bu

yaklagim ilk olarak Willis 19 , Hald 23 , Borg 17 tarafindan kullanmistir.
Trigonometrik esitsizlikten faydalanilarak,

sin kx

|coskx,[sinkx|, < (2.1.32)
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Willis (2.1.32) ve (2.1.30)’u kullanarak,

flae) < flae) <c (2.1.33)
ve
[la®|<fla®|<c (2.1.34)

hesaplamalarini yapmistir. Ayrica simetrik problem igin,

dy z 17 1

fla®l= fla®l<= fla®]<=c (2.1.35)
0 d, 2 0 2

esitsizligi elde edilir. Boylece

Juy (x)| < 5A% ™ (2.1.36)
|y (%) — @, (X)| 310% A%l (2.1.37)
‘u;(x) —gog(x)‘ <9cA% (2.1.38)
elde edilir.

Lemma 2.1.5. u fonksiyonu, (2.1.1), (2.1.3), (2.1.4) denkleminin ¢6ziimii olsun
ayrica u(0)=1,u'(0)=h ve (1)=-u'(r)—hu(xr) sartlarini saglasin. Bu takdirde @

fonksiyonu, %.dereoeden A igin bir tam fonksiyondur ayrica kokleri basit ve reeldir.

07:2|0(|+‘az‘ ve k=Ji=0c+ir olsun. Eger a<l1,

n>max (1+&)/(1—&),(840c)/(1—a) ise c=max(b|,|h|, _[|g|dt) olup bu takdirde
0

I', cevresi iizerinde tim A4 noktalari i¢in
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|o(A)| z%e”a—&) (2.1.39)

elde edilir. Burada |7, —nf<Z dir

Lemma 2.1.6. u fonksiyonu, (2.1.1), (2.1.4) probleminin ¢6ziimii olsun. Burada
u@0=1 ve u'(0)=h’dir. A1=k*> ve ¢, (2.1.16) ve (2.1.18) denkleminin 1.

dereceden terimleri olmak iizere u fonksiyonunu
u(x k) = p(x, k%) + fe(x,t) cosktdt (2.1.40)

seklinde ifade edebiliriz. G(x,t) smirli bir fonksiyondur. Oyle ki eger t<0 ve t>x
ise G(x,t)=0 dir.

Teorem 2.1.7. O0<X<z olmak iizere

—u"+q(x)=Au (2.1.2)

hu(0)—u'(0)=0 hu(z)+u'(z) =0 (2.1.2)
simetrik sinir kosullarini saglayan 6zdeger problemini gz 6niine alalim. x=d, =d ve

x=d,=7r-d,0<d, < % iki simetrik stireksizliginde

u(d,+) =au(d,-), u'(d,+) =a"u'(d,-) +bu(d,-) (2.1.42)
u(d,~) =au(d,+), u'(d,~)=a"u(d,+)-bu(d,+) (2.1.43)

sartlarin1 saglasin.

Burada g, 0<x<x,a>0 ve [|a—1+|b|>0 olmak iizere integrallenebilirdir.
A=a+a’ , a=(a-at)/(a+a™) , &:2|a|+‘a2‘<1 ve 4; , (2.1.1)" in 6zdegeri

olsun. Ayrica

u@=1 ., u(@=h (2.1.44)
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v(z)=1 |, v'(z)=-h (2.1.45)

kosullarini saglamak tizere u; ve v, fonksiyonlari, (2.1.44) ve (2.1.45) sinir kosullarini
saglayan (2.1.1) denkleminin ¢dziimleri olsunlar.
f fonksiyonu, (0,d),(d,7—d) ve (x-d,x) araliklart ve 0,7 araliginda C*

sinifindan olacak sekilde

v, ]ujfdy+uj7]vjfdy

f=y— (2.1.46)
jz—r; w'(4))

dir.

Ispat

Sturm-Liouville denkleminin ¢oziimlerini ve onlarin asimptotik agilimlarini gz

ontne alalim. Burada 0<d < > durumunu ele alalim. 2 =k? ve k =0 +ir olmak iizere

Volterra integral denklemini kullanilarak, U ve Vv fonksiyonlar1 ig¢in asagidaki

asimptotik acilimlar elde edilir.

u(x, 2) = coskx+0 |k|"e™

v(x,ﬂu):%A2 [cosk(n—x)—acosk(n+x—2d)+acosk(7r—x—2d)—a2 cosk(;z+x—4d)}

+O K[ e (0<x<d)

u(x,/l):%A coskx +acosk(x—2d) +O |k|_le"‘X
v(x,/l)zéA cosk(z —x)+acosk(z—x-2d) +O k| e | (d<x<z-d)

u(x, A) =%A2 [ coskx+arcosk(x —2d) — e cosk(x — 27 + 2d) — & cosk(x — 27 +4d) |
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+O |k|"e™
v(x,2) =cosk(z—x)+O |k[ "€ | (z—d<x<n)
dir. u ve v fonksiyonlar
u(x,2) =u, +0O |k|_1 gl
V(X,A) =V, +0 |k|'1 gl ==

seklindedir. Burada u,, u 6z fonksiyonunun ilk terimini, v, da Vv ’nin ilk terimini temsil

eder. Simdi Wronskian determinantini g6z 6niine alacak olursak
o(1) =-hu(z,A)—u'(x, 1) (2.1.47)

olur. Burada A, (2.1.1) denkleminin 6z degeridir. @ igin bir asimptotik ag¢ilim U ’nun

Volterra integral denkleminin diferensiyellenmesinden elde edilir. Bu sonuglar

Willis 19 , 20 tarafindan

m(ﬂ):%kAz [sinkz +2asink(z —2d) -’ sink(-z +4d) | (2.1.48)
verilmistir.
vjufdy+u Ivfdy
DX, 4) = x 2.1.49
(x,2) o5 (2.1.49)

fonksiyonunu goz oOniine alalim. u ve v (2.1.44) ve (2.1.45) sinir sartlarina gore (2.1.1)

denkleminin ¢odziimleridir. A -diizleminde [I' bdlgesi boyunca @ integrallenebilirdir,

k=2 ve k-diizlemindeki cevreyi goz Oniine aldigimizda
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Ll:(n+%)+it

1 . 1
L:(n+=)=-2t+1(n+—=
2 ( 2) ( 2)

L, :—(n+%)+i[(n+%j—t}

olusur. Burada 0<t< (n + %J “dir. T, A -diizlemine karsilik gelsin. Bu durumda n—

iken rezidii teoreminden (0,d),(d, 7z —d), (7 —d, 7) i¢in

1 LY jujfdy+ujj'vjfdy
L PN S g E—
27Z'|r j=0 a)(/lj)

(2.1.50)

elde edilir. Simdi n— oo iken (0,d),(d,7—d),(7z—d, ) igin

1 1 v (% Ay (y, 4)
o rjcp(x,ﬂb)oub_zﬁi rj Oj 7 f (y)dyd A

1 (U (%, AV (y, 4)
o rj j o) f (y)dyd A

(2.1.51)
— f(x)

gosterecegiz. Burada @,(A1), Wronskian determinantinin bastaki terimini gosterir.

@, (2) :%kAZ [sinkz +2asink(z —2d) +a’sink(z —4d) | (2.1.52)

seklindedir. v ve u 6zfonksiyonlarinin ilk terimleri v, ve u, dir.

(2.1.51) deki ilk ifadeyi ispatlayacak olursak @ ’nin  tanimindan
(0,d),(d,7—d),(x—d, x) de
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1 1 (lpv(x, Au(y, A) 1 u(x, A)v(y, A)
— J@(X,/I)d/i—zﬂi rj Oj ) f(y)dyd/1+2”i rj j ) f (y)dyd A

olur. u,v ve @ fonksiyonlar1 diisiik dereceli terimler ile yiiksek dereceli terimlerin

toplami olarak yazilir yani u=u,+U_,V=V,+V, Ve o=w,+aw_ dir.

vV, UV +u v
0, 0L L

1 1, u
= (Up Vo) (—=——) +=2
o o, o w

_ Uy Uy (@—ap) LYoV HULY

@, 0.0, 1)

UpVo UpVp-d , UpVy +Uy v

@, 0.0, 1)
U,.V

=202+ E
Wy

olup, burada E,

£ YoVo®  UpV +UV

0.0, 1)

dir. Simdi

1 X

— | |Ef (y)dyd A —>0 2.1.53
= j j (y)dyd A — (2.1.53)
ve n— oo iken

1 V4
=~ [[Ef(y)dydA -0 2.1.54
= rf I (y)dyd 2 — (2.1.54)
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oldugunu gosterecegiz. Ispati 0<x<d , d<x<z-d ve 7-d<Xx<z araliklarinda 3
farkli durum olarak incelenir. (2.1.1)-(2.1.2) problemi 0<x<d araliginda simetrikliktir.
Biz burada sadece ilk iki durumu g6z Oniine alacagiz.

O<x<d iken (2.1.53) integralini gbz Oniine alalim. (0,Xx—-05) ve (X—9,X)
araligindaki integrali analiz edecek olursak burada x-J6<d ve Xx-6>0 dir.

Lemma 2.1.4’tin sinirhiligr kullanilarak ve Lemma 2.1.5’den (0, x—6) da biiyiik n’ler igin

432984c eell=

El< .
| | |k|2 e‘r‘zz(l_a—)z

seklindedir. Burada C/|k|<l/3 oldugunu varsayalim. f fonksiyonu, C' smifindan olup
M sabit olmak tizere | f (x)|,| f(x) '| <M (0,d),(d,7—d) ve (z—d,r) araligindadir. Bu
nedenle

1 X—3

= rj Oj Ef (y)dyd 2| <

1 J-432984CM (&0 _1)gltt=—

. di
27” E |k|2 e‘T‘”(l—C_Z)Z | |

biiytik n’ler i¢in yukaridaki integral n— oo iken 0 ’a yakinsar. Dolayisiyla (Xx—J,X) ’de

J' J- 432984C|\/| ||dﬂ|
27i I x-6 |k| (1_

integrali simirlidir. Bu ifade segilen keyfi J igin saglanir. Ispat icin (2.1.54) integralini gz
Ontine alalim (x,x+08) ve (Xx+0J,7) araliklarinda da yukaridaki teknikler kullanilacaktir.
(2.1.51)’deki 2.kisminin ispati i¢in benzer sekilde lic durum goz Oniline alinacaktir.
Bunlarin ilki O<x<d , ikincisi d<x<mz—d , sonuncusu =z —-d<x<z dir. Bizim
problemimiz 0<x<d aralig: igin bir simetriklik oldugundan sadece ilk iki durumu goz

oniine almamiz gerekir ve ispat yukaridakine benzerdir.

1 Vo (X, AUy (Y, 4)
= j j o) f (y)dyd A (2.1.55)
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integralini g6z Oniine aldigimizda, 0<y <d oldugundan

Vo (X, ), (Y, 4)
(1)

=[ cosk(z — x) —acosk(z + x—2d) + arcosk(z — x—2d) — &’ cosk (7 —4d +X) |

y cosky
k[sinkz +2asink(z - 2d) + o sink(z - 4d) |

olur. Farzedelim ki |z +x—2d|,|7—x—2d|,|7—4d +X/ < (z—X) ve |z—2d||r—4d|<7x
dir. (2.1.55) integral denklemini dikkate aldigimizda, (0,x-5) ve (x—9,X%)
araligindadir ve burada x-6<d ve x-0>0 dir. f , 0,7 araliginda parcali
stireklidir ve bu kisimlar (0,d),(d,7—d) ve (z—d,x) dir. M sabit olmak iizere, bu

araliklarin her biri tizerinde | f (X)|,| f(x) | <M dir. k=0 +ir olsun. Bu durumda kismi

integrasyon uygulanarak

X

[ coskyt (y)y = Lsinkyt (1) T - [ S £ (y)dy

bulunur. Yukaridaki ifade de,

sin kx

|cos kx|, |sinkx, < g

trigonometrik esitsizlikler kullanilarak

M -7(Xx-5)
—e 1+(x=90)
K

ile smurlt oldugu bulunur. v, smirli oldugu i¢in
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2
No(x )| < - @+ @)

2 _ —_
A(1-a) gt

Wronskian da sinirlidir. (0,X—¢)’ da (2.1.55) integrali,

3M. 1+(x-90) (1+a) ,[i
7(1l-&) k?

olup smirhidir.

0 ve X sabitleri i¢in (2.1.55) integrali Nn— o iken 0’a yakmsar. f,(x—5,X)

araliginda C' smifinda olmak iizere

[ HXITLD 1 (y)ay

=5

dir. f(y) yerine f(x) alalim. Bu takdirde

Uy(y, Ay = ()2 )ijWy

X6 0()
Vo(x,4) 1

sinkx—sink(x—0)

Fo->

dir. v,’1 yeniden yazacak olursak

Vo =cosk(z—X)+ Y S, coskr,

olur. Burada ) |3|=a<1 ve |p|<z—x dir. Bdylece,
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sin@cosd = %[sin(¢9+6’~) +sin(9—é)]

esitligini kullanarak,

v, ] u,dy =
X—0

4i2k [sin kx.cosk(z —X)+ > jsin kﬁi]

1 (1. .
= —sinkz + sin k7.
4A2k{2 7+ 2.h '7'}

elde edilir. Burada Z‘,E’I‘ mutlak yakinsak ve |77i|<7z sinirhdir.

1 ’1 agagidaki gibi yazalim.

@q

i_ 1 1 +i_ 1
@, 4A? | ksinkr o, ksinkz

4AA%| ksinkr w, sinkz
= 12{ _1 +EL}
4A° [ ksinkz

Burada |E,|,

~ 1{ 1 +—2asink(;r—2d)—azsink(7r—4d)}

& =
E t(7-x)
B < 4A2|a)0|e

olup siirhdir ve 7=max (7-2d),(zx—4d) dir. Yukaridaki sonuclardan,
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£(x) ;sin kz+" B sinki,

V X
f(x)—% |u,dy= +E
()wOX£°y k? sinkz :
1f(x) 2z
e

olarak buluruz. Burada ‘EL‘ , E_ ile bazi terimlerin ¢arpimindan elde edilir ki buda

F OOV (%, 2) [ Uy, 2)ely

X=0

RO RS

er(ﬁ.ﬂ)j|

|f
EL

S‘EL‘+ ‘k(zx‘)|z‘/}|

RICR)

ile simirlidir. n—oo iken 0<7 ,77 <z ile sabit x vesabit & icin

ST PN

[T (x)
.[ k2

e T2 >0

ﬂu@

ve

1 cf(x) . 1
— di==f(x
27ri!2k2 2 ' ()

. 1
dir. Bu nedenle (x—0J,x) araliginda (2.1.55) integrali Ef(x) ¢ yakmsar. f(X) ve

f(y) den, f ’nin (0,d) araliginda C' simifindan oldugunu dikkate alirsak

f(y)— f(x)’inde C* smifindan oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla
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f(y)-f(x)=g(y)-h(y)

olup burada g(y) ve h(y) monoton artan fonksiyonlardir ve y — X iken 0’a yaklasir.

Ikinci ortalama deger teoreminden

[ coskya(y)dy = g(x-5) [ coskydy

X=0

-0 g(X_a) g
K

X

dir. Bu terim (2.1.55) integralinden, 6 — 0 iken

jo‘g(xi‘@hdﬂ:o g(x—5)

dir. Benzer durum diger terim i¢in de gecerlidir.

L (U (% e (Y, 4)
= rj j i) f (y)dyd A (2.1.56)

integralini goz Oniine alalim. Burada O<y<d oldugundan,

UO(X,A)&;%A) =[ cosk(z - y) - arcosk(r +y—2d) +acosk(z -y —2d) - & cosk(z —4d +y) |
@,

y cos kx
k.| sinkz +2asink(z - 2d) + o’ sink(z - 4d) |

dir.
d<y<z-d icin |r+y-2d|,|r-y-2d|,|r-4d +Yy|< (7 -Yy) ve

|72'—2d|,|7z'—4d|<7r olsun.
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Uy (X, A)V, (Y, 4)  coskx+acosk(x—2d) y cosk(r—y)+acosk(z—y—2d)
@,(4) k sinkz +2asink(z —2d) + o’ sink (7 —4d)

7—d<y<rz igin |X—2d|<X,|7Z'—y—2d|<(7Z'—y) ve |7Z'—2d|,|72'—4d|<71' olsun.

uo(x’ﬂ)z’zgy”?“) =[[coskx+acosk(x - 2d) —a cosk(x — 27 + 2d) — * cosk(x — 27+ 4d) |
2

cosk(z—y)
k[ sinkz +2asink(z —2d) +a sink(z —4d) |

X

dir.  Burada |x—2d|,|x—27+2d|,|x—27+4d|<|x|,|z—y-2d|<(7z-Y) ve
|7z—2d|,|72'—4d|<72' dir. Integralimizin n-—>oo iken %f(x)’e yakinsak oldugunu

gostermek i¢in  (X,X+0) ve (X+0,7) araligin1 gézoniine almahyiz. (2.1.55) deki

integralinin analizine benzer sekilde bunu da elde edebiliriz. (2.1.55) ve (2.1.56)

integrallerinin toplami n—oo iken f(X)’e yakinsar.

2.2. Ortogonallik
Teorem 2.2.1

(2.1.2) smir sartlart ile 0<x<7z araliginda (2.1.1) 6z deger problemini goz

Oniine alalim. Xx=d, ve X=d, siireksizlik noktalarinda,

u(d,+)=au(d,-) , u'(d,+) =a,'u'(d,-) +bu(d,-) (2.1.57)
u(d,+) =a,u(d,-), u'(d,+) =a,'u'(d,-) +b,u(d,-) (2.1.58)

sartlart saglansin. u; ve v, fonksiyonlart 4 ve 4, 6zdegerlerine karsilik gelen 6z

fonksiyonlar1 olsunlar. Bu takdirde,
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_[uiuj:O; i1 ] (2.1.59)

dir.

Ispat. L operatorii

2

d
L=——+q(x
5+
seklinde tanimlansin. Biz simdi
_[ui Lu,dx = _[ujLuidx (2.1.60)
0 0
esitligini gosterecegiz.
jui Lu;dx— Iuj Lu,dx =— J'(uiu} —u;u; )dx
0 0 0

:—J-(ui'u —uu;) dx

0
farkin1 gbz oniine alalim,

., L . . - . . dy— , i 7
_J'(uiuj —uu;) dx = (U +uug) T+ (-uy, +uiuj)d}++(—uiuj +Uiuj)d}+
0

son integral terimi sifira gider. Smir ve sigrama sartlar1 ilk ii¢ terimin sifira gittigini
gosterir.  Buda (2.1.60) o6zdesligini verir.  (2.1.1) ve (2.1.59)  Sturm-Liouville
problemlerinde Lu; = Au; ve Lu;=4u; den(2.1.60) 1
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(4 —4;) [uudx=0 (2.1.61)
0
seklinde yazabiliriz. Boylece,

juiujdx=0 N EN (2.1.62)

Lemma 2.1.9. q(x) simetrik potansiyeli ile Teorem (2.1.1)’de verilen (2.1.1) ve (2.1.4)

0zdeger problemini gdz 6niine alahm. k; = (-1)! olsun. Bu takdirde

k; _ 1
o) u,

(2.1.63)

dir.

Ispat: Teorem (2.1.7) kullamlarak f =u, alimirsa

V. ju dy+uj7]vjvidy

Z a)'(ﬂuj)X

j=0

olur. Problemimizin simetrikliginden ve v, =(-D'u ; oldugundan, O6zfonksiyonlar

ortogonaldir. Dolayisiyla yukaridaki ifade

= (D' fuf,
Z w'(4;) 9

j=0

olur. Bu nedenle k; /a)‘(&j):lluujuz dir.
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Onerme 2.1.10. f, u ; ve v, fonksiyonlari Teorem (2.1.1)’deki gibi tanimlansin ve U,

ile vV, (2.1.1) denklemi ¢bziimiinde a, b, g, h ve A, ’'nin yerine & b, g, h ve
/ij alinarak yazilsi. Eger j>n igin /‘Lj:/ij ise bu takdirde f fonksiyonu,

LY jujfdy+l]j ijfdy
f(x):z 0 a)'(/l-)x (2.1.64)
]

i=0

0,d,), (d,,d,), (d,,7) kompakt alt ciimleleri iizerinde agilima sahiptir.

Onerme 2.1.11. u; , (2.1.1) ve (2.1.6)'nn &zfonksiyonu olsun. f ve f' de

(0,d), (d,7—d), (r—d,7) kisimlarinda ve 0,7 aralig1 lizerinde kismi siireklidir. Bu

takdirde
= ()

f(x)Z(f,u—‘Ju‘— (2.1.65)
S0 Tl ) sl

dir.

Ispat: u ; ve V;’ nintammlarindan u; =k;v; oldugu ¢ikar. Bu takdirde

. kjujjujfdy+ujjkjujfdy
0-E o
]
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: |y
ZL f ’U_,JU,
A sl el

olup, burada k;/@'(4;) :1/Huj Hi =1 dir.

Su lemmay1 gézoniine alalim.

Lemma 2.1.12. (2.1.1) ve (2.1.4) 0Ozdeger problemini gozoniine alalim. @ ile de

Wronskian’1 tamimlayalim. iki 6zdeger problemi alalm, a, b, q, h, ® ve A; yerine

a4 b, 4 h @ ve Z almsin. j>n igin A =7, ise butakdirde j—>oo iken

olur.

Ispat: Lemma 2.1.2’den

10 G =11l -1

ve
1961 [ =1
oyle ki
2
o) _|uil,
o)

_|ei+ui-o Hz e Hz N o, Hz
oy +ai-al" ol lol
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= M+ E
||

dir. Burada E,

E_ o, +u; o] e [
- o ~ 12 ~ 112
|6+ 0, -3, |

e 1
= 2 -
|0l |

el 120, -2l +ol o, -4,
~ 2 1.
i

seklindedir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilmistir. |||| , L? deki normdur.

Lemma 2.1.4’iin sinirliligr kullanildiginda

Il ol <1147

lol*, [¢f <121A%2°

bulunup |E| "nin sinirliligs,

75152 A% 23912 A%c? 4
|E|S{ |k| + kz 2. 12
K= lal o

oldugu goriiliir. Simdi biitiin \/Z >M i¢in H@HZ.HUJ-HZ >sabit>0 oldugunu gosterecegiz.

Bu takdirde |j|—>oo iken E—0 a gider. Lemma (2.1.4)’den
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|20 ol = 12]-lo; -]

d s
2\/_'.%2 _\/J. Uu-¢ i

0 0
_ [0, sin2kd _287\/zcA’
N2 4k K|

esitsizligi elde edilir.

Simdi Kk y1,
’d sin 2kd ’d
2 4k 4

\ﬁ _ 28 meA’  Vd
4

ve

K 4

1127cA’?

N

‘\/Z—j‘<% oldugu i¢in ve j—>oo iken Lemma(1.4) den

seklinde alalim oyle ki |k| >% ve |k| > dir. Ayrica

, 2
o' 4 5 qu,- H2
RCEN

elde edilir. Bu nedenle Lemma 1.6’ya gore a=4a ve d=d ise
Bundan dolay1 j—oo iken
o' A
o' A

J

-1

olur.
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3. SIMETRIK POTANSIYEL DURUMUNDA TERS STURM-LIOUVILLE
PROBLEMININ COZUMU

Bu béliimde biz sonlu bir aralikta, simetrik potansiyel durumunda Ters Sturm-
Liouville probleminin ¢dziimiinii inceleyecegiz. Oncelikle Borg tarafindan incelenen sinir
sartlar1 ve bir spektrum verilmesi durumunda potansiyelin tek olarak tanimlanacagini ele
alacagiz. Bu potansiyel ¢ift fonksiyon olup verilen aralifin ortasi civarinda tanimlanir.
Ayrica iki potansiyelin farki i¢in Hochstadt[5] tarafindan verilen metodun bir
genislemesini elde edecegiz. Ispat1 i¢in de Hochstadt [5] deki metot kullanilacaktir.

Burada farkli simetrik potansiyeller ile farkli sinir sartlarima sahip iki Sturm-
Liouville problemini gz Oniine alarak simetrik potansiyellerin, aralifin ortasi civarinda
cift fonksiyonlar oldugunu ispatlayacagiz. Ayrica eger iki Sturm-Liouville probleminin
Ozdegerlerinin farklarinin mutlak degerinin toplami sonlu ise, bdylece potansiyellerin

stirekli bir fonksiyondan farkli oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.1.1. q ve @, [0,7] araliginda integrallenebilir olmak ve 0<Xx <7 araliginda

hemen hemen her yerde q(x) =q(7—X), §(X)=q(z—Xx) sartlarin1 saglamak tizere,

—u"+q(x)u = Au (3.1.1)
hu(0)-u'(0)=0 hu(z)+u'(r) =0
—u"+q(x)u=Au (3.1.2)
hu(0)—u'(0) =0, hu(z)+u'(x) =0

6zdeger problemini goz oniine alalim.

A4; ve 4; (3.1.1) ve (3.1.2)’nin 6z degerleri olsun. U,

u+ A-q u=0 (3.1.3)
u(0)=1, u'(0)=h (3.1.4)
v(r)=1, Vv'(r)=-h (3.1.5)

probleminin ¢oziimleri olsun (4 =4; olmak lizere).
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§ fonksiyonunu,

V. k.0,
5 i~ RiY (3.1.6)

seklinde tanimlayalim. Burada, K; =(-D! ve u ;(X)’ler (3.1.1)’in  6zfonksiyonlari,

u; 0 =1 olacak sekilde normalize olmak lizere,
K, [ @'(25) =1/ fu;’dx
0

dir. Eger |, - 2| <o ise bu takdirde,
i

ﬁ:%Z (3.1.7)
q_q:Z(yjuj)l (3.1.8)

dir.

ispat: u(x,A) ve v(x,4), h ve §, h ve q ile yerdegistirmek iizere (3.1.4) ve (3.1.5)

baslangi¢ sartli (3.1.3) denkleminin ¢éziimleri olsun. Bu takdirde, u,

U(xX) = cos~/AX + \/_sm\/_ X+~ jsm\/_ (x—t)q(t)u(t)dt (3.1.9)

Volterra integral denklemini saglar.

S =0 +ir olmak iizere A =s” olsun her bir x igin u(x, 1), %.dereceden A’nin

bir tam fonksiyonudur ve,
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[7|x
u(x,;t)=cossx+o(es| J (3.1.10)

u'(x, 1) = —ssin sx + O(e") (3.1.11)
dir.

g(X)=q(r —x) oldugundan, v(X)=u(z—x) almirsa (3.1.10) ve (3.1.11)

denklemlerinden v ve v' nin asimptotik agilimlari elde edilir.

Wronskian’1
w(A) =-hu(z,A)—u'(x, 1) (3.1.12)

seklinde alalim. Eger w(4)=0 ise 4, (3.1.1)’ in bir 6zdegeridir. (3.1.10) ve (3.1.11) den
o(A) i¢in asimptotik agilimi,

|z

w(A)=ssinsz+0 ¢

seklindedir.

f mutlak siirekli bir fonksiyon ve f  karesi integrallenebilir olsun.

T

Vjufdy+l] Ivfdy
P4 == a)(i)x

Meromorfik fonksiyonunu géz oniine alalim. Burada U ve V, (3.1.4) ve (3.1.5) baslangi¢
sarthi (3.1.3) denkleminin ¢6ziimleridir ayrica U ve v gibi ayn1 gdsterimlere sahiptir. 4

diizleminde biiyiik bir sinir boyunca @ fonksiyonu integrallenebilirdir.

S diizleminde d =n +% olmak tizere R, +d +idve +d +i0 kenarli dikdortgen

olsun. I"’de, >0 i¢in R ’nin noktalarina kars1 gelen 4 diizleminde bulunsun. u , V ve @

i¢cin asimptotik acilimlar kullanilarak
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V(x, A)u(y, A) _coss(z —X)cossy L0 e’
o(X) ssinsz |s|2

oldugunu buluruz. Ayrica rezidii teoreminden,

X V3

i. ® xAdi= l-I ICOSS(”__X)COSSyf(y)dyd}L— 1- J- ICOSSXC(_)SS(”_y)f(y)dydﬂ,
27l ¢ 27l 7 g ssinz 27l ; ssinsz

yazilir. Burada son iki teriminin toplami f cosiniis fonksiyonunun Fourier agilimindaki
(n+1). terimidir. f, 27 periyoduna sahip ¢ift fonksiyondur. f' karesi integrallenebilir
ve f(—x)= f(x#) olmasindan dolayr f i¢in Fourier serileri diizgiin yakinsaktir. Rezidii

teoremini kullanarak ve n — oo olarak,

Y Juj fdy +0, ij fdy
f(x)= 0 — (3.1.13)
Zj: o'(4)

elde ederiz. 4= 1, ye karsilik gelen (3.1.3) denkleminin ¢dziimleri U;ve V; olmak lizere
u; ve v; ayni oz fonksiyonlari gosterir.
d(x) =q(r—x) oldugundan k; = (1) olmak iizere V; =k;u; oldugunu goriiriiz.

Eger q=@ ve h= h ise bu takdirde (3.1.13) Sturm-Liouville agilimina indirgenir ve sonug

k.
olarak, ——=— olur. Simdi f fonksiyonu (3.1.1)’in u, 6z fonksiyonuna esit
'4) qudx
i
0

olsun. (3.1.13)’ten ve tanim (3.1.6)’dan,

U =a0+%2yj U Uyt (3.1.14)
i 0
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seklinde yazilir. (3.1.14) denkleminin tlirevini alirsak teoremde gosterilen sonuglari elde

edebiliriz.  f; =, [uu,dt olsun. Boylece f,(0)=0 ve fj(0)=9,(0) olur. ujve u,
0

(3.1.1) in 6z fonksiyonlar1 olup ve y;, A=24; sartindaki (3.1.13) denkleminin bir

¢6ziimii oldugundan f; ’yi iki kez tiirevleyerek ve kismi integrasyon kullanarak ,
fj +(4,—q) fj :2(yjuj)lu0 (3.1.15)

seklinde yazabiliriz. f;, f J.', f j" i¢in ifadeler ise

f, =9, J:ujuodt
fi=9,uu,+9, fujuodt

f =2§,u,U, + ,u,Up + ¥,u,Uy + fujuodt

dir. (3.1.15) denkleminin sol tarafini bulmak i¢in yukaridaki ifadeler yerini yazilirsa,
f 4+ (A=), =2(5,U,) Uy + (4~ 4,), fuju0 +[ ujug —uju, [y dt

seklinde olup integral kismin1 g6z oniine alirsak,

1= (- 4) [ uugdt

= [ujAgu,dt— [ Au;u0t

= [uy [ dug —ug Jot = [ au, —ug e
= [, vt

= f (U;Uy —Uou;) dt
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olup sonugta,
. . ' N X
O<x<d igin, [ujuo—uouj]g

d- X
d<x<z—-d igin, [ujuO —uouj} g+[uju0 —uouj]dl+

(7—d)- . . X
T +{ujuy—uu; | 1

d—
r—d<x<z igin, [Ujuo_uouj:|£+|:uju0_u0uj:| (rd)

olur. Bu ii¢ durumda da sinir ve sigrama sartlarimi kullanarak gosteririz ki 1,
[ Ui —Ug; (%) e esittir. Simdi (3.1.7) ve (3.1.8)"i elde edebiliriz. (3.1.14) ve (3.1.15)

denklemlerinin tiirevini alirsak,
| .
Up =0 = >
U; —ﬁ; = (q_ﬂo)(uo _ao) +Z(yj'uj)luo

birinci denklemde x=0 icin (3.1.7) denklemini elde ederiz. Ikinci denklemde
0, = (q—4)0, oldugunu ve u,dz fonksiyonunu tiim aralik boyunca pozitif oldugunu

kullanirsak (3.1.8) denklemini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.
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SONUC

Bu ¢oziimlerdeki amag, problemi sonlu lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
sistemine indirgemektir

Bu c¢alismada sonlu aralikta simetrik potansiyele sahip bir Sturm-Liouville
denklemi ele alinarak, bu denklem igin ters problem incelenmistir. Elde edilen en 6nemli
sonuglardan biri q potansiyeli 0<x <z araliginda integrallenebilir ve q(X)=q(7—X)
sarti saglanmak lizere bir 6zdeger problemi ele alinacak olursa, q(x) bir diger G(X)
simetrik potansiyeli ile yer degistirirse ayrica iki potansiyel ayni indirgenmis spektruma
sahipse,bu takdirde gq=§ olarak bulunmustur. Yani eger spektrum indirgenmis ise
potansiyelin hemen hemen her yerde tek olarak tanimlandigir goriilmiistiir. En kiiciik
0zdegerin ters problemde énemli bir yere sahip oldugu incelenmistir.

Yine indirgenmis spektrum potansiyelin araligin ortasi civarinda bir ¢ift fonksiyon
olup tek olarak tanimlanmistir. Hald’in teoreminin 6nemi sadece sonuglari g6zoniine
almaya karar vermek degil ayni zamanda simetrik potansiyelli Sturm-Liouville problemini
numerik olarak ¢dzmek icin bir algoritma olusturmustur.

Volterra integral denklemleri, 6zfonksiyonlar i¢in alt sinirlari ile 6zfonksiyonlarin
en yiiksek dereceden terimlerinin bulunmasi ve Wronskian determinantinin &zellikleri
detayl1 bir sekilde verilmistir.

Ayrica siireksiz simetriklik durumu s6z konusu ise, siireksiz problemler i¢in teklik

ispat1 Hald ve Willis teknikleri kullanilarak olusturulmustur.
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