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OZET

MINKOWSKI UZAYINDA 2- PARAMETRELI YUZEY
AILELERININ 5- EKSENLI HAREKETLERININ GEOMETRISI

Bu caligma alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci bolim caligmanin giris kismi olup, Minkowski uzayinda yiizeyler, kanal
yiizeyler ve 5-eksenli hareket ve yiizeyler ile ilgili yapilan caligmalar hakkinda liter-
atiirdeki bilgiler verildi.

Ikinci boliimde; temel kavramlar verildi.

Uciincii boliimde; Minkowski uzayinda timelike ve spacelike yiizeyler, Minkowski
uzayinda kanal ytizeyler ve Minkowski uzayinda yiizeylerin harmonik evoliitleri ver-
ildi.

Doérdiincii boliim ¢alismanin orijinal kismini kapsamaktadir.

Doérdiincii boliimde; Minkowski uzayinda hareketli merkez egrileri bir parame-
treli egri ailesi olan egrilerin timelike ve spacelike durumlarina gore 5-eksenli kanal
ve tiip yiizeyleri elde edildi. 5-eksenli kanal ve tiip yiizeylerinin I. ve II. temel formu-
nun katsayilari, Gauss ve ortalama egrilikleri incelenmistir. Daha sonra olugturulan
5-eksenli yiizeylerin paralel yiizeyleri elde edilmistir. Ayrica 5-eksenli yiizeylerin
harmonik evoliitleri ele alindi. Son olarak bu yiizeylerin elastik olmayan akiglar
elde edildi.

Besinci boliimde; 5-eksenli kanal ve tiip yiizeyler ile baz1 uygulamalar verildi.

Altinci boliim ise; ¢alismanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzayi, 5-eksenli kanal yiizey, 5-eksenli tiip

yiizey, 5-eksenli hareket, 5-eksenli makine.
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SUMMARY

GEOMETRY OF FIVE-AXIS MOTION OF TWO-PARAMETER
FAMILIES OF SURFACES IN MINKOWSKI SPACE

This thesis consist of six chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems of Minkowski space
and surfaces are given.

In the third chapter, structure of surfaces are given in Minkowski space.

The fourth chapter contains original part of our study.

In the fourth chapter; 5-axis canal and tube surfaces for spacelike and timelike
the center curve of a moving sphere are examined in the Minkowski 3-space. The
Gaussian curvature, mean curvature, first and second fundamental form of coeffi-
cients of 5-axis canal and tube surfaces are examined. The parallel surfaces of 5-axis
canal surfaces are obtained. On the other and, harmonic evolutes of 5-axis surfaces
in Minkowski space are given. Finally, derive the corresponding equations for the
inextensible flow of a 5-axis canal surface are given.

In the fifth chapter; 5-axis canal and tube surfaces are given with some applica-
tions.

The sixth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Minkowski space, 5-axis canal surfaces, 5-axis tube surfaces, 5-axis

motion, 5-axis machine.



1. BOLUM

GIRiS

Bes eksenli hareketler havacilik, savunma imalat sanayi, otomotiv, kalipcilik ve
medikal sektorlerinde karmagik yiizeylerin imalatinda siklikla kullamlir. Ozellikle bu
alanlarda kullanilmasinin sebebi, yiizey kalitesinin ve biitiinliigiiniin 6nemli oldugu
ve iiretim toleranslarimin gok dar oldugundandir. 5-eksen frezeleme (kesme hareketi)
teknigi ise 3-eksen frezeleme (kesme hareketi) teknigine ek olarak, takima veya ig
parcasina verilen 2 adet egim veya déonme hareketi ile saglanan bir isleme yontemidir.
5-eksen freze geometrisinde ii¢ koordinat sistemi kullanilir: parcanin koordinat sis-
temi XYZ, siire¢ koordinat sistemi ve kesici takimin koordinat sistemi xyz, bu
koordinat sistemlerinde (0,0,0) noktas: kiirenin merkezindedir. F ekseni ilerleme
yoniinde, N ekseni parganin yiizey normali yoniinde ve C ekseni ilerlemeye ve yiizey
normaline dik yondedir. 5-eksen frezelemede, ek olarak 2 kesme parametresi vardir,
bunlar egilme ve yatma acilaridir. Egilme agisi, kesici takimin yiizey normaline N
gore C ekseni etrafindaki agisal doniisiidiir. Yatma agisi1 ise kesici takimin yiizey

normaline N gore F ekseni etrafindaki agisal doniisiidiir, [25-29].

Sekil 1.1 5-eksenli freze makinesi, [29).
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Sekil 1.3 Koordinat sistemleri, [29].

Bilgisayar destekli tasarim (CAD/CAM), kesici takim ve takim tezgahi teknolo-
jilerindeki gelismeler yiiksek hassasiyete sahip parcalarin daha kisa siirede iiretilme-
sine olanak saglamigtir. Miihendislikte bu alanla ile ilgili pek ¢ok caligma vardir.
Oztiirk ve Budak; 5-cksen frezelemede kuvvet ve sekil hatalarinin modellenmesini
incelediler, [25]. Tung; 5-eksen frezeleme siireglerinin geometrik analizini olugturdu,
[29]. Roth, Ismail, Mann; 5-eksenli hareket boyunca olusan torodial kesme ve
siipiirme yiizeylerini ele aldi, [26]. Lartigue, Duc, Affouard; 5-eksenli takim hareket-
leriyle beraber olugan yiizeyin zarflarimi inceledi, [20]. Wang; siipiirme yiizeylerini
geometrik modellemesini galigt1, [31]. Tsay ve Her; biikiilmiis regle yiizeylerin 5-
eksenli frezelemesini aragtirdilar, [28]. Chiou ve Lee; 5-eksenli makinelerde swept
yiizeylerin niimerik kontrollerini elde ettiler, [4]. Aras; iki parametreli kiire hareket-

lerinin 5-eksenli kesme yiizeylerini inceledi, [1].
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Diferensiyel geometride yiizeyler teorisi onemli bir tutmaktadir. 3-boyutlu Minkowski

uzay1, 3-boyutlu Oklid uzayina kiyasla daha kompleks yapilar icerir. Ornegin bu uza-
ydaki donme eksenleri spacelike, timelike ve lightlike olarak adlandirilir. Minkowski
uzayida teget vektorler timelike, spacelike ve lightlike (null) olarak smiflandirilir.
Turgut; 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike ve timelike regle yiizeylerini olus-
turdu, [30]. Giiler; 3-boyutlu Minkowski uzayinda helisoidal yiizeyler ile donel
yiizeyler i¢in Bour teoremini inceledi, [11]. Giilnur, Bayram, Kasap; Minkowski
uzaymda asimptotik egriyle yiizey elde etmislerdir, [8]. Garcia, Ugail ve Yilmaz;
Minkowski uzaymda Bézier yiizeylerini elde ettiler, [9]. Sipus, Volenec; Minkowski

uzayimda bir yiizeyin harmonik evoliitlerini olugturdular, [27].

Kanal yiizeyi degisken yaricapli hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlanir,
[10]. Bu yiizeyler ¢ogunlukla, bilgisayar yardimiyla geometrik modellemelerde ve
geometrik tasarimlarda kullanilir. Kanal yiizeyini olusturan hareketli kiirenin yarigap
fonksiyonu sabit ise, kanal yiizeyine tiip ya da boru yiizeyi ad1 verilir. Literatiire
bakildiginda kanal yiizeylerdeki calismalar sunlardir; Korpinar ve Turhan; Heisen-
berg grubunda Bishop ¢atisina gore kanal yiizeyleri inceledi, [17]. Yayli ve Dogan,
kanal ve tiip yiizeylerini farkli catilara gore ele aldilar, ayrica Minkowski uzayinda
kanal yiizeylerin perspektif siliiet egrisini ¢ahstilar, [6,7]. Karacan, Tuncer ve Yoon;
Weingarten ve lineer Weingarten kanal yiizeylerini incelediler, [13]. Karacan ve
Biikgii; Minkowski uzayimda kanal yiizeyleri ele aldilar, [14,15,16]. Kim ve Lee; kanal
bir metot ile yaklagik parametrizasyonlarini hesapladilar, [2]. Xu, Feng ve Sun; kanal

yiizeylerinin analitik ve geometrik ¢zelliklerini ¢alstilar, [32].



Sekil 1.4 Kanal ve tiip yiizeyi, [2].

Sekil 1.5 Kanal yiizeyin karakteristik ¢emberi, [2].

Bu caligmada ise 3-boyutlu Minkowski uzayinda hareketli merkez egrileriyle 5-
eksenli kanal ve tiip yiizeylerinin I. ve II. temel formlarimin katsayilari, Gauss ve
ortalama egrilikleri bulundu. Elde edilen 5-eksenli yiizeylerin paralel ytiizeyleri bu-
lundu. Daha sonra ise 5-eksenli kanal ve tiip yiizeylerinin harmonik evoliitleri in-

celendi. Son olarak bulunan 5-eksenli yeni yiizeylerin elastik olmayan akiglar1 elde

edildi.



2. BOLUM

2.1 Temel Kavramlar
Tanmim 2.1.1.
V' bir reel vektor uzay: olsun.
(,): VXV =R

doniisiimii Va, b € R ve Yu,v € V igin
1) (u,0) = (v,
i) (au + bv,w) = a (u, w) + b {v, w),
(u, av + bw) = a (u,v) + b {(u, w)
ozelliklerine sahip ise (,) doniigiimiine V' vektor uzayi iizerinde bir simetrik bili-

neer form denir, [24].

(,), V vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik bilineer
form ii¢ degisik durum altinda incelenebilir;

1) Definit Durum:

Eger,
i) Vo € V, v # 0 igin (v,v) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif taniml,
ii) Yv € V, v # 0 i¢in (v,v) < 0 ise (, ) simetrik bilineer formuna negatif taniml,

denir.
2) Semi-definit Durum:

Eger,

i) Vv € V i¢in (v,v) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif semi-taniml,



ii) Vv € V igin (v,v) <0 ise (,) simetrik bilineer formuna negatif semi-tanimli,

denir.

3) Non-dejenere Durum: Eger,

Vw € V icin (v,w) = 0 iken v = 0 ise (, ) simetrik bilineer formuna non-dejenere

simetrik form denir, [24].
Tanmim 2.1.2.
V' bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde taniml
g:VxV -V

doniigiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢arpim,

bu durumda V' vektér uzayina da bir skalar ¢arpim uzayi denir, [24].
Tanim 2.1.3.

V' bir skalar carpim uzayi, W da tizerindeki skalar carpim negatif tanimli olacak
sekilde V' nin en biiyiik boyutlu altuzay1 olsun. Bu durumda W nin boyutuna g
skalar carpiminin indeksi denir. ¢ skalar ¢arpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV
dir. Ayrica V skalar ¢arpim uzaymin indeksi, iizerinde tanmimh g skalar carpiminin

indeksi olarak tanimlamr, [24].
Tanim 2.1.4.

V' bir skalar carpim uzay1 olsun. V' nin indeksi v olmak iizere v = 1 ve boyV > 2

ise V' skalar ¢arpim uzayna bir Lorentz uzayi denir, [24].



Tanmim 2.1.5.
V' bir Lorentz uzay1 olsun. Vv € V icin

g(v,v) > 0veyav =0 ise v ’ye space-like vektor,
g(v,v) < 0ise v ’ye time-like vektor,
v # 0iken g(v,v) =0 veya ise v ’ye light-like (null) vektor,
denir, [24].
Tanmim 2.1.6.
V' skalar carpimh bir uzay ve v € V' olsun.
1/2

[o]] = lg(v, v)]

esitligi ile taniml ||v|| reel sayisina v vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore

de birim vektor denir, [24].
Tanmim 2.1.7.
V' bir Lorentz uzay1 ve W | V nin bir altuzay: olsun. Bu durumda

g | w pozitif tamimh ise W ya space-like altuzay,
g | w nondejenere ve indeksi 1 ise W ya time-like altuzay,

g | w dejenere ise W ya light-like altuzay,

denir, [24].



Teorem 2.1.8.

V' bir Lorentz uzayi, V nin bir altuzay1 W ve boyW > 2 olsun. Bu durumda

agagidaki 6nermeler birbirine denktirler, [24].

i) W time-like altuzay ise W bir Lorentz vektor uzayidir.
ii) W uzayi iki tane lineer bagimsiz null vektoér icerir.

iii) W uzay1 bir tane time-like vektor igerir.

Tanmm 2.1.9.

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, nondejenere
ve sabit indeksli (0, 2)—tipinden ¢ tenstr alanina bir metrik tensér denir. Bagka bir
deyisle g , M manifoldunun her p noktasina 7, M tanjant uzayi tizerinde bir g, skalar

carpimi kargilik getirir ve g skalar garpiminin indeksi her p € M igin aymdir, [24].
Tanim 2.1.10.

R"™, n-boyutlu standart reel vektér uzay: tizerinde Vp € R" ve Vv, w, € T,R"
icin

n—v n
< Up, Wy >= E V;w; — E V; W;

=1 t=n—v+1
esitligiyle verilen v—indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yari-Oklidyen
uzay denir ve R ile gosterilir. Burada 1 < ¢ < n olmak {izere, sirasiyla v; ve w; ler

v, ve w, tanjant vektorlerinin bilesenleridir, [24].
Tanim 2.1.11.

R", yar1-Oklidyen uzaymda v = 1 ve n > 2 ise R} yar-Oklidyen uzaymna

Minkowski n-uzay1 denir, [24].



Tanim 2.1.12.

M bir diferensiyellenebilir (C'*°) manifold olsun. M iizerindeki C* vektor alan-
larinin uzayr (M) ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzayr C*° (M, R) olmak iizere,
M {izerinde

<,>: x(M) x x(M) - C*(M,R)

seklinde tanmimlanan pozitif, simetrik, 2—lineer <, > fonksiyona M iizerinde bir
i¢ carpim, metrik tensor, diferensiyellenebilir metrik veya Riemann metrigi denir.

(M, <,>) ikilisine de bir Riemann manifoldu denir, [23].
Tanim 2.1.13.

M bir diferensiyellenebilir (C*°) manifold olsun. M iizerindeki C*° vektor alan-
larinin uzay1 x (M) ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzayr C*° (M, R) olmak iizere,
M {izerinde

9 X(M) x x(M) — C%(M,R)
olmak tizere
i) simetrik
Y € x(M) i¢in g(X,Y) = g(V, X),
ii) 2-lineer
VXY, Z € x(M),Va,be€ R igin

9(aX +0Y,Z) = ag(X,Z)+by(Y, Z),

9(X,aY +bZ) = ag(X,Y)+bg(X, Z),
iii) non-dejenere

VX,V € x(M) igin g(X,Y)=0=Y =0,

ozeliklerini saglayan g tensoriine bir yari-Riemann metrigi ve (M, g) ikilisine de yari-

Riemann manifoldu denir, [24].



Tanim 2.1.14.

M bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM > 2 ve M nin indeksi 1 ise M ye
bir Lorentz manifoldu denir. Bu tanima gore bir M Lorentz manifoldu icin

n—1
Gp(Up, wp) = Zvi lp Wi |p —n |p Wy |p, VP € M veV vy, w, € T,M
i=1

dir, [24].

Tanim 2.1.15.

M bir Lorentz manifoldu ve o : I C R —M bir egri olsun. « egrisinin teget

vektor alam 7' olmak iizere

g(T,T) > 0 ise « egrisine spacelike egri,
g(T,T) < 0 ise « egrisine timelike egri,

g(T,T) = 0veT #0 ise a egrisine null egri,

denir. Egrinin bir 6zel hali olan dogru gozoniine alinsin. Dogrunun dogrultman
vektorii space-like ise dogru space-like dogru, dogrultman vektorii time-like ise dogru

time-like dogru, dogrultman vektorii null ise dogru null dogrudur, [24].
Tanim 2.1.16.

M ve M, swrasiyla n ve (n + d)—boyutlu birer C*° manifoldlar olmak {izere

x : M — M diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. Vp € M icin
dry : T,M — Ty M,

tiirev doniigtimii birebir ise = fonksiyonuna bir immersiyon (daldirma) denir, [5].
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Tanim 2.1.17.

M ve M, sirasiyla, n ve (n + d)—boyutlu birer C* manifoldlar olmak iizere ve
x : M — M doniistimii bir immersiyon olsun. M manifoldu bir Riemann yapiya

sahip ise « yardimiyla M den indirgenen metrik icin, Vp € M olmak iizere
< X)Y >p=<dr,(X),dzxp(Y) >,,, VX, Y € T,M
esitligi saglandiginda x e bir izometrik immersiyon denir, [5].

Tanmm 2.1.18.

n
q)

MTTL

v

m—boyutlu ve v indeksli bir yari-Riemann manifoldu ve M, , n—boyutlu

ve ¢ indeksli bir diger yari-Riemann manifoldu olsun.
Jj:M" — MZ

e es s . o e . . . . . . N .
doniigtimii bir izometrik immersiyon ise (rank j = m) M;" manifolduna M, nun bir

yari-Riemann altmanifoldu denir, [24].
Tamm 2.1.19.

M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu ve tizerindeki Levi-Civita konneksiyonu
D olsun.

D x(M) x x(M) = x(M)
in M ye indirgenmis olan
D= x(M) x x(M) — x(M)

fonksiyonuna A den M yari-Riemann altmanifoldu tizerine indirgenmis konneksiyon
denir. Buradaki X(H), M nin herbir p noktasma TPM de bir tanjant vektor kargilik

getiren vektor alanlarimin §(M)— modiiliinii gostermektedir, [24].
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Lemma 2.1.20.
M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.

IT : x(M) x x(M) — x(M)*
(V,W) — II(V,W) =norDyW

doniistimii §(M )—bilineer ve simetriktir. Burada I ye M nin ikinci temel form

tensorii denir, [24].
Tanim 2.1.21.

n-boyutlu bir yar-Riemann manifoldunun (n — 1)—boyutlu bir M yari-Riemann

altmanifolduna M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi denir, [24].
Tamim 2.1.22.

M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alan w

olsun. Her V. W € x (M) igin
g(S(V), W) = g(II(V, W), w)

seklindeki (1, 1)—tipinden tensor alan1 S ye M nin w den elde edilen sekil operatorii
denir. Diger bir deyisle, S sekil operatorii, w birim normal vektor alani olmak iizere,

M nin her p noktasinda

S T,(M) — T,(M)
Xp — S(Xp) = —DX w

P

bir lineer operatordiir, [24].
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Tanim 2.1.23.

R3, Minkowski 3-uzayinda iki vektér 0" = (vy, v, v3) ve W = (wy, wy, w3) olmak
tizere bu iki vektoriin skaler carpimi
. T3 3
< , >Ry xRy —R
(U, W) — <V, W >=vjw; + vawy — vsws
bi¢iminde tanmimlanir. Eger v = w ise

—

=<7,V >|"?

esitligi ile tanimh || v'||, reel sayisina, v vektoriiniin Lorentz anlaminda normu denir.

Normu 1 olan vektére de Lorentz anlaminda birim vektér denir, [24].
Tanmim 2.1.24.

. . 1. o = —
R3, Minkowski 3—uzaynda iki vektor v = (v, v, v3) ve W = (w1, wa, w3) olmak
lizere
(vaws — v3wy, V3W — V1W3, VoW — V1Wa)
vektoriine v ve w nin vektorel garpimi (dig ¢arpimi) denir. v X W veya v A W

seklinde gosterilir.

1, i=j
0, i % j

(52‘]‘ =

ve
€; = (5i17 di2, 52’3)’

olmak {izere
€ € —e3

v X w = —det V1 Vg V3

w1 Wa w3

13



veya
—€; —€y €3

v X w = det V1 Vg VU3

w1 Wy W3

olarak hesaplanir. Burada
€] X €y =e€3,63 X €3 = —€1,e3 X €] = —€9
dir. Saat yoniiniin tersi pozitif olarak alinmigtir.
Saat yoniinde tersi negatif yon olarak kabul edilecek olursa o zaman
€] X ey = —e3,ey X ez =ej,e3 X e =€y

dir. Bu durumda
€e; ey —e3
v X w = det V1 Vg U3
w; w2 W3

seklindedir, [24].
Tanim 2.1.25.

R3, Minkowski 3—uzaymda A'cA = ¢ egitligini saglayan A matrisine semi-

ortogonal matris denir. Burada, det A = 1 olup

1 0 O
e=101 0
00 -1

matrisine igaret matrisi denir, [24].
Teorem 2.1.26.

V' bir Lorentz uzay1 ve v, w iki timelike vektor olsun. Bu durumda

14



i) |g(v,w)| > [|v| ||w|| esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin gerek

ve yeter sart v ve w vektorlerinin lineer bagimli olmasidir.
ii) v, w timelike vektorleri ayni time-konide ise
9(v,w) = — |[v]} [|w][ cosh ¢

olacak sekilde bir tek ¢ > 0 sayis1 vardir. Bu ¢ sayisina v ve w timelike vektorleri

arasindaki hiperbolik a1 denir.
Burada v ve w vektorleri ayni time-konide degil ise o zaman
lg(v, w)| = [Jv]| lw]| cosh ¢
dir.

V' Lorentz uzayinda spacelike vektorler v ve w olmak tizere

g9(v,w)

cosfh = 2~~~
(o]l {[w]]

olacak sekilde bir tek 0 < 6 < 7 sayis1 vardir. Bu sayiya v ve w spacelike vektorler

arasindaki ag1 denir. v ve w spacelike vektorler icin
90, w) < v {jwl]
esitsizligi vardir, [24].
Tanim 2.1.27.

R3 de 1-parametreli kiire ailesinin zarfina kanal yiizeyi denir. Alternatif olarak
kanal yiizeyi, merkezlerinin yoriingesi bir a(t) egrisi ve yarigap fonksiyonu r(t) olan

degisiken yarigaph hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlamr, [10].

15



Teorem 2.1.28.

« bir timelike egri olsun. Her s i¢in @ min Frenet ii¢ ayaklhisi {T, N, B} olmak

iizere Frenet denklemleri

T 0 x 0 T
N |=|l & 0 7 N
B’ 0 —7 0 B

seklinde ifade edilir.

« bir spacelike egri olsun. Bu durumda

i) N vektorii spacelike ise Frenet denklemleri

T 0 « O T
N | = -k« 0 7 N
B’ 0 70 B

olur.

ii) N vektorii timelike ise Frenet denklemleri

T 0 0 T
N | = k 0 T N
B’ 07 0 B

olur, [21].

Tamm 2.1.29.

R3 de

S% = {(Z'l,l‘g,%'g) € R? | ‘T%—’_‘CB% —Z'§ = 1}

16



ve

H% = {(.:Ul,l'g,aj‘?,) € Ri’ | .:U% +Z'§ — x% — _1}

yiizeylerine sirasiyla de Sitter 2-uzay ve pseudo-hiperbolik uzay denir, [21].
Teorem 2.1.30.

v € V olmak {izere

i) vl > 0,

ii) ||v|| = 0 < v bir null vektordiir,

iii) v bir timelike vektor ise |[v]|> = —g(v,v) dir,

iv) v bir spacelike vektor ise |[v]|* = g(v,v) dir, [24].
Teorem 2.1.31.

V' Lorentz uzay1 ve g de Lorentz metrigi olmak tizere

i)y ={veV —{0}:g(v,v) =0} geklinde tamuml I'y ciimlesine V' nin light-

like konisi,

ii) s = {v € V : g(v,v) > 0} geklinde tanimh I'g ciimlesine V' nin spacelike
konisi,

iii) I'r = {v € V. — {0} : g(v,v) < 0} geklinde tammh I'z ciimlesine V' nin

timelike konisi denir, [24].
Tanim 2.1.32.

R3 de (s), s € I egrisi yay uzunlugu ile parametrelendirilmis olsun. Baslangig

egrisinin yay uzunlugu [ olmak iizere

F:00,1] x [0,w] — R?

ile verilen diferensiyellenebilen 1—parametreli egri ailesini goz oniine alahm. u egri-

lerin degisken parametreleri ve 0 < u < [. F nin yay uzunlugu

17



u

s(u) = /

_|/or or
I\ Ou’ du

" 9 .
olmak tizere —, u cinsinden

or

—|d
8uu

seklinde verilir. Burada,
1
3

oF
ou

dir. Ayrica, F' egrisinin hiz fonksiyonu v =

ou 0s
9 _190
ds  vou

seklindedir. Boylece s yay uzunlugu parametresi i¢in ds = vdu yazilabilir. Boylece,
F' nin bir akis1
or

o — fT+ ¢N +hB,
ou

seklinde tanmimlanir. Yay uzunlugunun varyasyonu ise

u

s(u,t) = /vdu

0

seklinde verilir, ayrica Yu € [0, ] olmak iizere

uav

at
0

2s(u, t) = du =0

ot
kosulunu saglamast ile olusturulur, [15].

Tanmm 2.1.33.

Bir F (u,t) egri ailesi ve R? de bunun %—'Lt_ hareketi (akis1)

9 ||or
ot || Ou

18
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kosulunu sagliyorsa bu akiga elastik olmayan (inextensible) hareketi (akig1) denir,

[15].
Tanim 2.1.34.

X X
a—t, I. temel form {E, F,G} olmak {izere ox akisi

X A vigevinin ak
(u,v,t) yiizeyinin akisi 5 T

inextensible ise
0B _OF _9G _ |
ot ot ot

dir, [15]. Fiziksel olarakta bir bayragin dalgalanmasi seklinde ifade edilebilir.
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3. BOLUM

Bu bolmiinde ilk olarak Minkowski uzayinda spacelike ve timelike ytiizeyler ver-
ildi. Daha sonra, Minkowski uzayinda kanal yiizeyler incelendi. Son olarak Minkowski

uzayinda yiizeylerin harmonik evoliitleri verildi.

3.1. Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Yiizeyler

Bu boliimde, spacelike ve timelike yiizey kavramlar: tanitilacak, ardindan bu

yiizeylerin geometrisi i¢in gerekli tanimlar verilecektir.

M, R? de bir yiizey ve ¢ : M — R? bir immersiyon olsun. Yani ¢, diferensiyel-
lenebilir doniigiim ve VP € M icin dy, : Tp(M) — T,p)(R}) birebirdir. R} uzaymda
<, >, Lorentz metriginin ¢ ile geri getirilmisi gp olsun. Buna goére gp = ¢*(<, >p)

oldugundan Yu,v € Tp(M) olmak iizere
gp(u,v) =< u,v >p=< dpp(u), dpp(v) >

olur. Burada Tp(M) uzay iig tipte olabilir:
i) gp pozitif tanimh ise TpM spacelike diizlemdir.
ii) gp metriginin indeksi 1 ise TpM timelike diizlemdir.

iii) gp dejenere metrik ise TpM lightlike diizlemdir.

Tanmm 3.1.1.

Teget diizlemleri spacelike (veya timelike, lightlike) olan immersiyona spacelike

(veya timelike, lightlike) denir, [21].

M yiizeyi iginde p(U) diferensiyellenebilir yiizeyi igin @ € U ve (@) = P olmak
lizere

0, (Q) = 90*(%(@)), 0, (Q) = so*(a—(Q))



olarak tamimlanir. {p,(Q), ¢,(Q)} kiimesi TpM uzaymm bir bazidir.

{u(Q), ¢, (@)}

bazinin denklik siifini, Tp M vektor uzayin pozitif yonii olarak alacagiz. Boylece
©(U) basit yiizeyinin her bir P noktasindaki teget diizlemi yonlendirilmis olur. ¢(U)
basit yiizeyinin her bir P noktasinda {¢,(Q), »,(Q), N(P)} kiimesi TpR? uzaymmn
pozitif yonlii bir bazi olacak bigimde ¢(U) iistiinde, o birim normal vektor alani

tek olarak belirlidir ve
X, X X,

=
[ Xu x X

dir. Bu = vektor alanma ¢(U) basit yiizeyinin pozitif yonlii birim normal vektor

alan1 diyecegiz.
o, p(U) basit yiizeyinin pozitif yonlii birim normal vektor alani ise,

{0.(Q),¢,(Q), —=(P)}

kiimesi TpR? uzaymin negatif yonlii bir ¢ati alan olur. —zo vektor alanina, ¢(U)

basit yiizeyinin negatif yonlii birim normal vektor alani denir.

R3 uzayinda bir M yiizeyini gozoniine alalim. P € M olsun, P noktasimi iceren
en az bir p(U) basit yiizeyi bulundugunu biliyoruz. Buna gore, P noktasinda ¢(U)
basit yiizeyinden elde edilen pozitif yonlii bir zo(P) birim normal vektorii vardir. P
noktasinda, P noktasini igeren bagka bir ¢, (H) basit yiizeyine gore de pozitif yonlii

Y (P) birim normal vektor alani vardir.
Y(P)=w(P) veya Y(P)=—w(P)

oldugu aciktir, [21].
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Tanim 3.1.2.
M yari-Riemann manifoldu olarak 3—boyutlu Minkowski uzay1 ve M yari-Riemann

hiperyiizeyi olarak da (U, ) parametrizasyonu ile verilen, Vu, v € R? igin
0:U Cc RE—=R}
('LL, U) - SO(IUH 'U) = (901 (’U,, 'U), @2(“7 U)a 903(11’7 'U))

ile belirli olan p(U) yiizeyi gozoniine alinsi. Lineer bagimsiz {¢,, ¢,} ciimlesi,

yiizeyin vektor alanlarinin bir bazidir. Yiizeyin birim normali

0,
[0, A0l

ile belirlidir. Yiizeyin /. formunu, yani metrigini hesaplamadan 6nce baz esitlikler

verilecektir.
E=<@,p,>F=<¢,p,>G=<¢,,p,>
olup
A A
< ij >L:< ¢u ¢U , ¢u ¢'U >L
100 A Dl |0, A &,
E,F G ve

lunv)? = <uAv,uAv>p

= —<u,u>p<v,v > H<uv>g)?

Lagrange 6zdesligi'nden

2 i
< W,w >p= (< ¢u7¢v >L) — < ¢u7¢u >r< ¢v7¢v >L

< w,w>=F*—EG

elde edilir. Yiizeyin /. temel formunu hesaplamak i¢in, ¢ nin tam diferensiyeli

Oy dyp
dp = 8udu+ avdv
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ile belirlidir. Buradan

I = (ds)* =< dp,dp >

dp o dp o

= —_— du)? +2 < =2 =2 > dudv+ < =, =X
< > (du) < >uv<v,v

ou’ Ou ou’ Ov
= EB(du)?® + 2Fdudv + G(dv)*

bulunur. Boylece
(ds)? du du
= FE(— 2F—
(dv)? (dv) TR T ¢

du (ds)?
Ly
ve dv’ (dv)?

olmak tizere

I'=EN+2F\+G

elde edilir. M yiizeyi iizerindeki I = (ds)? indirgenmis metriginin pozitif tanimh

veya semi-tanmimli olup olmadigini incelemek ile, I = (dv)?I’ oldugundan, I’ yii

incelemek aymidir, [24].

Tanmm 3.1.3.

R? | 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir yiizey M olsun. Vp € M ve Yv,,w, €

TpM icin < v, w, >= 0 = v, = 0 6nermesi saglaniyorsa M ye R? uzaymda bir

> (dv)?

non-dejenere yiizey denir. M yiizeyi iizerindeki metrigin matris formu

E F
F G

ile belirlidir. M yiizeyi tizerindeki metrigin non-dejenere olmasi icin gerek ve yeter

sart
E F

det #0 veya EG — F* #0

F G
olmasidir, [24].
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Tanim 3.1.4.

R? , 3-boyutlu Minkowski uzayimnda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine in-

dirgenmis metrik pozitif tanimh ise M ye R? de bir space-like yiizey denir, [3].
Tanim 3.1.5.

R? , 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine in-

dirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye R? de bir time-like yiizey denir, [3].

Tanim 3.1.6.

R? , 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M ve M nin sekil operatoriine

karsilik gelen matris S olsun. p € M icin
K(p) =edet S,

ifadesine, M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K : M — R fonksiyonuna
M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada, ¢ =< w,w >= =1 ile
belirlidir. ==, M yiizeyinin birim normal vektor alamidir. M yiizeyi space-like ise
£ =< w,w >= —1 dir. Bu durumda, K = —det S dir. M yiizeyi time-like ise

£ =< w,w >=1dir. Bu durumda, K = det S dir, [24].

Tanim 3.1.7.

R3 , 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir yiizey M ve M nin sekil operatdriine

karsilik gelen matris S olsun. p € M icin
H(p) = 2 'c.izS,

ifadesine, M yiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi ve H : M — R fonksiyonuna

M  yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir. Burada, ¢ =< @, >= +1
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dir. ©o, M yiizeyinin birim normal vektor alamdir. M yiizeyi space-like ise ¢ =<
w,w >= —1 dir. Bu durumda, H = —27'c.izS dir. M yiizeyi time-like ise ¢ =<
w,w >= 1dir. Budurumda, H = 27'c.i2S dir. H =0 yani EN+GL—2FM =0

ise bu yiizeye minimal yiizey denir, [24].

Teorem 3.1.8.

r : M — R3 M yiizeyinin spacelike bir immersiyonu olsun. z in Gauss ve

ortalama egriligi

eg — 2
K EG — F?
_ 1Ge+ Eg—2Ff
2 EG-F?

olur ve (Immersiyonun timelike olmasi durumunda formiillerde sadece isaret degisir),

[21].

Ispat. z spacelike bir immersiyon ve X = X (u,v) yiizeyin lokal bir parame-
trizasyonu olsun. {X,, X,,} her noktada yiizeyin tanjant diizleminin lokal bir baz
olmak tizere, birinci temel form yiizeyin Tp M tanjant diizlemi iizerinde taniml olan
metriktir yani;

Ip = < ,>p:TpMXTpM—>R

Ip(u,v) = <wu,v>p

F
B = {X,, X,} bazina gore I nin matrissel ifadesi olsun.

F G

E =< Xu;Xu >;F =< Xy, Xy >7G =< X’UJXU >
N yiizeyin birim normal vektor alani olmak {izere P noktasindaki ikinci temel form

op:TpM xTpM — R
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op(u,v) = — < (dN)p(u),v >=< A(u),v >
e
B = {X,, X,} bazina gére o min matrissel ifadesi olsun. Burada
fg
— < X,y >=< Xy, ™ >=¢€
- < X,y o>=—< X,y >=< X, w>=f

- < X, w,>=< Xy, w>=¢g

Eger a,b € TpM ise

e f E F
a' b=ad Ab
f g F G
Boylece
-1
E F e f
F G f g
olup yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi
eg — 2
K = -——"—
EG — F?
_ 1Ge+ Eg—2Ff
2  FEG-—F?

elde edilir, [21].

Teorem 3.1.9.

R3, 3—boyutlu Minkowski uzaymda bir M yiizeyinin spacelike bir yiizey olmasi

igin gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin timelike bir vektor alani, yani;
(o, w0) <0

olmasidir, [24].
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Teorem 3.1.10.

R3, 3—boyutlu Minkowski uzaymda bir M yiizeyinin timelike bir yiizey olmasi

i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin spacelike bir vektor alani, yani;
(o, 7o) >0

olmasidir, [24].
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3.2. Minkowski Uzayinda Kanal Yiizeyler

Kanal yiizeyini P(s, 0) ile gosterelim. Burada s, L(s) merkez egrisinin yay para-
metresidir. Kiirelerin merkez egrisi L(s) ve yarigap fonksiyonu r(s) olmak iizere
q = P(s,0) noktalar i¢in

1P(s,0) — L(s)]| = r(5) (3:2.1)

dir. L(s) merkez egrisinin egriligi sifirdan farkh olsun. Bu durumda egrinin {T, N, B}

Frenet ¢atis1 tanimhdir ve
P(s,8) — L(s) = a(s,0)T(s) + b(s,0)N(s) + c(s,0)B(s) (3.2.2)

olarak yazlabilir. Burada a, b, ¢ fonsiyonlari, L(s) merkez egrisinin tammh oldugu
aralikta diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Kanal yiizeyi ve kiireler cemberler
boyunca birbirlerine teget olduklar icin, bu noktalardaki teget diizlemleri aymdir.
Kiirenin yer vektorii normal vektoriine esgit oldugundan, kanal yiizeyinin normali

w(s,0) = P(s,0) — L(s) olur. Boylece
< P(s,0) — L(s),P; >=0 (3.2.3)
dir. P(s,0) nin s degigskenine gore kismi tiirevi alinirsa
P,=T+a,T+aT +b,N+bN +¢,B+ B’
olur. Frenet formiillerinden
P,=(14a;—br)T + (ak + ¢7 + by )N + (¢s + b7)B
elde edilir. < T, T >=<N,N > =1,< B,B > = —1 oldugundan

< P(s,0)— L(s), P, > = a+ aas — abk + abk + bb, — ber + ber — ccy = 0,

aa, + bb, —cc, = 0
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olarak bulunur. [|P(s,0) — L(s)|| = r(s) esitliginden
a+02 - = 7r?
a+bb, —cc, = 7’

olur. Buradan

a = —rr’

b = +£rv1—1r2coshf
¢ = +rv1—1r2sinhé

bulunur. Dolayisiyla kanal yiizeyinin parametrizasyonu

P(s,0) = L(s) — r(s)r'(s)T(s) £ r(s)y/1 — r2(s)(cosh ON(s) + sinh 6B(s)) (3.2.4)

olarak elde edilir, [14].
Ote yandan,
L(s) merkez egrisi asli normalleri timelike olan bir spacelike egri olsun. Bu

durumda kanal yiizeyinin parametrizasyonu,

P(s,0) = L(s) — r(s)r'(s)T(s) £ 7(s)y/1 — r2(s)(sinh §N(s) + cosh 6B(s)) (3.2.5)

denklemiyle verilir, [16].
L(s) merkez egrisi timelike egri olsun. Bu durumda kanal yiizeyinin parame-

trizasyonu,
P(s,0) = L(s) +r(s)r'(s)T(s) £ r(s)\/1 + 12(s)(cos N (s) + sin0B(s)) (3.2.6)

denklemiyle verilir, [15].

29



3.3. Minkowski Uzayinda Yiizeylerin Harmonik Evoliitleri

=
Me
(X
-

dogru iizerindeki noktalar1 ele alalim. Buradan bu noktalar arasinda

— —
‘AB‘ ‘CB‘

— == (3.3.1)
‘AD’ ‘CD‘

esitligi varsa A, B harmonik eglenikleri B, D dir, [22].

Yukaridaki tanimdan faydalanarak bir yiizeyin harmonik evoliitiinii (focal set)

tanimlayalim; bir S yiizeyini gozoniine alalim. Buradan
f:U—RS
olmak iizere S yiizeyinin merkez egrilikleri(odak noktalari) p;,
pi(ur,ug) = flu, ug) + ri(uy, ug)w(ug, ug), i=1,2, (3.3.2)

1
dir. Burada r; = — egrilik yarigaplari, x; ler asli egrilikler ve wo(uy, us) ise p de
Ri
birim normal vektoriidiir. Dogrusal harmonik eslenik ii¢c nokta p, p1, p2 ve bir nokta

p olmak {izere ¢ifte oran

=

_ |p1p| ‘pr‘

(pr, p2ip:P) = =5 =7 = 1 (3.3.3)
pap ‘plp‘

dir. zo tarafindan belirlenen dogru iizerinde noktalarin koordinatlari

p=0,p1=r1,p2=12,D=A (3.3.4)
ile verilirse
T1 T — )\
—. = -1 3.3.5
To T1 — )\ ( )



ve buradan
2’/'17"2
T1 —+r 2

A\ =

(3.3.6)

1 1

olur. Ayricar; = —,rs = — oldugundan ve Minkowski uzayinda ortalama egriligin
K1 Ro

tanimindan

- (3.3.7)

olur. Boylece bir yiizeyin harmonik evoliitiiniin parametrizasyonu

— €

fur,ug) = f(uy,ug) + mw(ul,m) (3.3.8)

seklinde ifade edilir. Burada € = (w,w) € {—1, 1} dir, [27].
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4. BOLUM

Bu boliimde hareketli merkez egrileriyle 5-eksenli kanal ve tiip yiizeylerinin I. ve
I1. temel formunun katsayilari, Gauss ve ortalama egrilikleri bulundu. Elde edilen
5-eksenli yiizeylerin paralel yiizeyleri olugturuldu. Daha sonra ise 5-eksenli kanal ve
tiip yiizeylerinin harmonik evoliitleri incelendi. Son olarak bulunan 5-eksenli yeni
yiizeylerin elastik olmayan akiglar1 olusturuldu.

a(t) egrisinin bir parametreli egri ailesi a(u, t) olsun. Burada u merkez egrisinin

parametresini, ¢ ise yoriinge parametresini ifade etmektedir. Sekil olarak

e

Sekil 4.1 Bir parametreli egri ailesi, [31].

gosterilebilir. e ile bu egri ailesinin tegeti ifade edilmektedir.

Bu sekilde olugturulan iki parametreli kiire ailesi

S(tu) s (P —mit,u))? - r(t)? = 0

esitligiyle tanimlanir. Burada ) (¢, u) iki parametreli kiire ailesini, P ise kiire yiizeyi
tizerinde bir noktay1 gostermektedir. Ayrica m(¢, u) kiirelerin merkez egrisini, r(t)
de yarigap fonksiyonunu gostermektedir.

> (t,u) nin sirasiyla ¢t ve u parametrelerine gore kismi tiirevlerini

do(t,u) o D (P —m(t,u))m; +rry =0,
do(t,u) @ > (P —m(t,u))m, =0
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esitlikleriyle verilir. Eger r; sifir olursa yiizey tiip (boru) yiizeyi olur. m; ve m,

diizlemleri ytiizeyin normalleridir.

Ote yandan

K(t,u) = > (t,u) N (¢, u)

t

karakteristik cember
S(t,u) = (tu) N (tu)

biiyiik cemberi gostermektedir. Karakteristik cember ve biiyiik ¢gemberin kesisimi

zarf yiizeyi iizerindeki noktalar1 olugturur.

Hareketli kiirelerin merkezleri m(¢, ), kiire silindir yiizeyi iizerinde 5-eksenli

hareket ediyorsa o zaman
m(t,u) = F(u) + tn(u)

ile verilir. Daha sonra koni yiizeyi ile kiirenin 5-eksenli hareketinde merkez egrisi

Ty

B tan « n(u)

dir, burada r;, alt taban yaricapidir. Dolayisiyla
m(t,u) = V(u) + tn(u)
ile verilir. Ayrica toroidal yiizey ile kiirenin 5-eksenli hareketinde merkez egrisi
m(t,u) = F(u) + Rcostd(u) + Rsinte(u)

ile verilir.
Buradan genel olarak karakteristik cemberin yarigapt R(t, u) ve C(¢,u) gemberin

merkezi

VIt w2 = ()2
O ol
(2, )|

2
[0 (2, )|

R(t,u) =

C(t,u) = m(t,u) —r(t)r(t)
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denklemleriyle verilir.

Boylece 5-eksenli tiip yiizey
K(t,u,0) = C(t,u) + R(t,u)(cos {M(t, u) + sin 0B(t, u))

dir, burada 6 € [0, 27|, R(t,u) = r, C(t,u) = m(t,u) d.

Ayrica m(t, u) egrisinin birim teget, normal ve binormal vektorleri sirasiyla

8m(t w) 8m(t u) . 8°m(t, u)
8t2 -

8m t ’U, 8111 t 'LL (t,’U,) 7B(t7u) = T(t,’U,)XM(t,’U,)
ot?

ile verilir, [1].
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4.1. Minkowski Uzayinda 5-Eksenli Kanal Yiizeyler

Ik olarak timelike egrinin tegetleri yardimiyla 5-eksenli kanal yiizeyi olusturula-

caktir.
Teorem 4.1.1.

Minkowski uzayinda timelike v egrisinin bir parametreli ailesi m = y+tT merkez
egrisiyle verilirse, bu takdirde B (s, ¢, ) 5-eksenli kanal yiizeyi

2

PB(s,t,0) =v+[t+¢F str (cos — sin 0t71)|T

I{/m
+[t?k + otk F ﬁim(cos 0(k + tK') — sin OtrT)|N (4.1.1)

:F[Rim(cos O(tkT) — sin 9(t21€3 —r—tx'))B

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s), £(s) = r(s)/1 + r2(s) dir.

Ispat. (s, t,0) yiizeyinin merkez egrisi m = v + tT olmak tizere v Minkowski
uzayimda birim hizli timelike egri olsun. Buradan m (s,t) nin Frenet denklemleri

Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine alinip gerekli iglemler yapilirsa

T" = T+ (tk)N,
N™ = Kim[(tfiz)T + (k4 t&")N + (tk7)B], (4.1.2)

1
B" = ——[(*k*1)T + (tk7)N+(t*s* — k — tx')B]
/{:m

elde edilir.
(3.2.6) ve (4.1.2) sistemi beraber ele almirsa m = v + ¢T egrisiyle, (s, t,0)

5-eksenli kanal yiizeyi
PB(s,t,0) =+ (E+r")T™ Frv1+r2(cosN™ + sin 6B™) (4.1.3)

olarak bulunur.
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(4.1.3) denkleminde m egrisinin Frenet denklemleri yazilirsa (s, t,6) 5-eksenli
kanal ytiizeyi
B(s,t,0) = v+ [(t+rrF rmﬁimtﬁ (cos @ — sin t7)]T
+[t?k + rr'ts F rmﬂim (cos (kK + tk') — sin OtkT)|N (4.1.4)
q:[rmﬁim (cosO(tkT) — sin0(t’s* — k — tr'))|B

elde edilir.

(4.2.3) egitliklerinde p(s) = r(s)r'(s), £(s) = r(s)y/1 + r2(s) yazilirsa B(s, t, 0)
5-eksenli kanal yiizeyi
2

tk
Blo.t,0) = 1+ [+ 0 F S

(cos @ — sin 0t1)|T
+[k + otk F i(Cos O(k + tK') — sinOtrT)|N
l{:m
:F[i(cos O(tkT) — sin 0(t*x® — k — tx'))|B
I{:m

olarak bulunur. Boylece teoremi ispatlamig oluruz.

Teorem 4.1.2.

(4.2.4) ile verilen B(s, t, ) 5-eksenli kanal yiizeyinin Gauss egriligi
1 tk? ,
— f[[—(,ull + psk) [ F i—m(cosﬁ — sin 0t7)]

+(py K+ py—paT) [P K + @tk F Kim(cos O(k + tK') — sin OtkT)]

tK?

I{m

—sin OteT)]4+(A3)0[F( :

K;m

(15 + Tuz)[ﬂF(R%(COSWW) —sin0(*s" — k — t)))]][= (M)l
§

N
557 o8 0 — sin 067)|+(Aa)o 25 + tr T ﬁim(cose(m + ) (4.1.5)
(cos B(trT) — sin (26 — K — t&')))]]

—[=(m)ole F i—,’f(cos 0 — sin 0t7)|+(115)0 [t + s

:Fliim(cos O(k + tk") — sin OtrT)]+(113)0F( s

/fm

(cos O(trT) — sin O(t* K> — K — tr')))]?]
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dir. Burada

ve

dir.

tr2 tr?
qu -1 + 90/ :F (f—li)/(COSG — SinetT) :F £ k (— sin 9t7’l) + t2/€2 + Sﬁt/i2
K™ K™

qili—:(cos O(k + tK') — sin OtkT)),
3

t
fo = th + oK F ¢ (cos @ — sin 0t7)t* k' + 'tk + ptr’ F (i)'(cos 0(k + tr')
/im

/{/m
—sinOtkT) F i(Cos O(K' + tr") — sin Ots'T — sin Otkr’)) F & (—cos@(tkT)
K™ K™

+sin O(12K> — k — tK')),

3 (cosO(tkT)’

py = F [(5)/((308 O(tkt) — sin O(#*K* — k — tr')) + —
m K;m
—sin0(t*k® — k — ts'))] + 26T + ptTE F g—T(Cos 0(k + tK') — sin OtkT)],
l{m
Etr?

A= F [K—m(— sin @ — cos 0tT)],

Ao = F [Kim(— sin0(k + tr') — cos OtkT)],

A3 = F [liim(_ sin(tkt) — cos O(1*K* — k — tK'))]

I = (—pf+u3+3) (=27 + A3 + A3) — (=i Mg Aa+igAs)”

Ispat. (4.2.4) ile verilen (s, t,) 5-eksenli kanal yiizeyinin I. ve II. temel for-

munun katsayilarini bulalim. Oncelikle B(s, t,0) yiizeyinin s ve 6 ya gore kismi
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tiirevleri alimip gerekli iglemler yapilirsa

tr? tr?
PBa(s,t,0) = 1+ F (5 " )/ (cos @ — sin 0tT) F 5—H(— sin Ot7')
K™ K™
f—li(cos 0(k + tr') — sinOtkT))|T
l{m

t 3
+[tk + pr F éL—KU((:OSQ —sin 0t7) 2K + o'tk + ot F (i)'(cos 0(k + tK') — sin OtkT)
K™ K™

+12K% + ptr® F

:Fi(cos O(K' + tr") — sin0tk'T — sin Otkt’)) F 5—T(— cos O(tkT) +sin 0(t*K> — k — tk'))|N
K™ K™

—l—[:F[(Kim)’(cos O(tkt) — sin O(t*k® — k — tr)) + Him(cos O(tkt)" — sin 0(t*x® — Kk — tr')')]

+PRT + tTE F f—T(cos O(k + tr') — sin0tkT)||B
lim

ve

Etk?
K-/m

(—sind — cos0t7)|T F | ¢

PBo(s,t,0) = F| ——(—sinf(k + tx') — cos OtkT)|N
F'Jm

¢[i(— sin 0(tkt) — cos O(t*k* — k — tr'))| B
Hm
olarak bulunur. Hesaplamalarin daha sade ve kisa olmasi amaciyla

tr? tr?
p = 1+¢' F (f—li)/(COSQ —sinftr) F 6—’%(— sin 0t7') + t2k% 4 ptr?
K™ K™

:Fg—/i(cos O(k + tr') — sin OtkT)),
Hm

lig

(cos @ — sin 0t7) 2k + 'tk + otk F ( ¢

t
fy = th + @K F ¢ —)'(cosO(k + tK')
Km

I{:m
—sinOtkT) F i(Cos. O(K' + tk") — sin Otk'T — sin Otkr’)) F g—T(— cosO(tkT)
K™ K™
+sinO(2K° — k — tK')),

3 (cosO(trT)’

/im

ps = F [(H%)’(COSG(MT) —sin 02k — K — i) +

—sin0(t*k® — k — tK'))] + KT + ptTE F f—T(cos O(k + tK') — sin OtkT)]
sz

yazilirsa

(‘]35(87 t? 0) = #1T+/'L2N+/‘L3B
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olur. Ayrica

Etr?
l{m

A= F (—siné — cos OtT)],

Ny — F [i(— sin0(k + tk') — cos OtkT)],
,{/m
A3 = F [i(— sin(tk1) — cos (K> — k — tK'))]
lim
yazilirsa

s13‘9(87 t? 0) = )\1T+)\2N+)\3B

bulunur. Buradan B(s,t,8) 5-eksenli kanal yiizeyinin I. temel form katsayilari

E = —pi+ps+us,
Fo= = i+pgdetpghs, (4.1.6)
G = AN +X+ A

olarak elde edilir.

PB(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin normal vektorii
ww = P(s,t,0) —m(s,t) (4.1.7)

dir. Buradan gerekli islemler yapilirsa
tr?
W(S,t,e) = [SD + g

,{m

(cos® — sin 6tT)|T
+[t?K + ot F i(cos 0(k + tk') — sin OtrT)|N (4.1.8)
I{/m
:F[i(cos O(tkT) — sin 0(t*k* — k — tr'))| B
K:m

elde edilir.
PB(s,t,0) b-eksenli kanal yiizeyinin II. temel formun katsayilarini hesaplayalim.

Oncelikle

Pos(s,1,0) = (1 + por) T+ (g5 + po—paaT)N + (p3 + i) B,
Pao(s,1,0) = (11)eT + (13)eN + (113)0B,
‘1399(8, t, (9) = ()\1)9T + ()\Q)QN + ()\3)9B
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seklinde bulunur. Buradan e, f, g katsayilar

/{2

= — (U + por)|o F £ (cos @ — sin t7)]

Km
(ke + py—paT) [P+ otk F Him(cos O(k + tk') — sin OtkT)]

4+ 1) S (cosOtr) — sin 0017 — 5 14)]

2

f — — (u)ole F £ (cos @ — sin 0tT)]

lim
+(p2)o[t*k + tr T Him(cos 0(k + tr') — sin OtkT)]
+(M3)9[:F(ﬁim(cos O(tkT) — sin «9(t2f€3 — Kk —tK')))],

Etr?

Km

g = —(M)leF (cos @ — sin tT)]

+(A2)9[t2/§ + ptk F i(cos 0(k + tr') — sin OtkT)]
/im

+()\3)9[:F(I{im(cos O(tkT) — sin O(t*k* — Kk — tr')))]

olarak elde edilir.
Dolayisiyla B(s, t, ) 5-eksenli kanal yiizeyinin Gauss egriligi
1 tk?
K :f[[—(,u’l + pok)p F i—m(cose — sin 0tT)]

(g + py—paT) [P+ otk F Kim(cos O(k + tK') — sin OtkT))

(1) [ (cos D(tmr) — sin 0% — 5 — )=l

t 2
Stk (cos @ — sin 0t7)]+(Na)a[t2k + @tk F i(cos 0(k + tK') — sin OtkT)]
K™ K™

:F

ol (cosO(tmm) — sin 0% — 5 — 16)]] — [~(r ol
Etr?

Km

F (cos O — sin 0t7) ]+ (119 o[tk + @tk F i(cos 0(k + tr') — sin OtkT)]
/{:m

—l—(u3)9[:F(Him(cos O(tkt) — sin 0(t*x* — Kk — tr')))]?]

40



seklinde bulunur. Burada
D = (=i +patps) (AT + A5+ A3) — (= At pipda 3 A3)?
dir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Sonug 4.1.3.

(4.1.1) ile verilen B(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin ortalama egriligi
1 tr? :
H = oLl +8) (~()ofip F o (cos — sin i)

+(A2)o[t?k + otk F Him(cos O(k + tr') — sin OtkT))
ol (cosOtmT) — sin0(° — s — 1))
2 ) (el F o (cos 0 — sindtr)] (419
+(10)0[t*k + @tk F Him(cos 0(k + tK') — sin OtrT)]

sl S (cosoltnr) — sin 02 — )]

2

¢t
F[=AT+ A5 + A3 [~ (4 + por) o F

08 0 — sin Ot
e (cos O — sin 6t7)]

+(py K+ py—paT) [P K + @tk F /{im(cos O(k + tk') — sin OtkT)]

+(ply + TMQ)[:F(R%(COS O(tkT) — sin 0(t2/€3 — Kk —tK")))]]

dir. Burada
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th? tr?
S ) (cos @ — sin OtT) F 5—Ii(— sin 0t7') + t*Kk% 4 tr?

sz

mo=1+¢"F(C -
K
§r N
F=—(cosb(k + tr") — sinOtkT)),
lim

t 3
Uo = tK + K F 5—K(cos 0 — sin 0t7)t2 k' + 'tk + ot
/{/m

:F(i)’(cos O(k + tk') — sinOtkT) F i(cos Ok + tK")
K™ Km

—sin Otk'T — sin Otr7’)) F f—T(— cos O(tkT) + sin O(*K* — k — tr')),
Iim

§

fs = F [(ﬁ%)’(cos O(tkT) — sin O(?K* — k — tr')) + /{—m(cos O(tkr)

—sin0(t*k* — k — t"))] + 26T + ptTE F g—T(cos 0(k + tK') — sin OtkT)],
/{m

t 2
A= F [é—ﬁ(— sin @ — cos 0t7)],
Hm

Ao = F [Him(— sinf(k + tk') — cos OtkT)),

A3 = F [Him(— sin 0(tkt) — cos O(t*k® — Kk — tK'))]

ve
D = (=g 5 5) (=] + A3+ A3) = (=i At datii3)s)?,
dir.
Simdi 5-eksenli kanal yiizeyinin 6zel hali olan 5-eksenli tiip yiizeyini inceleyelim.

Teorem 4.1.4.

Minkowski uzayinda timelike v egrisinin bir parametreli ailesi m = v+tT merkez

egrisiyle verilirse, bu takdirde £(s,t,6) 5-eksenli tiip yiizeyi

2 122
£(s,t,0) = v+ [tF 7”(008(9i ~sinf " 7—)]T
K™ K™
tr' t
+[t2/€:|:T(COS(9KI+ " —Sinﬁﬂ)]N (4.1.10)
I{/m

t 1
Frcos 62" sin 0— (1*k* — k — tx')|B
K™ K™
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dir.

Ispat. (4.1.3) denkleminde yaricap fonksiyonu 7 = r(s) sabit alimrsa 5-eksenli
tiip ylizeyi
£(s,t,0) = v+ tT™ Fr(cos IN™ + sin 6B™) (4.1.11)

elde edilir.
(4.1.2) denklem sistemi (4.1.11) da yazilirsa £(s,,6) 5-eksenli tiip yiizeyi

t 2 t2 2
£(s,t,0) = v+ [t:FT(COSGi ~sinf T
Km
tr' t
Al —sin@ﬁ)]N
I{;m

)IT

Hm

+[t?k F r(cos 6

t 1
Fr(cos 0" _sin 0— (t*k* — k — t')|B
K™ K™

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.5.

(4.1.10) ile verilen £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin Gauss egriligi

K — %[[ — (0 +nyK)[Fr(cos 9% — sin th:jT)]+(n1/€ + 1y —ny7) [t*K
Fr(cos «9'% :ﬁfﬁ/ — sin HT—;)]+(772T+77§)(:FT(COS HT—;
—sin 0L (127 — = ) (ol r(cos s —sin 07T
+(p)olt2k T T(COSQK :ﬂf,{/ — sin GT—T:)]‘F([);),)Q[:FT(COS Ht:—n: (4.1.12)
—sin O (126 — & — 1)) — [l Fr(cos B0 — sinp )

) K+ tK tkT ) t"‘if

+(772)9[t2/i F r(cosf

- —sin Qﬂ—m)]—i—(n?,)gﬁr(cos 0/1_’"

— sin 9%@253 — Kk —tr))]]’]
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dir. Burada

A = (—=ni4n3+m3) i+ns+03) — (—01p1 + M2pain3ps)’,

t 2 t2 2
pr = Frl- sin 0 — cos > T],
K™ K™
N 7 tkT
py = Fr[—sind —cos—1],
K™ K™
t 1
p3 = Fr[—sin 05T cos 0— (1*K* — k — tK')],
/im /im
t 2 t2 2 t ’ ¢
m = 1F (r(cos g(i)/ — sin 6( " 7_)’)) +2:1F (TK(COS@KI TR sin Hﬂ)),
K™ K Km
2 1242 ! "
ny = tkF (rk(cosf— —sind i T)) + (*k’ F r(cos 0(/'f tin ) — sin g(ﬁ)’))
KM K™ K KM
ter> 1, . )
F(r(—cosb +sin 0— (t°k°T — KT — tTK)),
K™ K™
tx' t t 263 _ g — ti!
Be = PurF (rrleosd™ T sing™ ) F (r(cosf( ) — sinf(— )

K™ K K K™

dir.

Ispat. (4.1.10) esitligiyle verilen £(s,t,8) 5-eksenli tiip yiizeyinin I. ve II. temel
formunun katsayilarmi bulalim. Oncelikle £(s, t, §) yiizeyinin s ve § parametrelerine

gore kismi tiirevleri alinip gerekli iglem ve diizenlemeler yapilirsa

tr? t?K? tr! t
£,(5,4,0) = [1F (r(cos0(2) — sin (DY) + 262 F (rr(cos 05715 _ sin 02T
tr? K2 tr! t
+[tk F (rk(cos 0 sing” " T)) + (K’ F r(cos 9(/{ +im ) — sin@(ﬂ)’))
thT? 1
F(r(—cosb "4 sin 00— (*x°T — kT — t7K))IN
l{:m Km
tr! t t 5% — Kk — tr/
+[t* kT F (T’T(COS@Ii LA QE)) F (r(cos H(E)’ - SiIlG(M)’)]B
K™ K™ K™ K™
ve
2 12,2
Lo(s,t,0) = qir[—siné,{im — cosd :mT]T
tr' t
:FT[—SinHK—F i —(’OSHE]N
K™ K™

t 1
Fr[—sin 05T cos 0— (1*k* — k — tx')|B
K™ K™
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olarak bulunur. Hesaplamalar1 daha kisa yazmak amaciyla

tr? K2 tr/ t
n =1F (T(COSQ(i), — sin 0( " T)')) +t*k* F (TI@(COSQKJ T in ET)),
2 t2 2 t / t
Ny = tk F (rk(cos@— —sinf i 7_)) + (*k' F r(cos Q(K i ) — sin H(E)'))
K™ K™ K™ K™
thT? 1
F(r(—cosb "T 4 sin 0— (K°T — kT — tTK')),
K™ K™
! t t t2 3 _ — tK
Ny = t°k7 F (r7(cos® " sin OE)) F (r(cos Q(E)’ — sin H(M)')
K™ K™ K™

yazilirsa

25(57 t? 0) = 771T‘H72N+773B

olur. Ayrica

o tk? t2Kk2T
py = Fr[— sm@li—m — cos e ],
N tkT
py = Fr[—sinb preal Hﬁ—m],
tkT

1
—cos0— (t*K> — Kk — tK)]

- —sin @
Ps3 F r[—sin e e

yazilirsa

29(37 t 9) = p1T+p2N+p3B

seklinde elde edilir.

Buradan £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin I. temel formunun katsayilarini hesa-

planirsa,
E = —ni+m+n;,
= —11P1 T N2P21+M3P3; (4.1.13)
G = —pi+p3+ps

ifadeleri elde edilir.

£(s,t,0) b-eksenli tiip yiizeyinin normal vektorii
w(s,t,0) = P(s,t,0) —m(s,t) (4.1.14)
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dir. Buradan gerekli islemler yapilirsa

2 12,2
w(s,t,0) = F [7”((:089i ~sinf > 7—)]T
K™ K™
t t
—|—[t2/€:FT(COS(9K+ ¥ —SIIIQLTZ)]N (4.1.15)

K

1
Frcos Q—T —sin0—(*s° — k — tv')|B
KM KM

elde edilir.
£(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin II. temel formun katsayilarimi hesaplayalim.

Oncelikle

Lss(5,1,0) = (n1+196)T + (15 4+ 15—n37 )N + (n,7+13)B,
Leo(s,8,0) = (11)aT + (19)eN + (13)6B,

Loo(s,t,0) = (p1)oT + (p2)oN + (p3)eB

esitlikleri bulunur. Buradan e, f, g katsayilar

tKk 2 t2 2
€ = (771‘”72"9) [:FT(COS 9— —sin6 m T)]
!
t
+(ny & + 1y=n37) [k F r(cos " — sin eﬂ)]
Hm
’ tRT 1 9 3 ,
+(ny7+13) (Fr(cos Hﬂ—m — sm@ﬁ (6% — k — tK))),
tK? 2 K2T
- — 60— —sinf
(11)o[Fr(cos o sin e )]
tx' t
+(772)9[t2/<: F T’(COSGKJ Zmﬁ — sin 9%)]
1
(o Fr(cos 0T — sin—— (6% — 1 — 1)),
K™ K™

tK? o 2R2T

= — (pl)g[:Fr(coseﬁ— —sind p ]
+(py)o[t? KJ:FT((’OSQKV_FL% —sm@m—T)]
l{/m

1
+(p3)e|Fr(cos O—T — sin— (t2 bk —tr))]
K™ KM
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olarak elde edilir.

Buradan £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin Gauss egriligi

1 , tk? . 12K , )
K = [ (o) Fr(cos 60 — sin 0 D)y + ) [
!
:FT(COSGH L sin gm—T)]—i—(?hT—i—ﬁé)(:FT(COS HM—T
K™ K™ K™
1 2 2,2
—31119 (t2 3 — Kk —t&)))][—(py)o[Fr(cos Gi — sin@t " T)]
/im
t
+(py)o[t? %:Fr(coseli+ ¥ —sm@ﬂ)] +(p3)e [:FT(COSQE
1 2 2,2
—sm&ﬂ (k> — k —tr))] — [—(nl)g[:Fr(cosﬁ A sin@t:mT)]
K+ tr tkT tkT

+(15)0[t*k F r(cos 0 — sin Qm—m)]—i—( n3)e[Fr(cos 9—m

—sm@/: (t*k* — K — tr))]]?]

olarak elde edilir. Burada

A

P1

P2

P3

m

Up)

UE

dir.

(=0 +m54m3) (M +75413) — (—01p1 + Napainsps)’,

tk 2 t2 2
Fr[—sin 05 cosg” T],
K™ K™
tr! t
Fr[—sin prt i Hﬂ]
1
Fr[—sin O—T — cos 0— (k" — Kk — 1)),
KM KM
t 2 t2 2 / t
1F (r(cos Q(i)' — sin §( n T)’)) + t2k* F (rr(cos 6 — sin QE)),
K™ K™ K™ K™
tk? . KT K+ tK' tkT

tk F (rk(cos §— — sinf )) + (" F r(cos O( ) —sinf(—)"))
K™ K™ K™

2

1
F(r(—cosb P + sin eﬁ—m(tZIigT — kT —tTK')),
K+t tkT tkT . PR — ke — R
t*k7 F (r7(cosf pra sm@ﬁ—m)) F (r(cos(— pr ) — sin Q(H—m
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dir.

P1

P2

P3

m

T2

N3

dir.

Sonug 4.1.6.

(4.1.10) ile verilen £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin ortalama egriligi

1 tk? . t?RT
H = o [(=mitms4n3) [ (p)o[Fr(cos 6— — sinb——)]

K
t t
— sin 9%)]+(p3)9[¢r(cos 9%

!/

K+ 1tk
+(py)o[t*x F r(cos b

- SiHHHim(tQR?’ — £ = th")]] = 2[(=11p1 + N2p24M303) [~ (1) (4.1.16)

t 2 ] t2 2 +t / ) t
[qir(coseﬁim ~sinf > T)]—I—(772)9[t2/£q27“((:0s€l€ i —31110%)]4—(773)9

Hm

tKkT . 1
[Fricos6—" — Sm@ﬂ—m(t%g — k& — t&)]] + [ +n5+03)[— (0 +125)

£ 12,2
[Fr(cos 0 sing” " T)]
K™ K™
Burada
= (=i+mp+n3) (7i+5+n3) — (=011 + 125 15P3)°
t 2 t2 2
= Fr[— sin 022 — cos -2 T],
K™ K™
. Kk+tR tkT
= Fr[—sinf —cos—1],
K™ K™
t 1
= Fr[—sin 0" _ cos 0— (t*k* — Kk — tK)],
K™ K™
tr? t2K° tr' t
= 17F (r(cos H(i)’ — sin 6( " T)')) + 2 K5% F (TK(COS@K LA Q—KT)),
K™ K™ K™
2 t2 2 t / t
= tkF (re(cos— —sind " T)) + (*K' F 7(cos Q(K i ) — sin H(ﬂ)’))
K™ K™ K™ K™
thT? 1
F(r(—cosb "T_ | sin O0— (K’ — kT — tTK')),
K™ K
tr/ t t 5% — k — tK
= t*x7 F (r7(cos @ T sin@ﬂ)) F (r(cos H(E)' — sin H(u)’)
K™ K™ K™
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Teorem 4.1.7.

Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike 7 egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tT merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde £(s,t, )

5-eksenli kanal yiizeyi
R(s,t,0) = v+ [t—¢F T k2 (—cosh @ — sinh 0t7)|T
/{/m

+[tk — gtk F 7 (cosh0(k + tK') + sinh OtkT))|N (4.1.17)
I{/m

:|:[i (cosh OtkT — sinh O(t*k* + k + tx))|B
h}m

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s), o(s) = r(s)y/1 — 12(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m = v + ¢tT olmak iizere ~v Minkowski
uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike egri olsun. Buradan
m (s,t) nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gézoniine alinip gerekli

islemler yapilirsa

T" = T+ (tk)N,

1
N = —[(—=tk*)T + (k + t&')N + (ts7)B], (4.1.18)
Hm
B" = (k)T + (trr)N+(2%6 + i+ t6')B]
’ﬁm

elde edilir.
(3.2.4) ve (4.1.18) sistemi beraber ele alimirsa m = ~ 4+ tT hareketli kiirenin

merkeziyle £(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi
R(s,t,0) =~v+ (t —rr)T" Frv1 —r2(coshN™ + sinh B™) (4.1.19)

olur. m(s,t) spacelike merkez egri ailesinin Frenet denklemlerini kullanirsak 5-
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eksenli kanal yiizeyi

2

t
R(s,t,0) = v+ [t —r" Frv1— 2 (— cosh @ — sinh 0t7)|T
l{m

/1 — p2
+[t*k — 'tk F Voo (cosh @(k + tx') + sinh OtkT))|N
Km

1 _ el2
:F[Q (COSh OtrT — sinh O(t2K° + K + m’))]B
Hm

olarak elde edilir. Son esitlikte ¢(s) = r(s)r'(s), o(s) = r(s)\/1 — r%(s) yazilirsa

R(s,t,0) = v+ [t—¢F T 12 (—cosh @ — sinh 0t7)|T
l{/m
+[tPk — gtk F 7 (cosh0(k + tK') + sinh OtkT))|N
Km

:|:[i (cosh Otk — sinh O(t°k* + K + tr'))|B
/im

hareketli kiirenin spacelike merkez egrisi m =  + ¢T olan 5-eksenli kanal yiizeyini

bulunmus olur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.8.

Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike v egrisinin
bir parametreli ailesi m = (s) +tT merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde B(s, t, )

5-eksenli tiip yiizeyi

B(s,t,0) = v+ [tF L(— cosh 0tk? — sinh 0(t*k*7))|T
I{m
+[tk F L(cosh 0k + tx'") 4+ sinh O(tk7))|N (4.1.20)
/{,m
F—[(cosh O(tkr) + sinh O(£2K3 + & + tx))|B
Km

dir.

Ispat. (4.1.19) esitliginde yaricap fonksiyonu r = 7(s) sabit almirsa B(s, t,6)
5-eksenli tiip yiizeyi

B(s,t,0) =~ +tT™ F r(coshON™ + sinh 6B™) (4.1.21)
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elde edilir. Spacelike merkez egrisi m(s, t) nin (4.1.18) Frenet denklemleri gozoniine

alimirsa B (s, t,0) 5-eksenli tiip yiizeyi

1 1
B(s,t,0) = v+ (t F r(— cosh—tx* — sinh 6—+*x>7))T
K™ K™

!
t
f ok + sinh Hﬂ))N
Km

Km

+(#*k F r(cosh 6

2%+ Kk + tk

t
Fr(cosh 0" 1 inho
K™ K™

)B
olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.9.

Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike v egrisinin
bir parametreli ailesi m = 7 + tT merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde D (s, t, 0)

5-eksenli kanal yiizeyi

R(s,t,0) = v+ [(t+eF T 42 (sinh 6 + cosh 0t7)|T
I{m
+[t?K + thp F 7 (sinh 0(k + tK") + cosh OtkT))|N (4.1.22)
Km

:|:[i (sinh 0tkT + cosh O(—t°k* + K + t'))|B
/{m

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve o(s) = r(s)y/1 — r?(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m = v + tT olmak iizere v Minkowski
uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike egri olsun. Buradan m (s, t)
nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine alinip gerekli islemler

yapilirsa, m(s, t) egrisinin Frenet denklemleri

T" = T+ (tk)N,
N = Eim[(m?)T + (5 + )N + (tw7)B], (4.1.23)

1
B" = —[(t*k*")T + (thk7)N+(—t** + Kk + tr') B]
h;m
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olarak bulunur. Dolayisiyla spacelike m(s,t) egri ailesi kullanilarak ve (3.2.5) den-

klemi gozoniine alinirsa K(s, t, 0) 5-eksenli kanal yiizeyi
R(s,t,0) =7+ (t+ 7" )T™ Fr(s)V1 — r2(sinh ON™ + cosh 6B™)  (4.1.24)
olarak elde edilir. ¢(s) = 7(s)r'(s) ve o(s) = r(s)4/1 — r2(s) yazilirsa
R(s,t,0) =+ (t+¢)T™ F o(sinh§N™ + cosh 4B™) (4.1.25)

olur.

(4.1.25) esitliginde (4.1.23) esitlikleri yazilirsa R(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyini

R(s,t,0) = v+ [t+eF 7 i (sinh 6 + cosh 0t7)|T
Km
+[t?k + the F 7 (sinh §(k + tK') + cosh 6tkT))|N
Hm

:|:[i (sinh 0tkT + cosh O(—t°k* + K + t'))|B
Hm
olarak edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.10.

Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike vy egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tT merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde ® (s, t,0)
5-eksenli tiip yiizeyi

D(s,t,0) = v+ (t F L(mZ sinh 6 + t*k*7 cosh 6))T
/{m
+(tk F L(sinh 0(k + tK') + tkT cosh §))N (4.1.26)
I{m
q:L(tm' sinh @ + cosh 0(k — t*x* + +tx')) B
I{m
dir.

Ispat. (4.1.24) esitliginde yaricap fonksiyonu r = r(s) sabit almirsa D(s, t,6)

5-eksenli tiip yiizeyi
D(s,t,0) =+ tT™ F r(sinhN™ + cosh 6B™) (4.1.27)
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olur.
(4.1.23) denklem sistemi (4.2.27) denkleminde yazilirsa ®(s,t,60) 5-eksenli tiip

yiizeyi

D(s,t,0) = v+ (tF L(m"’ sinh  + t*x%7 cosh §))T
l{/m
+(tk F L(sinh 0(k + tK') + tkT cosh §))N
,{/m

:FL(tfiT sinh 6 + cosh 0(k — t*x* + +t+')) B
K-/m
seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.11.

Minkowski uzayinda timelike y egrisinin bir parametreli ailesi m = v+tIN merkez

egrisiyle verilirse, bu takdirde 24(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi
Als, t,0) = v+ [(o+ ptr) F ,%m(ﬁ cos + t)tr' F Kimgsine(/m + 272 —1273)|T
+(tF Him[(cos 0 +t)(k + tk*—t7) +sin O(1t°K" — t7’ — t*7'K5))N (4.1.28)
+[ptT F Him(g cosO + t)tr' F ﬂ% sin@(k + 2tr?—t7% + t*k3—127%k)| B

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s), &(s) = r(s)y/1 + r72(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m = v + tN olmak iizere v Minkowski
uzayimda birim hizli timelike egri olsun. Buradan m (s,t) nin Frenet denklemleri

Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine alimip gerekli iglemler yapilirsa

™" = (1+tk)T+ (t7)B,

1
N” = —[(t)T + (k + ts’—t7*)N + (t7')B], (4.1.29)
/{/m
1 1
B" = —[stT + 27>t T+—[rt’x — t7/ — t*7'k|N
K™ KM

1
+—[k + 2tK*—t7* + **—t*7%k]| B
Hm
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olur. Dolayisiyla timelike m(s,t) egri ailesinin (4.1.29) Frenet denklemleri ve (3.2.6)
esitligi kullanilarak 2A(s, t,6) 5-eksenli kanal yiizeyi

A(s,t,0) =5+ tN +rr'T™ F r(s)V 1+ r2(cos IN™ + sin 6B™) (4.1.30)
olur. (4.1.30) denkleminde ¢(s) = r(s)r'(s), £(s) = r(s)\/1 + r?(s) yazilirsa
A(s,t,0) =5+ tN + @T™ F {(cos ON™ + sin B™) (4.1.31)

olur.
(4.1.30) esitliginde (4.1.29) m(s,t) nin Frenet denklemleri yazilirsa (s, ¢,6) 5-

eksenli kanal ytizeyi

1 1
A(s, t,0) = v+ [(p +pth) F —(Ecos§ + )tk F —Esinf(ktr + t*76°—t°7°)| T
K™ KM
+(tF i[(cos.@ +t)(k+ t/fQ—tTQ) + sin 9(7‘t2lil —tr' — tQT’H)])N
,im

1
+[ptT F —(Ecos b + t)tr' F £ sin(k + 2ts*—t7% + t2k>—127%k)| B
K™ K™

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1.12.
(4.1.28) ile verilen (s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin Gauss egriligi

1 1 1
= ﬁ[[—(g’l + 098)[(¢ + ptr) F —m(f cos @ + t)tr' F —mfsin O(ktT + t27R>—1273)]

+(01K + 05—057)[F 5 —[(cos 0 +t)(k + tr*—t1?) + sin (71K — t7' — t*7'k)]]

0
+(0 + Toy) [ptT F —(fcos@ + )t F—— 5311

(k + 2tk*—t12 + 213 —1272K) ][~ (v1)e](p
+ptr) F —(f cosf + )tk F —f sin 0(/<at7 + 2R —127%)]
K™ K™
—|—(U2)9[q:i[(cost9 +1)(k + te®—t7%) + sin 0(1t?K — t7’ — 27'K)]] (4.1.32)
K™
inf
+(v3)g[ptT F —(f cos O + t)tr’ F 5i( + 2tk*—t7? + 2P —1*77K)]]
1
—[—(01)el(¢ + ptr) F F&—m(f cosf + t)tr' F H—mf sin O(ktr + t*7R*—127%)]
+(g2)9[¢§n[(6080 + ) (K + te®—t7%) + sin O(7t?K — t7' — 2 7'K)]]
Esinf
l‘{-/m

1
+(03)0[ptT F — (& cos b + t)tT' F (k + 2ts?—t7% + K3 —127%K)] %]
/{;m

dir. Burada

I = (—0f+05+05) (—vi+v5+v3) — (—v10; + V20, + V303)7,

dir.

Ispat. (4.1.28) ile verilen 2A(s,t,6) 5-eksenli kanal yiizeyinin 1. ve II. temel

formunun katsayilarini bulalim. Oncelikle 2U(s,t, ) yiizeyinin s ve 6 ya gore kismi
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tiirevleri alimip gerekli iglemler yapilirsa
As(s,t,0) = (14+[(¢ + ¢tk) F Him(f cos 0 + t)tk' F Kimf sin (ktT + t* 7> —127%))
:Fli—:;[(COS 0 +t)(k + tk*—t7?) +sin (1% — t7’ — *7'5))T
+([k(@ + ¢tr) F l{im(f cosf + t)tk' F l{imf sin O(ktt + t*7K*—127%))

:F(i[(cose +1)(k + t®—t7%) + sin 0(7t?K — t7' — *7'K)])’
l{m
, _ &Tsinf

—[ptm? F L(f cosf + t)tr' F (k + 2tk*—t7% + 253 —127%K)] )N
K-/m

1 sin 6
+([ptT F — (£ cos O + t)tr' F gbi(n + 2tk —t7? + PP —t27%K))
K™ K™

:Fg—T[(COS 0 +1)(k + tk*—t7?) +sin (1%’ — tr’ — t*7'K)]) B
Hm
ve

¢ [cos O(ktT + 7> —t*7%) — tK'sin O] T

Hm

m9(87 t, 9) = :F

:Fi[cos O(Tt*k' — t7" — t*7'K) — sin O(k + tr*—t7%)|N
I{/m

:Fi[cos 0(k + 2ts*—t7% + 126> —1272kK) — sin 0t7'|B
/{;m
esitlikleri elde edilir. Islemlerin daha kisa ve sade olmasi icin
1 1
0, = (1+[(p + ¢tk) F — (0 cos O + t)tx' F —o sinO(ktr + 27> —1273))
K™ K™

qig—l{ [(cos O +t)(k + tk*—t7?) +sin O(12K" — t7’' — t27'k))),
I{m

0y = [K(p+ ptr) F ﬁim(ﬁ cosf + t)tr' F ﬁima sin O(ktT + t*7r*—127%))

¢(i[(c0s 0+ t)(k +tk?—t7?) +sin O(1t°K — t7’ — t27'K)])
/im

inf
& S:: (k + 2ts*—t72 + 25°—°7%K)),
K

Esiné

Km

—ptT® F — (£ cos O+ t)tr' F
I{m
1
03 = [(ptT + _(€ cosf + t)tTl F (/{ + 2t/§,2—t7'2 + t2l£3—t27'2}§,)],
I{m
:Fg_T [(cos O +t)(k + tk*—t72) +sin O(11%K — t7/ — t*7'K)]
K:m

olarak alinirsa

9’[5(57 t7 9) = 91T+QQN+QBB
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olur. Ayrica

v = ¢im[cos O(ktT + t*7R>—1273) — tK' sin 0],
K

vy = qzim[cos O(tt2k' — t7' — t*7'K) — sin O(k + tr*>—t7?)],
K

vy = :Fim [cos O(k + 2tK>—t7% + 2K°—1°7%K) — sin 0t7]
K

olmak {izere

Q[@(S, t, 9) = 'U1T+’U2N+’U3B

olur. I. temel formun katsayilar:

= —ol+oitol,
= —0,U1+0yV2F03V3, (4.1.33)

_ 2 2 2
= —v] +v;+ U3

seklinde elde edilir.

2(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin normal vektorii

1 1
@(s,1,0) = [(¢+ptr) F —(§cost + 1)t F —sinb(ntr + 76" —t*7)|T

:Fi [(cos O + t)(k + th*—t7%) +sin 0(78°K — t7/ — t*7'Kk)|N (4.1.34)
/im
Esind

1
+ptT F —(Ecos O + t)tr' F >——(k + 2tk*—t7? + t*5*—127%K)| B
K™ K™

olarak bulunur.
A(s,t,0) b-eksenli kanal yiizeyinin II. temel formun katsayilarim hesaplayalim.

Oncelikle

Ass(s,1,0) = (0 + 098)T + (015 + 05— 037)N + (05 + 70,)B,
9[39(37 t, 9) = (Ql)eT + (QQ)ON + (Q3)9B;
9[99(8, t, 9) = (Ul)gT + (UQ)QN + (U3)9B
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seklinde bulunur. Buradan e, f, g katsayilar
1 1
e = — (0] + 0.k)[(¢ + ¢tk) F —(Ecos O + t)tk' F —Esin O(ktr + 27> —273)]
K™ K™

+(01k + QIZ—QgT)[:Fi[(COS 0 +1)(k + tk*—t7?) + sin (7%’ — t7’ — 27'K)]]
I{/m
1 in 6

(05 + 7o)t F S (Ecosf+ t)tT F gﬂ—m + 2Rt + PR TR,

t /
= —(01)o[(¢+ ¢tk) F Eim(f cosb +t) F ﬁim sin (kT + t2*7K>—127°)]
+(92)9[¢i[(c039 +t)(k 4+ th2—t7%) +sin (712K — t7’ — t27'K)]]
K™

+(s)o [‘P”¢—(€C089+t)t7 F : > sin O + 2tk —t7 + 65 —127%K))],

t /
= — (v1)o[(p + ¢tr) F i(f cos @ + t)tr' F £ sin (ktT + 27K —1277)]
K™ K™
+(U2)9[:Fi[(cos 0 +1)(k + tk*—t7?) + sin O(1°K — t7’ — *7'K)]]
I{:m

1 sin ¢
+(v3)g[ptT F —(Ecos b + t)tr' F gbi(/—@ + 2tkE—t7? + PPtk
K™ K™

olur.

Dolayisiyla 24(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin Gauss egriligi

1 1 1
= ﬁ[[—(g’l + 09K)[(p + ptr) F H—m(f cos @ + )tk F H—mfsin O(ktT + t27R>—1273)]

+(01K + 0h—057) [:Fi[(cos 0 +t)(k + tk?—t7?) + sin (1%’ — t7/ — 27'K)]]

58119

+(0 + 7oy [ptT F —(5 cos O + )7 F 2——(k + 2tk>—t72 + 23 —1272K)]| [~ (v1)a] (¢

+ptr) F —(f cosf + t)tk' F —f sin Q(IitT + 2R —127%)]
I{/m /{/m

—|—(U2)9[q:£[(cos€ +t)(k 4 th?—t7%) +sin (112K — t7/ — *7'K)]]
K;m

inf
&l—i(ﬁ + 2tK* =17 + 2K 1272k ]

1
+(vs)glptT F l{—m(f cosf + t)tr' F
1 1
—[=(e1)el(¢ + ¢tr) F H—m(f cosO + t)tx' F H—mfsin O(ktT + t*7R*—121%))]
HOlF-[(c0s0+ 1) (1 + 1i2—t7%) + sin O(r’ — b7 — £27'K)]
/{m

+(05)0|ptT F i({ cos + t)tr' F w( + 2% —t7? + 25 —1272K)])?)
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olarak bulunur. Burada
I1 = (—oj+05+03) (—vi+vi+u3) — (—v10) + 20y + U305)?
dir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.13.
(4.1.28) ile verilen (s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin ortalama egriligi

— Srl(- g (~(alal(p + i) F (€ cosd + 1)in’

1
F—osinO(ktT + t2TI€2—t27'3)]+(I/2)9[:F£[(COS 0 +t)(k + t®—t7?)
K™ K™

1
+sin O(tt* k" — t7’ — 27'K)]|+(v3)o[ptT F %—m(g cos 0 + t)tr’

&sind

F (k4 2K>—t712 4+ tzlfg—t27'2/f)]) - 2[—le1+92’/2+@3’/3)
K

1 1
(—(01)0[(¢ + ptk) F —(Ecos O + t)tk' F —EsinO(ktT + 278> —t77)]
K™ K™

—l—(gQ)g[:FHim[(cosH +t)(k + th?—t7%) +sin 0(11?K — t7 — t27'K)]] (4.1.35)

1 in 0
+(03)olptT F H—m(f cos @ + t)tr' F gs%(lf + 2tk2—t72 + PRtk

1
+=vt + v + vall= (0l + 02m)[(p + pitr) F —(E cos 6+ 1)tk

1
F—&sinO(ktT + 272 —127)] + (015 + 05— 057)[F 3 [(cosO +t)(k
Hm

om
1
+t?—t7?) + sin O(T8 K — t7' — 27'K)]|+ (0% + 7o) [ptT F — (£ cos O + t)tr’
l{,m

Esind

F (k + 2tk —t7% + k> —t775)]]
K

59



dir. Burada

ve

dir.

1 1

0, = (1+[(p + ¢tk) F — (0 cos O + t)ts' F —o sinO(ktr + 27> —1273))
K™ K™

&R

F>—[(cos +t)(k + tk*—t7?) + sin O(rt*k’ — t7' — *7'k)]),
Hm

0y = [K(p+ ptk) F /fifﬂ(f cosf + t)tr' F /{ima sin 0(ktT + t*7r*—127%))

¢(i[(cos«9 + 1) (k5 + th?—t7?) +sin (11K — t7/ — t*7'K)])’
/im

ETsind

(k + 2tK*—t72 + 2:°—27%K)),

1 ino
05 = [ptT F —(Ecos O + )t F gsl(,i 4+ 2tR2—tr2 + tzﬁg_t2T2K1)],
KM Km
w_L—gT [(cos @ + t)(k + tk2—t72) + sin O(112' — t7/ — 127'K)],
Fv-m

—[ptr? F L(f cos + t)tr' F
l{:m

v = F i[cos O(ktT + t*7R*—1273) — tr sin 0],
Hm

Vg = F i[cos O(tt*k — t17" — t*7'K) — sin O(k + tk®—t7?)],
/im

vy = F im[cos Ok + 2tk*—t1% + 2 k> —1*7%K) — sin Ot7']
K

I = (=0} +05+03) (—vi+v3+13) — (—v10) + V205 + V305)°

Teorem 4.1.14.

Minkowski uzayinda timelike v egrisinin bir parametreli ailesi m = v+tIN merkez

egrisiyle verilirse, bu takdirde &(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyi

dir.

S(s,t,0) = v F L[cos O(tk') + sin O(rtT + 27> —t*7%)|T
Km
(1 F —feos Ok + th—tr%) + sin O(r? — 7' — E/R))N  (4.1.36)
l{:m

q:L[cos O(t7') +sin O(k + 2tk*—t7? + *5*—t*7%K)|B
K:m
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Ispat. (4.1.30) esitliginde yarigap fonksiyonu r = r(s) sabit almirsa &(s,t,6)
5-eksenli tiip ylizeyi

S(s,t,0) = v+ tN + Fr(s)(cos IN™ + sin /B™) (4.1.37)

olur.
Buradan (4.1.29) deki ifadeler (4.1.37) denkleminde yazilirsa S(s,t,6) 5-eksenli
tiip ylizeyi

S(s,t,0) =7 F L[cos@(t/f’) + sin O(ktT + 27> —>73)| T
/im
+(tF L[eos O(k + tk*—t7?) + sin O(7t2k" — t7' — t*7'K)])N
/{;m

q:L[cos O(t7') +sin O(k + 2tk*—t7? + *x*—t*7%K)|B
l{m
seklinde bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.15.
(4.1.37) ile verilen &(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin Gauss egriligi

1[[ (B1+B25) (F [cose(m)+sme(;~:t7+t2m2 £273)))
+(By5 + By—ByT)(F— [Cose(m+tn2 t72) 4 sin O(11%K" — t7' — £21'K)])
+(627+53)( : [COS@(tT )+ sin O(k + 2tK2—tr? + 26° —t21%K))
[—(1)o(F [Cose(t’f>+51n(9(/€t7'+t27'li2 £27%)))]
+(¥a)o(F [cos 0(k + te2—t7%) + sin (112K — t7' — 1>7'k)]) (4.1.38)
+(13)o(F [(’%9(757')4—51119(/64—%/@2 72 + 253 —1272K)])
—[=(B1)o ( [cose(tr)+sme(mr+t2m2 £273)])
+(B2)o(F [(‘089(H+t/<~‘2 t7%) + sin 0(1t°k’ — t7' — *7'K)))

+(B5)e(F [(‘os O(t1') +sin O(k + 2tk*—t72 + ?5°—t27%K)]) )]
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dir. Burada

tw' (ktT + 2TR2—1273)

Br = 1F [reosf(—0) + rsinf( )

:FHLm[K cos O(k + tk*—t72) + ksin O(1t* k" — t7/ — t27'K)],

K;m

By = F L[/@ cos O(tk') + ksin O(ktT + 7R —1277)],
Km

(1K —t17" — *7'K) .,
Ty,

:FKLm[—T cos O(tt') — 7sin O(k + 2tk —t72 + 1263 —t272K))],

(k + trk?—t7?)

Frcosb(
,{m

) + rsiné(

tr' R+ 2Rt + PR32k
B3 = F[rcos Q(R—m)' + 7sin0(

K™ )/
:F,‘iLm[T cos O(k + tk*>—t72) + 7sin O(7t?K — t7' — tQT//{)L
Y, = F HLm [—sin 0(tk') + sin 0(ktT + 27R>—127%)],
Py = F HLm[— sin 0(k + tk*—t72) + cos O(Tt*k' — t7' — t*7'k)),
V3 = F KLm [—sinO(t7') + cos O(k + 2tk*—t7% + 2 k> —121%K)]

ve
IT = (—ni+5+n3) (—vi+v3+05) — (v + vany + vany)*

dir.

Ispat. (4.1.36) esitligiyle verilen &(s,t,0) 5-cksenli tiip yiizeyinin I. ve II. temel
formunun katsayilarini bulalim. Ilk olarak &(s, ¢, #) yiizeyinin s ve § parametrelerine

gore kismi tiirevleri alinip gerekli iglem ve diizenlemeler yapilirsa
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ve

iK' ¢ 2.2 12 3
65(S7t79) = [1 + [TCOSQ(i)’+TSiHQ((H T+ TR =T )
Hm

)]

I{/m
:FL[/@ cos O(k + tk*—t7?) + ksin O(7t*k’ — t7/ — t*7'K)|T
K;m
—|—[IFL [k cosO(tk') + ksinO(ktr + t* 7> —127%)]
K;m

(k + tk?—t72) (1825 —t1" — t*7'K) ,,
I e )]

:FL[—T cosO(t7') — TsinO(k + 2tk>—t7* + 2K3—1272k)||N
ﬁm

F[rcosf( )+ rsin6(

t7! 21 2—t 2 t2 3—t2 2
—l—[:F[TcosG(l)’—i—rsinQ(R—i_ Y
Hm

Hm
:FL[T cos O(k + tk*—t7?) + 7sin 0(1t*x’ — t7/ — t*7'k)]| B,
K/m

tr! KtT 4 TR —27?
Go(s,t,0) = Fr[—sind— +sinb T T
I{/m

T

de

:FL[— sin 0(k + tk?—t72) + cos O(Tt*k' — t7' — t*7'K)|N
Hm

IFL [—sin@(t7') + cos O(k + 2tk*—t7° + ?K5°—1272K)| B
Hm

olur. Hesaplamalarin daha sade ve kisa olmasi amaciyla

yazilirsa

tr t t2 2—t2 3
By =1F]r Cosﬁ(i)’ + TsinG((R T+ TR T
K;m

)]

:F[fLm[l{ COSs e(lﬁ} -+ t/{Z—tTQ) + liSiIl@(TtZI{/ . tT/ N t27'//{)]7

Hm

By = F KLm[f; cos O(tx') + ksin O(ktt + 7> —27%)],

(K + t:;—tTZ) Y

?L[—T cos O(tr') — 7sin O(k + 2tk2—t7? + 2> —121%K)),
K;m

(112K — t1" — t27'K)

! : 9
)+ rsinf( e

F[rcosb(

tr’ .k 2tRE =t 4+ 2R3t 2K
By = F [T’COSQ(I{—m)/ + rsin 6(

)/

Km
:FKLm[T COSs (9(/4; —+ t/iz—t’/'z) + TSiHQ(Tt%i’ . tT/ . t27'/li)]

68(87 t7 9) = 61T+/82N+63B
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olur. Ayrica

v, = F KLm[— sin0(tk') + sin 0(ktr + 276> —1277)],
Yy = F L[— sin0(k + tk*—t72) + cos O(Tt*k' — t7' — t*7'k)],
Iim

vy = F L [—sin0(t7') 4+ cos O(k + 2ts*—t7% + *K°—1272K)]
K:m

yazilirsa

69(5» tv 9) = ¢1T+¢2N+¢3B

elde edilir.

Buradan &(s, t, 8) 5-eksenli tiip yiizeyinin I. temel formun katsayilar: hesaplanirsa

= —Bi+B+s,
= _¢151 + @ijﬁz + w?)ﬁ?)’ (4-1-39)

= —Yi+yi+s

ifadeleri elde edilir.

S(s,t,6) 5-eksenli tiip yiizeyinin normal vektorii

w(‘s? t, ‘9) = + L[T Cos Q(tffl) + sin 9(/%757’ + t2752—t27-3)]’:[‘
Hm
F—-lcos O(k + tr?—tr?) + sin O(r2 — t7' — t27'k)|N (4.1.40)
K‘/m

¢L[r cos O(t1') + sinO(k + 2tk*—t72 + *5°—t*7%K)|B
I{/m

olur.
S(s,t,6) b-eksenli tiip yiizeyinin II. temel formun katsayilarimi hesaplayalim.

Oncelikle

Gus(s,t,0) = (B1+628)T + (815 + By—P37)N + (By7+05)B,
Gso(s,t,0) = (B1)oT + (B3)oN + (83)0B,
Goo(s,t,0) = (¥1)oT + (¥2)oN + (13)sB
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esitlikleri bulunur. Buradan e, f, g katsayilar

— (BB (F [cos O(tk') + sin O(ktT + 7> —77)])
+(B1k + By—B57)(F i — [cos O(k + tk*—t7%) 4 sin (T*K" — t7" — t*7'K)))

+(Bym+85) (F HLm[cos O(t7') +sin O(k + 2tx*—t72 + 25°—t*7°K))),

(51) (F [(os O(tk') + sin O(ktT + *7R*—127%)))
+(Bs)o(F [cos 0(k + tk>—t72) + sin O(7t*k" — t17/ — t*7'K)])

+(Bs)o(F [COSQ(tT)+Sln9(H+2tﬁz t7? + PR —1272k))),

(1/’1) (F [FOSg(tH)+81n€(mr+t2m2 £279))
+(12)o(F [(’OSH(/i+t/£2 t72) + sin (726" — t7' — t27'k)))
+(13)o(F [(’089(t7)+81n€(n+2th2 72 + 263 —1272K)))
bulunur.
Buradan (4.2.35) ile verilen &(s,t,6) 5-eksenli tiip yiizeyinin Gauss egriligi
1[[ (B1+625) (F [COSQ(t/@)—l—sm@(litT—l-tzT/iz £27%)))
+(B1k + By—ByT) (F— [(»059(&4—1%‘2 t72) + sin O(1t25" — t7' — 1*7'K)))
+(627+63)( - [cose(tT)Jrsule(nJrzm? 72 + 265 —1272K)])
[—(¥1)o(F [CObe(t’f)+Slll<9(/<;t7'+t27'f£2 £273)])]
+(¥2)o(F [c0b 0(k + th>—t72) + sin (726" — t7/ — 127'k)))
+(13)o(F [(‘OSH(tT)—i—smO(/i—i—QmQ 172 + 23— 1212k)))
—[=(B1)e ( [cose(tT)+Smg(,€t7+t2m2 £2:9)])
+(Ba)o(F [(‘Os O(k + th?—t72) + sin O(126" — tr' — £27'K)])

+(B3)e(F [(‘OS O(t7") +sin O(k + 2tk*—t72 + ?*5°—t27%K)]) )]
elde edilir. Burada
11 = (=nf+ni+ns) (—vi+vi+v3) — (—vin; + van, + vany)?
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dir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.16.
(4.1.36) ile verilen &(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin ortalama egriligi

H = —[[( B3+ B~ ()o (F s [oos O(¢r!) + sin Ot + 127227
+(1h9)0(F [Cos 0(k + ts*—t7?) + sin O(7t2K" — t7' — t*7'K)])
+(1p3)a(F [0059(t7)+81n9(/€+2m2 tr? + 22 —1275)))]
- [(—w151+¢262+¢363)[ (B1)o(F [00b9(t7)+bm9(f€t7+t2m2 t*7%)))
+(Bo)o(F(t7")[cos O(k + tk?—t7?) + sin 9(7t2/£' —tr' — *7'K))) (4.1.41)
+(B3)o(F(t7")[cos O(tT") 4 sin O(k + 2tx*—t7% + K> —1272K)])]
H =i+ 3] [~ (B14Bak) [(:F%Lm[cos O(tr') + sin (k7 + *75°~t*7°)])
+(B1k + 5’2—537)[( (t7)[cos O(k + tr®—t7?) + sin O(Tt?K — t7/ — t7'K)])
+(Bym+85) (F [(tr)cos9+sm0(n+2m2 tr? + 257 —127%K)))]]

dir. Burada

k! t t2 2—t2 3
B, = 1:F[7“(‘089( ) +7’81119((HT+ T )

!/
:FK;LTHI:H COS 0(,% —|— t/fQ—t']— ) + liSiIlQ(TtQHI . t’]—, o tQT,K;)],

By = F KLm[/i cos O(tx') + K sin O(ktr + > 72 —273)],

tk2—t72 25—t — 127
(k + tk T)),+Tsi110(<7' K —tr T'K)
K™ Km

)]

:FL[—T cosO(t1') — Tsin (K + K2 —t712 + t2/{3—t272/<;)],
K;m

F[rcosb(

- g2 t72 o 123272
By = :F[TCOSQ( )+7’sm9(l€+ R R TR

)I

/{/m
:FﬁLm[T cosO(k + mZ—tT )+ 7sinO(78?K — tr' — 27'K)],

v, = F RLm [— sin O(tr") + sin 0(ktT + 2767 —127°)],
hy = F L[— sin 0(k + tk*—t72) + cos O(Tt2k" — t7' — t*7'k)],
Km

vy = F . [—sin0(t7') 4+ cos O(k + 2ts*—t7% + *K°—1272K)]
Km
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ve

IT = (=ni+n5+is) (—vi+vs+vs) — (—vimy + van, + vstlg)*

dir.
Teorem 4.1.17.

Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike 7 egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tN merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde X(s,t,0)

5-eksenli kanal yiizeyi
X(s,t,0) = v+ [—p(1 —tk) F ;Lm(cosh O(—tk') +sinh 0(t7)(k — tk*+t7%))]T
+tF l;im(cosh O(k — ts*+17?) + sinh 0(71%K" + t7' — t7'K))|N (4.1.42)

+[—ptT F ;Lm(cosh O(t7") +sinh (1 — tk)(k — ts*+t7%))|B

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s), o(s) = r(s)y/1 — 1r%(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m (s, t) = y+tN olmak tizere v Minkowski
uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike egri olsun. Buradan
m (s, t) nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gézoniine ahmnip gerekli

islemler yapilirsa

T" = (1 —tk)T + (¢t7)B,

1

N™ — H—m[(—m’)T + (k — ts*>+t7*)N + (t7)B], (4.1.43)
1 1

B" = —[(t7)(k — t&*+t7?) | T+—[rt?k' + t7' — t*7'k]N

KM Km
1
+—[(1 = tr)(k — tr*+t7?)|B
K:m

elde edilir. Dolayisiyla m (s,t) = v + tN hareketli kiirenin merkeziyle ve (3.2.4)

denklemi gozoniine alinirsa K(s, ¢, ) 5-eksenli kanal yiizeyi
R(s,t,0) = v+ tN — r'T™ Frv1 — r?(cosh fN + sinh §B™) (4.1.44)
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elde edilir.
Bu son egitlikte p(s) = r(s)r'(s), o(s) = r(s)y/1 — r'2(s) yazilirsa

R(s,t,0) = v+ tN — ¢T™ F o(cosh ON™ + sinh B™)
bulunur.

Buradan ise m(s, t) spacelike merkez egri ailesinin Frenet denklemlerini kullanir-

sak X(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi
X(s,t,0) = v+ [—p(1 —tk) F i(cosh O(—tk') +sinh 0(t7)(k — tk*+t7%))|T
/{m

+[tF i(cosh 0(k — ts*+17?) + sinh O(78%K" + t7' — t7'K))|N
l{'/m

+[—ptT F i(cosh O(t7") +sinh (1 — tk)(k — ts*+17%))|B
/{m

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.18.

Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike 7 egrisinin
bir parametreli ailesi m = v 4 tIN merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde Q(s, ¢, 0)

5-eksenli tiip yiizeyi
Q(s,t,0) = vF L[cosh 0(—tK') 4 sinh 0(t7)(k — ts*+t7%)|T
sz
+tF " cosh 0(k — tk*+t72) F L(TtZIi’ +tr' — 275)]N  (4.1.45)
K™ K™

:FL[cosh O(t7'") +sinh (1 — tk)(k — ts*>+t7%)|B
/im

olur.

Ispat. (4.1.44) esitliginde yaricap fonksiyonu r = r(s) sabit almirsa Q(s, t, )
5-eksenli tiip ylizeyi

Q(s,t,0) = v+ tT" F r(coshIN™ 4 sinh B™) (4.1.46)
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elde edilir. Spacelike merkez egrisi m (s,t) = v+ tN nin (4.1.43) Frenet denklemleri

gozoniine alimrsa B(s, t, ) 5-eksenli tiip yiizeyi

1 1
Q(s,t,0) = v+ (t F r(— cosh §—tk? — sinh §—t*k*7))T
K™ K™

Kk + vk

/im

t
+sinh 0" ))N
/im

253+ Kk + tK
Hm

+(t*k F r(cosh @
t

Fr(cosh 6"" 4 Sinhg )B
Hm

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.19.

Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike v egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tN merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde §(s,t,6)

5-eksenli kanal yiizeyi
5(s,t,0) = v+ [p+ otk F i(sinh 0(tr') + cosh 0(t7)(k + tk*+t72))]T
I{m
+tF i(sinh O(k + ts*+t72) 4+ cosh O(182K" — t7/ + t27'K))IN (4.1.47)
l{,m

+ltT F - (sinh B(t7') — cosh (1 — tr)(k — tx>+17%))|B
/{m

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve o(s) = r(s)\/1 — 172(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m = v + tN olmak iizere v Minkowski
uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike egri olsun. Buradan m (s, t)
nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine alinip gerekli islemler

yapilirsa m(s, t) nin Frenet denklemleri

™" = (1+1txk)T+ (t7)B

1
N™ — —[(ts')T + (k + ts*>+t7°)N + (t7)B], (4.1.48)
K-/m
1 1
B" = —[(t7)(k + tk*+t7°) | T+— [1t°k" — t7" + *7'k]N
K™ Km

—Kim[(l —tk)(k — tk*+t7%)|B
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olarak bulunur. Dolayisiyla spacelike m (s,¢) = v + tIN egri ailesi kullanilarak ve

(3.2.5) denklemi gozoniine alimirsa &(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi
(s,t,0) = +tN +rr'T™ F r(s)V1 — r2(sinh N + cosh 6B™) (4.1.49)

olarak elde edilir. p(s) = r(s)r'(s) ve o(s) = r(s)y/1 — r'%(s) yazilirsa
§(s,t,0) = v+ tN+pT™ F o(sinh ON™ + cosh 6B™) (4.1.50)

olur.

4.1.50) denkleminde (4.1.48) esitlikleri yazilirsa §(s, t, ) 5-eksenli kanal yiizeyini
( S y 1, ytizey

5(s,t,0) = v+ [p + vtk F i(s.inh 0(tk') + cosh 0(t7)(k + tk*+t72))]T

K;m
+[tF i(sinh O(k + tk*+t72) 4+ cosh O(1t*K" — t7' 4+ t*7'k))|N
Hm
+ptT F i(sinh O(t7") — cosh (1 — tk)(k — ts*>+t7%))|B
Hm

olarak elde ederiz. Boylece ispat tanimlanir.

Teorem 4.1.20.

Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike vy egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tN merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde 20(s, ¢, )
5-eksenli tiip yiizeyi

W(s,t,0) = vF L[(sinh 0(tk') + cosh 0(t7) (k + ts*+t72))|T
K:m
+[tF L(sinh 0(k + tk*+t72) + cosh O(7t2k" — t7' 4+ t27'k))|N (4.1.51)
/{m
QZL[sinh 0(t7") — cosh (1 — tk)(k — ts*>+t7%)|B
I{m
dir.

Ispat. (4.1.49) esitliginde yarigap fonksiyonu r = r(s) sabit almirsa 20(s, ¢, 0)

5-eksenli tiip yiizeyi

W(s,t,0) =+ tN F r(sinh ON™ + cosh §B™) (4.1.52)
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olur.
(4.1.48) denklem sistemi (4.1.52) denklemde gozoniine alinirsa m = y+tIN merke-
zli (s, t,0) 5-eksenli tiip yiizeyi

W(s,t,0) = vF L[(Sillh O(tr') + cosh 0(t7)(k + tr*+t72))]T
I{:m

+tF L(sinh O(k + tk*+t72) + cosh O (712K — t7' + t*7'k))|N
l{/m

:FL[SiIlh O(t1") — cosh (1 — tk)(k — tx*>+t7%)|B
I{/m

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.21.

Minkowski uzayinda timelike y egrisinin bir parametreli ailesi m = v+¢B merkez
egrisiyle verilirse, bu takdirde (s, t,6) 5-eksenli kanal yiizeyi
(s, t,0) = v+ [eF i(— cos 0(tkT) — sin 0(t*7°))]T
Km
+[—ptT F Him(cos 0(k—t7') + sin 0(t7?))|N (4.1.53)

+tF i(— cos 9(757'2) +sinO(k—t7' — tZ/‘iTz))]Ba
/im

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s), £(s) = r(s)/1 + r2(s) dir.

Ispat. T(s,t,0) yiizeyinin merkez egrisi m =  + tB olmak tizere v Minkowski
uzayimda birim hizli timelike egri olsun. Buradan m (s,t) nin Frenet denklemleri

Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine alimip gerekli iglemler yapilirsa

T" = T -—1trN,
1
N” = —[(=tk7)T + (k—t7")N — (t7*)B], (4.1.54)
Km
1 1 1
B" = #7) T+— (t7*)N+— (k—t7’ — t*k7*)B
K™ K™

_H_m

elde edilir.
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(3.2.6) ve (4.1.54) sistemi beraber ele alinirsa m = ~ + tB hareketli kiirenin
merkeziyle, T(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizey

T(s,t,0) =~ +tB+rr'T™ Fr(s)V1+ r?(cos ON™ + sin B™) (4.1.55)
olarak bulunur.
(4.2.54) denkleminde ¢(s) = r(s)r'(s), &£(s) = r(s)\/1 + 172(s) yazlirsa

T(s,t,0) = v+ tB 4+ ¢T™ F £(cosIN™ + sin 6B™) (4.1.56)

olur.

Buradan (4.1.54) denklem sistemini (4.1.56) denkleminde yerinde yazilirsa
T(s,t,0) = v+ [pF Kim(— cos 0(tkT) — sin 0(t*7°))]T
+[—ptT F Him(cos 0(k—t7') + sin 0(¢t7%))|N
+tF Him(— cos O(t1?) +sinO(k—t7’ — t*k7?))|B

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.22.

Minkowski uzayinda timelike v egrisinin bir parametreli ailesi m = v+¢B merkez

egrisiyle verilirse, bu takdirde P(s,t, ) 5-eksenli tiip yiizeyi

P(s,t,0) = 7 F [ﬁ%(—cosﬁ(mﬂ — sin0(£27%))| T
;[Him(cos 0(k—t7') + sin 0(t72))|N (4.1.57)

+tF [ELm(— cos O(t7%) + sinf(k—t7’ — t*x77))]|B
dir.

Ispat. (4.1.55) denkleminde yarigap fonksiyonu r = 7(s) sabit alimrsa P(s, t,6)
5-eksenli tiip yiizeyi

P(s,t,0) =~v+tB Fr(cosdN™ +sin6B™) (4.1.58)
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olur. (4.1.54) m = v + ¢{B nin Frenet denklemleri (4.1.58) yerine yazilirsa

P(s,t,0) = v F [ﬁLm(—cos O(tkT) — sin 0(t*73))]T
:F[KLm (cosO(k—t7") +sin0(t7%))|N

+tF [KLm(— cos 0(t1?) + sin O(k—t7’ — t*k72))]|B

elde edilir. Boylece merkez egrisi m = 7 + ¢tB olan P(s,t,6) 5-eksenli tiip yiizeyi

bulunmusg olur.
Teorem 4.1.23.

Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike 7 egrisinin
bir parametreli ailesi m = - + tB merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde M (s, t,0)

5-eksenli kanal yiizeyi
M(s,t,0) = v+ [pF i(— cosh 0(tkT) — sinh 0(+*k°7))]T
Hm

+ptT F i(Cosh O(k + t7') + sinh 0(tk7))|N (4.1.59)
/im

+t F —(cosh 0(t72) + sinh 6(£2% +  + tr'))|B
lim

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s), o(s) = r(s)y/1 — 1(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m = v + ¢tB olmak iizere ¥ Minkowski
uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike egri olsun. Buradan
m (s, t) nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gbzoniine alinip gerekli

islemler yapilirsa

T" = T+trN,

1
N" = —[(=tk7)T + (k4 t7")N + (t7%)B], (4.1.60)
ﬁm
1
B™ = —[—(t2l€2T)T + (tliT)N—l—(t2l€3 + K + tr')B]
/im

elde edilir.
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(3.2.4) ve (4.1.60) sistemi beraber ele alinirsa m = ~ + tB hareketli kiirenin
merkeziyle M (s,t,0) 5-eksenli kanal yiizey
M(s,t,0) = +tB —rr'T™ Fr(s)V1 — r?(cosh fN" + sinh 6B™) (4.1.61)
bulunur.
(4.1.61) denkleminde p(s) = r(s)r'(s), a(s) = r(s)y/1 — r2(s) yazilirsa
M(s,t,0) =~v+tB — ¢T™ F o(cosh{N™ + sinh B™)
olur. Son esitlikte (4.1.60) sistemi yazilirsa
M(s,t,0) = v+ [pF i(— cosh 0(tkT) — sinh 0(#*x°7))]T
Km
+ptT F i(cosh O(k + t7') + sinh 0(tk7))|N
/im
4t F -2 (cosh O(t72) + sinh O(£26° + k + t1'))|B
Km
hareketli kiirenin spacelike merkez egrisi m = v + tB olan M (s, t,0) 5-eksenli kanal
yiizeyi bulunmus olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.24.

Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike 7 egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tB merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde V (s, t,0)
5-eksenli tiip yiizeyi

V(s,t,0) = vF [L(— cosh §(tkT) — sinh 0(t*k*7))]T
Km
:F[L(cosh O(k + t1') + sinh O(tkT))|]N (4.1.62)
/{m
4]t F — (cosh O(tr?) + sinh 0(£2> + & + t'))| B
ij
dir.

Ispat. (4.1.61) esitliginde yaricap fonksiyonu r = 7(s) sabit almirsa V (s, t,6)

5-eksenli tiip yiizeyi

V(s,t,0) = v+ tB F r(coshN™ + sinh /B™) (4.1.63)
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elde edilir.
Spacelike merkez egrisi, m = v + ¢tB nin (4.1.60) Frenet denklemleri gozoniine

alimirsa V (s, t,0) 5-eksenli tiip yiizeyi

V(s,t,0) = v F [L(— cosh §(tkT) — sinh 0(¢*k*7))|T

Km
:F[L<C0Sh O(k + t1') + sinh 0(tkT)) N
Hm
+tF L(cosh O(t7?) + sinh 0(t*k* + K + tx))| B
Km

olarak edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.25.

Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike v egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tB egrisiyle verilirse, bu takdirde D(s,t,6) 5-eksenli

kanal yiizeyi
D(s,t,0) = v+ [pF i(sinh 0(tkT) + cosh 0(t*73))|T
/im

4 lptr F — (sinh 6(k + t&') + cosh 0(¢72))|N (4.1.64)
Hm

[t F — (sinh 0(t72) + cosh O(— 272 + K + tx))|B
HTTL

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve a(s) = r(s)\/1 — 172(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m = v + ¢tB olmak {izere v Minkowski
uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike egri olsun. Buradan m (s, t)
nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine alinip gerekli islemler

yapilirsa, m(s, t) nin Frenet denklemleri

T" = T+trN,

N™ = %m[(tm)T + (k 4+t )N + (t7°)B], (4.1.65)

1
B" = —[(*)T+(tr*)N+(—t?s7? + Kk + tr')B]
I{m
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olur.
Dolayisiyla spacelike m = ~ + tB egri ailesi kullamlarak ve (3.2.5) denklemi

gozoniine alinirsa 5-eksenli kanal yiizeyi D(s,t,0)
D(s,t,0) =~ +tB+rr"T™ F r(s)V1 — r2(sinh ON™ + cosh 6B™) (4.1.66)

olarak elde edilir.
(4.1.66) esitliginde ¢(s) = r(s)r'(s) ve o(s) =r(s)/1 — r?(s) yazilirsa

D(s,t,0) =y +tB + ¢T™ F o(sinh ON™ + cosh 6B™) (4.1.67)

olur.
(4.1.65) denklem sistemi (4.1.67) te yerine yazilirsa D(s,t,60) 5-eksenli kanal

ylizeyi

D(s,t,0) = v+ [pF i(sinh O(tkT) + cosh O(t73))]T

Hm
+[ptT F i(Sinh 0(k + tr') + cosh §(t7%))|N
Hm
+[tF i(sinh 0(t1?) 4 cosh O(—t?k7? + k + tx'))|B
Km

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.26.

Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike v egrisinin
bir parametreli ailesi m = v + tB merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde R(s,t,6)
5-eksenli tiip ylizeyi

R(s,t,0) = vF L[(Sinh 0(tkT) + cosh 6(t*73))|T
/,fm
F—[sinh O(k + tr') + cosh §(t72)|N (4.1.68)
Hm
+tF L(cosh 0(t1?) 4 sinh O(—t?k7? + Kk + tx'))|B
K;m
dir.
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Ispat. (4.1.66) esitliginde yaricap fonksiyonu r = r(s) sabit almirsa D(s, t,6)
5-eksenli tiip ylizeyi

R(s,t,0) = v+ tB F r(sinh ON™ + cosh 6B™) (4.1.69)

olur.
(4.1.65) denklem sistemi (4.1.69) te yerine yazilirsa m = y+tB merkezli R(s,t,0)

5-eksenli kanal yiizeyi

R(s,t,0) = vF L[(sinh O(tkT) + cosh 0(t73))]T
/{m
T [sinh §(k + t&') + cosh §(¢t7%)|N
l‘{-/m

+[tF L(cosh 0(t7?) 4 sinh O(—t?k7? + K + tx'))|B
l{m
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.27.

Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike 7 egrisinin

bir parametreli ailesi m = ~ + r(costN + sintB) merkez egrisiyle verilirse, bu

7



takdirde §2(s, ,6) 5-eksenli kanal yiizeyi

o coshd

Qs,t,0) = v+ [~ + precost F (1 —rrcost) — kr'cost + rersint))
Ifm

inh ¢
i (((r"sint + r7cost)((k — rr*cost-+(r' cost + rrsint)’

l{:m
+7r'sint + r7* cost)) — (' cost + rrsint)((r'sint + r7cost) + r'1 cost

o cosh @ 9

(k — rK”cost

+r7?sint))]T + [rcost — pr’ cost — @rrsint F

osinh @

Km

+(r' cost 4+ r7sint) + 77’ sint +rr*cost) F (1 = recost)((r'sint

+r7cost) +1'Tcost +rr?sint)) — (r'sint + r7cost)((1 — recost)’ (4.1.70)

o cosh 8

—kr' cost + rersint)))|N + [rsint — @r'sint — @rrcost F ((r'sint

osinh 8

+r7cost) +1'Tcost +rrisint) F (1 — recost)((k — rx*cost

Hm
+(r' cost +r7sint) + 70’ sint +r12cost)) — (' cost + r7sint)

(1 —rkcost) — kr'cost —rrrsint))|B

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve a(s) = r(s)\/1 — 172(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m = v + r(costN + sintB) olmak iizere
~v Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir spacelike egri olsun.

Buradan m (s,¢) nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine
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alimip gerekli islemler yapilirsa

T™ = (1 —rrcost)T + (r' cost + rrsint)N + (' sint + r7 cost)B,

N™ =

1
+— [k — rK% cost+(r’ cost +rrsint)’ + 7r'sint + r7° cos t|N
K

—[(1 — Krcost) — kr'cost — rk7 sint] T
K
1 /o l / 2 3
+—[(r'sint + 77 cost) +r'7cost +r77sint]B, (4.1.71)
K

B™ — —[(r'sint +r7cost)((k — r&*cost+(r' cost 4 rrsint)
/im
+7r'sint + r7%cost))] — (1’ cost + rrsint)((r'sint + r7cost)’
1
+r'r cost +r7*sint))]]T + — (1 —rrcost)((r'sint +r7cost)
+r'Tcost +rr¥sint)) — (r'sint 4+ r7cost)((1 — rrcost) — ki’ cost
1
+re7sint)|N 4+ —[(1 — rxcost)((k — rK2 cost-+ (1 cost + r7sint)’
I{m

+77'sint + r72 cost)) — (1’ cost + rrsint)((1 — rrcost) — k' cost

—r7ksint))|B
elde edilir.

(3.2.4) ve (4.1.71) sistemi beraber ele alinirsa m = y+r(cos tN+sin tB) hareketli

kiirenin merkeziyle (s, t,6) 5-eksenli kanal yiizeyi
Q(s,t,0) = y+r(cos tN+sin tB)—rr'T"Frv1 — r”2(cosh {N"+sinh 6B™) (4.1.72)

olur.

(4.1.72) esitliginde p(s) = r(s)r'(s) ve o(s) = r(s)y/1 — r'?(s) yazilirsa
Q(s,t,0) = v+ r(costN +sintB) — ¢T™ F o(cosh N + sinh 6B™)  (4.1.73)
olur.

(4.1.73) denkleminde (4.1.71) sistemi yerine yazilirsa (s, t,60) 5-eksenli kanal
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ylizeyi

o coshd

Qs,t,0) = v+ [~ + precost F (1 —rrcost) — kr'cost + rersint))
Ifm

inh ¢
i (((r"sint + r7cost)((k — rr*cost-+(r' cost + rrsint)’

l{:m
+7r'sint + r7* cost)) — (' cost + rrsint)((r'sint + r7cost) + r'1 cost

o cosh @ 9

(k — rK”cost

+r7?sint))]T + [rcost — pr’ cost — @rrsint F

osinh @

Km

+(r' cost 4+ r7sint) + 77’ sint +rr*cost) F (1 = recost)((r'sint

+r7cost) +1'Tcost +rr?sint)) — (r'sint + r7cost)((1 — recost)’

o cosh 8

—kr' cost + rersint)))|N + [rsint — @r'sint — @rrcost F ((r'sint

osinh 8

+r7cost) +1'Tcost +rrisint) F (1 — recost)((k — rx*cost

Hm
+(r' cost +r7sint) + 70’ sint +r12cost)) — (' cost + r7sint)

(1 —rkcost) — kr'cost —rrrsint))|B

olarak elde edilir. Boylece hareketli kiirenin spacelike merkez egrisi m = v +

r(costN + sintB) olan 5-eksenli kanal yiizeyini bulunmus olur.
Teorem 4.1.28.

Minkowski uzayinda 7 timelike egrisinin bir parametreli ailesi m = y+r(cos tIN+

sin tB) merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde O(s,t,6) 5-eksenli kanal yiizeyi
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0
O(s,t,0) = v+ [p+ ¢recost F & cos

Esinf

[((1 4+ rrcost) + kr' cost — rrrsint))]
Ifm

[(((r"sint + r7cost)(k + r&? cost+(r' cost — rrsint) — 7' sint — r72 cost)

—((r' cost — rrsint)(rr’ cost — rr¥sint 4 (r’sint + r7 cost)’))]|T

+([rcost + ¢r' cost — si §cosf ? cos "cost — rrsint) — 7' si
> pr cost — @rrsint F (k + rr®cost+(r' cost —rrsint)’ — 7r'sint
Esinf

K;m

—rr?cost) F ((r'sint +r7cost)((1 + recost) + kr' cost — rresint) (4.1.74)

—(1 +rrcost)(rr’ cost — rr?sint + (r'sint + 77 cost)’))|N

+[rsint + or'sint + r7cost F (7' cost — rr¥sint + (r'sint + r7cost)’)

sin 0
i

/fm

Hm

(1 +rrcost)(k +re*cost+(r' cost — rrsint) — 77’ sint — r72 cost))

—((r"cost —rrsint)((1 + recost) + k1’ cost — rrrsint))|B

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve &(s) = r(s)\/1 + r2(s) dir.

Ispat. O(s,t,0) yiizeyinin merkez egrisi m = v +7(cos tN +sin tB) olmak tizere

v Minkowski uzayinda birim hizli timelike egri olsun. Buradan m (s,t) nin Frenet
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denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gozoniine alinip gerekli islemler yapilirsa

T™ = (1 +rkcost)T + (r' cost — rrsint)N + (' sint + r7 cost)B,

1
N = —[(1+rkcost) + kr' cost — rrrsint]T
Hm
1
+—[k +r&?cost+(r' cost — rrsint) — 77’ sint — r72 cost|N
Hm

+—[rr' cost — r7?sint + (r'sint + r7 cost)’|B,

/{/m

1
B™ — —[(r'sint + r7cost)(k + rk?cost+(r cost — rrsint) — 7r'sint — r7 cost)
H:m
—(r'cost — rrsint) (71’ cost — rr¥sint + (r'sint + r7cost))| T (4.1.75)
1

+—[(r'sint 4+ r7cost)((1 + recost) + kr' cost — rrrsint)

/{m
—(1+rkcost)(rr’ cost — rr¥sint + (r'sint + r7cost)’)|N

1
+—[(1 +rrcost)(k +rx*cost + (1’ cost — rrsint) — 71’ sint — r72 cost)
l{/m

—(r'cost — rrsint)((1 + recost) + kr' cost — rTrsint)|B

olarak elde edilir.
(3.2.6) ve (4.1.75) sistemi beraber ele alimirsa m = y+7(cos tN+sin tB) hareketli

kiirenin merkeziyle O(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi
O(s,t,0) = v +r(costN+sintB)+rr'T™ Frv1 + r2(cos )N +sin 6B™) (4.1.76)

olur.

(4.2.72) esitliginde p(s) = r(s)r'(s) ve £(s) = r(s)y/1 +12(s) yazilirsa O(s,t,0)

5-eksenli kanal yiizeyi
O(s,t,0) = v+ r(costN + sintB)+¢oT™ F £(cos IN™ + sin B™) (4.1.77)

olarak elde bulunur.
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(4.1.77) esitligi ve (4.1.75) denklem sisteminden

&cosb

O(s,t,0) = v+ [p+ ¢recost F
Esinf

[((1 4+ rrcost) + kr' cost — rrrsint))]
Ifm

[(((r"sint + r7cost)(k + r&? cost+(r' cost — rrsint) — 7' sint — r72 cost)

—((r' cost — rrsint)(rr’ cost — rr¥sint 4 (r’sint + r7 cost)’))]|T

cos 6
+[rcost + ¢r’' cost — @rrsint F ¢
Esinf

,{Im

(k + K% cost+(r' cost — rrsint) — 71 sint

—rr?cost) F ((r'sint 4+ r7cost)((1 +rrcost) + kr' cost — rrrsint)

—(1 +rrcost)(rr’ cost — rr?sint + (r'sint + 77 cost)’))|N

+[rsint + or'sint + r7cost F
Esinf
:F

— (1 +rrcost)(k + ri2 cost+(r' cost — rrsint) — 71’ sint — 772 cost))
K

Km (7' cost — rr¥sint + (r'sint + r7cost)’)

—((r"cost —rrsint)((1 + recost) + k1’ cost — rrrsint))|B
olarak bulunur. Boylece teoremin ispat1 tamamlanir.

Teorem 4.1.29.

Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike v egrisinin

bir parametreli ailesi m =v+r(cos tN+sin tB) merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde
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®(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi

osinh 8

lim

D(s,t,0) = v+ [+ precost F (1 +rrcost) + kr' cost + rrrsint))

ocosh@

——((r' cost 4 r7sint)(Tr' cost + r7°sint 4 (r'sint + r7 cost)’)
K

—((r'sint + r7cost)(k + r&? cost-+(r' cost + rrsint)’ + 71 sint

+r72 cost)))|T + [rcost + @r' cost + @rrsint
osinh 6

K;m

(k +rK?cost+(r' cost +rrsint) + 77’ sint + r7* cost) (4.1.78)

sh 6
gcos (1 +rrcost)((rr' cost +rr2sint + (r'sint + r7cost)’)

,{Im
—((r'sint + r7cost)((1 + rrcost) + kr' cost + rrrsint)))|N

osinhf, |, 5 .
(17" cost 4+ rr°sint

+[rsint + or'sint + ¢r7cost F

:osh 0
TN (1 4 rrcost) (s + i cost

+(r'sint 4+ r7cost)’) F
+(r' cost +rrsint) 4+ 7r'sint 4+ r7* cost)

—((r" cost +rrsint)((1 + rrcost) + kr' cost + rrrsint)))|B

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve o(s) = r(s)\/1 — 172(s) dir.

Ispat. Hareketli kiirenin merkez egrisi m(s,t) = v 4 r(costN + sintB) olmak
iizere v Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir spacelike egridir.

Buradan m (s,t) nin Frenet denklemleri Minkowski uzayindaki yapilar gézoniine
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alimp gerekli iglemler yapilirsa m(s, t) nin Frenet denklemleri

T" = (1 +rkcost)T + (r' cost + rrsint)N + (¢’ sint + r7 cost)B,
1
N™ = —[(1 4 rrcost) + kr' cost + rrrsint]T
Hm
1

Km

+— [k +rr*cost+(r' cost + rrsint) + 77 sint + 7% cos t]N

1
+—— 17 cost +rr¥sint + (r'sint 4+ r7cost)|B, (4.1.79)
Hm
1
B™ — —[((r'cost +r7sint)(rr' cost +rr?sint + (r'sint + r7cost)’)
Hm

—(r'sint 4+ r7cost)(k + rk? cost+(r' cost + rrsint) + 7' sint + r72 cost)]T

1
+—[(1 +rrcost)(rr' cost +rrisint + (r'sint + r7 cost)’)
I‘{/m

1

)
(

—(r'sint +r7cost)((1 +rkcost) + kr' cost + rrrsint)|N

+t [(1+rkcost)(k + 7K cost+(r' cost + rrsint) + 7r'sint + r7 cost)
)

—(r"cost +rrsint)((1 + recost) + kr' cost + rrrsint))|B

olarak bulunur.
Dolayisiyla spacelike m =+ + 7 (costN +sin tB) egri ailesi kullanilarak ve (3.2.5)

denklemi gozoniine alimirsa @ (s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi
O(s,t,0) = y+r(costN+sintB)+oT" Frv1 — r2(sinh {N" +cosh B™) (4.1.80)
olarak bulunur. ¢(s) = r(s)r'(s) ve a(s) = r(s)y/1 — r2(s) yazilirsa

O(s,t,0) = v+ r(costN + sintB)+¢T™ F o(sinh dN™ + coshB™)  (4.1.81)
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olur. (4.1.81) esitliginde (4.1.79) esitlikleri yazilirsa @ (s, t,6) 5-eksenli kanal yiizeyi

osinh 8

lim

(1 +rrcost) + kr' cost + rrrsint))

D(s,t,0) = v+ [p+ precost F

ocosh@

——((r' cost 4 r7sint)(Tr' cost + r7°sint 4 (r'sint + r7 cost)’)
K

—((r'sint + r7cost)(k + r&? cost-+(r' cost + rrsint)’ + 71 sint

+r72cost)))]T + [rcost + @r' cost + @rrsint
osinh 6

K;m

(k + rK? cos t+(r' cost + rrsint) + 7r'sint + r72 cos t)

sh 6
gcos (1 +rrcost)((rr' cost +rr2sint + (r'sint + r7cost)’)

,{Im
—((r'sint + r7cost)((1 + rrcost) + kr' cost + rrrsint)))|N

osinhf, |, 5 .
(17" cost 4+ rr°sint

+[rsint + or'sint + ¢r7cost F

o cosh

+(r'sint 4+ r7cost)’) F (1 4 rrcost)(k + K cost

+(r' cost +rrsint) 4+ 7r'sint 4+ r7* cost)

—((r" cost +rrsint)((1 + rrcost) + kr' cost + rrrsint)))|B

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4.2. 5-eksenli Kanal Yiizeylerin Paralel Yiizeyleri

R3 3-boyutlu Minkowski uzaymnda bir F(s,t,6) 5-eksenli kanal yiizeyinin a uza-
liktaki paraleli olan F (s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi

F(s,t,0) = F(s,t,0) + awo(s,t,0) (4.2.1)
olarak tanimlanir. Burada zo yiizeyinin birim normal vektoriidiir ve a reel sayidir.
Teorem 4.2.1.

(4.1.1) esitligiyle verilen B(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin paralel yiizeyi

2

PB(s,t,0) = 7+tT+<1+a)([t+s0¢£,:Z

(cos — sin 0tT)|T
+[t?k + ptr F Him(cos O(k + tk') — sin OtrT)|N (4.2.2)
:F[Kim(COS O(tkt) — sin 0(t*x® — Kk — tr'))|B)

dir.

Ispat. (4.1.1) esitligiyle verilen (s, ¢, 0) 5-eksenli kanal yiizeyi

2

t
PB(s,t,0) = v+ [t+eF stk (cosf — sin 6t7)|T

l{:m
+[t?K + ot F i(cos 0(k + tK') — sin OtkT)|N
I{/m
:F[i(cos O(tkT) — sin 0(t*x* — k — tr'))| B
lim

ve bu ytiizeyin normali

2

w(s,t,@) = [SDZF gt,{

/{m

(cos® — sin 6tT)|T
+[t?k + otk F i(cos O(k + tr') — sin OtrT)|N
I{m

:F[Kim (cosO(tkT) — sin 9(t2f€3 —k—1K'))|B
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idi. Buradan gerekli iglemler yapilirsa B(s,t,6) 5-eksenli kanal yiizeyinin paralel

yiizeyi P(s,t,0)

2

B(s,t,0) = v+tT+(1+a)([t+90¢€,:Z

(cos — sin OtT)|T
+[t?k + ptr F i(cos 0(k + tk') — sin OtrT)|N
I{:m

:F[i(cos O(tkT) — sin 0(t*x* — Kk — tr'))|B)
K;m
elde edilir.
Sonug 4.2.2.

(4.1.10) ile verilen 5-eksenli kanal yiizeyi £(s,t,#) nmin paralel yiizeyi E(s, t,0)

. t 2 t2 2
£(s,t,0) = v+tT + (1—|—CL)(Z|Z[7“(COSQi ~sinf " 7—)]T
K™ K™
tK/ t
+[t?k F T(COSGK T ing ET)]N (4.2.3)
h/:m

t 1
Frcos 0" sin 0— (1*r* — k — tr')|B)

K™ K™

dir.
Sonug 4.2.3.

(4.1.28) esitligiyle verilen 2A(s, t, ) 5-eksenli kanal yiizeyinin paralel yiizeyi (s, t, 0)

(s,1,0) = 7+ IN + (1+a)([(p + gtr) T ;{im(f cos 0+ 1)t
£

/im

[(cos O + t)(k + tk*—tT?) (4.2.4)
Esiné .

L

1
F—Esinf(ktr + 7227 T F
Km

1
+sin 0(712K — t7 — 27'K)|N + [ptT F — (Ecos O + t)tr’ F + 2tK?
K/m

—t7% + 253 —127%K)|B)

dir.
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Sonug 4.2.4.

(4.1.36) esitligiyle verilen &(s, t, ) 5-eksenli kanal yiizeyinin paralel yiizeyi é(s, t,0)

&(s,1,0) = 7+ tN + (1+a)(F—

Km

[rcos O(tx') + sin O(ktT + t*7K*—t*73)|T
F—lcos O(x + tr?—tr?) + sin (72’ — 47— £*7')|N (4.2.5)

:FL[T cos O(t7') + sin O(k + 2tk*—t7? + t*k*—t21%K)|B)
/{/m

dir.
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4.3. 5-eksenli Kanal Yiizeylerin Harmonik Evoliitleri

Teorem 4.3.1.

(4.1.1) denklemiyle verilen 5-eksenli kanal yiizeyinin harmonik evoliitii (s, t, )

2

PB(s,t,0) = 7y +tT + (o F i:

cosf — sin 0t7)|T + [tk + ptk F —5 cosO(k + tK'
KM

—sinOtrT)|N F [/f (cosO(tkT) — sin O(t*k> — k — t&'))|B)(1 + 2eD{[(—pi+pus+u3)

t 2
(—(M)ole F —H(cosﬁ — sin 0t7)]+ (M) [t2K + otk F i(cos O(k + tK') — sin OtkT))
K™ K™

+(>\3>9[:F(l€im(COS O(tkt) — sin0(tK* — k — tK)))]) — 2[— A1+ Atz As)  (4.3.1)
Etr?

K;m

(—(py)ole F (cos O — sin 0t7)]|+ (190 [tk + ptr F Eim(cos O(k + tK') — sin OtkT)]

+(u3)9[¢(%(008 O(trr) —sin0(t*r° — k — tr))]] + [=A] + A3 + A3 [~ (13
Etr?

K:m

+igK)[p F (cos O — sin Ot7)]+ (g k + py—psT) [tk + ptr F ﬁim(cos O(k + tr')
— sin OtkT)]+(py + T,UIZ)[:F(KI%(COS O(tkt) — sin0(#*k® — k — ts"))]]} 1)
dir.
Ispat. (4.1.8) ve (4.1.9) esitlikleri (3.3.8) ifadedesinde gozoniine alnip gerekli
islemler yapilirsa (4.3.1) elde edilir.
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dir.

Sonug 4.3.2.

(4.1.10) denklemiyle verilen £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin harmonik evoliitii

o t 2 t2 2 tr!
£(s,t,0) = v+ tT + (F [r(cos QHim —siné :mT)]T + [tk F T(COS@R :mfi

t t 1
—sin H—KUT)]N F rlcos 0T _gin 0— (1?K* — k — t&)|B) (1 4 2eA{[(—n3+n3

KM KM Km

t? . tPRT K+ tK'

+m3)[—(py)o[Fr(cos Hn—m —sinf g )+ (py)alt2 F (cos —
—sin HM—T)]—F(p:;)g[:FT(COS G—tm- — sin Gi(tQ,‘f?’ — K —t&")]] = 2[(=n1p, (4.3.2)

K™ R Km

2 2,2

t°k°T

t /
) (o2 r(cos 6

ij

tk .
+12pa113P3) [ (1) [Fr(cos gli_m — sinf

. tkT tkT . 1
— 80000 (1 )o [ (cos 0 — sin O— (£ — 1 — t"))]] + [-+n--d] [ (i +105)

t 2 t2 2
[Fr(cos 9/{% —sinf /imT M

K
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dir.

Sonug 4.3.3.
(4.1.28) esitligiyle verilen (s, t,8) 5-eksenli kanal yiizeyinin harmonik evoliitii

A(s,t,0) = v+ IN+ ([(¢ +ptr) F Him(f cos O + t)tk F Himg sin 0(ktt + t*7r*—*1%)|T
+(tF H%[(cos@ + 1) (k + t*—t7%) +sin 0(7tK" — t7’ — *7'K)])N

+[ptT F Him@ cosf + t)tr' F /{im sin0(k + 2tk*—t7° + t*£°—t*7°5)|B)

(1 4+ 26 ([~ B R) ()l + i) F o (Ecos 0+ 11w’

1
F—osinO(ktT + * 72 —1*7%)]+(v2)o[F 3 [(cos O 4 t)(k + tr?—tT?)
lim

Hm

1
+sinO(11%6 — t7’ — 27'K)|]+(v3)o[ptT F — (£ cos O + t)tr (4.3.3)
/{/m
in 6
:ngl:i (k + 2tK%—t7% + 22— 72K)]) — 2[=1,1 F1pv2+n3vs)

1 1
(—(y)o[( + wtk) F —(Ecos O + t)tk' F —EsinO(ktr + t27r>—1277)]
K™ K™

+(772)9[:Fi[(cos 0 +t)(k + tk*—t7%) +sin O(1%K — t7’ — *7'K)]]
l{/m
1 in 0
R )
/ ]' !/
03 1 (0 + 1) (¢ + 1) F (€ o8O+ 1)t

1
F—¢&sinO(ktT + 7R —127)] + (016 + 0y—n3T) [:Fi [(cos@ +t)(k
K™ K™
1
+tk2—t1?) +sin O(112K — t7) — 27R)] |+ (0 + o) [ptT F — (Ecos O + t)tr
l{'/m

ind
& sin (/@ Rt + t2m3—t2725)]]}71)
l{m

:F
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Sonug 4.3.4.
(4.1.36) ile verilen &(s,t,6) 5-eksenli tiip yiizeyinin harmonik evoliitii &(s, t,8)

S(s,t,0) = v +tN+ (F— [Cose(m)+81119(/ftT+t271<;2 t273)|T
+(tF /f—m[cos 0(k + tr*—t72) + sin (712" — t7/ — t*7'k)])N
IFRLm[cos O(tr') + sin 0k + 22 —t72 + 1263 —127%k)|B) (1 + 21
{[[(—53+5§+5§)[( (¥1)o(F [0089(t/~€)+S1119(mtr+t2m2 273)))
+(12)o(F [cos 0(k + tr>—t1°) + sin O(7t*k" — t7' — t*7'k)))
+(13)0(F [cose(tr)+s1ne(/~;+2m2 t72 + 252 —127kK)))] (4.3.4)
- [(—wlﬁl + B8y + 3Bs) [~ (B1)o(F [COSG(tT ) + sin 0(ktr + 2757 —£77%)])
+(By)o(F(t7")[cos Ok + tr*—t7? )—|—81119(7't2/<;' —tr' — t*7'K)])
+(B3)a(F (") [cos O(tT") + sin O(k + 2tx>—t7% + 255 —1772K)])]
42 [~ (B4 Bar) [(F— —leos 0(t7") + sin O (ktT + 757 —1*77)])
+(B1k + ﬁg—ﬁgr)[( (t7")[cos 0(5; + tk2—t7?) + sin (12K — t7' — *7'K)))

+(BoT+55) (F [(tT Ycos O +sin 0(k + 2tk*—t72 + 2> —272 k) )]} )

dir.
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4.4. 5-eksenli Kanal Yiizeylerin Elastik Olmayan Akiglari
Teorem 4.4.1.

0
(4.1.1) ile verilen B(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin a‘ﬁ(s, t,0) akis1 inextensi-

ble ise
a 2 2 2
5(—u1+uz+u3) = 0,
0
o AT A g As) = 0, (4.4.1)
0
E(—A§+A§+/\§) =0
dir. Burada

tr2 t?
fy = 1 + 90/ F (5_/{/)/(0089 — Sinet’r) F 6_"{/(_ sin gtT/> + t2/{;2 + (Ptﬁ;z
KM K™

:Fg—/i(cos O(k + tr') — sin OtkT)),
K}m

° §

(cos @ — sin Ot7) %K' + 'tk + otk F (

Hm

t
Lo :t/-i—kgo/f:Fgﬁ ) (cos O(k + tK")

l{:m
—sinOtkT) F i(Cos. O(K' + tk") — sin Otk't — sin Otkr’)) F 5—T(— cosO(tkT)
K™ K™
+sinO(2K° — k — tK')),
py = F [(i)’(cos O(tkT) —sin O(tk* — Kk — tr')) + i(cos O(tkt)
K™ K™

—sin0(t*k® — k — tK'))] + KT + otTE F 5—T(cos 0(k + tK') — sin OtkT)],
sz

t 2
str (—sinéd — cos OtT)],
l{:m

A= F]
A= F [m‘im(_ sinO(k + tk') — cos OtkT)],
A3 = F [Him(— sin(tk1) — cos (K> — k — tK'))]
dir.
Ispat. Teorem 4.1.2 ve tanim 2.1.34 beraber ele alinip gerekli islemler yapilirsa

(4.4.1) bulunur.
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Sonug 4.4.2.

0
(4.1.10) ile verilen £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin ES(S, t,0) akis1 inextensible

ise
%(—n?+n§+n§) = 0,
%(_771% + M2p2insp3) = 0, (4.4.2)
%(—pfﬂﬁﬂ%) =0
dir. Burada
p1 = Fr[—sin Hii; — cos Gtz:jT],
K+t tkT
py = Fr[—sind preaia «9%—m]7
ps = Fr[—sin Qt:—n: — cos (9Him(t2/€3 — Kk —tr')],
n, = 1F (r(cos «9(%)' — sin Q(tZ:iT)')) + ?K% F (rk(cos e : — sin 97:—7:)),
ny = tkF (re(cos 9%5 — sin Qtz:jT)) + (*K" F 7(cos (9(/‘€ i t/@’), — sin 9(%:—;)’))
F(r(—cos Qt:j + sin Hﬁim(tZIigT — KT —tTK')),
n = nrF (rrleost™ 1 i p™T)) = (r(coso(Ty —sinp( T,

dir.

Sonug 4.4.3.

0
(4.1.28) ile verilen (s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin &Q[(s, t,0) akisi inexten-

sible ise

0

5 (—atate;) = 0,
0

a(—Q1U1+92U2+93U3) = 0,

0
STty = 0,
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dir. Burada

dir.

ise

1 1

0, = (1+[(p + ¢tk) F — (0 cos O + t)ts' F —o sinO(ktr + 27> —1273))
K™ K™

&R

F>—[(cos +t)(k + tk*—t7?) + sin O(rt*k’ — t7' — *7'k)]),
Hm

0y = [K(p+ ptk) F /fifﬂ(f cosf + t)tr' F liima sin 0(ktT + t*7r*—127%))

¢(i[(c089 + 1) (k5 + th?—t7?) +sin (11K — t7/ — t*7'K)])’
/im

inf
—[ptr? F L(f cosf +t)tr' F 7 sin (k + 2tK*—t72 + 2:°—27%K)),
I{m
1 inf
05 = [ptT F —(§cosf +t)tr' F gSi(/i + 2tK%—t7? + PR 12 72R))
K™ K™
IFg—T [(cos O + t)(k + tk*—t72) +sin (112K — t7/ — t27'K)],
F‘-/m
v = F i[COS O(ktT + t*7R*—1273) — tr sin 0],
Hm
vy = F i[cos O(tt*k — t17" — t*7'K) — sin O(k + tk®—t7?)],
lim

vy = F im[cos Ok + 2tk*—t1% + 2 k> —1*7%K) — sin Ot7']
K

Sonug 4.4.4.

(4.1.36) ile verilen &(s, t, 0) 5-eksenli tiip yiizeyinin %6(3, t,0) akigi inextensible

0
5 (~AHBH) = 0,
1,
a(_¢151+¢252+w353 = 0, (4-4-4)

9
a(—w%w%w% =0
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dir. Burada

dir.

tw' (ktT + 2TR2—1273)

Br = 1F [reosf(—0) + rsinf( )

:FHLm[K cos O(k + tk*—t72) + ksin O(1t* k" — t7/ — t27'K)],

K;m

By = F L[/@ cos O(tk') + ksin O(ktT + 7R —1277)],
Km

(k + t:;—t7'2) v

:FKLm[—T cos O(tt') — 7sin O(k + 2tk —t72 + 1263 —t272K))],

(112K — t17" — t*7'K)

Frcosb(
,{m

) + rsiné(

tr' R+ 2Rt + PR32k
B3 = F[rcos Q(R—m)' + 7sin0(

/
K™ )
:FL[T cos O(k + tk*—t7?) + 7sin 0(7t*k" — t7' — t*7'K)],

Hm
v, = F L[— sin 0(tk) + sin O(ktt + 27K>—1277)],
l{m
Yy = F L[— sin 0(k + tk*—t72) + cos O(Tt*k' — t7' — t*7'k)),
Hm

hy = F - [—sinO(t7') + cos O(k + 2tk*—t7% + 2 k> —121%K)]
K-/m
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5. BOLUM
UYGULAMALAR

Ornek 5.1.1.

) 4 )
v(s) = (—5 cosh 3s, 359 sinh 3s)

timelike egrisini ele alalim, burada —1 < s < 1 dir. O halde bu egrinin Frenet
vektorleri
5 4 5
T(s) = (_§ sinh 3s, 373 cosh 3s),
N(s) = (—5cosh3s,0,—5sinh3s),
4 5 4
B(s) = (_§ sinh 3s, 373 cosh 3s)

olarak hesaplanabilir. Simdi buradan (s, t, 8) 5-eksenli kanal yiizeyini ve bu yiizeyin

harmonik evoliitiinii bulalim.
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a) P(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyininin parametrik denklemi
) 1
rp(s,t,0) = — 9 cosh 3s + [(t + 77" F rV1 + r2—tk*(cos § — sin 0t7)]
lim
) 1
(_§ sinh 3s) + [t*k + 7'tk F rvV1 4+ 12— (cos 0(k + tK'))
Hm
1
— sin Otk7] (=5 cosh 3s) + [rV1 + 12— cos O(trT) — sin (£
I{m
4
—K — tn’)](—g sinh 3s)],

4 4 1
yp(s,t,0) = 35T g[(t +rr' Frv/1+r2—tk* (cos§ — sin Ot1)]
Km

+g[r\/ 1+ T’Qi cos O(tkT) — sin O(t*K* — k — tr')],
/{/m

) 1

zp(s,t,0) = — 5 sinh3s + [(t + 7' Frv1 + T’QH—mtfo(cosﬁ

3 1
— sin Ht)](—g cosh 3s) + [t%k 4+ 7'tk F V1 + 12— (cos O(k + tK'))

Km
1
— sin 0tkT](—5sinh 3s) + [rV1 + 12— cos O(tkT) — sin O(H*k> — &
K;m

—tK')] (—% cosh 3s)

bigimindedir. Bu yiizeyin grafigi r(s) = s i¢in agagida verilmistir.
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Sekil 5.1

Sekil 5.1 de B(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyininin hareketi t = 1, t = 2, t = 3,

t = 4 aninda sirasiyla kirmizi, mavi, mor ve yesil renkleriyle gosterilmektedir.
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b) P(s,t,0) harmonik evoliit yiizeyinin bilesenleri,

2

5 5t t
rg(s,1,0) = — 5 cosh 3s — 3 sinh3s + [p F Stk (cos®

Hm

2
— sin 0t7)] (—g sinh 3s) + [p F gt—KI(COS 6 — sin Qt'r)](—g sinh 3s)A
l{/m

+[t?k + pts F i(cos 0(k + tK') — sin 0tkT)|(—5 cosh 3s)
K:m
+[t?k + ot F i(cos 0(k + tK') — sin 0tkT)](—5\ cosh 3s)
/im
4
ZF[i(COS O(tkT) — sin O(*K> — K — t/i/))](—g sinh 3s)
ﬂm

4N
¢[£(COS O(tkT) — sin O(2K> — K — m’))](—? sinh 3s),
I{m

4 4 4 tr?
yg(s:t,0) = 35T gt + g([go F i—i(cos@ — sin 6t7)]
AN £t ¢

Km

+ 3 ([¢ F =—/(cos —sinbt7T)] F g[ (cos O(tkT) — sin O(t*K>
Hm

—k —tK'))] F %[H%(COS O(tkT) — sin O(t*k® — Kk — tr'))],

5 5t tr?
zg(s,t,0) = — 5 sinh 3s — 3 cosh3s) + [¢p F i—Z(cosQ

2

n (cos O — sin 6t7)] (—% cosh 3s)
I{/m

— sin 0t7)] (—g cosh3s) + [¢ F
+[t*k + otk F /{im(cos 0(k + tk') — sin 0tkT)|(—5sinh 3s)
+[t*k + otk F Kim(cos 0(k + tK') — sin 0tkT)](—5A sinh 3s)
QZ[H%(COS O(tkT) — sin O(*K> — K — m’))](—%l cosh 3s)

4N
¢[£(COS O(tkT) — sin O(*K> — K — m’))](—? cosh 3s)
I{m

olur. Burada A = % ve H ortalama egriligi (4.2.9) egitligidir. Bu yiizeyin grafigi

101



r(s) = s igin agagida verilmigtir.

Sekil 5.2

Sekil 5.2 de P(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyininin harmonik evoliitiiniin hareketi
t=1,t=2t=3,t =4 aninda sirasiyla kirmizi, mavi, mor ve yesil renkleriyle

gosterilmektedir.

Ornek 5.1.2.

4 4 d
v(s) = (5 cos 3s, g sin 3s, 55)

timelike egrisini ele alalim, burada 0 < s < 27 dir. O halde bu egrinin Frenet

vektorleri

4 4 )
T(s) = (—581113S,§C083$,§),

N(s) = (—4cos3s,—4sin3s,0),

3 ) 4
B(s) = (§ sin 3s, —3 cos 3s, _5)
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olarak hesaplanabilir. Simdi buradan timelike egrisiyle beraber £(s,t,6) 5-eksenli

tiip yiizeyi ve bu yiizeyin harmonik evoliitiinii bulalim.

a) £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyininin parametrik denklemi

4 t 2 t2 2
xa(s,t,0) = 500335—1— [t:Fr(cosQi ~sinf > T)]
K™ K™

t
— sin GE)] (—4 cos 3s)
Hm

K+ tx'

4
——=sin3 t? 0
( 5 Sin s) + [t°k F r(cos e

t 1 5
Fr|cos 0% — sin Qﬁ—m(tzli?’ — K — tn’)](g sin 3s),

2 1242
sin 3s + [t F r(cos 6 sing- T

t
K™ K™

O i~

ye(s,t,0) =

)]
tr' t
i —sin@ﬁ)](—élsin?)s)
/{m

4
(§ cos 3s) + [tk F r(cos@ﬁ i

t 1 5
Fr|cos Qin: —sin— (*k* — k — tlfl)](—g cos 3s),

K K™
5 5 tr? t?K?
zo(s,t,0) = gs—l—g[tQZr(cosGHim —siné :mT)]
tKT 1 4
08 00— — sin— (*K> — k — tK/)](—=
Fr|cos prelal /@'m( k> — Kk —tr)]( 3)
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bigimindedir. Bu yiizeyin grafigi r(s) = 1 igin agagida verilmigtir.

Sekil 5.3

Sekil 5.3 de £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyininin hareketit = 1,t =2t =3,t =4

aninda sirasiyla kirmizi, mavi, mor ve yesil renkleriyle gosterilmektedir.
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b) £(s,t,0) harmonik evoliit yiizeyinin bilegenleri

9 3
_sind
sin e p e )]

t 2
xg(s,t,60) = —cos3s — —sin3s — 3 sin 3s[Fr(cos h
I{;m
t2 2 4\ t 2 t2 2
n T)] 3 sin 3s[Fr(cos Qim —sing T
tK' t
T :;)](—4 cos 3s) + A[t?k

—sinf

+[t?k F T(COSQR
K+ tr

t t
Fr(cosd — sin HE)](—ZL cos 3s) F r[cos Hﬁ
K™ K™

1 5
- sm@ﬁ (t*k> — K — t/f')](3 sin 3s) F Ar[cos «9%

1 )
— sm&ﬁ (t*k® — Kk — t/il)](g sin 3s),

4 4t tr?
ya(s,t,0) = g sin 3s + 5 cos 3s F [r(cos [
Hm
t2 2 4 t 2 t2 2
:mT )](§ cos 3s) F [r(cos Q/Qim —sinf :mT )]

t
— sin Qﬁ)] (—45sin 3s)
I{m

—sin@

4\ tr
(? cos 3s) + [’k F T(COSQK iw

tr' t
n —Sinﬁﬂ)](—él)\sin&s)
K/m

+[t?k F T(COSQK i

1 )
Frcos 9—; —sin0—(*s° — K — tli’)](—g cos 3s)

K K™
t 1 SA
Fr [(‘()SH?—SM&&K—@2 K? Ii—tlil)](—? cos 3s),
5 5t 5 tr? t?K?
za(s,t,0) = PF+tgF 3[ (Cos@ﬁim — sinf :T)]
5A tk? K2 4 t
:F?[T(COS 0 _singl T)] F —r[—cos g
Km m

4
+81119 (t2 P k-t F ?)\r[— cos —
K

1
+sm€ —(t*5° — Kk — tr)]

olur. Burada \ = % ve H ortalama egriligi (4.2.15) esitligidir. Bu yiizeyin grafigi

r(s) = 1 i¢in agsagida verilmistir.
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Sekil 5.4

Sekil 5.4 de £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyininin harmonik evoliitiiniin hareketi
t=1,1t=2t=3,t= 4 aninda sirasiyla kirmizi, mavi, mor ve yesil renkleriyle

gosterilmektedir.

Ornek 5.1.3.

3 4 3
v(s) = (—% sinh 5s, =53¢ cosh 5s)

spacelike egrisini ele alalim, burada —1 < s < 1 dir. O halde bu egrinin Frenet

vektorleri

4
T(s) = (—g cosh 5s, R —g sinh 5s),
N(s) = (—3sinhbs,0, —3coshjs),

4 3 4
B(s) = (—5 cosh 5s, 5T sinh 5s).
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Dolayisiyla £(s, t,0) 5-eksenli kanal yiizeyininin parametrik denklemi

rVIT T2

tk?(— cosh 0
/im

VT
lim

zg(s,t,0) = — 235 sinh5s + [(t — rr' F

— sinh QtT)](—g cosh 5s) + [tk — 11tk F (cosh O(k + tK")

rVIT T2
sz

+sinh 0tkT))](—3sinh 5s) F | (cosh OtkT — sinh 6(*

4
+rK+ t/i/))](—g cosh 5s),

T2

4 4
ya(s,t,0) = —s+ g[(t —rr' F tk?(— cosh @ — sinh 0t7)]

5 KM
/1 12
—%[ZF%(cosh Otk — sinh (K + k + tx'))],
3 VItr?
za(s,t,0) = — o coshbs + [(t —rr' F ﬁtﬁ(— cosh 6
Hm
/1 2
— sinh Ht’/')](—g sinh 5s) + [t*k — 17tk F ﬁ(—(cosh 0(k + tK'))
/{Im
/1 2
+sinh 0tk7))](—3 cosh bs) F [#(Cosh Otkr — sinh 0(t*k> + K

K

+tx'))] (—%l sinh 55)
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bigimindedir. Bu yiizeyin grafigi r(s) = s i¢in agagida verilmistir.

Sekil 5.5

Sekil 5.5 de R(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyininin hareketi t =1, ¢t =2, t =3, t =4

aninda sirasiyla kirmizi, mavi, mor ve yesil renkleriyle gosterilmektedir.

Ornek 5.1.4.

s), Sinh(\/?gs))

. 2
spacelike egrisini ele alalim. Oyleki Kk = - ve 7 = 3 diir. O halde bu egrinin Frenet

vektorleri

T = (%g,?smh(?s),?cosh(\/?gs))a
N = (O,Cosh(gs),smh(gs)),
B oo (3 2B By BB
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olarak hesaplanabilir. Simdi Q(s,t,6) 5-eksenli tiip yiizeyinin parametrik denklemi

2 2
a8, t,0) = %ﬁsq: 3\/—T[0h0( th') + sinh 0(t7) (5 — £
+t7)] F L[cosh O(tr") + sinh (1 — tK)(k — t;<;2-|_757—2)](_\/?§)7
/{m

V3r

yas,t,0) = cosh(\/?gs) F 3—[cosh O(—trk') +sinh 0(t7)(k — tr?+t7%)]
Hm

3
Sinh(—\é—S) [t F — coshO(k — t2Ht72) F — (126 + t7' — £27'k)]
K™ Km

Cosh(\/?gs) F /{Lm[cosh O(t7") +sinh (1 — tk)(k — tr2+t72)](— 2v3 smh(gs))
205,t,0) = sinh( 33 )F 3é[cosh O(—tr") +sinh O(t7)(k — tr?4+t77%)]

3
COSh(—\g_S) +[tF ~_cosh 0(k — tk*+t72) F L(TtZH, Lt — 27K))]
KM KM

sinh(?s) F KLm[cosh O(tr") +sinh (1 — tk)(k — tl€2—|—t7’2)](—%— cosh(gs))

bi¢imindedir. Bu yiizeyin grafigi r(s) = 1 icin asagida verilmistir.

Sekil 5.6
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Sekil 5.6 de Q(s, t,0) 5-eksenli tiip yiizeyininin hareketit = 1,t =2, ¢t =3,t =4

aninda sirasiyla kirmizi, mavi, mor ve yesil renkleriyle gosterilmektedir.

Ornek 5.1.5.

v = (\/73 sinh(s), \/73 cosh(s))

?

| ®w

spacelike egrisini ele alalim, burada 0 < s < 27 dir. O halde bu egrinin Frenet

vektorleri

(? cosh(s), %, ? sinh(s)),

= (sinh(s), 0, cosh(s)),
1 V3 1

= (§ cosh(s), — 53 sinh(s))

|
I

olarak hesaplanabilir. Buradan R(s,t,6) 5-eksenli tiip yiizeyinin parametrik den-

klemi

l‘]—{(s7 t, 9) =

|5

sinh(s) F an [(sinh O(txT) + cosh 9(t273))]

(\/73 cosh(s) F L[sinh 0(k + tx') + cosh 0(t7?)](sinh(s) + %[t
Km

:FL(cosh 0(t7?) 4 sinh O(—t*k72 + K + tK'))] cosh(s),
,{Im

1
yr(s,t,0) = s ¥ 55%[(sinh O(tkT) + cosh O(t*7°))]

2
—ﬁ[tIF "

5 (cosh 0(t72) + sinh O(—t*k72 + K + tK'))],

Km

2r(s,t,0) = ? cosh(s) F HLm[(sinh O(tkT) + cosh O(t*72))]

(? sinh(s)) F ﬁLm[sinh 0(k + tx') + cosh 0(t72)] cosh(s)

1 r
+-[tF

5 —(cosh O(t7?) + sinh (—t*k7% + k + tK'))] sinh(s)
l{'/m
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bigimindedir. Bu yiizeyin grafigi r(s) = 1 igin agagida verilmigtir.

Sekil 5.7

Sekil 5.7 de R(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyininin hareketit =1,t =2,t=3,t =4

aninda sirasiyla kirmizi, mavi, mor ve yesil renkleriyle gosterilmektedir.
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6. BOLUM
SONUC

Minkowski uzayimda hareketli merkez egrileri bir parametreli egri ailesi olan egri-
lerin timelike ve spacelike durumlarima gore 5-eksenli kanal ve tiip yiizeyleri elde
edilmigtir. 5-eksenli kanal ve tiip yiizeylerinin I. ve II. temel formunun katsayilari,
Gauss ve ortalama egrilikleri bulundu. Daha sonra elde edilen 5-eksenli yiizeylerin
paralel yiizeyleri olusturuldu. Yine bulunan 5-eksenli yiizeylerin harmonik evoliitleri

bulundu. Son olarak bu yiizeylerin elastik olmayan akiglari elde incelendi.
4. boliimdeki teoremlere bagh olarak asagidaki bazi sonuglar elde edildi.

Sonug 6.1.1. Minkowski uzayinda timelike v egrisinin bir parametreli ailesi
m = 7 + tT merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde (s, ¢, 0) 5-eksenli kanal yiizeyi

Etw? )
PB(s,t,0) = v+ [t+ ¢ F —(cosf —sinbt7)|T
K;m

+[k + otk F i(cos O(k + tr') — sinOtkT)|N
l{m
:F[i(COS O(tkT) — sin 0(t*x® — k — tr'))| B
l{:m

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s), £(s) = r(s)y/1 + r2(s) dir.

Sonug 6.1.2. Minkowski uzayimda timelike v egrisinin bir parametreli ailesi

m = 7 + tIN merkez egrisiyle verilirse, bu takdirde &(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyi

S(s,1.0) = v F —[cos O(tw') + sinO(str + >7x>—1*r%)| T
Hm
+(t F L[COS O(k + tk*—t7?) + sin O(7t*k" — t7' — t*7'K)])N
’{/m

:FL[COS O(t7') +sinO(k + 2tk*—t7* + 5 —t*7°K)|B
I{/m

dir.
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Sonug 6.1.3. Minkowski uzayinda timelike asli normallere sahip olan bir space-
like v egrisinin bir parametreli ailesi m = v + tB egrisiyle verilirse, bu takdirde

D(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyi

D(s,t,0) = v+ [¢ F —(sinh f(tr7) + cosh 6(t*r%))]T
‘K-/m
+[ctT F i(Sinh 0(k + tr') + cosh Q(tTQ))]N
‘K-/m

[t F - (sinh O(tr?) + cosh 6(—t*r? + k + 1)) B
Klm

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve a(s) = r(s)\/1 — r2(s) dir.

Sonug 6.1.4. Minkowski uzayinda spacelike asli normallere sahip olan bir space-
like 7 egrisinin bir parametreli ailesi m = « + r(costN + sintB) merkez egrisiyle

verilirse, bu takdirde Q(s, t,6) 5-eksenli kanal yiizeyi

o coshf

Qs,t,0) = v+ [~ + precost F (1 —rrcost) — kr' cost + rersint))
ﬂm

inh 6
s (((r"sint + r7cost)((k — rr* cost-+(r' cost + rrsint)’

l{:m
+7r'sint 4+ r7? cost)) — (' cost + rrsint)((r'sint + r7cost) 4+ r'1 cost

o cosh @ (5 — i

+r7?sint))]T + [rcost — pr’ cost — @rrsint F cost

osinh @

Iim

+(r' cost + r7sint) + 7' sint +rr?cost) F (1 = recost)((r'sint

+r7cost) +1'Tcost +rrisint)) — (r'sint +r7cost)((1 — recost)’

o cosh 8

—kr' cost + reTsint)))|N + [rsint — @r'sint — @rrcost F ((r'sint

o sinh 8

+r7cost) +1'Tcost +rrisint) F (1 — rkcost)((k — rx*cost

Hm

+(r' cost + r7sint) + 70’ sint + 72 cost)) — (1’ cost + r7sint)

(1 —rkcost) — kr'cost —rrrsint))|B

dir. Burada ¢(s) = r(s)r'(s) ve a(s) = r(s)\/1 — 172(s) dir.

Sonug 6.1.5. (4.1.28) esitligiyle verilen 2A(s,t,0) 5-eksenli kanal yiizeyinin
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paralel yiizeyi Q:l(s, t,0)
~ 1
A(s,t,0) = v+ tN+ (14+a)([(¢ + ¢tk) F Ii—m(f cosf + t)tK'

1
F—¢&sinO(ktr + 272 —127)| T F i[(cos 0 +t)(k + th*—t7?)
/_/{/m K;m

1 in@
+sin O(71%K’ — t7' — 27'K)]N + [ptT F — (Ecos O + t)tT' F fsi(/f + 2tK?
KM K™

—t7% + 2 k3 —127%K)|B)
dir.
Sonug 6.1.6. (4.1.10) denklemiyle verilen £(s,t, ) 5-eksenli tiip yiizeyinin har-

monik evoliitii £(s, t,0)

2 2,2, /
£(s,t,0) = y+tT+ (F [7’((:0s,«9ti —sin&t )]T+[ H:Fr(cosﬁl{—‘_m
KM

KM

1
—sin 9—)]N F rlcos G—T —sin 0—(*s° — Kk — t&")|B) (1 + 2eA{[(—ni+n}
KM KM KM

tr? t2K%T K+ tK
1) (o olFr(cos 01 — sin8 = D) ()% F r{cosd
t 1
—sin Qﬂ)]—i—(pg) [Fr(cos H—T — sin 9—(t2 5 —k—tr"))]] = 2[(—n,py
/{-/m
tli t2/<;27' K+ tK/
+12P24M3pP3) [— (1) [Fr(cos 9/{_ —sinf e )+ (n2)e[t*s F 1(cos §
. URT 1 , ,
= sin )]+ (115)o[Fr(cos 9— —sin0— (5" — k — tr)]] + [77%+77§+77§H—(771+"72/f)
tr? t2K2T
60— —sinb -t
[Fr(cos e sin e 1)

dir.

0
Sonug 6.1.7. (4.1.10) ile verilen £(s,t,0) 5-eksenli tiip yiizeyinin Eﬂ(s,t,ﬁ)

akig1 inextensible ise

)
&(—n?ﬂ?iﬂ%) = 0,
0
&(_771P1+772P2+773P3) = 0,
)
a(—ﬂ?ﬂ%ﬂ%) =0
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dir.

P1

P2

P3

m

Up)

UE

dir.

Burada

tr2 1242
Fr[—sin AT L T],
Ifm Hm
. K +tl€, tkT
Fr[—sinf —cos—1],
KM Km
3 1
Fr[—sin Oﬂ — cos 9—(t2/£3 — K —tr)],
KM K
t 2 t2 2 t! y
1F (r(cosf(—) — sin (1)) + 262 F (rri(cos 8= LA 0-y),
KM Km e e
t 2 t2 2 t ! t
ik F (m(cosQi ~ sinf—— T)) + (% F T<C089(’f ik ) — sin&(ﬂ)’))
tkT? 1
F(r(~cosd o+ sin0— (*k*1 — kT — t7H')),
K™ Km
tk/ t t 203 e _ i
kT F (TT(COSQ/‘& +tk" singﬁ)) == (T(Cosg(ﬂ)/ _ sina(u)/)
K™ K™ Km

Bu caligma 5-eksenli kanal yiizeylerin arastirilmasinda onemli bir referans ola-

caktir. Elde edilen bu yiizeylerin farkli geometrik 6zellikleri incelenebilir.
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