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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SINIR ELEMANLARI YONTEMIYLE ELEKTROSTATIK ALAN PROBLEMLERININ
ANALIZINDE PARABOLIK INTERPOLASYON FONKSIYONLARININ
KULLANILMASI

Belkis ERISTI

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Elektrik Egitimi Anabilim Dali

2003, Sayfa : 78

Bu ¢alismada, Sinir Elemanlar1 Yéntemi'nde parabolik sinir elemanlar1 kullanilarak iki
boyutlu elektrostatik alan problemleri hesaplanmistir. Ayrica, sabit ve lineer sinir elemanlarida
incelenerek, her li¢ eleman tipi i¢in ayr1 programlar geligtirilmistir.

Bu amagla, Laplace ve Poisson denklem tipinde ifade edilen bolge denklemlerine
agirhikh artiklar yontemi uygulanarak Green formiilii ile sinir integral denklemi elde edilmigtir.
Sinir integral denklemleri, parabolik sinir elemanlari ile ayrigtirilarak matris formuna
getirilmistir. Bu matriste etki katsayilari, Gauss sayisal integrasyonu kullanilarak, tekil
integraller ise analitik olarak hesaplanmigtir. Probleme Dirichlet ve Neumann sinir sartlari
uygulanarak, simir lizerinde bilinmeyenlerden olusan denklem sistemi ¢oziilerek smr
bilinmeyenleri hesaplanmigtir. Daha sonra, hesaplanan ve bilinen sinir degerleri kullanilarak
istenen i¢ noktalardaki gerilim degerleri bulunmaktadir.

Sonug olarak, gelistirilen ii¢ program diizlemsel elektrot ve koaksiyel kablo &rneklerine

uygulanarak elde edilen degerler analitik ¢oziimler ile kargilagtinlmgtir.

Anahtar Kelimeler : Sinir Elemanlari Yéntemi, Sinir Integral Denklemi, Elektrostatik Alan,

Laplace ve Poisson Denklemleri, Sabit Eleman, Lineer Eleman, Parabolik Eleman.
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ABSTRACT

Master Thesis

THE USE OF PARABOLIC INTERPOLATION FUNCTIONS IN ANALYZING
ELECTROSTATIC FIELD PROBLEMS BY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

Belkis ERISTI

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Electrical Education

2003, Page: 78

In this study, two dimensional electrostatic field problems have been calculated by
using the parabolic boundary elements of the Boundary Element Method. Furthermore, constant
and linear boundary elements were investigated and the three different programs belong to three
boundary elements were developed.

For this purpose, the region equations, which were described by the Laplace and
Poisson equations, were obtained into boundary integral equations by the help of Green’s
formula and the method of weighted residuals. Boundary integral equations were discretized
with parabolic boundary elements written in the matrix form. In this matrix form, influence
coefficients are calculated by the method of numerical Gauss integration and single integrals
were calculated analytically. Unknown boundary variables were calculated by solving the
equation system, which is composed of boundary unknowns, by applying Dirichlet and
Neumann boundary conditions. Then calculated and defined values were used to find the
voltage values at the internal points of the region.

As the result, three developed programs were applied to planar samples of electrodes

and coaxial cables and the values obtained are compared with the analytical calculations.

Key Words: Boundary Element Method, Boundary Integral Equation, Electrostatic Field,

Equations of Laplace and Poisson, Constant Element, Linear Element, Parabolic Element.
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BOLUM 1
GIRIS
1.1. Simir Elemanlari Yontemi'nin Literatiirdeki Yeri Ve Diger Yontemler

Sinir Elemanlan Yoéntemi (Boundary Element Method, BEM), Sonlu Elemanlar
Yontemi (Finite Element Method, FEM) genis kullanim alanlarinda yaygin bir sekilde
kullanilirken ortaya ¢ikmigtir. FEM'in yapilan ¢aligmalarda bu sekilde ragbet gérmesi, BEM'in
ortaya ¢ikmasini tarihsel olarak sinirlamistir. Bu bilim adamlari, matematikgiler ve miihendisler
arasinda sayisal yontemlerin gelisimi ve uygulamalan ile ilgili bir tartigma konusu ise de tarihin
her yontemin fendeki roliine ve miihendislikteki uygulamalarina yavas yavas agikhik getirdigi
kolaylikla goriilmektedir.

FEM'in baglangi¢ noktasi olarak Clough'un 1960'da ilk defa "sonlu eleman" terimini
kullanmasina ragmen, genellikle Argyris ve Kelsey'in 1954 ve 1955'deki makaleleri ve Turner,
Clough, Martin ve Topp'un 1956'da yaymlanan makaleleri kabul edilir. BEM isminden bugiin
ne alindig1 Cruse (1968) ile birlikte, Rizzo'nun 1967'deki ilk formiilasyonlar1 ve yontemle ilgili
uygulamalar1 gosteren makalesine atfedilmelidir. Lachat ve Watson (1976), Jaswon ve Symm
(1977) ve Brebbia (1978)'nin ¢aligmalar ile yeni sayisal teknikler igeren BEM, goriis noktasi
modellemede agik avantajlarla FEM'e bir alternatif olarak tanitilmistir. Boylece 1978'de BEM
iizerine ilk konferans Southampton'da yapild1 ve C. A. Brebbia (1978) tarafindan yazilan "Sinir
Elemanlart" bu tarihte yaymnlandi. Bu tarihte, Sonlu Elemanlar iizerine birgok kitap
yayinlanmigti ve hala kullammmda olan NASTRAN, SAP, ANSYS gibi birgok yaymn
piyasadaydi.

Problem ¢6ziimleri igin FEM'e ihtiya¢ duyulmasi ile yontem hizla gelismis ve tizerine
bityiik yatirimlar yapilmistir. Bu yatirimlar, FEM iizerine kurulu olan BEM yayinlarinin neslini
ve kullanimm etkilemigtir. Bu sebep kismi olarak dogru olabilir, ¢iinkii her iki ySntemin
geligimi arasindaki agiklig1 kapatmak igin gegen zaman yeterli idi. Dolayisiyla FEM ve BEM
arasindaki simdiki kargilagtirma igin sebepler kendi 6zelikleriyle ilgilidir ve agagidaki ii¢ alan
g6z Oniine alinmalidir;

¢ Problemin integral formiilasyonu
e Bilgisayar ile sayisal formiilasyon ve tammlama
e Yontemin uygulaniginda kullanicinin rahatligi

Uglincii goriiniisten baglayarak, BEM'in kullanici goriis noktasi yoniinden FEM'den

daha rahat oldugu agiktir. Bir problemi modellemede boyut azaltma biiyiik bir avantajdir.



BEM'in ana dezavantaji, problemin sadece sinir integral formillasyonunun bulunmasi
miimkiin oldugu zaman, yeni bir problem igin uygulama, bu problemin temel ¢dziim bilgisini
gerektirebilir. Oysa FEM'de belirli bir problemden digerine gegis kolaydir. BEM sadece
problemin temel ¢6ziimiine gereksinim duymaz, ayn1 zamanda bir gok integrasyonun ¢ziimiinii
de gerektirir. BEM bu yapisiyla karmagik olmasina ragmen kullanici i¢in daha sade ve kullanislh
bir yontemdir.

Her iki yontemin farkli alanlara uygulanabilir olmasina ragmen, kokenlerinin ve su anki
uygulama ve geligmelerinin ana kisimlarinin mekanik ve insaat miihendisliginin iginde oldugu
agiktir. Bu alanlar igindeki gogu aletler farkli geometrilerin elemanlari ile inga edilmistir. Ug
boyutlu gdvdelerin BEM ile, geri kalanlarin ise FEM ile gergeklestirilebilecegi ispatlanabilir.
Daha sonra iki yontemin degiskenleri arasinda bir homojenlik eksikligi olabilir.

Tartigilan biitiin sorular birbirini etkilemeden, ¢ogu farkli problemlerin sinir integral
formiilasyonu, basarili bir sekilde gelistirilmistir ve ydntem g¢ok sayida problem igin
uygulanmigtir. Yontemin uygulandigi alanlar, ayrintisiz olarak;

e Potansiyel teorisi ve bu teorinin sicaklikta ve akigkan mekanigindeki uygulamalari.
e Elektrik ve manyetik alan teorisindeki uygulamalari,
e Elektrostatik ve elastodinamik problemler,
e Kirilma mekanigi,
e Baglant1 problemleri,
e Sekil optimizasyonu,
o Tesis analiz ve dizayni,
e Madencilik ve tiinel agma,
o Toprak-yap etkilegimi,
e Toprak-akigkan etkilesimi,
e Bagimsiz sinir problemleri,
¢ Non-isotropic davranis,
e Plastik davrams,
o  Madeni levhalar,
seklinde siralanabilir (Paris vd., 1997).

Sonlu Farklar Yontemi (Finite Difference Method, FDM) her gesit kismi diferansiyel
esitliklerin ¢oziimii i¢in kullamlan sayisal tekniklerin en giigliilerinden biridir. Biitiin
elektromanyetik alan problemleri skaler veya vektdrel kismi diferansiyel esitlikleri ile temsil
edilebildiginden FDM farkli ortamlarda elektrik ve manyetik alanlarin gegici oldugu kadar
uzaysal dagilimlarinin ¢6ziimiinde de kullanilabilir. FDM ¢6ziim bélgesini sonlu ayrik noktalara

bolerek ve kismi diferansiyel esitligini bir fark esitlikler setine degistiren bir tekniktir. Bundan



dolay1 ¢6ziim tam degil, fakat yaklagiktir. Bununla beraber gayet ayrik noktalar birbirine yakin
se¢ilirse hata kabul edilebilir bir seviyeye indirilebilir (Giirdal, 2000).

Bu yontemde, her bir koordinat ySniinde kesilmis bir Taylor serisi acilimi1 kullamlarak
Laplace denklemi ayrigtirilir ve problem bolgesine yerlestirilen dogrusal bir 1zgaranin her
noktasinda uygulanir. Bilinmeyenlerin sayist ve denklemlerin sayisi, sinir sartlarinin potansiyel
olarak verilmedigi 1zgara noktalarinin sayisina esit olur. Elde edilen sonug¢ denklem sistemi
iteratif olarak veya dogrudan c¢éziilerek bilinmeyenler bulunur. Yéntemin istenmeyen yanlar,
problem geometrisinin ayrintili degil de kabaca modellenmesi ve &zellikle agik alan
problemlerinde bilinmeyenlerin sayismin ¢ok olmasidir. Ancak Sonlu Farklar Yontemi,
matrislerin elde edilmesinde ve ilgili islemlerin yapilmasinda sagladig1 kolayliktan dolay1, ¢ok
sayida tekrar islemlerinin ve bOlmelemelerinin gerektigi yerlerde olduk¢a yaygin sekilde
kullanilir (Y1ldirim, 1999).

FEM koprii ve gemiler gibi karmagik yapilardaki gerilme ve gerginliklerin
degerlendirilmesinde ingaat ve makine miihendisleri tarafindan gelistirilmisti. FDM boyle
yapisal analizin ¢6ziimii i¢in uygundur, fakat daima kismi diferansiyel esitlik ve bir baglangic
noktasi olarak bir sinir sartlart seti gerektirir. Karmagik bir yapisal problem i¢in bazen kismi
diferansiyel esitliginin ¢6ziimii ¢ok zor olmaktadir. Bundan dolayi yapi miihendisleri,
miihendislik anlayis1 ve fizigin temel prensipleri ile FEM'i gelistirmistir. Y6ntem sonunda
genellestirildiginde bir sistemin potansiyel enerjisi gibi fonksiyonelin yaklagik bir
minimizasyonu oldugu agiklia kavugsmustur. Ayn1 zamanda fonksiyonelin minimizasyonu
temelde higbir sey fakat varyasyonel prensibin uygulamasi oldugu kegfedilmistir. Bu kabuller
ile FEM yontemi kismi diferansiyel esitliklerin bir varyasyonel prensipten bir fonksiyonele
uyunca degistirilebilecegi  problemlere de genisletilmistir. Elektrostatik alan analizinde
minimize edilecek fonksiyonel smirlt bir hacim igindeki elektrostatik enerjidir (Giirdal, 2000).

Bu yontemde problem bolgesi, eleman olarak isimlendirilen sonlu sayida ¢ok kiigiik alt
alanlara aynistinlir. Problem bolgesinin sinirlarint modellemek igin polinom yaklasimlar:
kullanilmas1 daha iyi sonuglar verir. Bununla birlikte, birgok pratik uygulamada, 6zellikle iig
boyutlu problemlerde, biitiin bSlgenin aynistirlmas: igin gok sayida veri girisi gerektirmesi,
geometrik modeldeki tiirev siireksizlikleri ve sonsuzluk igeren bolgelerin modellenmesi igin
yeterli olmayis1 gibi ktii yanlar: vardir.

ki veya iic boyutlu alanlarin, farkh dielektrik sabitli ve iletkenlikli yalitkan
malzemelerden olusan yiiksek gerilim sistemlerinin matematiksel modellerini olusturan,
Laplace ve Poisson tipindeki kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan en son
yontemlerden biri de BEM'dir. BEM, elektrostatik alan hesaplamalarinda dogru ve hizlt bir
sekilde sayisal ¢6ziim elde edilmesini saglar (Yildirim, 1999).



Simir Elemanlan Yontemi, sinir integral denklemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilan sayisal
bir tekniktir. Bu teknikte elektromanyetik olaylar, matematiksel olarak integral seklindeki
Maxvell denklemleri ile tammlanir. Esdeger kaynaklar veya alan degiskenleri gibi
bilinmeyenlerden olugan smir integral denklemlerinin elde edilmesi, malzeme arakesitleri
boyunca simir sartlarinin uygulanmasina imkan saglar. Simmrlar, iizerinde bilinmeyenlerin
gosterildigi sinir elemanlarina ayrigtirildiktan sonra bir lineer denklem sistemi elde edilir.
Boylece sinir elemanlari yontemi verilen bir problemi ¢ézer. Uzayda herhangi bir noktadaki
biitiin alan degiskenleri, siirlardaki alanlar (direkt yaklagim) veya esdeger kaynaklar (indirekt
yaklasim) benzetimleriyle gerceklestirilen integrasyonlarla elde edilebilir(IES Software, 1996).

Sinir Elemanlar1 Yonteminde, sadece sinirlar ayriklagtinlmakta ve elde edilen sinur
elemanlar;, sonlu elemanlara benzer tarzda interpolasyon fonksiyonu kullamlarak
yaklagtirnlmaktadir.

Bu teknikte, temel ¢6ziimiin bulunmasinin 6zel bir Onemi vardir. Temel ¢6ziim,
problemi bdlgede saglayan basit bir fonksiyon yerine; "etki fonksiyonu" kavramiyla formiile
edilmigtir. Sinirlarin ¢6ziimii bulunduktan sonra; herhangi bir i¢ noktadaki ¢6ziim, sinirlarm
¢6ziimii yardimiyla bulunur. Zira etki fonksiyonu, i¢ noktalarla sinir diigtimleri arasmndaki
etkileri temsil eder.

Sinir Elemanlart Yénteminde kullanilan sinir tekniklerinin birgok ¢esidi vardir. Bunlar;
kaynak tanimlanmast seklinde verilen indirekt yaklagim ile potansiyeller ve potansiyellerin
normale gore tiirevleri gibi fiziksel degiskenlerin kaynak yogunlugu yerine kullanildig: direkt
yaklagimdir. Ilk yillarda indirekt yaklagim teknigi kullanilirken, daha sonraki yillarda bilgisayar
¢Oziimlerine uygunlugu nedeniyle direkt yaklagim 6nem kazanmigtir. Bu tez ¢aligmasinda direkt
yaklagim teknigi kullaniimigtir.

Indirekt yaklasim y®dntemlerinde, integral formiilasyonundaki potansiyel dogrudan
¢oziilemez, fakat alan1 destekleyen bir egsdeger kaynak bulunur. Esdeger kaynak, kaynagin yeri
ve sinirdaki herhangi bir noktaya kaynagm etkisi ile iligkili olan bir fonksiyon altinda,
tanimlanmig sinir sartlarini saglamaya zorlanarak bulunur. Bu fonksiyon, bir Green fonksiyonu
veya daha genel bir sekilde etki fonksiyonu olarak verilir. Bu gekilde kaynak bulunarak tekrar
integralin i¢ine yazilir ve bolgede herhangi bir noktadaki potansiyel hesaplanir. Kaynaklar
sadece sinurlara ve farkli malzemelerin arakesitlerine yerlestirilir. Birgok pratik problemde
kaynak bilinmez, ancak sinir iizerinde potansiyel veya potansiyelin normale gore tiirevi
belirtildiginden, bu sartlar1 destekleyecek bir kaynak bulunur. Bu durum fiziksel olarak, sinir
sartlarinin yiizey iizerindeki kaynak dagilimlarina egdeger oldugu anlamindadir (Klimpke,
1983).




Direkt yontemde, esdeger kaynak yogunlugu dagilimlari hesaplanmaksizin problem
bolgesinde potansiyel ve potansiyelin normale gore tiirevi igin dogrudan ¢oziim yapilir.
Bilinmeyen potansiyel ve potansiyelin normale gore tiirevi i¢in sinir integral denklemi, problem
bolgesi iizerinde alan noktasi alinarak Green teoreminden elde edilir (Yildir, 1985).

Sinir Elemanlan Yontemi, diger yontemlerdeki zorluklar asmak igin geligtirilmistir. Bu
yontemde, ¢oziim sadece sinirda istendiginden yontem hareketli ve serbest yiizey problemleri
i¢in olduk¢a uygundur (Partridge vd., 1992). FEM'de biitiin bolgenin bolmelenmesi gerekirken
BEM'de sadece sinirlarin bolmelenmesi gerekir. Basit gekillerde bolgenin alt bolgelere
aynistirilmast kolaydir. Ancak ii¢ boyutlu ve daha karmagik sekillerde ozellikle egrisel sekillerde
bolgenin kiigiik alt bolgelere ayrigtinlmas: zordur. Buna karsihk BEM'de sadece sinirlar
bolmelendiginden FEM'e gore daha avantajli ve daha az zaman alicidir. FEM'de analiz edilecek
bolgenin ¢oziimii biitiin alt bolgelerin ¢6ziimii sonucunda elde edilir. BEM'de ise ilk once
sinirdaki ¢6ziim hesaplanir ve daha sonra gerekiyorsa istenilen bolge noktalarindaki ¢6ziim
bulunur. FEM'de sinirdaki hesaplamalarda bagli degiskenler arasinda tipik olarak daha az
dogruluk derecesi vardir. Oysa ki BEM'de u ve q bagli degiskenlerinin her ikisinde de aym
dogruluk derecesi vardir. Yiizey bolgeleri ile i¢ bolgelerin farkhi biiyiikliikleri sebebiyle
matrisler genellikle farkli uygun bityiikliiktedirler. FEM'de seyrek simetrik matrisler olugturulur.
BEM'de ise tamamen yogun nonsimetrik matrisler olugturulur. Formiilasyonda Green-Gauss
teoremi ve temel ¢oziimiin kullanimi BEM'in bolge igindeki diferansiyel denklemin hi¢ tahmin
gerektirmedigi, sadece smir sartlarinin tahminini gerektirdii anlamina gelir. Yani BEM'de
sadece sinir sartlar1 tahmin edilirken FEM'de diferansiyel denklemin tahmini gerekir. FEM'de
eleman integrallerinin ¢oziimii kolaydir, BEM'de ise ¢dziimiin dogrulugunda énemli bir etkiye
sahip olan integraller tekil integralleri igerdiginden ¢6ziim daha zordur. FEM, biitiin nonlineer
problemlerin ¢dziimiinde olduk¢a yaygin bir gekilde uygulanr. Buna karsihk BEM,
uygulamlmadan 6nce problemin bir temel ¢6ziimii ya da en azindan yaklasik bir ¢6ziimii
bulunmahdir. Zira temel ¢6ziimii bilinmeyen birgok lineer problem vardir (hemen hemen biitiin
nonhomojen denklemler). Bu nedenle BEM biitiin lineer problemlerin ¢bziimii igin uygun
olmayabilir (Hunter vd., 2002). Biitin bunlara karsilk BEM'de problemin boyutsallig bir
derece indirgenir ve egrisel sinirlar kolaylikla modellenebilir. Bundan dolay1 BEM 6zellikle gok

boyutlu problemlerin ¢dziimiinde tercih edilen ilk yéntemdir.



BOLUM 2
ELEKTROSTATIK ALANLAR

2.1. Genel Bilgi

Elektrik alani, yiiksek gerilimde kullanilan cihazlarin yalitiminda dikkate alinmas
gereken 6nemli faktorlerdendir. Iletim hatti sisteminde gerilimler gittikge arttigindan, kullanilan
yalitim malzemelerinin daha biiyiik elektriksel zorlamalar altinda ¢alismasi gerekir. Sadece daha
kalin yalitim malzemesi kullanarak iyi bir sonu¢ alinmasi miimkiin degildir. Bunun i¢in elektrik
alan dagihminin ve kritik bolgelerdeki alan giddeti degerlerinin bilinmesi gerekir (Rumeli,
1969).

Dogru akim sartlarinda ve diisiik frekanslarda elektrik alaninin bir yaklagimi olan statik
elektrik alan kullanihir. Orta iletkenlikli malzemelerin bulundufu problemlerde alternatif
elektrik alani statik elektrik alanindan farklidir. Bu tip problemlerde statik elektrik alan
yaklagimi uygulanmaz (Kato vd., 1979).

Ozellikle dis ortamdaki gimento tozlari, baca gazlar1 gibi endiistriyel kirlilik ve kiyt
bolgelerindeki deniz suyu kirliligi, yiiksek gerilim izolatdrlerinin yiizeyinde iletken bir tabaka
olusturur. Bu durumda izolatdr yiizeyinden rezistif-kapasitif bir kagak akim akar ve alan
dagilimu statik alan hesaplamalan ile belirlenemez. Bu nedenle elektrik alanlani, statik ve
dinamik elektrik alanlar1 olmak iizere iki kisimda incelenir (Cebeci, 1991).

2.2.Statik Alanlar

Elektrostatik, yiiklii bir pargacigin digeri iizerine etkiledigi elektrik kuvveti ile ilgili
olarak Coulomb kanununun teoriksel ve deneysel dogrulanabilir ifadesine dayanmaktadir.
Coulomb kanunu bir yiikiin diger bir ylik {izerinde, hatta yiikler biiyiik uzakliklar ile birbirinden
aynilsa bile daima bir kuvvet olugturacagini ifade etmektedir. Fizikte bir yiike diger bir yiikten
dolay etkiyen kuvvet ekseriyetle bir uzakliktaki etkilesim olarak adlandirilir. Yiikler durgun
oldugu siirece bir uzakliktaki goriis noktasi gerekli biitiin ihtiyaglar1 kargilar. Bununla beraber,
eger bir yiik digerine dogru hareket ettirilirse Coulomb kanununa gore yiikler tarafindan etkiyen
kuvvetin de ani olarak degismesi gerekir. Bunun tersine gorecelik teorisi bir yiikiin hareketi
hakkindaki bilginin (bozucu etki) diger yiike ulagmasi igin belli bir zaman almasi gerektigini
zorunlu kilmaktadir. Ciinkii, hi¢bir sinyal 151k hizindan daha hizhi hareket edemez. Bundan
dolay, yiikler iizerine etkiyen kuvvetlerin artis1 ani olamaz. Boylece yiik sistemleri ile ilgili

enerji ve momentin gegici olarak denge dis1 olacag: gosterilir. Bu gergekte gorecelik teorisi ile



uyum i¢inde olup etkilesimli cisimler igin moment ve enerjinin kendileri tarafindan
korunamayacagni ifade etmektedir. Cisimlerden kagan (kaybolan) moment ve enerjiyi hesaba
katmak icin etkilesen cisimlerin yerlegtigi ortamda ekstra bir geyin varolmasi gerekir. Bu ekstra
sey, alan olarak adlandirilir. Elektrik alani, birim yiik basina diigen kuvvet olarak tanimlanabilir
(Giirdal, 2000).

Bir ilke olarak durgun elektrigin biitiinii Coulomb yasasi igindedir, denilebilir. Yiikler ve
yiiklerin konumlar1 verildiginde biitiin elektrik kuvvetleri bulunabilir. Yiiklerin elektrik
kuvvetlerinin ya da daha baska kuvvetlerin etkisi altinda serbestge hareketleri saglandiginda,
yilk dagiliminin kararli kalacagi denge diizenleniglerinin hangileri oldugu bulunabilir. Ayn1
anlamda, Newton'un mekanik yasalarinin tiimii burada da gegerlidir. Ama yine mekanikte
oldugu gibi elektromiknatislikta da bagka kavramlar ve bu arada enerji kavrami da karsimiza
cikmaktadir (Purcell, 1979).

Bir E elektrik alanmna bir q poxzitif test yiikii yerlestirilirse yiik iizerinde F=qE ile
verilen bir kuvvet olacaktir. Bu kuvvet altinda Sekil (2.1.a)da gorildigii gibi, yiuk dl
diferansiyel uzakhigina hareket eder. Yiikiin hareketi nedeniyle elektrik alant ile bir is yapilir.

Elektrik alan: ile harcanan enerji artis1 veya basitge E alan ile yapilan is miktar,

dw, = F.dl =qE.dl .1
olarak ifade edilir. Burada e indisi E alani ile yapilan isi isaretlemektedir. Is E alani ile
yapildiginda pozitif test yiikiniin daima E 'nin yoniinde hareket ettigine dikkat edilmelidir.
Bununla beraber eger test yiikii harici bir Fm kuvveti ile E 'nin zit yoniinde hareket ettirilirse

harici kuvvet ile yapilan diferansiyel ig,

—_

dwW= —F_.dI 22)

olur. Burada (-) isareti yiikiin E alanmim zit yoniinde hareket ettigini gostermektedir. Hareketli
bir yiik ile kazanilabilen kinetik enerjiyi dikkate almamak igin harici kuvvetin Sekil (2.1.b)'de
goriildiigii gibi elektrik kuvveti ile tam dengeli oldugu varsayilacaktir. Bu durumda, b

noktasindan a noktasina test yiikiiniin hareket ettirilmesi icin harici kuvvet ile yapilan toplam is,
2 e
W, =—q J'E.dl (2.3)
b

seklinde ifade edilebilir.
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Sekil 2.1 (a) Bir elektrik alam ve (b) harici kuvvetin neden oldugu bir elektrik alanindaki test
yiik@inlin hareketi
Eger Sekil (2.2 )'de goriildiigii gibi yiik kapali bir yol etrafinda hareket ettirilirse yapilan

is sifir olmahdir. Baska ifadeyle F yerine qE yazilirsa (q=1 C olarak),

Sekil 2.2 Bir elektrik alaninda bir ¢ kapal1 yolu boyunca bir q yiikiiniin hareketi

{Edi:o (2.4)
[

olur ki burada |, integrasyon yolunu gosterir (Giirdal, 2000).

Denk.(2.4)'e vektor analizinden bilinen Stokes teoremi uygulanirsa,
{ Edi= j(v xE)dl = J’(mﬂ?:).di =0 2.5)

elde edilir.



Denk.(2.5) 'in biitiin kapali yollara karsilik olan yiizeylere uygulandig diisiiniiliirse,

bunun tek yolunun,

VxE=0 (2.6)

oldugu goriiliir. Bu sonug gésteriyor ki, elektrik alani rotasyonelsiz bir alandir. Rotasyonelsiz
bir alan, skaler bir u potansiyel alamindan tiirer.

Statik elektrik alani problemlerinin ¢6ziimiinde, ¢ogu kez u potansiyel alami olarak
bilinir. Béylece u yardimiyla sabit espotansiyel yiizeyler elde edilir (Ozkaya, 1988).

Bilindigi gibi, potansiyelleri birbirine esit noktalardan gegen ¢izgiler iizerindeki biitiin
noktalarda potansiyel aymdir. Bu noktalar arasinda potansiyel farki yoktur. Bdyle sabit
potansiyelli gizgilere egpotansiyel ¢izgiler denir. Yiiklii iki levha arasinda alinan potansiyelleri
esit noktalardan gegen ¢izgi de es potansiyel ¢izgidir. Dahasi, bu ¢izgiyi igeren ve levhalara
paralel olan diizlem, sabit potansiyelli diizlemdir ve buna, espotansiyel diizlemi denir. Bir yiikii,
espotansiyel ¢izgisinde veya espotansiyel diizleminde hareket ettirmek icin bir is yapmak
gerekmez. Ciinkii bdyle bir hareket, kuvvet ¢izgilerine (veya elektrik alana) diktir. Diger
taraftan, kuvvet gizgileri daima egpotansiyelli yiizey veya ¢izgilere diktir. Elektrostatik sartlarda
iletkenlerin yiizeyleri ve hacimleri, egpotansiyel yiizeyler ve egpotansiyel hacimlerdir. Tipk
gravitasyonel kuvvetlerde oldugu gibi, elektrik alaninin bulundugu bir yerde yiiklii bir tanecigi
iki nokta arsinda hareket ettirmek igin yapilan is yoldan bagimsizdir. Iki nokta arasindaki
elektriksel potansiyel farki, bu iki nokta arasinda alman yoldan bagimsizdir. Bu 6zellik bize,
statik elektrik alanin korunumlu alan oldugunu gosterir (Colakoglu, 2000).

E

Sekil 2.3 Alan siddetinin egpotansiyel yiizeyler yardimiyla hesabi

Bir elektrik alani, alan gizgileri ile gosterilebilecegi gibi, espotansiyel ¢izgiler ile de
gosterilebilir. Espotansiyel ¢izgiler sabit bir potansiyel farki esas tutularak g¢izildigi takdirde



elde edilen sekil, alan hakkinda fikir verir. Bu ¢izgilerin sik veya seyrek olmasi, s6z konusu
noktalarda alan siddetinin biiyiik veya kiigiik oldugunu gosterir (Cebeci, 1991).

Sekil (2.3)'den de goriildiigii gibi aralarinda du kadar, sonsuz kiigiikliikte potansiyel fark:
bulunan iki egpotansiyel yiizey verilmis olsun.

Pozitif birim yiikiin, espotansiyel yiizeyin normali yoniindeki n birim vektorii
dogrultusunda dn kadar hareket etmesi halinde alan tarafindan yapilan is,

du =—E.dii =-E,.dn 2.7)
olur. Bu bagntidan,

E, =—— (2.8)

olur. E,, alan siddeti vektoriiniin espotansiyel yiizeye dik i birim normal vektorii yoniindeki
bilesenidir.

Potansiyel, koordinat sisteminin bir fonksiyonu oldugundan, denk.(2.8) kismi tiirev
seklinde,

__ou
Ey=-+ 2.9)

=—fi— (2.10)

olarak ifade edilir. Bagintilardaki eksi igareti, potansiyelin alan giddeti vektérii yoniinde azaldif
anlamina gelir.

Kartezyen koordinat sisteminde alan giddeti vektdriiniin bilesenleri,

ou
E,=—— ; E,=——; E,=-2 :
@.11)

bagintilar1 yardumiyla bulunur. Buradan, vektor analizinden bilinen potansiyel gradyan vektorii,

Ju: Ou- Ou-
du=—i+—j+—k 2.
gra 5 1 5 J 3 (2.12)

e
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olarak yazilir ve béylece alan giddeti ile potansiyel arasinda,
E =—gradu (2.13)

bagintis1 vardir. Potansiyel gradyan vektorii, denk.(2.13)'de yerine yazilirsa,

- fur du: Our
E=(&i+ &5+ 2k 2.14)
_(6x] ay.l 6Z) (
bagintisi elde edilir.
v=27,93,9% 2.15)
x oy oz

oldugundan alan giddeti vektorii, denk.(2.15),
E=-Vu (2.16)

seklinde ifade edilir (Goneng, 1977).

Denk.(2.16), elektrik alanin potansiyelin azaldig1 yonde ve espotansiyel yiizeylere dik
(ortogonal) oldugunu gésterir.

Bilindigi gibi uzayin bir yerinde elektrik alan varsa, o yerde kuvvet gizgileri de vardr,
seklinde hayali ¢izgiler tanimlanmistir. Bu gizgiler her noktada elektrik alanini teget kabul
ederler. Bir noktada alinan kuvvet ¢izgilerine dik olan birim yiizeyden gegen ¢izgi sayisi o
yerdeki elektrik alam ile orantihdir. N, ¢izgi sayisim gostermek iizere; N=g,.E olarak

tamimlanur. ds uzayindan gegen ¢izgi sayisi ise, N =¢g,.E.ds olarak tanimlanur.

Kapah bir yiizeyden gegen kuvvet cizgileri sayisi, o yiizeyin i¢inde bulunan net yiik
miktarina esittir (Gauss Teoremi). Bu ifadenin formiilize edilmis sekli agagidaki gibidir:

£ q'fs.dE:Q 2.17)

Kapali yiizey igerisinde hi¢ elektrik yiikii yoksa veya pozitif elektrik yiikleri negatif
elektrik yiiklerine miktar olarak esitse, denk.(2.17)'nin sag tarafi sifir olur.

Bu kapali yiizey herhangi bir yalitkan madde igerisinde bulunuyorsa denk.(2.17),
yalitkan maddelerin bir karakteristigi olan, yalitkanin cinsine bagli olup, sicaklik ve diger bazi
sartlarla degisebilen €, katsayis: ile carpilir. Bir yalitkan maddeden diger bir yalitkan maddeye

gegiste €, katsayisi degisir.
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£, £, q’fz.d"s' =Q (2.18)

e =g,.g, yazilip, denk.(2.18)'de yerine konursa daha genel olarak,

cj'e.fs.d§=Q (2.19)

ifadesi elde edilir. Burada €, yalitkan maddenin mutlak dielektrik sabitidir. Gauss kanunu bir

kapal yiizey igcinden gegen net diga dogru akinmn, bu yiizeyle gevrelenen toplam yiike egit
oldugunu ifade etmektedir. Yani,

{ﬁ.d§=Q (2.20)

yazilabilir. Burada D 'ye, elektriksel aki yogunlugu veya kisaca deplasman vektorii denir ve,

D=¢E 2.21)
ile ifade edilir.
Denk.(2.20) 'ye Green teoremi uygulandiginda,
VD=0 (2.22)

yazihr. Eger Q # 0 ise, diverjans sifir degildir ve bunu, p ile gdsterilen hacimsel yiik yogunlugu

cinsinden ifade etmek uygun olacaktir. Béylece kapali bir yiizey igindeki elektrik yiikii, yiik
yogunlugunun bu yiizey i¢indeki hacimsel integraline esittir (Ozkaya, 1988).
Denk.(2.20)'ye diverjans teoremi uygulanarak denk.(2.20),

jv.ﬁ.dv= jpv.dv (2.23)

olarak da yazilabilir. Bunun bir S yiizeyi ile sinirlanan herhangi bir V hacmi igin dogru olmas:
gerektiginden iki integral birbirine esittir. Uzayda herhangi bir noktada,

vD=p (2:24)

seklindedir. Bu esitlik Gauss kanununun nokta veya diferansiyel bigimi olarak adlandirihr.
Denk.(2.24) su sekilde ifade edilebilir: Uzayda herhangi bir noktadan elektrik aki hatlarinin
¢iktig1 yerde bir pozitif yiik yogunlugu vardir. Sayet yilkk yogunlugu negatif ise, elektrik aki
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hatlan noktaya dogru yaklasarak birlesirler. Denk.(2.24) elektrik aki yogunlugunun daima bir
bolgede mevcut olan serbest yiiklerin bir 6lgiisii oldugunu gostermektedir (Giirdal, 2000).

Dielektrik sabitinin noktadan noktaya degismedigi homojen bir madde iginde
denk.(2.21)'in, denk.(2.24)'te yerine konulmastyla,

vE=L - (2.25)

€
ifadesi elde edilir. Denk.(2.25), elektrik alani ile yiik arasindaki bagintiytr vermektedir.
Denk.(2.16), denk.(2.25)'te yerine yazilirsa, potansiyel ile yiik yogunlugu arasindaki baginti

elde edilir:

V(Vau)=-P veya viu=-£ (2.26)
€ €

Denk.(2.26), ikinci dereceden diferansiyel bir denklemdir (Poisson denklemi). Elektrik
yiikii bulunmayan bir uzay pargasi iginde sag tarafi sifir olur (Laplace denklemi).
Laplace denklemi, kartezyen koordinat sisteminde agik olarak,

o’u 0%u d%u

7 Y 0 =0 (2.27)

seklinde ifade edilir. Alanin sadece x ekseni boyunca degismesi halinde potansiyel,

d*u
’g = 0 (2.28)
ve elektrik alan siddeti,
ou
E=— 2.29
p. (2.29)

formiiliinden hesaplanabilir (Ozkaya, 1988).

Potansiyel fonksiyonu u, serbest elektrik yiikii bulunmayan izotrop, lineer homojen
olmayan veya homojen bir ortamda Laplace denklemini saglar. Laplace denklemi, sa§ tarafi
sifir olan ikinci mertebeden kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir. Sinir deger problemi,
belirli sinir sartlari1 saglayan potansiyel fonksiyonun bulunmasi olup, sinir deger probleminin

¢oziilmesi, potansiyel fonksiyonunun sagladigi Laplace denkleminin genel ¢oziimiindeki
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integrasyon sabitlerinin sinir sartlarma uygun olarak bulunmasi demektir. Siir deger
problemlerini ¢6zmek igin ¢esitli yontemler vardir.
Sinir deger problemlerinin gesitleri:
e Herhangi bir yiizey iizerindeki potansiyel dagihmi verilirse, sinir deger problemine
birinci gesit sinir deger veya Dirichlet problemi denir.
e Herhangi bir yiizey iizerinde potansiyelin normal tiirevinin dagilimu verilirse, sinir deger
problemine ikinci gesit sinir deger veya Neumann problemi denir.
e Herhangi bir yiizey iizerinde, kismen potansiyel dagilimi ve kismen de tiirevinin
dagilim verilirse, sinir deger problemine karigik sinir deger problemi denir.
Problemde potansiyeller yerine yiikler, potansiyellerin tiirevi yerine de yiizeysel yiik
yogunluklari verilebilir.
Dirichlet probleminde belirli sinir sartlarin1 saglayacak potansiyel fonksiyonu tektir;
Neumann probleminde ise iki farkli ¢6ziim olmakla beraber, yogunluk ve alan vektorii tiirevle
elde edildiginden ¢6ziim yine tektir (Bayrakgi, 2000).
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BOLUM 3
BOLGE ANALIZi

3.1. Genel Bilgi

Miihendislik uygulamalarinda, birgok problemler bolgeler halindedir. 2 veya 3 boyutlu
olarak tanmimlanan problem bolgelerini tamimlayan baz1 denklem tipleri meydana ¢ikaritmistir.
Yaygin olarak kullanilan bu denklemler, Laplace, Helmholtz, Wave, Diffusion ve Navier 's
denklemleridir. Bu tez calismasinda, elektrostatik alan problem bolgesi 2 boyutlu olarak

incelenip Laplace denklem tipi ile analiz edilmistir. Laplace operatorii, u ‘'ya gore,

L=V’ (CRY
veya genel olarak,
L=—Zi—l;+—g% )
seklinde ifade edilir.
S s
.

Sekil 3.1 Problem bolgesinin geometrik tanimi

B bolgesinde b=b(x,y) fonksiyonu, bilinen bir fonksiyondur. Buna gore problem

bolgesini tanimlayan kismi diferansiyel denklem olan Poisson denklemi,

VZu=b (B bolgesinde) (3.3)
seklindedir.
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Poisson denklemine agirhikli artiklar yontemi uygulanarak sinir integral denklemi elde

edilebilir. Bunun igin denk.(3.3) bir w agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak,
2 2
J(Vzu b)wdB= [ J(a 4 a——b] wdB =0 (3.4)
seklinde yazilabilir. b = 0 i¢in Laplace denklemi elde edilir ve denk.(3.4),

j j(vzu)de= j J(%*%JWB =0 (3.5)
B B

seklinde yazilir.
3.2. Green' Formiilii (Riemann Formiilii)

Green formiiliinde B bdlgesindeki iki kath integral, S simirinda bir ¢izgisel integralle
ifade edilmistir. Green formiiliine gére bélge integrali,

V(6(2) vyl 2))=4(2)V*ylk. 2)+ Vé(z) Vi, 2)
(3.6)
V(y(l 2)Vo(2))=v(k. 2) V6 (2)+ Vy(k,2)Vé(z)

seklinde ifade edilir. Burada k' bolge igerisindeki kaynak nokta ve 'z’ bolge igerisindeki alan
noktasi olarak tanimlanir.y, ¢ ve bunlanin kismi tiirevleri, B bdlgesinde skaler bir fonksiyon

olarak ifade edilir ve y fonksiyonu keyfi, 'k' sabit noktasinda tanimlanir. Bu fonksiyonlar,
referans olarak 'z' noktasinda saptanmugtir.
Bu iki denklemin farki alinip B bolgesinde integralleri alinirsa,

[ M@Vl 2)-V(v(k,2)Volz)) | dB(2)

= [ 62wl 2)-v(k.2)V6(e) | aB(2) G7)

denklemi elde edilir. Bu bolge integraline Green formiilii uygulanirsa,

1-George Green {1793-1841), kendi kendine egitim yapmis bir degirmencinin ¢ocugudur. Green formiili,
Green 'in en yaygin bilinen integral formiilidiir.
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[ )72 vl 2)-vllc2) () | dB@)

= Lg(cb(S)% (k. s)-w(k, S)-g%(S)) ds(s) (3.8)

esitligi elde edilir. Bu durumda iki katli bolge integrali, sinirlara taginmig bir integrale
déniistiiriilmiistiir. Bu denklemde 's' sinirdaki bir nokta, 'n' ise smirin normalidir.

Elde edilen bu denklem, smir integral denkleminin temel denklemidir. Bu denklem,
denk.(3.5) 'deki terimler cinsinden yazilirsa,

L [u(z)Vzw(k, z)-wik, z)Vzu(z)] dB(2)

= L(u(s)%(k,s)—w(k,s)%(s)]dS(s) (3.9

denklemi elde edilir.

3.3. Laplace Denkleminin Temel Coziimii

Problem bélgesini ifade eden sinir integrallerinin sonucunu elde etmek i¢in Laplace
denkleminin temel ¢6ziimiiniin bulunmas: gerekir. Buna gére denk.(3.9) 'da ifade edilen Laplace

denkleminin,
Vw(k,z)=0 (3.10)

temel ¢ziimiind elde etmek igin denk.(3.3) 'deki Poisson ifadesi kullamlir. Burada, b Dirac
delta fonksiyonudur.

b=-Ak,z) @3.11)
33.1. Dirac' Delta Fonksiyonu

Miihendislik uygulamalarinda yaygin olarak kullanilan bu fonksiyon tipinde Sekil

(3.2)'de gosterildigi gibi genis bir diizleme uygulanmig fonksiyonun etki alani incelenir.

1-Paul A.M. Dirac (1902-1994), 1933 'de Erwin Schrodinger 'le beraber quantum mekanigi ¢aligmasinda
Nobel &diliinii kazanmugtir. Dirac 1926 yilinda fonksiyonu tahmini olarak buldu. 1950 yilinda ise
fonksiyonu Schwartz genellestirerek tammiamugtir.
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-d d
Sekil 3.2 Dirac delta fonksiyonu
Bu fonksiyon,
£,(t)=0 [t|>d
1
f,(t)=— tj<d 3.12
d®O=—7 |¢] (3.12)
seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonun noktasal limiti almirsa;
}11133 fi(t)=0 t£0
‘111_13 fy(t)=00 t=0 (3.13)

ifadesi elde edilir. Buna gére Dirac delta fonksiyonu, tanimlanan bir noktada sonsuza giderken
bu nokta diginda her noktada fonksiyon sifira esittir. Bu fonksiyonun bolge {izerinde integrali
alinirsa,

J'fd(t)dt =1 (3.14)

sonucu elde edilir.

Dirac delta fonksiyonu herhangi bir fonksiyonla ¢arpiminin integrali,
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[fah( dt = lim [t b dt =h() (3.15)

seklinde tammlanir. Bu durumda Dirac delta fonksiyonunun, herhangi bir fonksiyonia

carpiminin integrali, fonksiyonun tanimlanan noktasindaki degerine esittir.

3.3.2. Temel Coziim

Laplace denkleminin temel ¢6ziimii, sinir eleman formiilasyonunda kullanilan agirlik
fonksiyonudur. Bu yiizden temel ¢6ziimii elde etmek Snemlidir.

Sonsuz bir bolgede 'k' noktasinda yogunlagtirilmis birim kaynak nedeniyle bir 'z
noktasindaki potansiyelin degeri, 'k' noktasindaki kaynak nedeniyle 's' noktasindaki temel
¢oziim (fundamental solution) olarak isimlendirilir. Temel ¢oziim genellikle u” seklinde ifade
edilir. 'z' noktas: alan noktasi (field point) olarak isimlendirilir. 'k' noktasi, yogunlastirilmis
birim kaynagin uygulandii kaynak noktasi (source poinf) olarak tanimlanir (Defiguerido,
1991). 's' ise, simirdaki alan noktasidir.

Burada kaynak, potansiyel alani direten biiyiikliiktiir. Incelenen fiziksel probleme gore
degiskenlik gosterir. Mesela; sicaklik alanlarinda bir 1s1 kaynaBi veya elekirik alanlarinda bir
elektrik yiikii kaynak olabilir (Y1ildirim, 1999).

u" fonksiyonu iki parametre ile degisir: 'k’ kaynak noktasmnin koordinatlar1 ve 'z' alan
noktasinin koordinatlari. Temel ¢6ziim u’, lokal koordinat sisteminde sadece 'k’ ve 's' noktalari

arasindaki bir '’ uzakligina bagli olarak ifade edilebilir (Nowak vd.,1994).

Sekil 3.3 iki boyutlu ¢6ziim bdlgesi

Laplace denkleminin temel ¢6ziimii igin ifade edilen,

" 9:;’}
Y

T
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Viu'+A, =0 (3.16)

denkleminde, B bdlgesi icerisindeki herhangi bir 'z' noktasindaki alanin kaynaga uzaklig,

r=yE-x’+@-y)’ (3.17)
kadardir. Onceki béliimde de bahsedildigi gibi 'z’ noktas1 igin,
A,=0 (3.18)
esittir. Buna gore denk.(3.16),
Vi =0 (3.19)

seklinde ifade edilir. Bu Laplace denkleminin silindirik koordinatlarda ifadesi,

V%‘(r):%%[ré%‘r—@J (3.20)

seklindedir. Bu durumda denklem, kismi tiirev yerine bayag: tiirevle ifade edilebilir.

12[,_"’“‘&)} ~0 (.21)
ror or

Bdéylece, denklemin her iki tarafinin integrali alinirsa,
rdu_(r) =A (3.22)
dr

denklemi elde edilebilir. Buradan,
u'=AlIn(r)+B (3.23)

genel denklem ifadesi elde edilir. Burada A ve B degiskenlerinin bulunmasi gerekir. Bunun i¢in
kaynak noktasindaki durumda, yani r = 0, z = k'daki durum incelenir. Bu durumda bir tekillik
s6z konusudur. Kaynagin bulundugu noktay: g¢evreleyen & yarigapli bir daire alinir ve daha
sonra ¢ sifira gotiiriiliir (Sekil 3.4).
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Sekil 3.4 Temel ¢8zlim igin yaklasim

Bu durumda, denk.(3.16) ifadesinden her iki tarafin B, bolgesinde integrali alinarak,

&

elde edilir. Bu denklemden, Dirac delta fonksiyonun 6zelligi kullamlarak,

[v?udB, =-1

Be

esitligi elde edilir. Green teoreminin 6zelliginden denklem,

ds, =-1

on

B,

seklinde ifade edilebilir. Bu denklem,

olarak yazilabilir. Bu denklemin ¢dziimiinden,

A=—L
2%

sonucu elde edilir. Bu sonug denk.(3.23)'de yerine yazilirsa,

21

[v*udB, =- [A,dB,
B,

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



u = —L In(r)+B (3.29)
2%

elde edilir (B = 0 almabilir). Bu durumda iki boyutlu Laplace denkleminin temel ¢6ziimii,

v’ :iln(l) (3.30)

2n \r

seklinde bulunur (Yildirim, 1999).
3.3.3 Diger Denklem Tipleri ve Temel Coziimleri

Iki boyutlu diger denklem tipleri ve elde edilen temel ¢oziimleri asagida verilmistir
(Hunter, 2002).

Helmholtz Denklemi V' +2%u" +A, =0

Temel Coziimii u' = %Hff) (ar) (H, Henkel fonksiyonu)
Wave Denklemi c? (Vzu* )— 6(;112' +A (t)=0 (c, Dalga hiz1)
Temel Coziimii u'= Hfet 1)

201r‘c2t2 —r? )

Diffusion Denklemi vi® X or - 0 (K, Yayilma giicii)
. 1 r’
Temel Coziimii u =- 3 €Xp| ———
(4Ktn)z 4Kt
Navier' s Denklemi —L A, =
X
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Temel Coziimii p; = p;iej

* 1

pj = —T—ZF (v, Poisson orami)
8mil —v
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BOLUM 4
SINIR ELEMANLARI YONTEMIi

4.1. Genel Bilgi

Sinir elemanlar1 ydnteminde, analiz edilen problem bdlgesinin smirlart keyfi olarak
aynigtirlir. Smirlardaki bu her bir bélmeye de sinir elemani adi verilir. Bu elemanlar iizerinde
bilinen ve hesaplanmasi gereken sinir degerleri mevcuttur. Bu degerler gerilim (u) ve gerilimin
tiirevi olan akidir (q). Smir elemanlar1 yonteminde ilk dnce sinirdaki bilinmeyen degerlerin
hesaplanmasi gerekir. Daha sonra istenen noktadaki deger, bu sinir degerlerine gére hesaplanir.
Bu hesaplamanin temeli, sir integral denklemlerine dayanir. Problem bdlgesinde, hassas

degerler elde etmek igin sinirdaki eleman sayisi arttirthir.

4.2. Simyr integral Denklemleri

Boéliim 3.2'de ifade edilen Green integral formiiliine gbre sinir integral denklemleri elde
edilir. Burada sinirda ve i¢ noktalardaki integral denklemleri gelistirilecektir.

4.2.1. Simir Noktalar: I¢in Simir integral Denklemleri

Sekil 4.1 Sinirdaki 'k’ noktasmin gésterilmesi

Denk.(3.9)'da ifade edilen genel bolge denklemi, sinir noktalarinda ve i¢ noktalarda
Laplace denklemi 6zelligine gore,

Le(u(s)%(k, s)—wik, s)%(s)) dS(s) =0 4.1
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wk,s) >u'(k,s) ve %%(k,s) —q’(k,s)

ile gosterilirse, denk.(4.1),
‘LB (u(s)q‘ (k,s)—u"(k,s) q(s))dS(s) =0 (4.2)

seklinde yazilabilir.

Sekil (4.1)'de goriildiigii gibi, 'k' noktasi OB, ile gosterilen sinirin {izerinde oldugu ve €
yarigapinin limiti sifira gotiiritlerek noktasal hesabi g6z Oniine alinacaktir. Bu durumda,
denk.(4.1) asagidaki sekilde ifade edilebilir.

lim [, (u6)a” (ks)-u"(e9)q(s))dS(s) + lim [, 66 (k5)-u (k,aE)SE) =0 43)

Yukaridaki denklemde esitlikten sonraki birinci integral ifadesi, sinirdaki k' noktasmin &
yarigap dairesinin diginda kalan sinir denklemini ifade etmektedir. Ikinci integral ifadesi ise 'k'
noktasinin ¢ yanigap dairesinin igerisinde kalan sinir denklemini ifade eder. Bu denklem ifadesi
tekil bir integral ifadesidir. Bu denklem 'k' noktasi, 's' noktas: iizerinde iken hesaplanmasi

gerekir. Diger noktalarda limit degeri sifira esittir. Bu durumda ikinci integral ifadesi,
tim [ (6)a (o5))as@ ~lim [, (u"ks)a6))asco (4.4)

seklinde yazilabilir. Bu integraller asagidaki sonucu verir.

tim [ (0" (cs))ds)=-ckruck) (4.5)
lim B&(u'(k,s)q(s))dS(s)=0 (4.6)

Bu durumda denk.(4.2),
o=tim [ (u6)a” (c.9)-u"(e9)a S+ o0 u @.7)

seklinde ifade edilebilir. Buna gore u(s) ve q(s) bagimsiz degerleri integral disina alinarak,

ey ut)+uls) [ q"(ks)dSE) = a@®) [ v 9)ds(s) (4.8)
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seklinde yazilabilir. Bu denklem sinir noktalari i¢in ifade edilen sinir integral denklemidir.
4.2.1.1. c(k) Katsayisinin Hesaplanmasi

Denk.(4.7)'de ifade edilen c(k) katsayisi tekil integrallerde hesaplanmasi gereken bir
katsayidir. Bu katsay1 elemanin geometrisine gore degiskenlik gosterir.

y

k X

<
5

Sekil 4.2 'k’ noktasinin geometrik gOsterimi

c(k) katsayisinin degeri, denk.(4.4)'lin ¢6ziimii ile elde edilebilir. Buna gére,
. ow
lim [ (u(s)—(k,s)JdS(s)=c(k)u(k) 4.9)
£ 2% on

seklindeki tekil integral ifadesinden,

ow or =1
lim u(k) LB& Ea(k, )dS(s)=lim u(k)eh;ede (4.10)

— e2 _91
ekyu(k)=—2~ u(k) 4.11)

sonucu elde edilir. Buna gore c(k) katsayisi,

6,-90 a
C(k)=—22n—l='é—n" (4.12)
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seklinde tanimlamir. Buna gore, o=n olan diizgiin suurh bir problem bolgesinin smr

noktalarindaki sinir integral denklemi,

S u®+ul) [ 0" (6s)dSE)= 4 [ u”R)ds(s) @13)

seklindedir.

4.2.2. i¢ Noktalar i¢in Simir integral Denklemi

Sekil 4.3 I¢ noktadaki k' noktasinin gdsterilmesi

Denk.(4.2)'deki genel sinir integral denklemi ifadesiyle i¢ noktalardaki smir integral
denklemi elde edilir. Burada Sekil (4.3)'de goriildiigii gibi i¢ noktadaki 'k' noktasi etrafindaki €
yarigapinin limiti sifira gotiiriilerek noktasal hesabi ele alinacaktir. Bu durumda, denk.(4.2)
agagidaki sekilde ifade edilebilir.

0= [ (6)a’ (os)-u"k)ab))dses) +1im [ (u6)a’ (o9)-u'(ko)alhis®  @.14)
Bu denklemden, Boliim (4.2)'de oldugu gibi ikinci integral ifadesinin sonucu elde

edilecektir. Bu integral ifadesinde 'k’ noktas: etrafindaki ¢ yangaph dairesel alan incelenir. Bu
alan sifira gétiiriilerek k noktasinda ¢6ziim elde edilir. Buna gére denklem,

lim [ u(s)a’ (s) dS(s)~lim [ q(e)u” (o )dscs) 4.15)

seklinde ifade edilebilir.

2%
lim J;B u(s) q’ (k.5) dS(9) = limufs) OI 21108 £d0=u(s)=u (k) (4.16)
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Sekil 4.4 I¢ noktadaki 'k’ noktas1 etrafindaki € yarigapl alan ifadesi
lim LB als) u* (k,s)dS(s) =0 4.17)
Buna gére denk.(4.14),
0=lim [ (u6)a’ (5)-u" (k. )qE))dS(s) + u(ky (4.18)
seklinde ifade edilebilir. Buna gére i¢ noktalarda sinir integral denklemi genel olarak,
u@)+uls) [ 0" (s)dS@) = a(s) [ u”(k,9)dS(s) (4.19)

seklinde gosterilir.

4.3. Simrlann Gosterimi ve Simir Elemanlar Yonteminin Uygulanmasi

Sekil 4.5 Smirin bslmelenmesi
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Smir integral denklemleri ile ifade edilen problem bolgesinin sinirlan, N elemana
boliinerek integral denklemin ¢dziimii yapilir. Bu ¢dziimiin sonucunda bilinen sinir integralleri
yardimiyla simrdaki bilinmeyen degerler bulunur. Bu islem sonucunda, problem bolgesinde
istenilen bir noktadaki potansiyel degeri, bu noktaya ait sinir integral denkleminin ¢6ziimii ile
elde edilir.

Sinirda ayrigtirilan bu elemanlar iizerinde, sinir integrallerinin hesaplanmasinda referans
alan, aym zamanda eleman lizerinde var olan ve hesaplanmasi gereken degerlerin bulundugu
noktalar mevcuttur. Bu noktalar sinir integral denklemlerinde 'k’ ile ifade edilen noktalardir.
Sinirda bulunan bu noktalara genel olarak diigtim (node) ad1 verilir.

Bu ifadeye gore problem bdlgesinin ¢oziimii igin gesitli sinir elemanlar1 gelistirilmigtir.
Bu elemanlar genel olarak; sabit, lineer ve bu tez galigmasinda inceledigimiz parabolik
elemanlardir. Buna gére sabit elemanda bir diigiim bulunmaktadir ve bu diiglim elemanin
merkezindedir. Lineer elemanda ise iki diigiim bulunur ve bu diiiimler elemanin ug
noktalarindadir. Parabolik elemanda ise ii¢ diigiim bulunur. Bu diigiimlerin birisi elemanin
merkezinde, diger ikisi ise u¢ noktalarindadir. Burada lineer ve parabolik elemanda ifade edilen
ug noktalardaki diigiimler, elemandan 6nceki ve sonraki elemanlardaki diigiimler ile ortaklik s6z

, 7\ : 3 E
| Py | °
[ hd i e

konusudur.

(a) ®
© @

Sekil 4.6 (a) Bolmelenmis problem bolgesi (b) Sabit eleman (c) Lineer eleman (d) Parabolik eleman

Sinir elemanlan yontemiyle problem b&lgesi analizinde, diigim eleman iliskisi vardir.

Swnur noktalarinda sinir elemanlarn yonteminin uygulanmasinda, smirdaki her diigiimiin biitiin
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elemanlarla iligkisi incelenir. Boylece her bir diigiim-eleman ¢6ziimii elde edilir. Buna gore

denk.(4.13)deki ifade,

La u*(k,s)dS(s) = Gis (4.20)

ve
[ 4" (ks)dS(s) = Hig (421)

seklinde gosterilebilir. Burada 'k’ diiglim noktas: 's' ise sinirdaki elemandir. Bu denklemde Hy
ve Gy, katsayilarina, etki katsayilari (influence cofficients) adi verilir. Buna gore smir

noktalarinda denklem ifadesi denk.(4.13)'e gére,
c Uy +u Hy =q,Gy 4.22)

seklinde yazilabilir. Sinir tizerinde N eleman bulundugu durum goz 6niine almirsa denk.(4.22),

N N
oo+ Hu, =Y Gyq, (4.23)
s=1

s=1

seklinde ifade edilebilir. Burada H ve G, sinirdaki diigiim sayis1 N ise (NxN) boyutlu iki matris
ve u ile g, (Nx1) boyutlu vektdrlerdir. Bu denklem sisteminin ¢8ziimii sonucunda sinirdaki
bilinmeyen degerler elde edilir. Buna gére denk.(4.23)'deki ifadede bilinen degerler bir tarafa
bilinmeyenlerse diger tarafa taginir. Bu durumda denklem,

Ax=F (4.24)

seklinde gosterilebilir. Burada x, bilinmeyen u ve q degerlerini temsil eden (Nx1) boyutlu
matrisi ifade eder. A, bilinmeyen u ve q degerlerine ait H ve G matris elemanlarim ifade eden
(NxN) boyutlu matrisi gosterir. F ise bilinen u ve q degerlerinin kendilerine ait H ve G matris
elemanlarinin ¢arpimini ifade eden (Nx1) boyutlu matrisi ifade eder.

I¢ noktalara sinir elemanlarinin uygulanmasinda ise, belirlenen i¢ nokta ile biitiin sinir
elemanlar: arasindaki iligki incelenir. Bu iliski sonucunda denk.(4.19)'un ¢oziimii ile elde edilen

sonuglar denk.(4.22)'deki terimler cinsinden yazilirsa,

u, +u Hy =q, G, (4.25)
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denklemi elde edilir. Sinirda N eleman bulundugu gbz 6niine alinirsa bu denklem,
N N
u + Y Hyu =Y Gyq, (4.26)
s=1 s=1

seklinde yazilabilir. Burada H ve G, (Nx1) boyutlu matrisi ifade eder. Bu matris denkleminin
¢6ziimii denk.(4.24)'e gore bulunur ve istenilen i¢ noktadaki gerilim degeri uy elde edilir.

4.4. Gauss Sayisal integrasyonu

Gauss sayisal integrasyon formiilii, kaynak noktasi igermeyen sinir elemanlar
iizerindeki integrasyon i¢in kullamlir. Eger incelenmekte olan eleman kaynak noktas igeriyorsa
integraller tekil olur. Bu durumda, ya analitik integrasyon (basit durumlar i¢in) ya da logaritmik

sayisal integrasyon formiilleri kullanilmalidir.

Tablo 4.1 Kurall: Gauss noktalar1 (apsisleri) ve agirlik faktorleri

n Apsisler, &; Agirlik faktorleri, w;
5 -0.5773502692 1.0060000000
0.5733502692 1.0000000000
3 +0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888888
f +0.8611363116 0.3478548551
+0.3399810436 0.6521451549
+0.9061798459 0.2369268851
5 10.5384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888888
+0.9324695142 0.1713244924
6 +0.6612093865 0.3607615730
+0.2386191861 0.4679139346
+0.9491079123 0.1294849662
7 +0.7415311856 0.2797053915
+0.4058451514 0.3818300505
0.0000000000 0.4179591837
+0.9602898565 0.1012285363
g +0.7966664774 0.2223810345
+0.5255324099 0.3137066459
+0.1834346425 0.3626837834
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iki boyutlu problemlerde, bir boyutlu smir elemanlari iizerindeki integraller igin bir

boyutlu Gauss alan hesab1 kullanilmaktadir. Her bir integral igin,
+1 n
I= [f@de=) fE)w, (4.27)
-1 i=1

yazilir. Burada n: integrasyon noktalarinin sayisy, & : i noktasinin lokal koordinati ve w; : agirlik
faktoriidiir (Yildirim, 1999).

& degerleri ve w; agirhk faktorleri, sekiz noktaya kadar olan degerler igin Tablo 4.1'de
verilmigtir. Burada diiiimler (apsisler) gercekte Legendre polinomlarinin kokleridir, agirlik
faktorleri ise bir denklem sisteminin ¢oziimiiyle elde edilmistir (Mathews, 1992).

4.5. Sinir Elemanlar1 Yonteminde Numaralandirma Kurah

Smir elemanlan ySnteminde bir dis veya i¢ simir tammlamak igin normalin yonii
Ozdesligi kullanilir (Brebbia, 1978). Buna gore iki boyutlu problemler i¢in, sinir diigiimlerinin
numaralandirilmasi igleminde asagidaki kurallar gecerlidir.

1. D1s yiizeyler i¢in numaralandirma kurali, saat y6niinde (saga dogru) tanimlanir.
2. I¢ yiizeyler igin numaralandirma kurali, saat ydniiniin tersinde (sola dogru) olarak tanimlanir
(Yildinim, 1999).
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BOLUM 5
INTERPOLASYON FONKSIYONLARI VE ETKI KATSAYILARI

5.1. Fonksiyonlarin Gésterimi

Sinir elemanlar1 yénteminde, problem bolgesinin ¢éziimiinde simir elemanlan tizerinde
cesitli interpolasyon fonksiyonlar gelistirilmistir. Bu fonksiyonlar, eleman iizerindeki degerlerin
durumuna gore ifade edilmektedir.

Bir eleman sekli i¢in kullanilan sekil fonksiyonu ile eleman igindeki fiziksel degerlerin
tanimi igin kullanilan interpolasyon fonksiyonlart ayni ise boyle bir elemana es parametreli

(isoparametric) eleman ad1 verilir (Beer vd., 1991).

5.2. Sabit Eleman

Smir elemanlar1 ySnteminin bu eleman tiiriinde, sinir degerlerinin (potansiyel ve aki),

eleman boyunca sabit degerli oldugu kabul edilir ve bu degerler elemanin orta noktasinda tek
bir diigiimle gésterilir.

Sekil 5.1 Sabit elemanin problem bdlgesinde genel gdsterimi

Eleman geometrisi, incelenen problem bdlgesi smirlarinin ug noktalar1 arasinda diiz bir
¢izgi olarak gosterilir. Problem bolgesi egrisel sinirlara sahipse; problem bolgesi smiri ile
eleman smin denk degildir (Sekil 5.2.a). Bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde bu denklige yaklasim
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i¢in smirdaki eleman sayisi arttirilir. Eger problem bolgesi diizlemsel sinirlara sahipse; problem
bolgesi sinini ile eleman s denktir (Sekil 5.2.b). Bu tiir problemlerde, problem bélgesi net

olarak sinir eleman: ile ifade edilecegi igin elde edilen ¢oziim hassas bir ¢oziimdiir.

0B 0B = 0B, - 0B = 3B,

<
®

Sekil 5.2 (a) Problem bdlgesi simirma denk olmayan sabit eleman
(b) Problem bblgesi simrina denk olan sabit eleman

Smirda diigiimler iizerinde bulunan u ve q degerleri denk.(4.23)'e gore hesaplanir. Bu
denklemde ifade edilen cy katsayisi, simirlarin diizlemsel olmasi nedeniyle (o=rn), degeri her
zaman 1/2 'ye esittir. Ayrica ¢, katsayisinin hesaplamasinda dider genel bir yontem ise; iiniform
bir potansiyel, simrlanmis bir bélgeye uygulandiginda biitiin tiirevlerin (q degerlerinin) sifir
olmas1 zorunlulugundan harcketle denk.(4.23)'deki H matrisinin k&gsegen terimlerinin

hesaplanmasidir. Bu durumda,

N
cyu, + » Hgu, =0 6.1

s=1

olur. Burada u, tanimlanan noktalarda sabit degerli vektorlerdir. Bdylece, H'in herhangi bir
satirinin elemanlarinin toplam sifir olmalidir ve ksegen katsayilarmin degerleri, biitiin kdsegen

olmayan katsayilarin degerleri bilindiginden kolayca hesaplanabilir.

N
c ==Y H, (52)

s=]

Boylece, ¢ degerlerinin agik¢a hesaplanmasina gerek kalmaz (Yildirim, 1999).
Bu tanima gore sinir noktalarinda denklem genel olarak,

N A N
D Hiu =) Gyq, (5.3)

s=1 8=]

seklinde yazilabilir. Veya,
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Hu=G g (5.4)

seklinde matris denklemi ile ifade edilebilir. Bu denklemde,

Hi =Hy, +¢, .5)

seklinde tanimlanur.
I¢ noktalarda u degeri ise denk.(4.26)'ya gore hesaplanir. Buna gore i¢ noktalardaki

genel denklem ise,
N N
Uy = Z Gy g, “Z Hy ug (5.6)
s=1 s=1

seklinde gosterilir. Bu denklem,

u, =Gq-Hu .7

matris denklemi geklinde de gbsterilebilir.
Buna gore u ve q degerlerinin hesaplanmasinda, smir noktalarinda ve i¢ noktalarda

ifade edilen denklemlerde Hy; ve Gy etki katsayilarinin hesaplanmasi gerekir.

5.2.1 Etki Katsayilarinin Hesaplanmasi

Sinir elemanlar1 yonteminde, sinir elemani lokal koordinatlarla ifade edilmistir. Eleman
tizerindeki sayisal integrasyon noktalari da bu koordinata gore belirtilmistir. Lokal koordinat
sisteminde verilen bir eleman iizerindeki bir noktanin koordinatlari, global koordinat sisteminde

asagidaki sekilde verilebilir.

£=0
e
E=4l k dugima g=-1
-
L/2 L2 |

Sekil 5.3 Sabit eleman koordinat sistemi
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_ X tXy Xy —X 5.8
x(§) Tt £ (5.8)
=)'1+YZ Y2—Y1 59
y(&) 5t £ (5.9

Bu denklemlerde, £ = -1 ve & = +1 yazilarak sabit elemanin ug noktalarinmn koordinatlar

elde edilebilir (Sekil 5.3). Ayrica denk.(5.8) ve denk.(5.9),

x(&)%(l—&)x] +%<1+§)x2 (5.10)

y©) =2 (1-By, +2(1+Dy, 5.11)

seklinde de yazilabilir.
5.2.1.1 Gy Etki Integrallerinin Hesaplanmasi

Denk.(5.3) ve denk.(5.6)'da verilen Gy etki integrallerini hesaplamak igin u temel

¢Oziimii kullanilir.

Gy, = J;B u‘ds (5.12)

Sinir integrallerini hesaplamak amactyla, sinirdaki bir dS smir pargasi igin,

ds=/(xf +@y): = (d_sz{g]z _Jde (5.13)

dg dg

seklinde bir koordinat doniiglimii yapilir. Bu denklemde J, Jacobian tanim olarak adlandiniir.
Denk.(5.8) ve denk.(5.9)'de tiirev alinarak,

E=X2"x1 ve SIZ=YZ—YI (5.14)
& 2 & 2

elde edilir ve bu tiirevler denk.(5.13)'da yerine yazilirsa,
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2
dS — J(XZ —X1)22+ YI) § s d(ta (5]5)

seklinde basit bir koordinat doniigiimii yapilmis olur (Burada L, elemanin uzunlugudur).

Gy = fuas= [ _m( inS (5.16)
1
L ( )ds_——~_Jl'ln(;Jd§ 5.17)

Seklinde ifade edilen denklem, denk.(4.27)'ye gore,

L't (1 L& (1
Gy =—= [in{ = |de==2"In| —
ks 41t~"(r)g 4n§n(rjw

-1 i

G, =L h{lj (5.18)

- 41': i=l rl
seklinde hesaplanir. Burada r, 'k' kaynak noktasi (sinirda diigiim, i¢ noktada hesaplanmak
istenen nokta) ile Gauss integrasyon noktalari arasindaki uzakhktir. Ayrica n, eleman iizerindeki

Gauss integrasyon noktalarinin sayisidir. n =4 durumunda lokal koordinatlar,

O k noktasi

Sekil 5.4 Gauss integrasyon noktalarmin dagilimi

£ =-086113631, &, =-033998104, &, =-§, & =—

ve bu koordinatlarin agirlik faktorleri, "{@W‘WM?A t%“‘i' ﬁw""g
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w, =0.34785485,  w, =0.65214515, w,=w,, W,=Ww,

seklindedir.

5.2.1.2. H,, Etki integrallerinin Hesaplanmasi

Denk.(5.3) ve denk.(5.6)'da verilen Hy etki integrallerini hesaplamak i¢in ilk once, q

teriminin bulunmasi gerekir.
H, = J;Bsq‘ds (5.19)

Burada q, temel ¢oziimiin (u") normale gore tiirevidir.

. Oou' ouor . 1 (1)
q = = —_— ve u =—1In|-
on  Or on 2t \r
oldugundan,
q” =__1_iki (5.20)

2nr r

¢oziimii elde edilir. Burada dys , k' kaynak noktasinin 's' elemanina dik uzakhigi olarak

tanimlanir. Buna gore,

) o ou” ar
H=[ gds=[ Pgs=[ & T4 501
ks LBsq Lﬁs on Bs Or on (5:21)

1d 1 d
H =| - ks 4S= —ks ds
ks LBs 2nr 2 -Lﬂs r?

1 L td L, &d
H =—28 7k e § Tk
ST om 2 _-[ r? . 4n & 1 Vi
L d
H =-=5 ks R .
ks i E _1'-2 w; (5.22)

seklinde etki katsayis1 ¢oziimlenir.
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5.2.2. Tekil integrallerin Hesaplanmasi

Sinir degerlerinin ¢oziimiinde, 'k' kaynak diiglimiiniin, 's' elemani iizerinde olmasi
durumunda (k = s), bir tekillik meydana geleceginden yiiksek dereceden integrasyon kurallar
veya 6zel bir formiil kullanilmas: tavsiye edilir.

Sabit elemanlarinin 6zel durumu igin Hy ve Gy Kkatsayilari analitik olarak
hesaplanabilir. n normali ile kaynak noktasina olan r uzakligi daima birbirine dik oldugundan

dolay1 Hy terimleri sifir olur.

. ou'or
Hkk—Lqu ds_Lk o d5=0 (5.23)

G tekil integralleri de 6zel islem gerektirir.

Sekil 5.5 k' diitimiiniin integral denklemi i¢in geometrik g&sterimi

. 1 1
Gy =|u'dS=—| In/—i{dS 5.24
K 'g?lk 2n LBI: (r) ( )

Elemamin merkezinde bulunan 'k’ diigiimii, simetri hesabmna gore,

Ly/2

0
Gy = j Inlds+-L J’ inl ds (5.25)
2r ., 1 2n 5 or
152
Gy =— [In-ds (5.26)
T r

0

seklinde yazilabilir. Sekil (5.5)'de gosterilen 'k' noktas: etrafindaki & yarigapinin limiti sifira
gotiiriilerek tekil integral ifadesi elde edilir.
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Gy = - lim[rin(r)— [} (5.27)

€0

G =-§i[l + ln(%)] (5.28)

5.3. Lineer Eleman

Simir elemanlart ySnteminin bu eleman tiiriinde, siir degerinin eleman {izerinde
tanimlanan ve elemanin her iki ug¢ noktasinda bulunan diigiimler arasinda lineer bir degisim
gosterdigi kabul edilir.

Bir smir diigiimiinde, gesitli durumlar meydana gelebilir. Birincisi, diigiimiin diiz sinir
iizerinde olmasidir. Bu durumda, diigiimden onceki ve sonraki akilar farkli tanimlanmadikea,
potansiyel ve akidan sadece biri bilinmeyecektir. Bu durumlarda bilinmeyen deger, sinir integral
denklemlerinin ¢6ziimii sonucunda bulunur.

Ikincisi, diigiimiin bir kése noktasinda olmasidir. Burada, sinir gartlarina bagli olarak
dort durum ortaya ¢ikar.

1. Bilinen degerler : K6seden 6nceki ve sonraki akilar.
Bilinmeyen deger : Potansiyel.

2. Bilinen degerler : Potansiyel ve kdseden onceki aki.
Bilinmeyen deger : K6seden sonraki aki.

3. Bilinen degerler : Potansiyel ve kGseden sonraki aki.
Bilinmeyen deger : Kdseden 6nceki aki.

4. Bilinen deger : Potansiyel.
Bilinmeyen degerler : Kseden 6nceki ve sonraki akilar.

[Ik ti¢ durum igin her diigiimde sadece bir bilinmeyen vardir. Bilinmeyen deger stirekli
interpolasyon fonksiyon ile sinir integral denklemlerin ¢dziimii sonucunda elde edilir.

uveyaq 'mm. u veya q ‘nun
diglim degeri  diglim degeri

uveya ¢ ‘nun
diigiim degeri (s+1)

u veya ¢ ‘nun
diiglim degeri

T

Sekil 5.6 Streksiz eleman
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Bir koge diigiimiinde bilinmeyenlerin sayisi iki oldugunda (4.durum), bu diigiim igin
fazladan bir denklem gerekir. Problem siireksiz elemanlar diisiincesi kullanilarak da ¢oziilebilir
(Danson vd., 1985). Bu durumda, 's' elemaminin ikinci diigiimii ve 's+1' elemanmn birinci
diigiimii, késede birlesen elemanin i¢ tarafina kaydirilir ve kdsede birlesme yerine bagimsiz iki
diigiim olarak kalir (Sekil 5.6). Boylece, her diigiim i¢in bir sinir integral denklemi yazilabilir
(Yildirim, 1999). Bilinmeyen degerler, bu denklemlerin ¢oziimii sonucunda elde edilir. Bu
¢oziim fonksiyonlarina, siireksiz interpolasyon fonksiyonu adi verilir.

Eleman geometrisi ise sabit elemandaki gibi sinirlarin ug noktalar: arasinda diiz bir gizgi

ile gosterilir.

-
s elemanm

Sekil 5.7 Lineer elemanin problem bdlgesinde genel gosterimi

Lineer elemanda, sabit elemanda oldugu gibi diigiim-eleman iliskisi incelenir. Fakat
eleman {izerinde iki diifiim bulunmasi nedeniyle, diigiim-eleman iligkisi sonucunda eleman

Gizerinde bulunan her diigiime ait ayr1 ayn etki katsayilari meydana gelir.

2. diigiim 1. diiglim
N.¢ o,
s elemani
5 =] 5 =-]
l -
M L o

s

Sekil 5.8 Lineer elemanin lokal koordinat sisteminde gbsterimi
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Lineer elemanda Sekil (5.8)'de gosterildigi gibi lokal koordinatlarla ifade edilen

digiimlere ait interpolasyon fonksiyonlar: birinci diigiimde,

1
N, =—(1-¢) (5:29)
ve ikinci diigtimde,

N, =%(1 +§) (5.30)

denklemleriyle tanimlanir. Gauss noktalarmin global koordinat cinsinden gosterilmesi de

denk.(5.10) ve denk.(5.11)'deki gibidir.

Sinirdaki u ve q degerleri denk.(4.8)'e gore sinir N elemana boliinmiis ise,

N N
c@u®)+Y, [ ul)a" (s)dS®)= . [ as)uGs)ds(s) (531)
s=1 s=1

denkleminin ¢6ziimiiyle elde edilir. Bu denklemde u(s) ve q(s) eleman iizerindeki gerilim ve
akiy1 ifade eder. Lineer elemanda s elemani iki diigiimle ifade edildigi i¢in eleman tizerindeki
gerilim ve aki her iki diigiimde de (1. diigiim ve 2. diigiim) ayr1 ayr1 tanimlanir. Buna gore

eleman iizerinde herhangi bir noktadaki gerilim degeri,

us(ré):Nl u, +Nyu, =[N1 Nz][ 31] (5.32)
2
ve aki degeri,
qs(§)=Nl q; +N,q, = [Nl Nz] [ :l ] (533)
2

seklinde gosterilir. Boylece denk.(5.31),

c(k)u(k)+z LB[NI Nz][:l

s=1 2

N
]q‘(k,s)dS(s)=Z [N Nz][:l ]u‘(k,s)dS(s) (534)
s=1 2

seklinde gosterilebilir. Bu durumda diigiimlere ait etki integralleri ise,

H = Lﬂs N;q"dS (535)
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2 _ . 36
H2 J;BSqu ds (5.36)
1 _ .
G = LBSNI u'ds (5.37)

G2 =LBSN2 u*dS (5.38)

seklinde tanimlanir. Bu etki integralleri ise simir noktalarinda genel olarak,

e 2 [ W S a2 ][
qu+ Y [ w2 ] Y=Y (6!, 62 ] (5.39)
s=] u2 s=1 qZ

denklemiyle ifade edilir. Bu denklemde c, katsayisi ise denk.(4.12)'ye gére hesaplanir. Lineer
eleman smn diizlemsel olsa da, diiflimler elemanin sonunda oldugu i¢in ¢y katsayisi s
elemanindan 6nceki ve sonraki eleman arasindaki agiya gore degiskenlik gosterir. Diger bir
tanimla c; katsayisi, denk.(5.2) ifadesine gére H matrisinin terimleri toplanmasiyla elde edilir.
Bu ifadeye gore lineer elemanda c katsayisi,

N 2

¢ ==Y Y HY (5.40)

s=l a=l

denklemiyle ifade edilir.
I¢ noktalarda ise, smir noktalarmda tammlanan ifade aynen gegerlidir. Buna gore ig
noktalarda sinir integral denklemi denk.(4.26) tanimina gore,

uk=2[G'ks Gi][gj—i[HL Hfm][zl] (5.41)

s=1 2

seklinde ifade edilir.
5.3.1 Etki katsayilarinin Hesaplanmasi

Lineer eleman iki diigiimle tanimlanmaktadir. Elde edilen integral denklemlerinde ise bu
iki diigiime ait ayr1 ayr1 H ve G etki katsay1lar hesaplanmasi gerekir. Bu hesaplama sonucunda,
'k' diigilimiiniin 's' elemanin 1. diitimiine etkisi ile 's-1' elemanin 2. diigiimiine etkisi toplanarak

H ve G etki matrisleri olugturulur.
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5.3.1.1 G,, ve G, Etki integrallerinin Hesaplanmas

Denk.(5.39) ve denk.(5.41)'deki integral denklemlerinde ifade edilen GLS ve Gis etki

integrallerinin ¢oziimiinde u” temel ¢oziimii soz konusudur. Bu etki integralleri, denk.(5.37) ve

denk.(5.38)'deki integral denklemin ¢oziimii ile elde edilir.
G! = LBSN, u'ds ve G2 = LB N, u'dS

Lineer eleman sinir1 sabit eleman smir1 gibi diizlemsel oldugundan bu etki katsayilarinin

¢Oziimii sabit elemanmin ¢dziimiiyle benzerdir. Sadece N; ve N, interpolasyon fonksiyonlari

eklenir. Buna gore Gy, ve G2, etki integralleri,

L, 1
Gl =—%Y —(1—-&)In| — |w, .
o =52 2 (=) —w, (542)

i=1

G2 =Ls 2-21-(1+§i)1n rl W, (543)

4n i3
seklinde tanimlanir.
5.3.1.2 H}, ve H2, Etki integrallerinin Hesaplanmas

Denk.(5.39) ve denk.(5.41)'deki integral denklemlerinde ifade edilen H}, ve HZ etki
integrallerinin ¢6ziimiinde q’ temel ¢oziimii kullanilir. Bu etki integralleri, denk.(5.35) ve
denk.(5.36)'daki integral denklemin ¢oziimii ile elde edilir.

H, =[ Niq'as ve Hy, = [, Naq'ds

Bu etki integrallerinin ¢bziimleri, G, ve G2 etki integralleri ¢6ziimiinde de

bahsedildigi gibi sabit elemandaki ¢oziime benzerdir. Buna gére Hy, ve HZ, etki integralleri,

L 1 d
Hy, =——= Y —(1-¢) 2 w, 44
ks 4n < 2(1 gx) riz Wi (5 )

M
e
s@@gﬁ%@
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L, &1 d
Hi =—= ; S(+& )T'? W, (5.45)

denklemleriyle ifade edilir.

5.3.2. Tekil integrallerin Hesaplanmas

k' kaynak digimiinin, 's' elemam tizerinde olmasi nedeniyle meydana gelen bu
durumda H ve G'ye ait tekil integraller ayr1 ayr1 hesaplanir.
's' elemam fiizerinde iki diifiim bulunmas: nedeniyle her diigiime ait etki integralleri

hesaplanir. Bu durumda 'k' diigiimii, 's' elemaninin birinci diigiimii iizerinde iken,

k+1 T r k
¢ - *

2 s eleman 1

Sekil 5.9 'k’ digtimiiniin, s elemamnin birinci diigtimi {izerinde bulunmasi

HL = L; N,q"dS= _[B (- )——— ds (5.46)
H = L N,q'dS= LB (1+§)—— ds (5.47)
Gl=[ Niuas =% J;Bé(l —§)In(%)ds (5.48)
G = Lﬁk N, u'dS=21—n Lﬂk%(1+§)ln(%)ds (5.49)

ve 'k’ diigtimii ikinci diigiim {izerinde ise,

krj k-1
® *

o 1

2 s elemani

Sekil 5.10 'k' diiglimiiniin, s elemammn ikinci dtiglimi Qzerinde bulunmas:
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Hi I".g N,q'dS= LB =(1- ‘5)_“_ ds

HZ,_ ‘“LB N,q'dS= LB (I+§)———dS
. 1 1

Gly= LBk N u ds=i LBkE(I—E,)In(—r—)dS

2 _ qs= L[ L 1
G2, = L,k N,u'dS=—— LBk 2(1+§)ln(r)ds

tekil integralleri s6z konusudur. Bu tekil integraller analitik olarak hesaplanir.

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

H tekil integral katsayilari, n normali ile kaynak noktasina olan r uzakhigmnin daima dik

olmasi nedeniyle sifirdir.

Himeiat, =i

H}(k—l = H12<k-1 =0

G tekil integral katsayilan, birinci diigiim lizerinde iken denk.(5.48),

1M 1\ L,
—ZJE(I & 5)111(;) ~% dg

seklinde tanimlanir. Bu tekil integral ifadesinin tekillik tanimiyla ¢dziimii sonucunda,

Gl = L 3+1ln1
2n\4 2 L,

denklemi elde edilir. Aym sekilde denk.(5.49),
1°01 1\L
Gl =— |=(+&)n| - | =4
g [0} e

seklinde ifade edilir. Bu tekil integral denklemin ¢dziimiinde ise,

denklemi elde edilir.
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k' dugimi 's' elemanmin ikinci diigiimii iizerinde iken G integrallerinin
hesaplanmasinda; G, _, tekil integrali ile G2 tekil integralinin ayni analitik duruma sahip
oldugu goriiliir. Ayn: sekilde Gj, , tekil integrali ile G}, tekil integrali de ayni durumdadir.

Dolayisiyla tekil integral ¢oziimleri de aynidir. Buna gére tekil integral ¢oziimleri,

L.(1 1. 1
Gl =GL ==k — 4+ —In— 5.60
khe1 ™ ke 271:(4 2 LJ (5.60)
L.(3 1, 1
G2, =Gl ==%{~ 4 —In— 5.61
kh=1 7 2n(4 2 LJ (5-61)
olarak ifade edilir.
5.4. Parabolik Eleman

Bu eleman tiiriinde, eleman {izerinde bulunan diigiim degerlerinin (gerilim ve aki)
eleman boyunca parabolik degisime sahip oldugu kabul edilir. Diigiimler eleman boyunca biri
merkezde, diger ikisi ise elemanin ug noktalarinda tanimlanir. Sekil (5.11)'de 6rek olarak, 's'
eleman iizerindeki degerlerin degigimi tarali olarak g&sterilmistir.

Sekil 5.11 Parabolik elemamn problem bdlgesinde genel gbsterimi

Parabolik elemanda eleman smir, problem sinirina denk olarak degiskenlik gosterir.

Bu durum izoparametrik (isoparametric) olarak adlandirihir. Bu parabolik elemanin en Snemli
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avantajidir. Buna gore elde edilen ¢oziimler gok hassastir. Belli bagli dezavantajlari ise; eleman
tizerinde bulunan diigiimlere ait etki integralleri ve tekil integraller olduk¢a karmagik ve

hesaplamalan daha zor olmasidir.

3 £=0 1

E=+1 s elemam E=-1

Sekil 5.12 Parabolik elemanin lokal koordinat ile gdsterilmesi

2% 32 o0

Parabolik elemanda, diigiimlere ait interpolasyon fonksiyonlar1,

N, =561 (5.62)
N, =1-¢? (5.63)
N, =2+ (5.64)

seklinde tanimlanir. Eleman iizerindeki herhangi bir noktanin global koordinat cinsinden ifadesi

ise;
x(E)=N; x,+ N, X, + N, X, (5.65)

¥(€)=N,y,+N,y,+ Ny, (5.66)

seklindedir. Simrdaki bir dS pargasi denk.(5.13)'e gore koordinat doniigiimii yapilir. Bu

denklemde g—z ve % 'yi elde etmek i¢in denk.(5.65) ve denk.(5.66)'nin tiirevleri alinirsa,

%:(2@-1)%-2&2 +(2§+1)% (5-67)
%:(2@ —1)%—2§y2+ e+ 1)-y-2i (5.68)

denklemleri elde edilir.
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N elemana boliinen parabolik elemanda, sinirdaki diigiimler tizerinde bulunan u ve q

degerleri, genel olarak ifade edilen denk.(4.8)'in ¢6ziimii sonucunda elde edilir.

N N
cyu®)+ Y [ uG)a’(ks)dse) = [ ats)u’k,s)ds(s) (5.69)
s=1

s=1

Bu denklemde u(s) ve q(s) degerleri, eleman iizerindeki degerleri ifade eder. Bu degerler,

eleman {izerinde ii¢ diigiim bulunmasi nedeniyle,

Uy
u,(€)=(Nju, + Nyu, +Nyuy )=[N; N, N;]l v, (5.70)
| Us |
(‘h |
qs(é)z(Nl‘h +N,q, +N3q3)=[N1 N, N3] q; (5.711)
| 43
denklemleri ile tanimlanir. Boylece denk.(5.69)
N U N q;
ck)u(k)+ Y LB[NI N, N;]| u, |q° (k,5)dS(s) = Z‘LB[N1 N, N,]| q, |u’(k,9)dS(s) (5.72)
s=1 113 s=1 q3
seklinde tanimlanir. Bu durumda diigtimlere ait etki integralleri ise,
H. = LBSN, q'ds (5.73)
H? = Lﬂs N,q'dS (5.74)
H = LBS N,q'dS (5.75)
G = LBS N, u‘dS (5.76)
G2 = LBSNZ u'ds (5.77)
G = LBS N; u"dS (5.78)
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denklemleri ile tanimlanir. Bu etki integralleri, simir noktalarinda genel olarak,

N u[ N ql
ckuk+Z[H]'“ Hi H? ] u, =Z‘[GL Gi Gi ] q, (5.79)
= u3 = q3

denklemiyle tammlanir. Bu denklemde c; katsayismin ise, eleman geometrisine bagli olarak
hesaplanmasi gerekir. Ancak parabolik elemanda, eleman sinin egrisel sinirlarla ifade edilecegi
i¢in her bir ¢, katsayisin1 hesaplamak zordur. Bunun i¢in ¢, katsayisi, denk.(5.2) tanimina gére

diger hesaplama metodu ile hesaplanir. Buna gore ci katsayisi,

N 3

c =-Y > H (5.80)

s=1 a=1

denklemiyle elde edilir.
I¢ noktalarda smnir integral denklemi ise,

N q, o u,
w=X[c, &l &]la|-2[m mm]wu| e
B q; . u;

seklinde tamimlanir.
5.4.1. Etki Katsayilariin Hesaplanmasi

Parabolik elemana ait smir integral denklemlerinde, tanimlanan herhangi bir nokta
(sinirda diiglim, i¢ noktada hesaplanmak istenen nokta) ile smir elemani arasinda etkilesim
sonucu alt1 farkl etki integral denklemi meydana gelmektedir. Diigiimler {izerinde bulunan u ve
q degerlerini elde etmek icin bu integral denklemlerinin hesaplanmasi gerekir. Bu hesaplama
sonucunda, lineer elemanlarda da ifade edildigi gibi, elemanin u¢ noktalarinda bulunan
diigiimler ile elemandan sonra ve 6nce gelen elemanin son diiglimleri ile ortakhigi s6z
konusudur. Buna gore, 'k' noktasinin 's' elemanin birinci diigiimiine etkisi ile 's-1' elemanin

iiglincii diiflimiine etkisi toplanarak H ve G etki matrisleri olugturulur.
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54.1.1. G, GL, ve G, Etki Integrallerinin Hesaplanmas

Denk.(5.79) ve denk.(5.81)de ifade edilen G, etki integrallerinin hesaplanmasinda,

sinirdaki dS—d€ doniisiimiiniin yapilmasi gerekir. Bu etki integralleri denk.(5.76), denk.(5.77)
ve denk.(5.78)'de ifade edilmistir.

L =[ Nuds G, =[ Nyuds G} =[ Nu'ds
S S S

Smnrdaki dS pargasmnin d& lokal doniigtimii denk.(5.13)'e gore,

seklinde yapilmisti. Bu denklemde J, denk.(5.67) ve denk.(5.68)'e gore,

2 2
= \/((zg _ 1)% ~2Ex, + (25 + 1)"—;) + [(25 - 1)-y2—1 ~2ky, +(2E+ 1)-y-2-3-j (5.82)

e w oo

seklinde yazilabilir. Buna gore 's' elemani tizerindeki diigiimlere ait G, etki integralleri (ayrica

denk.(4.27) tanimina gore),

1
L

G;, =—21—Zl: (3 —1)11{—} Jw, (5.83)
ks=—§( £2)in () w, (5.84)

=__Z —E(E, + 1)111(:) (5.85)

1—1

denklemlerine gore hesaplanir.

5.4.1.2. Hi, , Hi, ve H}, Etki Integrallerinin Hesaplanmas:

Denk.(5.79) ve denk.(5.81)'deki H,, integrallerini hesaplamak igin q" temel ¢8ziimiin

normaline gore tiirevinin elde edilmesi gerekir.
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1 _ * 2 * 3 - *
H _LBSqu ds H2 _J;BSNZq ds H LBSN3q ds

* oo e o £33 28 L13 .
q , temel ¢6ziimiiniin normale gére tiirevi,

. Oou" oOu or
= = —_— 5.86
9= " (5.86)
seklinde tanimlanmigtir. Bu denklemde,
o =—L (5.87)
or 2nr
seklindedir. —, parabolik elemana gére.
o _xdy_ yiax g1 6y £ d§ (5.88)
on rdS rdS r\ d& dé‘;

seklinde tamimlanir. Buna gore 's' elemani tizerindeki diigtimlere ait H,; etki integralleri (ayrica

denk.(4.27) tamimina gére),
=t 3 e )y 2] L 5)
HZ = "2_17: § (- 3)[::3—2’— y%] riizwi (5.90)
ks=———§ e, + [ —é-y%] riizwi (5.91)
denklemleriyle elde edilir.

5.4.2. Tekil integrallerin Hesaplanmasi

k' diigiimiiniin 's' elemam {izerinde olmasiyla meydana gelen bu durumda; k' kaynak

diigiimiiniin tanimlanan {i¢ diiglim {izerinde bulunmasi incelenereck H ve G 'ye ait tekil
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integraller ayr1 ayr1 hesaplanir. Bu tekil integrallerin hesaplanmasinda, 'k’ kaynak diigiimiiniin
bulundugu nokta, global koordinat sisteminin merkezi (orjin) olarak alinir.

Parabolik elemana ait H tekil integralleri denk.(5.73), denk.(5.74) ve denk.(5.75)'de
tamimlanan ve G tekil integralleri denk.(5.76), denk.(5.77) ve denk.(5.78)'de tanimlanan integral
denklemlerin ¢6ziimii sonucunda elde edilir. Bu tekil integrallerin ii¢ diigiimde de farkli olarak
hesaplanmasi gerekir. Buna gore birinci durum; 'k’ diiglimiiniin 's' elemanmnn birinci diigtimii

iizerinde bulunmasi:

Sekil 5.13 'k’ diglimiiniin, 's' elemanmn birinci diigtimil izerinde bulunmasi

Bu durumda, global koordinat sisteminin orjini birinci diigiim olmak iizere, eleman

tizerindeki lokal koordinatlarla belirlenen bir noktanin, global koordinat sistemine gore

koordinati,
x(§)=(1+§)[("—3"231)§+x2J (5.92)
y(§)=(1+¢)((”;¢)a+yz] (5.93)

olarak ifade edilir. Bu denklemde,

[ Xs=2%
d, _( : J (5.94)
d, =(——y 3=2y 2) (5.95)
2
e =X (5.96)
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e, =Y, (5.97)

olarak ifade edilirse, denk.(5.92) ve denk.(5.93),
x(g)=(1+8) [, E+e,) (5.92)
y(E)=0+8) [@,&+e,) (5.93)

seklinde yazilabilir. Bu koordinatlarin tiirevleri alinirsa,

dx

—=2d_E+d, + 5.94
dg x§ X ex ( )
9 _2d. E+d 5.95
-d—§-—2 y§+ y+ey ( )

denklemleri elde edilir.
Eleman iizerindeki herhangi bir noktanin 'k’ diigiimiine uzaklig,

r= \/xz +y? =(1+ .2)\/(dx2 + dy2)§2 + 2(dx e, + dyey) E+ (ex2 + eyz) (5.96)

seklinde tanimlanir. Bu denklemde,

D=d,*+d,’ (5.97)
E=2(de, +d,e,) (5.98)
F=e,” +e,’ (5.99)

seklinde yazilirsa denk.(5.96),

r=(1+&)DE2+EE+F (5.100)

denklemi ile gésterilebilir.
Bu tanimlara gore G tekil integrallerinde ifade edilen u” temel ¢oziimi,
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1) 1 1
L U T (5.101)
YT n( ) n((ng)\/Dg +Eg+FJ

seklinde hesaplanir. H tekil integrallerinde tanimlanan q” temel ¢dziimil ise,

Lo 1o

= (5.102)
or on 27r on
denkleminde,
o _(+8) (4,0, - e,d,) = (5.103)
on r ds
bulunarak,
.1 (+&f de
—_—— ~e,d 5.104
q 2r  r? ( © )dS ( )
seklinde hesaplanir.

Bu tamimlara gére, k' kaynak diigiimiiniin 's' elemaninin birinci diifiimii iizerinde
olmasiyla hesaplanmasi gereken H tekil integralleri;

1 +1 az _g
lek—lk =_4_1T.(dyex —-e d )Im dg (5.105)
H2 B 1 (d d )-(-l 1_&2
O Y o 109
-1
HS, =-— dye, —e,d g8 de 5.107
2tk IDE, +EE+F (5.107)

denklemlerine gore ayr1 ayr hesaplanmasi gerekir. G tekil integralleri ise,

G, = ! —1 N1 ! Jd 5.108
2tk 2 1mj n[(l+§)\/D§2+E§+F) : ( )

-l+e
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+1

ng_,k_; lim [N, ln( ! deg (5.109)

(1+£)JDE> +EE+F

-la

1., 1
G3._ =_—li N 1 Jd (5.110)
1k " O 0 n((1+§)\/B§ +E§+F] :

seklinde tanimlanan denklemlerin ¢6ziimii sonucunda elde edilir. Bu denklemlerde € degerinin
sifira gotiiriilmesi denklem tanimsizliZinin ortadan kaldirlmasi igindir.

Ikinci durum ise, 'k' diigiimiiniin 's' elemannin ikinci diigiimii {izerinde bulunmast:

Lo

2k-1

Sekil 5.14 'k’ digliminiin, 's' elemanmin ikinci diigtimil izerinde bulunmasi

20 % o0

Bu durumda, global koordinat sisteminin orjini ikinci diigiim olmak iizere asafidaki

ifadeler yazilabilir:
d =X11X%s (5.111)
2
d, =y‘—“;2'i (5.112)
e, =§3;—"1 (5.113)
e, =YL;£ (5.114)
x()=¢ (d E+e,) (5.115)
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y(E)=¢ (d,&+e,)

d—x=2dx§+ex
dg

dy
d—§=2dy§+ey

D=d,” +d,’
E=2(d,e, +de,)
F= ex2 + ey2

r=g,/D§2+E§+F

Tanimlanan bu degerlere gore G tekil integrallerinde ifade edilen u’ temel ¢oziimil,

u' = —l—ln(l) ~Lin !
2n \r) 2% |g[DE>+EE+F
seklinde hesaplanir. H tekil integrallerinde tanimlanan q temel ¢oziimil ise,

. o 1o

1 % o 2mon
denkleminde,
%:%(dye, - eydx)%
ifadesi yerine yazilarak,
g =18 (e, - e,0,)
Tr ds
seklinde hesaplanir.
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Bu denklemlere gore, k' kaynak diigiimiiniin 's' elemaninin ikinci diigiimii tizerinde

olmasiyla hesaplanmasi gereken H tekil integralleri;

1 +1 g2 _—(‘,;
lekk =—E(dyex - eydx)jm dE_, (5.127)
—1
2o == (d d )Jrl Ll S 5.128
HZkk__E y&x — €y 0y Im g ( . )
-1
5 1 +1 &2 +§
=-——1Hd,e, - —==—2 d 5.129
Hokx 41t( y&x ede)ID§2+E§+F g ( )

denklemlerine gére ayr1 ayri hesaplanmasi gerekir. G tekil integralleri ise,

~£ ) 1
1 1 1 1
G, =—lim |N,In Jd&+—lim [N, In Jd& (5.130)
9 2“*0_]:1 £fDE2+EE+F ) 2me0] (gJD§2+E§+F]

A 1 ) 1, ! 1
Gl == lim [N, In Jd&+— lim [N, In JE (5.131)
27 =0 E(DE? +EE+F 2m =0 - £\DE> +EE+F

1. ¢ 1 | 1
Gj, =— lim [N;In Jdé+— lim [N, In| Jde (5.132)
HE T amen y {&JD§2+E§+FJ 2me0 ] [&JD§2+E§+F]

seklinde tanimlanan denklemlerle hesaplanir.
Ugiincii durum ise, 'k’ diigiimiiniin 's' elemanimnin iigiincii diigiimii iizerinde bulunmasi:

Bu durum elemanin diger ucunda bulundugu igin birinci duruma benzerdir. Bu durumda,

d, =(x_,ﬁ) (5.133)
2
yi—2y
d, =( 1 5 2) (5.134)
€, =X, (5.135)
€y =Y2 (5.136)
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x(€)=0-¢) (d, &+e,)
y€)=0-8) [d,&+e,)
r=(1-£)yDE* +2E E+F

seklindeki tamimlar ile H tekil integralleri;

Hz"*"‘"_-de B ID& ST EE+F
(et o e
Hirae =—7-\dye, —¢ g
y 4DE* +EE+F
2
+
H?2,k+lk=__ y&x —€,d ID§§+E§+F dg
denklemleri ile hesaplanir. G tekil integralleri ise,
1 +l-& 1
Gl —2—hm N In > Jdg
(1-g}/DE> +EE+F
1 +l-g ( 1
Gox =—lim |N,In Jde
21 &0 _',[ ((1+EWDE? +EE+F
+1-¢ ( 1
Gy = - lim jN3 In - Jdt
(1+E)DE +EE+F

denklemleri ile hesaplanur.
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BOLUM 6
BILGISAYAR PROGRAMI

6.1. Genel Bilgi

Bu boliimde, iki boyutlu elektrostatik alan problemlerinin ¢6ziimii icin gelistirilen ve
Matlab dilinde yazilan ii¢ farkli elemana ait bilgisayar programi agiklanmustir. Sabit elemana ait
programa SABEL, lineer elemana ait programa LINEL ve parabolik elemana ait programa ise
PAREL ad1 verilmistir.

Com D

SAYISL”
V..

Y
N . |
i DATA ; mﬁls’}““

Y
TEKIL

INTEGRALLERIN
HESAPLANMASI

Sekil 6.1 Bilgisayar programi akis diyagrami .
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Laplace denklemi ile modellenen bir elektrostatik alan probleminin smmir elemanlar
yontemiyle ¢6ziimili igin gelistirilen bu ii¢ programda genel olarak, siirdaki bilinen degerlere
gore smirdaki bilinmeyen degerler elde edilir. Daha sonra istenilen herhangi bir i¢ noktadaki
gerilim degeri bu degerlere gére hesaplanmaktadir. Bu hesaplamann akis semasmin ana hatlar:
sekil (6.1)'de verilmistir. Bu sema, genel olarak ii¢ programda aymdir.

Gelistirilen bu ii¢ program ana hatlartyla ve igeriginden bazi Srneklerle asagida

agiklanmgtir.
6.2. SABEL Programi

Analiz edilecek olan elektrostatik alan probleminin sabit eleman yontemiyle ¢oziimiinde
kullanilan bu programi kisaca 6zetleyecek olursak; ilk 6nce problem bolgesinin kag eleman ile
analiz edilecegi girilir. Daha sonra, bu elemanlarin global koordinatlarinin girilmesi istenir. Bu
veri girisi ve diger girilmek istenen veriler, Matlab programmin "save" ve "load" komutlar
kullanilarak onceden tanimlanmig koordinatlar yiiklenebilir. Bu durum, 6zellikle eleman sayisi
fazla olan problemlerde veri girisi i¢in kolaylik saglar. Bu giris,

a=input ('Eleman sayisini giriniz.....:');
DATA=input ('baysi dosyasina koordinatlar girilmis ise 1 elle girmek
igin 2');

if DATA==1
load baysi

else

for t=1l:a
disp (t)
b=input (' inci Eleman baslangi¢ x koordinatini giriniz...=');
c=input (' inci Eleman baslangi¢ y koordinatini giriniz...=');
d=input (' inci Eleman x son koordinatini gir....="');
e=input (' inci Eleman y son koordinatini gir....=');

xx (t)=b+(d-b)/2;
yy(t)=ct+(e-c)/2;

seklinde yazilmistir. Bu koordinatlara gére tanimlanan problem bélgesinde, etki katsayilarinin
hesaplanmas: igin gerekli olan degerler ¢oziimlenir ve etki katsayilari elde edilir. Bununla
beraber, sinir noktalarindaki ¢dziimlerde ortaya gikan tekil integraller de hesaplanarak H ve G
matrisleri elde edilir. Bu ¢6ziimlerin ardindan, simrdaki bilinmeyen degerlerin elde edilmesi igin
elemanlardaki aki degerleri ile eleman iizerindeki diiftimde bulunan gerilim degerinden
bilinenin girilmesi istenir. Bu veri giriginin ardindan, sinirdaki bilinmeyen degerler ¢6ziimlenir.
I¢ noktalardaki ¢dziimler igin ise, belirlenen noktanin koordinatlarinin girilmesi istenir. Bu
girilen nokta ile eleman iligkisi sonucunda H ve G matrisleri elde edilir. Bu matris ve sinir

degerlerine gore tanimlanan noktadaki gerilim degeri hesaplanir.
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6.3. LINEL Programi

Analiz edilecek olan elektrostatik alan probleminin lineer eleman yéntemiyle
¢oziimiinde kullanilan bu programda ise ilk dnce problem bélgesinin kag eleman ile analiz
edileceginin girilmesi istenir. Bunun ardindan, eleman koordinatlarinin girilmesi istenir. Bu
verilere gore diiglim-eleman iliskisi sonucunda, eleman iizerindeki diigiimlere ait etki
katsayilarinin hesaplanmast igin gerekli olan degerler ¢6ziimlenerek etki katsayilari elde edilir.
Tekil integraller de ayrica hesaplanarak H', H* ve G', G? etki matrisleri elde edilir. Bu
¢oziimlerin ardindan smnirdaki bilinen degerlerin girilmesi istenir. Bu programda lineer eleman
tzelligine gore eleman iizerinde bulunan diigiimlerdeki gerilim ve bu diigiimden 6nceki ve
sonraki elemana ait aki degerlerinden bilinenin girilmesi istenir. Bu veri giriginin ardindan
sirdaki bilinmeyen degerler elde edilir. I¢ noktadaki ¢6ziimler icin ise belirlenen noktanin
koordinatinin girilmesi istenir. Bu giris,

for A=l:a

disp (A)

U=input (' inci eleman lizerindeki rerilim deJeri var ise yaziniz
yoksa enter a basin..... =');

Ql=input (' inci elemandan 6nce zx. dederi var ise yaziniz yoksa
enter a basin......... =');

Q2=input (' inci elemandan sonra z:: dederi varsa yaziniz yoksa
enter a basin............ ='});
if U<realmax
P(A)=U;
for B=l:a
S8 (B,A)=(-AS(B,A))*U;
if Ql<realmax
R(A)=Q1;
S(A)=realmax;
RR(B,A)=BS(B,A)*Q1;
SE(B,A)=SS(B,A)+RR(B,A7);
SF{(B,A)=-B1(B,A);

seklinde yazilmigtir. Bu girilen nokta ile elemanlar arasindaki iligki sonucunda ayr1 ayr etki
matrisleri hesaplanir. Bu etki matrisleri ve sinir degerlerine gore tamimlanan i¢ noktadaki

gerilim hesaplanir.
6.4. PAREL Programi

Ele alinan elektrostatik alan probleminin parabolik eleman y&ntemiyle ¢oziimiinde
kullanilan bu program kisaca 6zetlenecek olursa; yine ilk &nce problem bolgesinin kag eleman
ile analiz edilecegi girilir ve ardindan bu elemanlara ait diigiimlerin koordinatlarinmn girilmesi
istenir. Daha sonra bu verilere gore etki katsayilarim hesaplamak igin gerekli olan degerler
¢oziimlenerek etki katsayilari elde edilir. Sinirdaki ¢éziimlerde, hesaplanan diigiimiin eleman

lizerinde bulunmasiyla ortaya ¢ikan tekil integral denklemlerini ¢6zmek igin ayrica alt
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programlar yazilmistir. Bu alt programlara degiskenlerin degerleri "save" ve "load" komutu
kullamlarak atanmustir. Bilgisayar programinda bu kullanimin gosterimi,

if (i+1)/2==j
xx2=x2(3)-x1{3) ;xx3=x3(j)-x1(3):
yy2=y2 (j)-y1(3);yy3=y3(3)-yl(j);
da=(xx3-2*xx2) /2;db=(yy3-2*yy2)/2;
ei=xx2;ej=yy2;
=da~2+db"2;E=2* (da*eit+db*ej);F=ei”2+ej"2;
save baysi D E F;
Q=quad8('int',-1,1);
H1(i,j)=(ej*da-db*ei)*Q/(4*pi);

seklinde bir pargasi gosterilmistir. Aymi zamanda bu kosul, k' diifiimii 's' elemanin birinci
diigiimii iizerinde bulunmastyla saglanmaktadir. Bu hesaplamalardan sonra sinir ¢dziimleri i¢in
H', H% B ve G, G% G’ etki matrisleri elde edilir. Bu hesaplamalarin ardindan smirdaki
bilinmeyenlerin ¢oziimlenmesi igin, eleman iizerindeki diigiimlere ait gerilim ile diigiimden
6nceki ve sonraki elemanlara ait aki degerlerinden bilinenlerin girilmesi istenir. Bu veri giriginin
ardndan siirdaki bilinmeyen degerler hesaplamir. I¢ noktalardaki ¢bziim icin belirlenen
noktanin koordinatinin girilmesi istenir. Buna gore girilen nokta ile elemanlar arasindaki iligki
sonucunda ayri ayr1 etki matrisleri elde edilir. Bu etki matrisi ve sinir degerlerine gére bu

noktadaki gerilim degeri ayrica hesaplanur.
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BOLUM 7
UYGULAMALAR

7.1. Genel Bilgi

Bu bdliimde smnir elemanlar1 yontemiyle elektrostatik alan problemlerin ¢oziimii igin
gelistirilen ii¢ farklh elemana (sabit, lineer, parabolik) ait programlar bazi &mek sistemlere

uygulamlmistir, elde edilen sonuglar ve analitik ¢6ziimleri (gercek degerleri) tablolar halinde

verilmigtir.

7.2. Diizlemsel Elektrot Sistemi

I 4
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Sekil 7.1 Diizlemsel elektrot sistemi

Sekil (7.1)de verilen drnek sistem, ii¢ farkli programa uygulanmast ile ilk dnce sinir
noktalarindaki bilinmeyen degerler elde edilmisti. Bu degerler, sistemin smirdaki analitik
¢oziimii ile ayri ayn kargilagtinlmigtir. Daha sonra belirlenen i¢ noktalarda program ¢oziimi
sonucunda elde edilen gerilim degerleri, analitik ¢6ziim ile ayri1 ayr1 kargilagtirilarak sonuglar
tablo halinde g6sterilmistir.

7.2.1. Elektrot Sisteminde, Simir Degerlerinin Analizi

Sekil (7.2)'de gosterilen 6rnek elektrot sisteminin sinirlar1 40 eleman ile bslmelenmistir.
Bu sistemin Sabit Eleman (SABEL), Lineer Eleman (LINEL) ve Parabolik Eleman (PAREL)
programlar: ile ¢6ziimii sonucunda sinirdaki bilinmeyen degerler elde edilmistir. Ornek olarak



S, simininda, diigiimler iizerindeki elde edilen gerilimler, diigiimlerin koordinatlar, analitik

¢oziimleri ve farklari tablolar halinde verilmistir (Tablo 7.1, 7.2, 7.3).
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Sekil 7.2 40 elemana bolmelenmis diizlemsel elektrot sistemi

Sekil (7.2)'de gosterilen 40 eleman ile bélmelenmis diizlemsel elektrot sisteminde, sabit
eleman ve lineer eleman yontemine gore 40 diigiim bulunur. Parabolik eleman ydntemine gére
ise 80 diigiim bulunur. Incelenen S, simirinda ise toplam 10 eleman vardir. Buna goére S,
sinirinda, sabit eleman ySntemine gére 10, lineer eleman ydntemine gore 11, parabolik eleman

yontemine gore ise toplam 21 diigiim vardir.

Tablo 7.1 40 Elemanh diizlemsel elektrot sisteminin S, smirinda SABEL programi ¢dziim sonuglar

Diigiim Koordinatlar SABEL Analitik FARK
No X y Programi Coziimii
1 10 0.5 4.7195 5.0000 -0.2805
2 10 L5 14.8363 15.0000 -0.1637
3 10 2.5 24.8999 25.0000 -0.1001
4 10 35 34.9447 35.0000 -0.0553
5 10 4.5 44,9822 45.0000 -0.0178
6 10 55 55.0178 55.0000 0.0178
7 10 6.5 65.0553 65.0000 0.0553
8 10 75 75.1001 75.0000 0.1001
9 10 8.5 85.1637 85.0000 0.1637
10 10 9.5 95.2805 95.0000 0.2805
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Tablo 7.2 40 Elemanl diizlemsel elektrot sisteminin S, simirinda LINEL programi ¢6z{im sonuglari

Diigiim Koordinatlar LINEL Analitik FARK

No X y Programi Coziimii

1 10 0 0.0000 0.0000 0.0000
2 10 1 10.0000 10.0000 0.0000
3 10 2 20.0000 20.0000 0.0000
4 10 3 30.0000 30.0000 0.0000
5 10 4 40.0000 40.0000 0.0000
6 10 5 50.0000 50.0000 0.0000
7 10 6 60.0000 60.0000 0.0000
8 10 7 70.0000 70.06000 0.0000
9 10 8 80.0000 80.0000 0.0000
10 10 9 90.0000 90.0000 0.0000
11 10 10 100.0000 100.0000 0.0000

Tablo 7.3 40 Elemanh diizlemsel elektrot sisteminin S, sinirmda PAREL programi ¢bzilm sonuglari

Diigtim Koordinatlar PAREL Analitik FARK
No X y Programi Cozimil
1 10 0 0.0000 0.0000 0.0000
2 10 0.5 4.9540 5.0000 -0.0460
3 10 1.0 9.9643 10.0000 -0.0357
4 10 1.5 14.9704 15.0000 -0.0296
5 10 2.0 19.9750 20.0000 -0.0250
6 10 2.5 249790 25.0000 -0.0210
7 10 3.0 29.9826 30.0000 0.0174
8 10 35 34.9859 35.0000 -0.0141
9 10 4.0 39.9891 40.0000 -0.0109
10 10 4.5 449921 45.0000 -0.0079
11 10 5.0 49.9950 50.0000 -0.0050
12 10 55 54.9979 55.0000 -0.0021
13 10 6.0 60.0006 60.0000 0.0006
14 10 6.5 65.0032 65.0000 0.0032
15 10 7.0 70.0056 70.0000 0.0056
16 10 7.5 75.0079 75.0000 0.0079
17 10 8.0 80.0099 80.0000 0.0099
18 10 85 85.0113 85.0000 0.0113
19 10 9.0 90.0114 90.0000 0.0114
20 10 9.5 95.0070 95.0000 0.0070
21 10 10 100.0000 100.0000 0.0000
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Sekil 7.4 Diizlemsel elektrot sisteminde belirlenen i¢ noktalarin gosterimi



Sekil (7.4)'de goriilen diizlemsel elektrot sisteminde, elde edilen sinir degerlerine gore
belirlenen i¢ noktalardaki gerilim degerleri her ii¢ program igin ayri ayri tablolar halinde
verilmistir. Ayrica bu sistemin analizinde, problem bdlgesi simirlari 20, 40, 100 ve 500 eleman

ile bolmelenerek sonuglar Tablo 7.4, Tablo 7.5 ve Tablo 7.6'da gosterilmistir.

Tablo 7.4 I¢ noktalarda SABEL programi ¢8zim sonuglar:

Hesap  Koordinatlar . SABEL Programi . Analitik
noktasi X y 20 eleman 40eleman 100 eleman 500 eleman Coziimil
1 5 1 9.9804 9.9922 9.9981 9.9999 10.0000
2 5 2 19.9667 19.9878 19.9970 19.9998 20.0000
3 5 3 29.9677 29.9882 29.9971 29.9998 30.0000
4 5 4 39.9806 39.9929 39.9983 39.9999 40.0000
5 5 5 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000
6 5 6 60.0194 60.0071 60.0017 60.0001 60.0000
7 5 7 70.0323 70.0118 70.0029 70.0002 70.0000
8 5 8 80.0331 80.0122 80.0030 80.0002 80.0000
9 5 9 89.9855 90.0079 90.0019 90.0001 90.0000
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Sekil 7.5 Tammlanan i¢ noktalarda analitik ¢dzimler ile SABEL program ¢Sziimlerinin karsilagtirilmasi
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Tablo 7.5 i¢ noktalarda LINEL programi ¢8ziim sonuglar

LINEL Programi

Analitik

Koordinatlar
X

Hesap

noktasi

Coziimil

20 eleman 40 eleman 100 eleman 500 eleman
10.5027

20.3622
30.2255

y

10.0000
20.0000
30.0000
40.0000
50.0000
60.0000
70.0000
80.0000

90.0000

10.0007
20.0005
30.0003
40.0001

10.0170
50.0000

20.0122

10.1130
20.0812

30.0076
40.0036
50.0000
59.9964
69.9924
79.9878

30.0507

3
4

40.0240

40.1062
50.0000
59.8938
69.7745

50.0000

59.9760
69.9493

59.9999
69.9997
79.9995
89.9993

6

79.9188

79.6375

89.4631 89.8872 89.9830

9
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Sekil 7.6 Tanimlanan i¢ noktalarda analitik ¢8zlimler ile LINEL program ¢dziimlerinin karsilastirtlmasi
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Tablo 7.6 ig noktalarda PAREL programi ¢dziim sonuglari

Analitik
Cozimii
10.0000

20.0000
30.0000
40.0000
50.0000
60.0000

PAREL Programi

Koordinatlar

Hesap

noktasi

40 eleman 100 eleman 500 eleman

20 eleman
9.9666

19.9727
29.9816

y

X

9.9928 9.9986

9.9819
19.9863
29.9907
39.9953
50.0000

60.0047

19.9989
29.9993
39.9996
50.0000
60.0004
70.0007
80.0011
90.0014

19.9945
29.9963
39.9981

2

39.9907
50.0000
60.0093

70.0184

4
5
6
7
8
9

50.0000
60.0019
70.0037
80.0055

90.0072

70.0000
80.0000

90.0000

70.0093

80.0137

80.0270
89.9992

90.0183
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Sekil 7.7 Tanimlanan i¢ noktalarda analitik ¢8ztimler ile PAREL program ¢6ziimlerinin karsilagtiniimas:
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7.3. Koaksiyel Kablo

Sekil (7.8)'de gosterildigi gibi bir koaksiyel kablonun geyrek kesiti alinarak 28 ve 112
eleman ile bdlmelenmistir. Verilen sinir gartlar ile belirlenen i¢ noktalarda radyal yondeki
gerilim degerleri her {i¢ programda ayr1 ayri bulunmugtur. Bu degerler ve analitik olarak
bulunan ¢oziimler Tablo (7.7) ve Tablo (7.8)'de karsilastinimistir.

X
ey

©.0) @O gy _ (100
dn

Sekil 7.8 Koaksiyel kablonun geyrek kesiti

Tablo 7.7 28 Eleman ile bolmelenmis geyrek kesitli koaksiyel kablonun radyal y&ndeki potansiyel
dagilim

Hesap Koordinatiar SABEL LINEL PAREL Analitik
noktasi X y Programu Programi Programi Cozimil
1 3.2526 3.2526 82.6341 82.4712 84.7469
2 3.6769 3.6769 — 66.7742 69.8825 71.3667
3 4.1012 4.1012 60.5241 55.0747 58.3420 59.4491
4 4.5254 4.5254 44.4286 44.5010 47.8337 48.7058
5 4.9497 4.9497 32.9586 34.8471 38.2271 38.9259
6 5.3740 5.3740 24.1255 25.9619 29.3924 29.9508
7 5.7982 5.7982 15.8908 17.7297 21.2197 21.6580
8 6.2225 6.2225 8.1801 10.0600 13.6187 13.9511
9 6.6468 6.6468 1.1049 2.8855 6.5182 6.7528
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Potansiyel (volt)

2}
-

Sekil 7.9 28 Elemana bdlmelenmis ceyrek kesitli koaksiyel kablonun radyal yondeki potansiyel
dagiliminin kargilagtirilmasi

Tablo 7.8 112 Elemana bdlmelenmis geyrek kesitli koaksiyel kablonun radyal ydndeki potansiyel
dagilimi

Hesap Koordinatlar SABEL LINEL PAREL Analitik
noktasi X y Programi Programi Program Cozimil
1 3.2526 3.2526 86.4164 84.4232 84.7469
2 3.6769 3.6769 —— 70.6185 71.1292 71.3667
3 4,1012 4.1012 62.1870 58.4705 59.2571 59.4491
4 4.5254 4.5254 45.0231 47.7462 48.5482 48.7058
5 4.9497 4.9497 33.6713 379726 38.7977 38.9259
6 5.3740 5.3740 244328 28.9948 29.8487 29.9508
7 5.7982 5.7982 16.1887 20.6934 21.5799 21.6580
8 6.2225 6.2225 8.6266 12.9742 13.8950 13.9511
9 6.6468 6.6468 1.5988 5.7610 6.7172 6.7528
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Sekil 7.10 112 Elemana bolmelenmis ¢eyrek kesitli koaksiyel kablonun radyal yondeki potansiyel

7.4. Kiire-Kiire Sistemi

-100V

X
-

Sekil 7.11 -100 V ve + 100 V'luk kilre-kiire sistemi

Sekil (7.10)'da gosterildigi gibi -100 ve +100 V'luk kiire-kiire sisteminde, her bir kiire 16

elemana bdlmelenerek bu iki kiire etrafindaki potansiyel dagilimi PAREL programu ile

hesaplanmigtir. Bu dagilim, MATLAP'de ¢izdirilerek sekil (7.11)'de gosterilmigtir. Bu sekilde
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tam orta nokta ekseninde 0 volt elde edilmistir ve 10'ar V araliklarla potansiyel degerler

belirtilmisgtir.
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Sekil 7.12 Kiire-kilre sisteminde kiireler etrafindaki potansiyel dagthm
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, Siir Elemanlar1 Yontemi'nin matematiksel teorisi incelenerek, bu
yontemin uygulamasinda bir interpolasyon fonksiyonu olarak kullanlan parabolik elemanlarin
elektrostatik alan problemlerine uygulanmasi incelenerek gerekli sayisal formiilasyonlar
verilmigtir. Bu incelemeler sonucunda, parabolik eleman yontemiyle elektrostatik alan analizi
icin PAREL isimli bilgisayar programi MATLAB dilinde yazilmigtir. Ayrica Smir Elemanlan
Yontemi'nin diger fonksiyonlarindan olan sabit ve lineer eleman ydntemleri agiklanarak sayisal
formiilasyonlar verilmistir. Bu elemanlara ait SABEL ve LINEL programlar yazilmstir. 7.
Béliimde uygulama 6rneklerinin bu ii¢ programa uygulanmasi ile elde edilen sonuglar tablolar
ve grafikler halinde verilmigtir.

Sinir Elemanlar1 Yontemi'nin elektrostatik alan problemlerine uygulamasindaki
matematiksel teori genel olarak Szetlenirse; ilk 6nce problemi bolgede saglayan Laplace ve
Poisson tipindeki bolge denklemleri agirlikh artiklar ve kismi integrasyon sonucunda simir
integral denklemlerine doniistiiriilmiigtiir. Bu sinir integral denklemlerinde tanimlanan fiziksel
degiskenler (gerilim ve normale gére tiirevi) interpolasyon fonksiyonlar1 ile ifade edildikten
sonra simr integral denklemi aynigtinlmis ve sistem matrisi elde edilmis olur. Sinirdaki
¢oziimler igin smur sartlar1 (bilinen siur degerleri) uygulandiktan sonra smirdaki bilinmeyen
degerler sistem matrislerin ¢6ziimii sonucunda elde edilir. Bulunan ve bilinen simir degerleri
kullanilarak, i¢ noktalarda olusturulan sistem matrisi ¢6ziimii sonucunda i¢ noktalardaki gerilim
degeri hesaplanir.

7. Boliimde verilen uygulama Orneklerinde, analitik olarak hesaplanan sonuglarla
SABEL, LINEL ve PAREL programlari kullamilarak elde edilen sonuglar tablolar ve grafikler
halinde verilmigtir. Bu 6rneklerde diizlemsel elektrot sistemi, koaksiyel kablo, kiire-kiire sistemi
analizi yapilmigtir.

Diizlemsel elektrot sisteminde, ilk 6nce Smir Elemanlar1 Yéntemi'ne gére program
sonuglarinda sinirdaki bilinmeyenler elde edilmistir. Bu 6rnekte, problem bélgesi 40 eleman ile
bdlmelenmigtir. S, siirindaki bilinmeyen degerler elde edilerek tablolar halinde verilmistir. Bu
bulunan degerler incelendiginde, SABEL ve PAREL program sonuglarin analitik sonuglara
gok yakin degerler oldugu gorillmektedir. LINEL programinda ise siirda tam degerler elde
edilmistir. Bu S, smirinda, gerilim degeri lineer bir degisim gostermektedir. Bunun sonucunda

LINEL program ile lineer eleman tanimina gore siirda tam degerler elde etmistir.
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Diizlemsel elektrot sisteminin i¢ noktalarindaki gerilim dagilimi, 20, 40, 100 ve 500
eleman ile bolmelendirilip bu ii¢ programa gére ayr1 ayr sonuglar elde edilerek tablolar halinde
verilmistir. Bu sonuglar incelendiginde, analitik ¢dziime yakin degerler elde edildigi goriiliir. Bu
ornekte goriiliiyor ki, problem bdlgesindeki elemanlar arttirildikca daha hassas degerler elde
edilmektedir. Ozellikle 500 elemanda oldukga hassas sonuglar bulunmugtur.

ikinci 6rnek olan koaksiyel kablo sisteminde g¢eyrek dilimlik koaksiyel kablonun
sinirlar1 28 ve 112 eleman ile bdlmelendirilip bu ii¢ programa gére ayr1 ayr sonuglar elde
edilmistir. Bu rnekte, U=100 V ve U=0 V degerine sahip sinirlar egrisel siirlardan meydana
gelmistir. Bu sinirlarda, parabolik elemanin sinira denk geometrisi (fonksiyonu) s6z konusu
oldugundan PAREL programina gore i¢ noktalarda elde edilen gerilim degerlerinin gok hassas
oldugu goriilmektedir. Ayrica eleman sayis1 28'den 112'ye ¢ikarilarak elde edilen sonuglarin
daha da hassaslagtig: gériilmektedir.

Ugiincii 6rnek kiire-kiire sisteminde, her bir kiire 16 elemana bdlmelenerek PAREL
programmn ¢dziimii sonucunda kiireler etrafindaki potansiyel dafilim MATLAB'da
cizdirilmistir. Bu sistemde iki kiirenin tam orta nokta ekseninde potansiyel degerinin 0 V olmasi
gerekir. Bu sonug, hesaplamanin ardindan elde edilmistir. Bu problem aym: zamanda agik smrl
bir problem tiiriidiir.

Sonug olarak, Smir Elemanlari Yontemi'nde parabolik elemanlar kullanilarak
elektrostatik alan problemleri incelenmigtir. Ayrica, Smir Elemanlar1 Yontemi'nin genelde
kullanilan eleman tipleri olan sabit ve lineer eleman tipleri de incelenmistir. Parabolik
elemanlarin bu elemanlara gore daha karmagik bir yapiya sahip oldugu ve problem geometrisini
tam olarak temsil ettifi icin elde edilen degerlerin daha hassas degerler oldugu sonucuna
varilmgtir.

Ileride yapilacak olan galigmalarda, bu ¢alismanmn igeriginden de faydalanilarak siireksiz
eleman yontemleri ile bdlge ¢6ziimleri yapilabilir. Ayrica bu eleman tiirii ile homojen olmayan

problemlerin ¢oziimii geligtirilebilir.
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