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OZET
Metrik Degerli Dizilerin Istatistiksel Yakinsaklig

" Metrik Degerli Dizilerin Istatistiksel Yakinsakligi " baglikli calisma bes boliim-
den olusmaktadir. Birinci boliimde, literatiir 1s1g1nda yapilan calisma hakkinda kisa
bir bilgi verilmistir. Ikinci béliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi
temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde, istatistiksel yakimsaklikla ilgili temel
kavramlardan bahsedilmis olup, istatistiksel yakinsakligin bir genellegtirmesi olan la-
cunary istatistiksel yakinsakliktan bahsedilmistir. Dérdiincii boliimde, « € (0, 1] reel
sayis1 icin reel say1 dizilerinin a—dereceden istatistiksel yakinsakligi ve a—dereceden
kuvvetli p—Cesaro yakinsakligi arasinda birkag bagint1 verilmistir. Beginci boliim calig-
manin orijinal kismi olup iki alt baghk halinde diizenlenmistir. Bu boliimiin ilk kis-
minda metrik degerli dizilerin lacunary istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli p—Cesaro
yakinsaklig1 tanimlanmig ve bu kavramlar arasindaki bazi bagintilar ispatlanmigtir. Bu

boliimiin ikinci kisminda ise
1) a—dereceden lacunary d—istatistiksel yakimsaklik tanimlanmus,
2) a—dereceden kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakinsaklik tanimlanmusg,

3) a—dereceden lacunary d—istatistiksel yakinsaklik ile a—dereceden kuvvetli la-

cunary pd—Cesaro yakinsaklik arasindaki iligki verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yakinsaklik, Cesaro Toplanabilme, Lacunary

Istatistiksel Yakinsaklik, Metrik Degerli Dizi
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SUMMARY

Statistical Convergence of Metric Valued Sequence

The study titled "Statistical Convergence of Metric Valued Sequences" consists of
five parts. In the first part, brief information is given about the studies conducted in
literature. In the second part, some basic concepts to be used in the following sections
are given. In the third chapter, basic concepts related to statistical convergence and
lacunary statistical convergence, a generalization of metric convergence, are mentioned.
In the fourth section, a few relations between the statistical convergence of order o of
the real number sequences for the real number a € (0, 1] and the strong p—Cesaro
convergence of order « are given. The fifth part is the original part of the study and is
organized under two subheadings. In the first part of this section lacunary statistical
convergence and strong p—Cesaro convergence of metric-valued sequences are defined
and some correlations between these concepts are proved.

In the second part:
1) Lacunary d—statistical convergence of order « is defined,
2) Strong lacunary pd—Cesaro convergence of order « is defined,

3) The relationship between lacunary d—statistical convergence of order o and

strong lacunary pd—Cesaro convergence of order « is given.

Keywords: Statistical convergence, Cesaro summability, Lacunary statistical con-

vergence, Metric valued sequence

v



SEMBOLLER LISTESi

Bu ¢alismada kullanilan baz simgeler, aciklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

N . Dogal sayilar kiimesi

R . Reel sayilar kiimesi

R+t : Pozitif reel sayilar kiimesi

S : Lacunary d-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

N§ :  Lacunary d-Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

S : d—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

h.h.k : hemen hemen her k

stat —lim : Istatistiksel limit

ls : Sinirh diziler uzay:

Sg o . a—dereceden lacunary d—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
N, 9d “(p) . a—dereceden kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi



1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik yillar 6énce farkli isimler altinda Fourier analiz, Ergodik
teori, Sayilar teorisi, Olciim teorisi, Trigonometrik seriler ve Banach uzaylar teorisinde
incelenmistir. Bu kavram literatiirde 1900 lii yillarin ilk yarisinda gegitli isimler altinda
caligilmigtir. Bilinen anlamda yakinsakligin bir genellestirmesi olan istatistiksel yakin-
saklik son zamanlarda bir¢ok aragtirmaci tarafindan calisilmis ve toplanabilme teori-
sine uygulanmigtir. Bu kavram ilk olarak Zygmund [1] tarafindan verildi, daha sonra
Steinhaus [2] ve Fast [3] istatistiksel yakinsaklik kavramin tanimladilar ve Schoenberg
[4] istatistiksel yakinsaklik kavramini bir toplanabilme metodu olarak verdi. Salat
[5] reel terimli istatistiksel yakinsak dizilerin birkag ozelligini incelemis ve siirh reel
degerli istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesinin simirh dizilerin kiimesinde higbir yerde
yogun kiime oldugunu gostermistir. Zaman icerisinde istatistiksel yakinsaklik Con-
nor [6], Colak ([7],[8]), Colak ve Bektas [9], Cakalli [10], Caserta ve arkadaslar1 [11],
Et ve Sengiil ([12],[13]), Fridy [14], Fridy ve Orhan ([15],[16]), Mursaleen [17], Savas
([18],[19]) gibi yazarlar tarafindan toplanbilme teorisine uygulandi ve istatistiksel yakin-
saklik ile kuvvetli Cesaro toplanabilme arasindaki bagintilar: incelendiler. 2014 yilinda
Kiigiikaslan ([20],[21]) ve arkadaglar istatistiksel yakinsakligi metrik uzaylara genellegti-
rerek metrik degerli bir dizinin istatistiksel yakinsakligini tanimladilar ve baz1 6zellik-

lerini verdiler.

Bu calismada bir lacunary dizisini kullanarak metrik degerli dizilerin a—dereceden
lacunary istatistiksel yakinsakligi ve a—dereceden kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakin-
sakligi kavramlarin agagidaki gibi tanimlayacagiz ve aralarindaki bazi bagintilar vere-

cegiz.

(X, d) metrik uzay, * = (zx) € X olsun. ky =0, r — oo iken h, =k, — k,_1 — 0
olacak sekilde § = (k,) lacunary dizisi olsun, 0 < a < 1 alalim ve [h,]" mn h, nin a.

kuvveti, yani

[h]a = ([hr]a) = ([hl]a ) [hZ]a ) [hr]a ) )



oldugunu kabul edelim. € > 0 verilsin

1

[hr]a |{k € Ir : d(yk - g) Z 5}| — 0

olacak sekilde ¢ € X sayis1 varsa y dizisi ( ye a—dereceden lacunary istatistiksel

yakinsak denir.

a > 0 verilsin p € R olmak {izere

= S [ =P =0

[ 7"] kel,

ise y dizisi ( sayisina a—dereceden kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakinsaktir denir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. [22] F bos kiimeden farkl bir kiime olsun. m : F' x F' — R doniigiimii
Va,b,c € F ic¢in asagidaki ozellikleri sagliyorsa bu doéniisiime F' iizerinde bir metrik,
(F,m) ikilisine de bir metrik uzay denir.

M1) m(a,b) >0

M2) m(a,b) =0 a=10
M3) m (a,b) = m (b, a)
M4) m (a,b) < m(a,c)+m/c,b)

Tamm 2.2. [22] (F,m) bir metrik uzay, a = (a,) de F de bir dizi olsun. Her Ve > 0
icin n > ng oldugunda

m(an, k) < e
esitsizligini saglayan bir ng varsa (a,) dizisi ' ’de yakimsaktir denir ve a,, — k veya

lim a, = k seklinde ifade edilir.

n—oo

Tamm 2.3. [22] Bir (F, m) metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi bu uzaym bir

noktasina yakinsiyor ise bu metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Tamim 2.4. [22] Bir (F,|.||) normlu uzaymda alinan her Cauchy dizisi bu uzaym bir

noktasina yakinsiyorsa tam uzay yani, Banach uzay1 denir.

Tamm 2.5. [22] F dizi uzay: bir Banach uzay1 olmak {izere;

T FF— C, Tk(a)=ar (k=1,2,3...)

doniigtimii siirekli ise F' ye bir BK-uzay1 denir.

Tamm 2.6. [22] Kompleks terimli tiim a = (a;), (i = 1,2,3,...) dizilerinin kiimesini

w ile gosterecegiz. w, a = (a;), b = (b;) ve, o bir skaler olmak {izere

aa = (aa;)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. w nmin her alt lineer uzayima

dizi uzay1 denir.



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Toplanabilme teorisinde son zamanlarda cok calisilan istatistiksel yakinsaklik yil-
lar 6nce farkli isimler altinda Fonksiyonel analizin gesitli dallarinda, ¢rnegin Fourier
analiz, Ergodik teori, Sayilar teorisi, Olciim teorisi, Trigonometrik seriler ve Banach
uzaylar1 teorisinde incelenmigtir. Klasik anlamda bilinen yakinsakliktan daha genel
olan istatistiksel yakinsaklik son zamanlarda bircok aragtirmaci tarafindan galisilmig
ve toplanabilme teorisine uygulanmigtir. Zygmund [1] ilk olarak bu kavramdan bahset-
mig ancak Steinhaus [2] ve Fast [3] istatistiksel yakinsakligi tammlamglar, Schoenberg
[4] istatistiksel yakinsaklik kavramini bir toplanabilme metodu olarak vermigtir. Salat
[5] reel terimli istatistiksel yakinsak dizileri incelemis ve istatistiksel yakinsakligin baz
temel 6zelliklerini verilmigtir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik Connor [6], Colak
([7],[8]), Colak ve Bektas [9], Cakalli [10], Caserta ve arkadaglar1 [11], Et ve Sengiil
([12],[13]), Fridy [14], Fridy ve Orhan ([15],[16]), Mursaleen [17], Savag ([18],[19]) gibi

yazarlar tarafindan ¢aligilmisgtir.
3.1. Istatistiksel Yakinsak Diziler

Bir M C N kiimesinin dogal yogunlugu, |{s <t : s € M}|ifadesi M nin ¢ den biiyiik

olmayan elemanlarinin sayisin gostermek iizere
.1
(5(M):thm?|{s§t:s€M}|

esitligi ile tamimlanir. Eger yukaridaki limit sifira esit ise M kiimesi sifir yogunluklu
kiime olarak tanimlanir. Bu kavramdan faydalanarak istatistiksel yakinsaklik agagidaki

gibi tanimlanabilir.
Tanim 3.1.1. [14] y = (yx) dizisi verilsin ve € > 0 olsun.
.1
i = [{ < 5[y, — ¢| > ¢} =0
olacak sekilde bir ( sayis1 varsa yani h.h.k i¢in

lye — ¢l < ¢

ise y dizisi ( sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve stat—limy, = ( veya yi s ¢

seklinde gosterilir. Istatistiksel yakmsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger ¢ = 0

4



ise y dizisine istatistiksel sifir dizisi denir ve istatistiksel sifir dizilerinin kiimesi S ile

gosterilir.

Burada "h.h.k" 6zelligi "bir y = (yx) dizisinin terimlerinin bir 6zelligi sifir yogun-

luklu bir ciimle diginda biitiin k£ lar i¢in saglamasi" olarak ifade edilir.

Iyi bilindigi gibi istatistiksel yakinsaklik bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha ge-

neldir. Buna gore yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Gercekten

1, k=m? m=12,..
Yk =
0, k#m?
seklinde tanimlanan y = (y) dizisi i¢in

{k<n:y, #0} <vn

olup

1
lim E|{k§n:yk§£0}|§ lim@:()

n—oo n—oo M
dir. Halbuki bu dizi yakinsak degildir. Istatiksel yakinsak bir dizi sinirh olmak zorunda
da degildir, hatta sinirh diziler uzay: ile istatistiksel yakinsak diziler uzay:1 birbirini
kapsamazlar ancak bunlarin ortak elemanlar1 vardir. Gergekten yakinsak bir dizi hem

sinirli hemde istatistiksel yakinsaktir, ancak

Vi, k=m2 m=12,..
Y =
0, k#m?
dizisi istatistiksel yakinsak fakat sinirh degildir. Diger taraftany = (—1,1, —1, ...) dizisi
sinirh diziler kiimesinin bir elemanidir, ancak istatistiksel bir limite sahip olmadigindan
istatistiksel yakinsak degildir. Bilinen anlamda dizilerin yakinsakligi kavraminin istatis-
tiksel yakinsakliga genellestirilmesine benzer bir diisiince, Cauchy dizisinin istatistiksel

Cauchy dizisine genellegtirme diigiincesidir. Bu genellegtirme yine Fridy tarafindan [14]

asagidaki sekilde verilmigtir.

Tamim 3.1.2. [14] y dizisi ve £ > 0 say1s1 verilsin, h.h.k igin

Yk — il < €



olacak sekilde ¢t = t, (¢) sayis1 varsa yani;

1

tlirg¥|{k§t:|yk_yto|25}|:0

ise y dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Klasik analizde bilinen yakinsak dizi ile Cauchy dizileri arasinda verilen bagintiya

benzer bir bagint1 1985 yilinda Fridy [14] tarafindan agagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 3.1.3. [14] z dizisi istatistiksel yakinsaktir < x istatistiksel Cauchy dizisidir

& h.h.k igin zp = y, olacak sekilde yakinsak bir y dizisi vardir.

Bilindigi gibi tiim dizilerin uzay1 alisgilmig toplama ve skaler ile carpma iglemine
gore bir vektor uzayidir. Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 da stat—limz, = o
stat—limy, = [ ve k bir skaler olmak iizere stat—lim(xy+yr) = a + ve

stat— lim kxy, = ka esitliklerini sagladigindan bir lineer uzaydir.
3.2. Lacunary Dizileri ve Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi 6 = (k) olsun. Eger ko = 0 ve ¢; = k1 olmak
tizere r — oo i¢in h, = k, — k,_1 — oo ise § = (k,) dizisine lacunary dizisi denir.

0 = (k,) tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_1, k,| ile gosterilecek ve

k.
> lnil=2_lai
i=k,_1+1 icl,

olarak almacak ve uygunluk igin ) 7, |z,] ile gosterilecek ve ¢, = kf;l olarak almacaktir.

Kuvvetli Cesdro yakinsak diziler literatiirde istatistiksel yakinsakliktan bagimsiz
olarak galigilmig, Schoenberg [4] bu kavramin sinirh diziler i¢in denk oldugunu goster-

migtir. © = (x;) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

1 n
lim—g |$k—C|:0
n n

k=1

olacak sekilde bir ( sayis1 varsa x dizisi ¢ "ye kuvvetli Cesdro yakinsaktir denir. Kuvvetli
n
Cesdro yakinsak dizilerin kiimesi || ile gosterilir. |oq| kiimesi ||z| = sup (% > |xk|>
n k=1

normu ile bir BK —uzayidir.



1978 yilinda Freedman ve arkadaglar1 [23] yukarida tanimin verdigimiz lacunary
dizisini kullanarak kuvvetli Cesédro yakinsak dizilerin kiimesini kuvvetli lacunary topla-

nabilir dizilerin uzayina genellegtirmisler ve bu kiime iizerine bir norm inga etmislerdir.

Tamim 3.2.1. [23] Herhangi bir § = (k,) lacunary dizisi i¢in

o1
h;nh—Z\:ck—C\:O

" kel

olacak sekilde bir ( sayisi varsa z dizisi ( sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir.

Kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin ciimlesi Ny ile gosterilecektir. Ny uzayi

1
bl a3
r T

normu ile bir BK —uzayidir ve § = (2") olmas1 halinde Ny = |oy| dir.

1993 yilinda Fridy ve Orhan ([15],[16]) bir lacunary dizisi yardimiyla istatistiksel
yakinsaklig1 lacunary istatistiksel yakinsakliga asagidaki sekilde genellestirmis ve bazi

ozelliklerini incelemislerdir.

Tanim 3.2.2. [15] § = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Her ¢ > 0 igin
1
hmh—\{k €l |y —¢| >} =0

ise © = () dizisi ¢ sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bir dizi lacunary
istatistiksel yakinsak ise Sy — limz = ( veya x; — ((S5,) ile gosterilir. Lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesi Sy ile gosterilecektir.



4. a—DERECEDEN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakinsakligin genelestirilmelerinden biriside c—dereceden istatistiksel
yakinsaklik veya dereceli istatistiksel yakinsakliktir. Bu kavram 0 ile 1 arasindaki
sayllara gore istatistiksel yakinsakligi derecelendirmektedir. Fikir ilk defa Gadjiev ve
Orhan [24] tarafindan ifade edilmigtir. Dereceli istatistiksel yakinsaklik Colak ([7],[8]),
Bhunia ve arkadaglari [25] tarafindan birbirinden bagimsiz olarak c¢aligildi. Dereceli
istatistiksel yakisaklik ile ilgili literatiirdeki ¢alismalarin Colak ([7],[8]) tarafindan veri-

"

len " a—dereceden istatistiksel yakinsaklik ” ve " A—istatistiksel yakinsaklik" baglikli
caligmadan sonra arttigim goriiyoruz. Daha sonra Colak ve Bektag [9], Et ve Sengiil
([12],[13]) dereceli istatistiksel yakinsaklik kavramlarini ¢aligtilar. Konunun giincelligini
korudugu ve son zamanlarda bir¢ok yazar tarafindan calisildigi gozlenmektedir. Simdi

Et ve Sengiil ([12],[13]) tarafindan verilen dereceli yogunluk ve dereceli istatistiksel

yakinsaklik ile ilgili temel baz1 kavramlar1 verelim.

Tamm 4.1. ([12],[13]) 0 = {k.} lacunary dizisi olsun. Bir E kiimesinin a—dereceden
f—yogunlugu, |[{k < n: k € E}|ifadesi E kiimesinin n dogal sayisimdan biiyiik olmayan

elemanlarinin sayisini gostermek tizere

1
09 (E) = i
4 ( ) T,LI?O [hr]a

esitligi ile tammlamr (limit sonlu ya da sonsuz olabilir). Bu limitin sonlu olmasi duru-

kel ke E}

munda F kiimesi a—dereceden §—yogunluguna sahiptir denir. Eger bu limitin degeri
sifir ise E kiimesi sifir a—dereceden #—yogunluga sahiptir denir. Bu tanim o = 1 ve
0 = {(27)}igin dogal yogunluk kavramu ile aymidir. E C N herhangi bir kiime olmak
tizere 0 < o < 3 < 1igin (55 (E) < 4y (F) oldugu agiktir (agagidaki lemmada bunu gos-
teriyoruz). Sifir a—yogunluklu kiime tammindan hareketle c—dereceden istatistiksel

yakinsaklik agagidaki gibi tanimlanir.

Lemma 4.2. ([12],[13]) £ C N olsun. « ve § sayilarmi 0 < a < § < 1 esitsizligini
saglanacak sekilde secelim ve 6 bir lacunary dizisi olsun, bu takdirde & (E) < 6§ (E)

esitsizligi saglanir.

. 1 1
ispat. [h,]" < [h,)® olmas: nedeniyle 7 < & olup
[hr] [h'T’]
. 1 . 1



dir. Buradan &), (E) < 05 (E) elde edilir.

Tanmim 4.3. ([12],[13]) 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun ve a € (0, 1] sayis1 verilsin.
Her € > 0 i¢in
1
lim —= {k €l : |y — (| > e} =0,

r=oo [hy]"
olacak sekilde bir ¢ kompleks sayisi varsa y = (yi) dizisi  sayisina a—dereceden la-
cunary istatistiksel yakinsaktir denir. y = (y) dizisinin ¢ sayisina a—dereceden la-
cunary istatistiksel yakinsak olmasi halinde S§ — limy, = (¢ yazariz. a—dereceden
lacunary istatistiksel yakinsaklik her o € (0, 1] sayisina bir lacunary istatistiksel yakin-
saklik karsilik getireceginden lacunary istatistiksel yakinsakligi derecelendirmektedir.
a—dereceden lacunary istatistiksel yakinsak tim dizilerin kiimesi Sy ile ¢ = 0 ol-
mas!1 durumunda ise Sy’ gosterilecektir. a—dereceden lacunary istatistiksel yakinsakhik

a =1 ve § = (27) i¢in bilinen anlamda istatistiksel yakinsaklik ile ayni olur.

a > 1 olmasi durumunda av—dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik iyi tanimh

olmayabilir. Gergekten

1.k=2r
Yk {0,]@%27“ r ) &y 9y

esitligi ile verilen bir y dizisini tanimlayalim. « > 1 olmasi durumunda

i S TR

I.In 1
1 — —
2 [hr]a r—00 2 [hr]a

[ ]a HEk el : |y, — 1] > €}| < lim

ve

i 1 : kT B kr—l . ]’Lr
hm—a‘{kEIT: |yk_0| Z€}| < hm—a: hm—azo
r—00 [hr] r—oo 2 [hr] r—oo 2 [hr]

olacagindan y dizisi hem 1 hem de 0 sayilarina a—dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Kompleks (reel) terimli biitiin dizilerin kiimesi w nin x = (zy), y = (y) iki dizi ve
¢ bir skaler olmak tizere
T +y = (o) + (yr)

cx = (cxy,)

islemleri ile bir lineer uzay oldugunu, w nin her alt kiimesinin de bu iglemler altinda
kapali olmas1 durumunda bir lineer uzay oldugunu biliyoruz. Sg min yukaridaki islemler
altinda kapali oldugunu asagidaki teoremde oldugu gibi kolayca gosterebiliriz. Buna

gore Sy bir lineer uzaydir.



Teorem 4.4. ([12],[13]) S§ bir lineer uzaydir.

Yakinsak her dizinin a—dereceden lacunary istatistiksel yakinsak ancak tersinin

dogru olmadiginmi soyleyebiliriz. Gergekten 6 = (27) olsun y = (yj) dizisini
y=(2,0,0,2,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,2,0,...)
seklinde tanimlayalim.

1 1
¥|{k§n3|yk_0| > e} §$(2\/ﬁ+1)
olacagindan « € (%, 1] igin S® — limy;, = 0 dir, ancak y ¢ ¢ dir.

Asagidaki teorem «, 5 € (0,1] sayillar1 0 < a < [ < 1 egitsizligini saglayan iki
say1 olmak iizere a—dereceden istatistiksel yakinsaklik ile S—dereceden istatistiksel

yakinsaklik arasindaki bagintiy1 verir.

Teorem 4.5. ([12],[13]) «, 8 € (0,1] sayilar1 0 < o < § < 1 esitsizligini saglayan iki
say1 olsun a—dereceden istatistiksel yakinsak her say1 dizisi f—dereceden istatistiksel

yakinsak, fakat tersi dogru degildir.

Gergekten a, § € (0, 1] sayilarn 0 < o < 3 < 1 egitsizligini saglayan iki say1 olmak
tizere her € > 0 sayis1 icin
L [LIE A Ee (R Ty A ]
P— ri Yk — Sl 2 > 7 a r Yk — G| =2
[hr]ﬁ [hr]
esitsizligi saglandigindan a—dereceden istatistiksel yakinsak her say1 dizisi f—dereceden
istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi dogru degildir. Gegekten 6 = (2") olsun y = (yx)
dizisini
3, k=n3ise
0, k#n?ise
olarak tamimlarsak % < B < 1licgin S# —limz, = 0, ancak 0 < a < % icin © ¢ S§

oldugu goriiliir.

Lacunary istatistiksel yakinsak diziler ile kuvvetli lacunary toplanabilir diziler arasin-
daki iligki 1993 yilinda Fridy ve Orhan ([15],[16]) tarafindan verildi. a—dereceden lacu-
nary istatistiksel yakinsak diziler ile a—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilir diziler

arasinda oncekilere benzer bir bagint1 vermek miimkiindiir. Bu bagintiy1 vermeden
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once a—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilir diziler uzay1 N§* (p) y1 asagidaki gibi

tanimlayalim.

Tamm 4.6. ([12],[13]) = (k,) bir lacunary dizisi olsun ve a sayismi 0 < o <1
esitsizligini saglayacak sekilde secelim.

1
limWZ\zk—nV’:O

kel,

olacak sekilde bir n kompleks sayis1 varsa z = (z;) dizisi n sayisina a—dereceden
kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir. z = (z;) dizisinin 7 sayisima a—dereceden
kuvvetli lacunary toplanabilir olmasi halinde N§* (p) —lim z;, = 7 yazariz. a—dereceden
kuvvetli lacunary toplanabilirlik her « € (0, 1] sayisia bir toplanabilme metodu kargilik
getireceginden kuvvetli lacunary toplanabilirlik kavramini derecelendirmektedir. a—de-
receden kuvvetli lacunary toplanabilir tiim dizilerin kiimesi N§' (p) ile n = 0 olmasi
durumunda ise Ng', (p) gosterilecektir. a =1 ve § = (2") igin bilinen anlamda kuvvetli

p—Cesaro toplanabilme a—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilirlik ile ayni olur.

Teorem 4.7. ([12],[13]) 6 = (k;) bir lacunary dizisi olsun ve a € (0, 1] says1 verilsin.

NG (p) uzay1 1 < p < oo igin

B =

1 p
ey = sup (W > lal ) (42

kel
normu ile bir Banach uzay1 0 < p < 1 igin

1
[z]ly, = sup e >l (4.3)

kel

normu ile bir tam p—normlu uzaydir.

Ispat. N° (p) uzaymin denklem (4.2) ile tanimlanan norm ile bir normlu uzay oldugu
kolayca gosterilebilir. Simdi (2°) dizisi «° = (2), = (7,23, ...) olmak tizere Ng* (p)

de bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde s € N olmak tizere s,t — oo igin

S t o 1 S t |P %
o =l e b )

kel
yazabiliriz, boylece r € N ve s,t — oo icin

1 t|P %
(o Sle-air) o

kel

11



elde ederiz. Buradan k£ € N ve s,t — o0 igin
}xz - xi} — 0

olurki, bu (z3), = (z},3,...) dizisi k¥ € N i¢in R de bir Cauchy dizisi olup k € N igin

lim zj = xy, dir. Boylece her € > 0 igin s,t > ng olarak segildiginde
o =2, <e

esitsizligi saglanacak sekilde ny = ng (¢) sayist bulabiliriz. Buradan her r € N ve

s,t > ng icin
1
Ty ol =l <o

kel

elde ederiz. Son ifade de ¢ — oo i¢in limit alinirsa

. 9 ) 1 .
hgnW Z |z — 2}|” = ] Z |y — apl’ < P

kel, kel,
elde edilir. Bu

B =

S 1 S
[2° — x|y = sup <W2|xk_xklp> — 0

kel

olmasini gerektirir. Diger taraftan

—1 1 no 1 70
] Dol —LIP <2 {W > la = LP+ e > lai —Sck\p}

kel kel, kel

olup = € Ng° (p) dir.

0 < p < 1igin Ng° (p) uzaymm denklem (4.3) deki norm ile tam p—normlu uzay

oldugu yukaridaki yol takip edilerek kolayca gosterilebilir.

Teorem 4.8. ([12],[13]) o, 5 € (0,1] sayilar1 0 < a < § < 1 egitsizligini saglayan
iki say1 olsun a—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilir her say1 dizisi a«—dereceden

lacunary istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi dogru degildir.

Ispat. Ispatin ilk kismi kolaydir, bu kismin ispatini vermiyoruz. Tersi icin z = (k)
dizisini
[Vhe], k=1,2,3, .. [Vh

0, diger durumlarda

T =

12



olarak tammlayalim. Bu takdirde 7 < 8 <1 icin z € SP | fakat 0 < a < 2z ¢ Ng (p)
dir.

Bu konuya iligkin son bagintimiz a—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilir diziler

ile f—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilir diziler arasinda olacaktir.

Teorem 4.9. ([12],[13]) a, 5 € R sayilar1 0 < o < 5 < 1 esitsizligini saglayan iki say1
olsun, a—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilir her say1 dizisi f—dereceden kuvvetli

lacunary toplanabilirdir.

Ispat. o,3 € R sayillarn 0 < a < 8 < 1 esitsizligini saglayan iki say1 olmak iizere

p € Rt i¢in
1 1
ﬁZ@k‘ﬂpSﬁZhﬂc_ﬂp

T kel T kel

oldugundan av—dereceden kuvvetli lacunary toplanabilir her real say1 dizisi 5—dereceden
kuvvetli lacunary toplanabilir. Tersi i¢in # = (2") olsun ve denklem (4.1) de tanimlanan

diziyi goz oniine alahm. Bu takdirde

1 — 2.3/n 2
_E: _nlP A

ﬁ

olup g € (%, 1] igin y € Neﬁ (p), ancak « € (0, %) i¢in
1 & 2¢/n — 1
_ P> -
e ;—1: Y "> oy — 0

oldugundan x ¢ N§* (p) dur.
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5. METRIK UZAYLARDA ISTATISTiKSEL YAKINSAKLIK
5.1. Metrik Uzaylarda Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tamim 5.1.1. (X, d) keyfi bir metrik uzay, x € X olsun. Eger her € > 0 sayis1 i¢in

1
lim — {k € I, : d(xg,a) > e} =0

r—00 hr
limiti mevcut olacak sekilde bir a sayis1 varsa x dizisi bir a sayisina d,.—istatistiksel
yakinsaktir ( veya lacunary d—istatistiksel yakinsaktir) denir. Bu durumda B. (a), a

merkezli, € yarigaph bir acik yuvar, yani
B.(a)={x € X : d(z,a) < &}

olmak iizere
1
lim . Hkel :zp ¢ B:(a)}| =0
esitligi saglanacak sekilde bir ¢ € X elemani mevcut demektir. Bu tiir dizilerin

kiimesini S¢ ile gosterecegiz.

Tamim 5.1.2. (X, d) keyfi bir metrik uzay, = € X ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger

limiti mevcut olacak gekilde bir a sayis1 varsa x dizisi bir a sayisina lacunary d—Cesaro
yakinsaktir ( veya kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakinsaktir) denir. Bu tiir dizilerin

kiimesini N¢ ile gosterecegiz.

Teorem 5.1.3. 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun.

i) x = (xy) dizisi a sayisina kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakinsak ise lacunary
d—istatistiksel yakinsaktir ve bu kapsama kesindir,

ii) © = (zy) dizisi siurh ve x dizisi a sayisina lacunary d—istatistiksel yakinsak ise

kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakinsaktir.
Ispat. i) 2 € N{ ise

Dol = Y Az a)l+ Y (Al a)]

kel kel, kel,
z¢Be(a) €8 (a)

Z [d(x/fa a)]p

kel,
2, ¢Be(a)

> e |{kel :a ¢ B (a)}

v
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yazabiliriz. Buradan

=
8
=
=
v

Z_i|{k; €l,:x, ¢ B.(a)}]

=
—
8
T
S
=
=
v

p
limz— Hk el :xx ¢ B (a)}

= 0

elde edilir. Tersi igin X = R secelim ve 6 = (k,.) lacunary dizisini

[Vhe] . k=1,2,3,.. [Vh]

0, diger durumlarda

Ty =

seklinde tanimlayalim, bu takdirde Ve > 0 ve r — oo i¢in

1 Vh,
limh—|{k‘€]r:|xk—0|26}|:lim[h =5

olup x € S dir. Diger taraftan p = 1 icin
Vh,
o 2 =01 7 ol = DL
" kel, " kel

olup, x ¢ Ng dir.
ii) © = (x) dizisinin siirh ve lacunary d—istatistiksel yakinsak oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde d(zy,a) < K olacak gekilde K € N sayis1 vardir. € > 0 igin N,

saywsini Vr > N. igin

olacak sekilde segelim ve

- {k €1, : d(wy,a) > (%)_}

kiimesini gozoniine alalim. Bu takdirde Vr > N, igin

12 l’k, = h Z xka +h' Z xka

kel kel kel
kEE, kEE,

€ h,e
< — -1 P —
< 2hrhr+hr <2KP) K =¢

elde edilir. O halde x = () dizisi kuvvetli lacunary yakimsaktir.
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Sonug 5.1.4. x = (z,) sirh bir dizi ise lacunary d—istatistiksel yakinsaklik ile

kuvvetli lacunary d—yakinsaklik denktir.
Asagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.
Teorem 5.1.5. 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. ¢,

lim infq,. > 1

Tr—00

sartim saglayacak sekilde secilirse S C S¢ dir.
Teorem 5.1.6. 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. ¢,

lim sup ¢, < oo

r—00

sartim saglayacak sekilde secilirse S§ C S? dir.

ispat .

lim sup ¢, < oo

T—00

olsun. Bu takdirde Vr i¢in ¢, < H olacak sekilde H > 0 sayis1 vardir. z; — a (Sg) ve

T, =k €I, : d(xg,a) > e}

diyelim. Ve > 0 ve Vr > ry olacak sekilde rq € N vardir 6yleki » > rg icin %7— < €

yazabiliriz.
M = max{T, : 1 <r <ro} ve n de k,_1 < n < k, sartin1 saglayan bir tamsay1

olsun. Bu durumda

1 1
E|{k‘§n:d(m;€,a)25}| < k Hk <k, :d(zg,a) > e}
r—1
1
=z {h+To+..+T,+Trpr1 + ...+ 10}
r—1
M 1 T,
< k‘r,lro + E (sup h_r) {hrgs1+ ... + hy}
< DMy <My
krfl krfl

elde edilir. O halde S¢ C S? dir.

Uyar1. Bir dizinin d,—istatistiksel limiti herhangi bir lacunary dizisi i¢in tektir. Ancak
farkli lacunary dizileri igin limitler farkh olabilir. Fridy ve Orhan [15] tarafindan insa

edilen asagidaki 6rnekte kullanilan dizi bizim amacimiza hizmet eder.
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Ornek 5.1.7. X =R ve d(z,y) = |z — y| olsun ve 2 = (z;) dizisini;

0, i=1
=40, 2n—1)!<i<@n) n=123..
L, 2n)!<i<(2n+1)!

seklinde tanimlayalim ve lacunary dizisini § = {(2r)!} olarak alalim, bu takdirde

1 0, e>1
{k € Lisy t o] = e} =

(2r+1)!—(2r)! 0<e<1

hy
+ 2(r+1)!=(2r)1

olur. Buradan z; — 0 (Sy) dir. 8 = {(2r + 1)!} lacunary dizisi igin

0, e>1

(2r)!—(2r—1)!
(2r+1)!—2r—1)1»

(k€ Lyt o — 1 2 &} =
r+1

0<e<l1
olup x; — 1(Sy) dir.
Gortildiigii gibi 6 lacunary dizisine gore o dizisinin limiti 0 ancak 6’ lacunary dizisine
gore x dizisinin limiti 1 dir.
Agagidaki iki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.
Teorem 5.1.8. 0 = {k,} bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olsun.
lim irrlf q >1

ise W (p) C N4 (p) dir.

Teorem 5.1.9. 0 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. limsup, ¢. < oo ise N§ (p) C W (p)
dir.

Teorem 5.1.10. (X, d;) ve (X, ds) iki metrik uzay olsun. Buna gore agagidaki ifadeler
denktir.

i) Lacunary d;— istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi lacunary d— istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesi ile ¢akigir,

ii) (X, d;) metrik uzayinda yakinsak dizilerin uzay1 (X, dy) metrik uzaymda yakinsak

dizilerin uzayi ile cakigir.
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Ispat. (X, d;) metrik uzaynda her lacunary yakimsak dizi lacunary d;— istatistiksel
yakinsaktir. Diger taraftan (X, ds) metrik uzayinda lacunary yakinsak dizi lacunary

do— istatistiksel yakinsaktir.

Buradan i <= ii elde edilir.
5.2. Metrik Uzaylarda «. Dereceden Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 5.2.1. (X, d) metrik uzay * = (x,) € X olsun. ky = 0, r — oo iken
h. =k, — k._1 — 0 olacak sekilde 6 = (k,) lacunary dizisi olsun ve 0 < a < 1 alahm.

I, = (ky_1, k] ve [h,]%, h, nin @ kuvveti yani
[A]% = ([7a]%) = ([Pa]™ [Ra] ™ o [R] ™)
seklinde ifade edilmek iizere verilen her € > 0 igin

1
lim —— ‘{k S Ir . d<$k7a) 2 €}| =

r—00 [hr]a

yani

lim 1
r—00 [hr]a

esitligi saglanacak sekilde bir @ € X eleman mevcut ise x dizisi a sayisina d —istatistik-

Hkel :zp ¢ B-(a)}| =0

sel yakimsaktir ( veya lacunary d®—istatistiksel yakinsak veya a—dereceden lacunary
d—istatistiksel yakinsaktir ). Bu tiir dizilerin kiimesini Sg “ ile gosterecegiz. Ozel olarak

1. d
a sayist 1 segilirse Sy = S¢ olur.

Dereceli yakinsakligin daha onceki 6zelliklerine paralel olarak o sayisinin 0 ile
1 arasinda olmasi durumunda a—dereceden lacunary d —istatistiksel yakinsaklik iyi
tanimli, @ nin 1 den biiyiik olmas1 halinde iyi tanimh degildir. Bunun i¢in bir érnek

verelim.

Ornek 5.2.2. X = R secelim. d(z,y) = |z — y| metrigini alahm ve 2 = (z;) dizisini

1 k=2rise
Lk = r=1,23..
0 k #2rise
seklinde alalim. r > 1 i¢in
i 1 : kT’ _ kr—l . hr
hm—a‘{kEIrd(xkal)ZE}‘Shm—a:hm—a:O
r—00 [hr] r—oo 2 [hT’] r—oo 2 [hr]
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olup S§* — limzy = 1 ve

1 ky —
lim —— [{k € I, : d(z4,0) > e} < lim =L — lim —"— =
roso ] { p = Jim 2 7] roo 2y

olup Sg *—lim 2y = 0 dir. Budurumda x = () hem 1 hemde 0 sayilarina a—dereceden

lacunary d—istatistiksel yakinsak olur. Fakat bu miimkiin degildir.

Tamm 5.2.3. 6 = (k) lacunary dizisi olsun. « > 0 verilsin p € R* olmak {izere

> ld(zg,a)) =0

kel

lim 1
1 o
r—00 [hr]

ise x dizisi a ya a—dereceden kuvvetli lacunary pd—Cesaro yakinsaktir denir. Bu tiir

dizilerin kiimesini Ngd “(p) ile gosterecegiz.

Teorem 5.2.4. « ve ( saylar1 0 < a < < 1 egitsizligini saglayan iki say1 olsun.
p € RV igin z, — L (Ng’o‘ (p)) ise vy, — L (Sg”g) olup a < [ esitsizligini saglayan «
ve (3 sayilar: igin Ng *(p) C Sg’ﬁ kapsamasi kesindir.

Ispat. ¢ >0 ve 2, —» L (N;W (p)) ise

Sl D = Y (A D+ > [d(z, L))
ke—[’r‘ kEL- kEI»,-

d(zy,L)>e d(zy,L)<e

kel

d(:C;wL)Z&

> eP{k el d(zg, L) > e}

ve boylece
1 » eP
= _ld@w, L) > —={k €I :d(z, L) > c}|
T 2 7]
EP

> ——|{kel :d, L) > e}

[f2r]

yazabilir. r ye gore limit alimirsa z, — L (Sg’ﬁ ) elde edilir. Boylece Nad “*(p) C Sg’ﬁ
dir.
a = [ ve p =1 i¢in kapsamanin kesin oldugunu gosterelim.

0 lacunary dizisi verilsin,
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0  diger durumlarda
seklinde tammlanan x = () dizisini goz oniine alahm. Ve > 0, 3 < o < 1 ve r — o0

igin

ﬁerIr:d(xk,O)zEH: [\}{Zg L

elde edilir, yani % <a<licinzy —0 (Sg’a) dir. Diger taraftan 0 < a<1lvep=1

igin

LS o D = 2 S (i, 1)) = L o

[fr]" kel, [ kel, [Ar]
olup a =1 igin
1 _ ViV
o 2 e Dl = 1

kel

dir. 0 < a <1iginz, - 0 (Ng’a(p)> dir yani 1 < a < 1igin z € Sg’a - Ng’o‘(p) dir.

Not. (X,d) metrik uzayinda = = (xy) dizisi sinirh olmasi durumunda teoremin tersi

saglanmaz.

Teorem 5.2.5. 0 = {k.} bir lacunary dizisi ve 0 < o < 1 olsun. liminf, ¢, > 1 ise
Ste C S dir.
Ispat. (¢.) dizisi liminf, g, > 1 sartin1 saghyorsa ¢, > 1+ § olacak sekilde § > 0 say1s

bulabiliriz. Bu durumda

k’f‘ kfr— ]. krf 1
¢ >1+0= >146=— L) > —— =1 L) >1- ——
krfl kr +

olup buradan 0 < o < 1 igin

@>—5:>&a>—5 a:>1>5a 1
k., — 146 k.) —\1+4+9§ k] = (140)” [h,]”

elde edilir. z, — L (Sd’a) olsun, bu takdirde

1 o 1

[k‘r]a |{k S kr : d(xkvL) Z g}‘ Z m [hr]a |{k S [7’ : d(xkvL) Z €}|
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olup z, — L (Sg’“) dir. Bu da S%° C Sg’a oldugunu gosterir.

Teorem 5.2.6. 6 = {k,} bir lacunary dizisi ve 0 < o < 1 olsun.

limsup g, < oo

ise Sg’a C S? dir.

ispat .

limsup g, < oo

ise Vr icin ¢, < H olacak sekilde H > 0 vardir. x — L (Sg’a) ve
N =k el :d(xg, L) > e}

olsun. 0 < a <1 igin,

1
lim W |{]€ € Ir 5 d(l’k,L) Z 8}‘ =0

oldugundan Ve > 0 ve 0 < a < 1 icin r¢ € N vardir. Oyleki Vr > 7 icin
Nd

[ ]

<€

yazabiliriz. Diger taraftan [h,]* < h, oldugundan

N4 N4
TS
olup v
h_: <e€
dur.

M:max{Nf:1<'r’§T0}
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ve n de k,_1 < n < k, sartin1 saglayan bir tamsay1 olsun. Bu durumda

% {k <n:d(wy,a) >e}| < krl_l [{k < k- d(wr, a) > €}
_ krll (NE+ NE4 .+ N4 N2, 4+ NY)
S (A {hﬂ% ot hj,fd}
< Z‘i]\{ + krll (sup ]}\5) {hrgs1+ ... + hy}
Y; _
- 2_1 +€krkr_ll<fm
< 2]\{ +eqr < 21 +eH

elde edilir. z;, — L(S%) olup S5 c % dir.
Asagidaki teoremin sadece ifadesini veriyoruz.

Teorem 5.2.7. 6 = {k,} bir lacunary dizisi 0 < a < 1 i¢in

(]

T

>0

lim inf

ise ¢ C S5 dir.

Teorem 5.2.8. 6 = {k,} bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olsun. liminf, g, > 1 ise

Wik C N “(p) dir.

Ispat. = € W;{ o olsun,

ky kr—1
e = e el = e S o)l - i 3 dlan )
k‘r @ q kr ) k'r_l o 1 kr—1 »
~ PR X e~ o e 3 o)
yazilabilir. h, =k, — k,_; oldugu icin
k)" _ (150" )" _ 1
A
elde edilir.
1 & )
W;[d(%a)] — 0



hemde

T 2 el =0

ve 74 da 0 a yakmsar, z € N;**(p) dir. Boylece W C Nj**(p) elde edilir.

Teorem 5.2.9. « ve ( sayllar1 0 < a < < 1 egitsizligini saglayan iki say1 olsun.
p € RT icin Nofl “(p) C Ng p (p) olup, bu kapsama en az o < f3 esitsizligini saglayan o

ve [ sayilari i¢in kesindir.

Ispat. 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. 0 < a < 8 <1 ve ¢ > 0 i¢in

Z [d(xka L)]p

=[] kel,
yazilabilir. Bu da N;l “*(p) C Ng y° (p) oldugunu verir. Kapsamanin kesin oldugunu

gostermek i¢in z,y € R igin d(zy,y) = |z — y| metrigini goz oniine alalim.

1, k bir tam kare ise
T = n=123,..
0, aksi hallerde

dizisini tamimlayalim S € (%, 1} icin x € Ng’ﬁ (p), a € (O, %] icin x ¢ N;l’o‘ (p) oldugu

goriiliir.

Teorem 5.2.10. « ve [ sayilar1 0 < a < [ < 1 egitsizligini saglayan iki say1 ise

Sg > C Sg # olup, bu kapsama o < 3 esitsizligini saglayan «, § reel sayilari icin kesindir.

Ispat. Kapsama bagntisi kolayca gosterilebilir. Kapsamanin kesin oldugunu goster-

mek icin 2,y € R i¢in d(zg, y) = |x — y| metrigini ve = = (z,,) dizisini

[Vhe], k=1,2,3,..,Vh,
0, aksi hallerde

T =

olarak tanimlayalim. Bu durumda 3 € (%, 1} icin x € Sg’ﬁ, a € (0, %] i¢in x ¢ Sg’a dir.

Teorem 5.2.11.

lim sup < 00

r [krfl]a
ise a € (0,1] icin Ny (p) € W kapsama bagimtisi saglanr.
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ispat .

lim sup < 00

r [krfl]a
ise Vr > 1 i¢in [kr]i—rl]“ < S olacak sekilde S > 0 sayis1 vardir. = € Ng{o (p) vee >0

olsun. ¢ = 1,2,3,... i¢in sup;5p7; < € ve 7; < K olacak gekilde R > 0 ve K > 0

sayilarim1 bulabiliriz. k.1 <t < k. ve r > R olmak {izere

=D 0P < afj[dmow

¢ =1 [kril] i=1
1
= [k ]a ( ,1’,‘“ —|— Z l’z, + + Z L, )
r—1 I
kl ki2 - kl kiR - kR 1 kR+1 - kR
= aT + a + ..+ a a T
[kr 1] ' [kr—l] "2 [kr—l] & [kr 1] e
+ + kr krfl
.. ——a Tr
[krfl]

< (su 7'~> £+ (Su 7‘~> M
- iZII) ’ [k‘r—l]a izg ' [k’r—l]a

kr
< K——+¢fS
[kr—l]

k._1 — oo iken t — co oldugundan

t

LS [ 0) - 0

to
=1

elde edilir. Boylece = € Wg o dir.
Teorem 5.2.12. o € (0,1] olsun. z € W% N NJ* ve

. k;
limsup ——5 < o©

r [kr—l]a
ise Lyyao () = LNgﬁa (x) dir.

Ispat. Wg’a —limx, = L, Ng’a —limay, = L've L # L' olsun. limsup, [krli—’"l]a < 00
oldugundan bir énceki teoremden Ng{ o (p) C W;f o olur. (z—L") € N§, (p) oldugun-
dan (.CL’ — L/) € W;{ o dir. p =1 alalm, bu durumda

S

olup

S S



yazabiliriz. Sol taraftaki iki terim sifira yakinsadigi icin bu bir geliskidir. Dolayisiyla
L =1L dir

Teorem 5.2.13. « ve [ sayillarn 0 < a < < 1 egitsizligini saglayan iki say1 ve
0 = {k.}, 0 = {s,} farkl iki lacunary dizisi ve her r dogal sayisi icin I, C J, olmak
uzere

i)

lim inf% >0 (5.1)
r—00 [lr]
ise SZ,’B C Sg’a dir.
ii)
l
lim inf — =1 5.2

T

ise S&* C Sg;ﬁ dur.
Ispat. Teoremin ispat: literatiirde mevcut olan teknikler kullanilarak yapilabilir.

Teorem 5.2.14. « ve [ sayillarn 0 < a < 8 < 1 egitsizligini saglayan iki say1 ve
0 = {k.}, 0 = {s,} farkh iki lacunary dizisi ve her r dogal sayisi icin I, C J, olmak

lizere

i) Denklem (5.1) saglanirsa N(j,’ﬁ (p) € N (p) dur.
ii) Denklem (5.2) saglansin ve = € Iy, (X) olsun. O zaman N;* (p) C NZ,’B (p) olur.

Ispat. i)vr € N igin I, C J, ve (5.2.1) saglansm

oldugundan N:,’B (p) C N (p) elde edilir.

i) 2 = (21) € lso (X) N NI (p) olsun ve (5.2.2) saglansin. = = (z3,) € I (X)

oldugundan d (z, L) < C olacak gekilde C' > 0 sayis1 vardir. Her r dogal sayisi igin

25



I. C J, oldugundan h, <, dir.

ﬁ > i 1Y = ﬁ X P+ g 3 o LY
I, —h 1
r r [ d(zy, L)]P
=\ 0P o & )
L — )] 1 p
= \wr )C w2t

yazabiliriz. Boylece I, (X) N NJ* (p) C N:,’B (p) elde edilir.

Teorem 5.2.15. « ve [ sayillarn 0 < a < 8 < 1 egitsizligini saglayan iki say1 ve
0 = {k,},0 = {s,} farkli iki lacunary dizisi ve her r dogal sayisi icin I, C J, olmak

lizere

i) Denklem (5.1) saglansin ve x dizisi L ye kuvvetli NZ,’B (p)—toplanabilir olsun. Bu
dizi L ye S9*-istatistiksel yakmsaktir.

ii) Denklem (5.2) gergeklensin ve = sinirh bir dizi olsun. Eger z dizisi L ye Sg “—istatistiksel

yakinsak ise L ye kuvvetli N:,’B (p) —toplanabilirdir.
Ispat. i)Va = (z;,) dizisi ve ¢ > 0 icin
Y L) = ) dDF+ Y [da L

keJ, kedy keJr
d(zy,L)>e d(zg,L)<e

v
]
=
=
=
=

olup, buradan

> ld(ar, L) = [{k € I : d(xx, L) > e}
ked,
yazilabilir, boylece
ﬁ keI : dlay, L) > c}|
h]* 1
1,7 [he]*

—

{k eI, :d(xg, L) > e}|e?
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Denklem (5.1) saglandig icin « = () dizisi L ye kuvvetli N;,’ﬁ (p) —toplanabilir ise L
ye Sg “—istatistiksel yakinsaktir.

i) S —limz, = L ve 2z = (1) € loo(X) olsun. z € I (X) oldugundan
d (zx, L) < C olacak gekilde C' > 0 sayis1 vardir. Ve > 0 i¢in

Yl LY = Y e DF + = 3 (o LY

B
[ZT] ked,

L, — h, 1
CP+—= > [d(xy, L))

IN

AN
~
| =
=3
=
N——
Q
_'_
—_
)
e
)
x
=
s

l, 1

1)+ — Y [d, L)
kel,

d(zy,L)>e

Z [d(xk" L)]p
kel,
d(Zk,L <e

IN

IN

([th]B — 1) CP + [}?TB H{k el :d(xg, L) > e} + [:aﬁgl’
l” P cr cd(z l” P
< ([hr]ﬁ - 1) C? + NG H{k el :d(xg, L) > e} + [hr]ﬁe

yazabiliriz. Denklem (5.2) saglandig i¢in x = () dizisi L ye Sg “ —istatistiksel yakin-
sak ise L ye kuvvetli Ng,’ﬁ (p)—toplanabilirdir.
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6. SONUCLAR

Bu ¢aligmada a € (0, 1] reel say1 olmak iizere reel say1 dizilerin a—dereceden ista-
tistiksel yakinsakliligi ve a—dereceden kuvvetli p—Cesaro yakinsakligi kavramlari bir
lacunary dizisi yardimiyla metrik degerli dizilere genellestirildi. Elde edilen sonuglar
oldukca genel sonugclar olup p, a sayilari, lacunary dizisi ve X metrik uzayimin segiligine

gore literatiirde daha onceden elde edilmis sonuglar: verir.
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