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QOZET

Bu calisma dokuz biliim halinde diizenlenmistir.

Birinei biltimde, lineer olmayan kismi diferansivel denklem wve sistemlerle ilgili
yvapilan calismalar ve hizim yvapacagimiz calismayla ilgili bir giris vapilmisgtar.

ikinci bolitmde. sonraki bélilmlerde kullanilacak olan baz temel tanim ve teoremler
verilmigtir.

Ucilnet bolimde, calismamizda kullanacagimiz genellestirilmis Hirota-Satsuma bir-
lestirilmis KdV denklemi hakkinda bilgi verilmistir.

Désrdilnett balttmde, Adomian ayrisim yvéintemi (ADM) ve ortaya cikan lineer ol-
mayan terimlere gtire Adomian polinomlarimin nasil olusturulacag gisterilmis,
Genigletilmis Adomian ayrisim metodu (GADM) verilmistir.

Besinei baliimde, calismamizda kullanacagimz varyasyonel iterasyon metodu (VIM )
ve Genigletilmis varyasyonel iterasyon metodu (GVIM) tanitilms ve vapilan ¢alismalar
hakkinda bilgi verilmisgtir.

Altimer béliimde, daha éneeki bolitmlerde analizleri yapilan GADM ve GVIM kul-
lanilarak HS birlestirilmis KdV denkleminin seri ¢tziimleri elde edilmistir.

Yedinci bélitmde, HS birlegtirilmis KdV denkleminin u(x.t). v{xr. 1) ve w(zx, 1)
analitik ¢oztimleri icin GADM ve GVIM kullanilarak elde edilen sayisal sonucglarin
literatiirde var olan DTM wve HPM ile karsilagtirmalar1 yapilmis, sonuclar tablo ve
grafiklerle ifade edilmistir.

Sekizinei boliimde, (G'/G)— aglim metodu, genigletilmis (G'/G)— aghm metodu
ve iyilegtirilmis (G'/G)— acthm metodunun temel vapilar verilmis. Daha sonra
ivilegtirilmis ('/(7)— a¢ilim metodu Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV denklemine
uvgulanmistir.

Dokuzuncu biliimde, yukarda bahsedilen yvéntemlerle elde edilen sonuclar deger-

lendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genisletilmis Hirota-Satsuma birlegtirilmis KdV Denklemi,
(/G- Acilim metodu, Genisltilmis Adomian metodu, Genisletilmis varvasyonel

iterasyon Metodu, Adomian polinomlar:, Soliton.



SUMMARY

This studyv has heen organized as nine sections.

In Section 1, works that are related to nonlinear partial differential equations and
systems and an introduction of our work have been given.

In Section 2, some basic definitions and theorems, which will be used in the next
sections, have been given.

In Section 3, information related to generalized Hirota-Satsuma coupled KdV equa-
tion, which will be used in our work, has been given.

In Section 4, Adomian decomposition method (ADM) and the resulting non-linear
terms, how to create based on Adomian polynomials, have been shown. Extended
Adomian decomposition method [{GADM) are provided in this secion.

In Section 5, wariational iteration method (VIM) that we will use in our work
and extented variational iteration method (GVIM) have been defined and some works
related to these methods have been given.

In Section 6. series solutions of HS coupled KdV eqguation have been obtained by
using GADM and GVIM that have been analyzed in the previous sections.

In Section 7, numerical results obatined by GADM and GVIM for analytical so-
lations u(x, t), v(r,t) and wix,t) of HS coupled KdV equation have been compared
with the results that obatined by DTM and HPM and these results have been given
by tables and figures.

In Section 8, basic structures of (G'/G')— expansion method, extended (G'/G)—
expansion method and improved (G'/(7)— expansion method have been given. Then
improved ({'/G)— expansion method have been applied to Hirota-Satsuma coupled
KdV equation.

In Section 9, results that obatined by the mentioned methods have been ealuated.

Key Words: Generalized Hirota-Satsuma Coupled KAV equation, (G'/G)— ex-
pansion method, Modified Adomiam method, Modified Variational iteration method,

Adomian Polynomials, Soliton.
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1. BOLUM

GIRIS

Giinlitk hayatta karsilasilan problemlerin daha ivi anlasilabilmesi icin diferansiyvel denklemlerle
maodellenmesi gerekir. Daha sonra modellenen problemlerin analitik cizilmleri ve kapah formdaki
coziimleri bulonmaya calisilir. Fakat her problemin kapah formdaki ciefimlerini bulmak cogunlukla
mitmkiin olmayabilir. Bu durnmda ise denklemin yvaklasik ctizfimlerini bulmak dnem kazamr.
Diferansivel denklemlerin analitik ve vaklasik ¢tzfimleri, modellemesi vapilan olayin dogas: hakkinda
hize bilyilk katkilar saglar. Bu yviizden diferansiyel denklemlerin céiziimlerine olan ilgi artarak de-
vam etmistir.

Bu tezde, matematiksel fizigin Snemli denklemlerinden biri olan ve farkh daglhim iliskilerine
sahip iki nzun su dalgasmm etkilesimini tammlayvan Hirota-Satsuma birlestirilmis Korteweg-de
Vries (HSCKAV) denklemini ghztiniine alacagz [1]. Baslangic sarth bu denklemi yardime:r parame-
treli Adomian aynsim yéntemi (GADM) ve genisletilmiz Varyasyonel iterasyon yontemi (GVIM)
ile yaklasik olarak chzecegiz ve literatfirde var olan sonuglarla karsilagtiracagz. Ayrica, HSCKAV
denklemi ivilestirilmig (G /(7)- acihm véntemi ile de analitik olarak ciztilecektir.

Adomian aynsim yéntemi 1980'1i yillarm basinda Amerikah matematikei George Adomian [2, 3
tarafindan ortaya konmustur. Bu metotla lineer ve lineer olmayan fonksivonel denklemleri ctizmek
mitmkiindiir. Bu yiintemin temeli bilinmeyven fonksiyvonun aynstinlmasina dayamr. ADM'nin
teorik vakmmsakhk ispatlar Cherrault ve ekibi tarafindan yapilmistir[4]-[6]. Yontemin pek cok
uygulamas literatiirde var olup bamlan icin [7]-[15] nolu referanslara bakilabilir. Burada
kullanacagmmz GADM ise yvalkinsakhk kontrol parametresi ilave edilerek elde edilmis bir metotiar.
Bu sayede elde edecegimiz seri chzlimiintin vakinsakhk aralhigim genisletmeyi dilsiinfiyvoruz.

Bir diger kullanacagimiz sayisal vintemde VIM olup, Cinli matematikci Ji-Huan He tarafindan
1990°h yillarin baginda ortaya konmustur [16. 17, Bu vintemin temel esasi ise probleme piére
degisen Lagrang carpanimn bulunmasima davanir. Bun metodun da literatiirde pek cok uyvgulamas:

olup, [18]-[24] nolu referanslara balilabilir. GVIM ise varyasyonel iterasyon ytintemine vakinsak-



hk kontrol parametresi ve lineer olmayan ferimler icin kullamilan Adomian polinomlarmin ilave
edilmesivle elde edilmektedir.

GADM ve GVIM yardimiyla baglangig sarth HSCKAV denkleminin dalga (Soliton) ¢bztimlerini
bulacagmz. Dalga kavram soyut bir kavramdir. Bir cisim veya ortamdaki titresime karsibk gelen
olay dalga olarak adlandirilabilir. Bir havuza bir tag atildifinda tasin olugturdugn sarsinta kiiciik su
dalgalan meydana getirir. Bu dalgalar disariva dogru hareket ederek havuzun kenarinda son bulur.
Su dalgalar bir verden baska bir vere hareket ederken su onunla birlikte stirfiklenmez. Dalgalarin
tammlanmasinda tic fiziksel bilyiiklitk Snemlidir. Bunlar dalga boyn, frekans ve dalgamn hizdir.

Bir lineer olmayan lkismi diferansivel denklemde (kdd) bulunan bilinmeven w degiskeni, bir
dalgamn su yilzeyvinden itibaren yiiksekligini veya bir elektro manyetik dalgamn boyunu temsil
ettiginde bagimh » degiskenini tespit etmek dnemlidir. Burada amacg lineer olmayan kdd'in hareket
eden dalga ¢bzlimlerini bulmaktir. Eger ¢bzilmler sekillerini degistirmeden ilerlivorsa bu dalgalara
tek dalgalar adh verilir. Soliton ve soliton etkilesimiyle ilgili detayh bilgileri daha sonraki biliimde
verecegiz.

Fiziksel sistemlerin matematiksel modellemesi genellikle lineer olmayan kdd’le agiklamr. Bn
tilr denklemlerin analitik ¢leiimleri denklemin yapisi ve karakteri haklanda bize bilgi verdiginden
dnemlidir. HSCKdV denkleminin analitik ¢ozilmlerini ivilestirilmis (&' /(7)- acihm ytntemivle bu-
lacagz. Literatiirde pek cok analitik yontem meveuttur. Bu metotlardan bazilarmm stiyle
siralayabiliriz: Hirota bi-lineer metodu [25]. Backland démtisiimit [26], Cole-Hopf démiistimit [27],
Ters sagilma metodu [28], Darboux déniistimil [29], Painleve acihm metodu [30], Homojen balans
metodu [31], Benzerlik indirgeme metodu [32], Sine-Cosine metodu [33] ve (G'/G)- agihm metodu
[34].

Bu tezde analitik ve vaklasik olarak cbzecegimiz Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV denklemi
pek cok vazar tarafindan ghziniine alinmistir. Bu ¢absmalardan bazlarnm lasaca stivle Szetleve-
biliriz:

Zhao ve digerleri [35] varyasvonel iterasyon metodu vardimyla HSCKAV denkleminin vaklasik



¢ozilmiinil buldular ve analitik ¢tizitm ile karsilastirdilar. Raslan [36] aynsim metodu yardimiyla
baglangic gsarth HSCKAV denkleminin ¢ € [—50,50] degerleri igcin vaklagik ctzfimiing elde etti.
Elgarayhi ve Abdou [37] genellestirilmis Jakobi eliptik fonksivonlarn vardimiyla HSCKAV
denkleminin perivodik dalga ve tek dalga coziimlerini olusturdular. Fan [38] genigletilmis tanh
fonksiyon metoduyla HSCKdV denkleminin soliton ¢tzitmlerini buldu. Reza ve Malek [39]
diferansivel déinfisiim ve indirgenmis diferansivel dinfisibm metotlan ile HSCKAV denklemini ctziip
bu iki metodu karsilastirdidar. Kangalgil ve Avaz [40] diferansivel déniisiim metodn vardimiyla
HSCKAV denkleminin yaklasik ¢ozitmiing elde ettikten sonra = € [—50, 50] icin ayrisim yiintemiyvle
karsilastirdilar. Darvishi ve digerleri [41] spektral dilzenleme metodu vardumyla HSCKAV
denklemini ctizilp (2. t)'nin baz1 degerleri icin mutlak hata degerlerini hesapladilar. Lu ve digerleri
[42], iyilegtirilmig projektif Ricatti metodu yardimyla HSCKAV denkleminin singiiler, perivodilk ve
tek dalga cizilmlerini elde ettiler. Ganji ve Rafei [43] HSCKdV denklemini homotopi pertiirbasyon
viintemiyle ctiziip, & ve t 'nin gesitli deferleri icin mutlak hata tablolan olusturdular. Abbasbandy
[44], HSCKdAV denkleminin homotopi analiz metoduyla vaklasik ¢tiziimiinit bulup, fi vardimer para-
metresinin hangi degerleri icin yvaklagik ¢ozilmiin yakinsak oldugunu géstermistir. Zedan [45] tanh
ve genigletilmis tanh metoduyla HSCKAV denklemini ¢iiellp baz veni soliton ¢izlimleri elde etti.
Xie ve Ding [46] baslangic de@er sisteminin bir cesidini gézdniine alarak HSCKAV denklemini DTM
ile chzilp metodun vakmsakhfmm sayisal drneklerle acikladilar. Zuo ve Zhang [47] (&7 /G)- agilim
vintemivle HSCKAV denklemi ve birlestirilmis MKdAV denklemini iceren dalga ¢zlimlerini olustur-
dular. Feng ve Li [48] Fan yardime:r denklem ytntemiyle HSCKdV denkleminin cift pervotlu Jako-
biyen eliptik fonksiyon ¢tiziimlerini iceren tam hareketli dalga ciztimlerini olugturdular. Hong [49)]
bilgisayarda sembolik hesaplama ile genellestirilmis jakobi eliptik fonksiyonlarn genigleme meto-
dunnu kullanarak genellestirilmis HSCKAV denkleminin veni Jakobi eliptik fonksivon ctziimlerini
olusturdu. Feng ve Zhang [50] yeni bir vardime: fonksivon yontemi ile genellestirilmiz HSCKAV

denkleminin tam hareketli dalga ctztimlerini elde ettiler. Yu ve diferleri [51] genigletilmis Jakobi

eliptik fonksivon ytmtemini kullanarak genellestirilmis HSCKdAV denklemlerini gtzditler. Yan [52]
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sembolik hesaplama kullanarak genisletilmis Jakobiyven eliptik fonksiyon yintemiyle

genellestirilmis HSCKAV denklemlerinin tam cift periyodik cliztimlerini buldu. Khater ve digerleri
[53] Spektral siralama vOntemini kullanarak lineer olmayvan birlestirilmis evolasyon denklemlerin
niimerik ¢tzitmlerini buldular. Zhong ve digerleri [47] Varyasyonel iterasyon metoduyla genellegtir-
ilmis HSCKAV ve birlestirilmis MKAV denklemlerinin vaklamik cteziimlerini bulup, bunlan tam
ctiziimlerle karsilasticdilar. Assas [54] VIM ile genellestirilmiz HSCKAV denkleminin sayvisal simi-
lasyonunu vapp ve analitik ctzitmilyle karsilastirdr. Arife ve digerleri [55] HAM ile birlestirilmis
MEKAV ve HSCKAV denklemlerinin sayisal ¢iziimiinfl bulup, ayrica HAM ve ADM arasmda bir
karsilastirma vaptilar. Bin [86], kesirli HSCKdV denklemini (G7/G)— acihm vintemivle, Zaved
ve digerleri [87] sech, — tanh, metodu yardimiyla HSCKdV denkleminin perivodik ctiziimlerini
buldular. Yine aym denklem Jakobi eliptik acihm metoduyla [52, 88], Adomian aynsim metodu,
homotopi pertiirbasvon ve homotopi analiz metotlanyla (89, 90, 44] ele alindy. Cavlak [91] zaman

kesirli sistemi HAM yvardumyla yaklasik olarak ctedil.



2. BOLUM

2.1 TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tamm 2.1.1

Bagimh bir degiskeni ve bunun bir yada daha ¢ok bagimsiz degiskene gire tiirevlerini iceren bir
denkleme diferansivel denklem denir [56].

Tamm 2.1.2

Bagimh degiskenin valmzea bir bagunsiz degiskene gire titrevlerini iceren diferansiyvel denkleme

adi diferensiyel denklem denir. n. mertebeden adi diferensiyel denklem

d’. ri:l?
F (1:.1 —HL y) =)

dar dr®

bigiminde verilir [56].
Tamm 2.1.3
Bagimh degiskenin iki vada daha cok baginsiz degiskene gire tilrevlerini iceren diferansiyel

denkleme kismi diferensivel denklem denir ve

F(@, @) iy Ugy Yy Mgy waa ). = 0,

formunda verilir [56].

Tamm 2.1.4

Bir diferansiyel denklemde ki en yitksek tilrevin mertebesine (basamagina) denklemin mertebesi
ve en yitksek tlirevin derecesine denklemin derecesi denir [57).

Eger bir diferansivel denklem. bagimh degiskene ve onun kismi tiirevlerine gére birinci derece-
den ve katsayvilan sabit yvada bagjimsiz degiskenlerin fonksivonn ise bu denkleme lineer denklem
denir. Bir diferansivel denklem lineer degilse lineer olmayan {non-linear) denklem aduin abr.

Iki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip birinci ve ikinci basamakian lineer kismi tiirevli

denklemlerin genel formlan sirasiyla asagidaki gibidir:



P(2,y) 2 +Q(2,9) 2 + R(z:4) 2 = S (2,9).
AT, Y} Zam + BT, ) 22y + C (i y) 2yy + DHzip) 22 + Bz zp + Flmp) 2= Gz 9) -

Tamm 2.1.5

Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yitksek basamaktan kismi tiirevlere ghire lineer
igse bu denkleme var-lineer (kuasi-lineer) denklem adi verilir [57].

ki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip birinei ve ikinci basamaktan var-lineer denklemlerin

genel sekilleri sirasivla asagidaki gibidir:
P,y 2) 2e + Q (., 2) 2y = Ry, 2),

Alz, i,z 22, 2y) Zee + B (T, 1, 2. 20, 2y ) 20g YO (E, 9.2, 20, 2y ) 2y + D2, 4. 2, 20, 25 ) = L

Tamm 2.1.6

Bir f fonksivonu A kiimesinde tanmmlansm. Kabul edelim ki f ve f 'in k. mertebeve kadar
olan tiim kismi tiirevieri stirekli olsun. O zaman f fonksivonuna C* —simfindandir denir [57].

Tamm 2.1.7

Bir kismi tlirevli denklem vari-lineer ve denklemde grillen en yilksek basamaktan tilrevlerin
katsayilart valmzea bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlan ise bun denkleme hemen-hemen lineerdir
denir [57].

[ki bagimsiz ve bir bagiml degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen lineer bir denklemin
zenel sekli

Az, y) 2o + Bz, 1) Zay HOAE ) By BTy 2 2 2g) =0,

formundadir. Burada A, B.C € 2 [D] dir. Diger vandan
Alz.y) = [Blx.y) - 44 (2.1) C (x.y)

fonksivonunn tanimlavalim,



1) Afx,y) = 0 esitsizliginin saglandig noktalarda hiperbolik;

2) A(x,y) =0 esitliginin =aglandim noktalarda parabolik;

3) Afx,y) < 0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda eliptik tiptendir denir.

Tamm 2.1.8

X ve Y kevii elemanlar (fonksiyonlar, vektirler vs...) eflmlesi olmak izere X uzayimn herbir
elemanina ¥ uzayimn bir elemaninm karsibk getiren déntistime operattr denir [G1].

Tamm 2.1.9

D(T) tamm balgesi ve R(T') defer bislgesi birer veltisr uzay1 olan ve her z,y € D(T) | her
skaleri igin

Tler+ 8y) = aT(z) + 5T(y)

dzelligine sahip olan T operatériine lineer operatiir denir [61].

Tamm 2.1.10

X ve Y normlu uzaylar ve DT) C X olmak fizere T : I{T) — Y lineer bir operatar olsun.
Efer ¥ = € D(T) icin

|Tx]| < cf|]]

olacak gekilde bir ¢ > 0 sayvis1 varsa T operattril smirhidir denir [61].
Tamm 2.1.11
X ve Y normlu uzaylar ve D{T) C X olmak tizere T : D(T) — ¥ lineer olmasi gerelkmeyven

herhangi bir operattir olsun. Eger verilen ¥z = () sayisma karsihk

“T == Eu” < 0

gartim saglayvan ¥ xr € D(T) icin

|ITx — Txg|| < &

olacak sekilde bir § > 0 sayvim varsa, T operatdril ¥y € D(T) noktasinda stiveklidir denir. Eger T

her x € D(T} noktasinda sitrekli ise T' operatiiriine siireklidir denir [G1].



Tamm 2.1.12

Matematik-Fizigin klasik operatdrlerinden hiri olan ¥V Laplace operatiri

P g g g R

iy = ———t =, V = + + )
il ¥ dr? o dy? ar? o gy a9zt

geklinde tanimlamr ve bunlara sirasivla 1-boyutiu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace operatiiril denir.

Hiperbolik tipten bir denklem olan

2L

_ 2V =0,
gz 5V

seklindeki bir denkleme de ¥' min 1.2,3-boyutlu olmas: durumuna gire sirasiyla 1,2 3-boyutly dalga

denklemi denir.

Bu denklemde ¢ pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi sdhvlenmedikee, ¢ zaman degiskenini
ghstermektedir. Aynca VI, & yve giive tiirev icermemektedir. Buna ghre 1.2 3-boyutlu dalga

denklemleri sirasivla

U” — EE{.;'II = Ij_l
Uy — ‘TE{UH + Uyy) = 0,
LT“ - I:-.\'?lzf.lrzr + f"rhl'l_f + {-':—_::l i ﬂ,_

formundadir. Bu tip denklemler elektro manyetik, hidrodinamik, ses yayilmas: ve quantum teorisi

£ibl konularda gok kullamlmaktadar.

Dalga denkleminin gtzlimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin dalgasini, bir
ortamdaki ses yayilmasimi, katilarda enine ve boyuna yer degistiren dalgalar ifade eder [57].
Matematiksel fizifin diger bazi denklemlerini stivle verebiliriz [58]:

a) Iki boyutlu Laplace denklemi

iu Fu
o dhy®

Vi = =0,

b) Helmholtz denklemi

Vi 4+ Au= (.



) ki boyutlu Poisson denklemi

9 u 4 i £
= f{z.4).
dr? - dy? SLES

d) Biharmonik denklem

Via =10,
e) Biharmonik dalga denklemi
: 1 #u
4 I
T"r 'I'.E-_v [? 'H.}I_ _f_'_zﬁ-
f) Telegraf denklemi
Fu 0% i
— i 2B — + Au=10,
aE g TP T4

g) Schrisdinger denklemi
Viu+alE—V (z,9,2)] e =0,

h) Klein-Gordon denklemi

: 1 &u
Vi — e .

Teorem 2.1.1 (Birinci mertebeden yari lineer denklemler igin varhk ve teklik teo-
remi):
Pz,y,2),Q{x,y,2) ve R(r,y,z) fonksiyonlari (ry, yg, 29) noktasini kapsayan bir ¥ ¢ R?

hislgesinde smifindan olsunlar ve kabul edelim ki

dyn (to) o L dxo {Ln)

]
it it 7

F{zp, #o, 20)

olsun. () zaman {zg,yp) noktasinm bir U7 komsulugunda, [Mnon iginde yatan 3, egrisinin her
noktasinda z (zg (1), ye (t)) = za () baslangic sartim ve Pz, + )z, = R denklemini saglayan bir

tek z = z(z,y) ctiziimil vardir [59).

Teorem 2.1.2 (Cauchy-Kovalewsky teoremi):

Lr=Alx,y)2::+2B (2, 9) 2 + Ol y) 2y + Dz y) 2. + Ez,y) 2y + Flz,y)z2 =G (2, y),



denklemindeki katsayilar ve (7 fonksivonu, zy—dilzleminde, orjini kapsayan bir €2 ¢ B® bolgesinde
analitik olsunlar. 1} da C'{x, %} # 0 olsun. x—ekseninin ) tarafindan kapsanan parcasmda tanim-
lanmis keyvfi, analitik k{z) ve o (z) fonksiyonlar: verilsin. (b zaman (0, ) noktasinm bir ¥ komsu-
lugn vardir ve N de Lz = G denkleminin bir tek analitik 2 = ¢ (r.y) cozitmit vardir, Oyle ki N
komsulugu tarafindan kapsanan r—ekseni izerinde ¢ {z,0) = h (z), ¢, (x.0) = o (z) saglamr [59].

Tamm 2.1.13

Baslangicta modellenen probleme uygun ¢ziimiln bulunabilmesi i¢in problem olusturnlurken
haz1 vardime: sartlar gerekir. Bu sartlar genel olarak iki bashk altinda toplanabilir.

(1} S1mr Sartlari: Kismi diferensiyvel denklemin saglandig £2 biilgesinin I' simr bovunca saglan-
mas1 gereken sartlardir. Suur sartlariman tic farkh sekli o, 3 ve g fonksivonlan I' fizerinde tanimbh

fonksivonlar olmak fizere

Dirichlet simir gart1 @ wl. = g.
i
Nenmann smir sarti —| =g (veva (]
| .
it
Rohin s sarty + J—= .
obin sir sart it =1

(ii) Baslanme Sarty: Sistemin baglanpicinda £} hilgesi bovunea saglanmasi gereken sartlardir.
Genel olarak, baglangic sartlan fonksiyonun zamana giire tiirevinin kombinasyonu seklindedir [60)].

Tamm 2.1.14

Bir f fonksivonu bir 2, noktasinin belli bir I}z, 4) komsulugundaki bittiin noktalarda
diferansivellenehilivorsa f. z; da analitiktir denir [62]. Eger bir f fonksivonu bir § kilmesinin
biltiin noktalarmda analitikse, f fonksiyonun 5 fizerinde analitiktir denir. Bu f fonksivonu © nin
titm noktalannda analitikse, f ve tam fonksivon denir [62].

Tamm 2.1.15

Matematiksel bir terim olarak iyi tammh problem kavramm ilk olarak. Jacgues Hadamard
tarafindan verilen bir tammla ortaya ciknustir. Hadamard, fiziksel olaylarin matematiksel

maodellemelerinin asafidaki dzellikler saglanacak sekilde iyi tanimh olmasi gerektigini savunmustur.

L0



) Cleiim vardir,

i) Coziim tektir,

g ) Clzllm kararhdir.

hMatematiksel olarak bir problemin cézlimiiniin var olmasi, ctiziim uzayin genisleterek saglamr.
Bir problemin ¢bziimil tektir denildigi zaman, bu mutlak bir fonksivon sinifina ghre ¢bzilm tektir
anlamina gelir. Ornegin, bir problemin birkac cizilmil olsun, Fakat bu ¢bziimlerden sadece biri
siirh olsun. Bu durnmda sinarh fonksivonlar nzayinda ¢tziim tektir denir. Bir problemin birden
fazla clziimil varsa bunun anlami, model hakkinda elde bulunan hilgiler eksiktir. Bu durnmda
model icin cesitli ek dzellikler verilmelidir. Eger baslangic va da sinir kosullan ve parametre
degerlerinde vapilan kiicilk bir degisiklik ¢tielimde kiiclik degisikliklere neden oluyorsa bu ¢beiim
kararhidir denir. Bir problem kararh degilse, bu problemin ¢tiziimil pratik bir sekilde hesaplanamaz.
Ivi tamml problemlere iliskin drnekler Laplace denklemi icin Dirichlet problemini ve 8zel baslangic
kosullarina sahip 11 problemi igin Dirichlet problemini igermektedir. Bu problemler ctiziimleri icin
baz fiziksel metotlar bulunan dogal problemlerdir. Fakat bunun aksine ters 1s1 denklemi ivi tanamh
degildir. Hadamard’a giire iyvi tanimh olmayan problemlere ill-posed problem denir. Hadamard,
dilz problemlerin iyvi tammh problemler oldugunu séyvlemisgtir. Matematiksel olarak ivi tanmmlilik
agapudaki sekilde ifade edilehilir.

A wve Y iki normln nzay ve X : X — Y lineer (veya lineer olmayan) bir déniigiim olsun.
Azamdaki ifadeler saglamvorsa, K = y denklemi iyi tanimh olarak adlandirihr.

1. Varlik: Her y £ Y icin Kz = y olacak gekilde en az bir € X vardir.

2. Teklik: Her y £ ¥ icin A'x = y olacak gekilde en fazla bir z € X vardir.

3. Kararhhk:  ¢hzfimil daima y ye baghdir. Yani n — o¢ iken K, — K olacak sekilde her
(Fn) < X dizisi igin, rp — x olmasudir.

Kismi diferensivel denklemlerin klasik teorisi hemen hemen tamamiyla ivi tamimh problem-
lerle ilgilenmektedir. Bu nedenle ill-posed problemler matematiksel ve bilimsel acidan oldukca ilgi

cekicidir [63]-[64].
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Tanmim 2.1.16
Bir a < ¢ < b aralifinda tanimh bir @ fonksivonn e < & < b arabiinda bulunan her r igin

tanmiml ve ilk r.mertebeden tiireve sahip fonksiyvonn

F {:Jr._ ®(z). 9 (z)..... 0" (x)) =0,

ise P fonksivonuna

F(&:._y.;rf,...,yi”]) =L

denkleminin ¢ziimildiir denir. Bir adi diferensivel denklemin genel ¢liziimil. diferensiyel denklemin
mertebesi kadar sabit icerir. Ozel olarak, ikinci mertebeden bir diferensiyel denklem gz USnilne
ahndiginda bu tip denklemlerin ctiziimleri iki sabit igerdiginden bu sabitleri bulmak icin iki ek
sart verilmelidir. Eger gartlar; bagimh degisken ve tiirevleri fizerinde bagimsiz degiskenin aym
degeri icin verilen gartlar ise baslangig sartlari, bagmsiz degiskenin farkh degerleri icin verilen
sartlar seklinde ise sinir sartlar: ile tanmimlanir. Bir diferensivel denklemin baglangic sartlan ile
incelenmesine baslangi deger problemi, sinwr gartlar: ile incelenmesine sinir defper problemi denir
(58]

Tamm 2.1.17

Lineer olmayan herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yilksek mertebeden lineer olan terim
% ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim wf (—q) If ile verilsin. m dengeleme terimi
olmak lizere m + ¢ = mp + s (m + r) esitligi vamlabilir [G5].

Tanmum 2.1.18

Herhangi bir fiziksel bilyiikligiin dl¢illen degeri ile gergek degeri arasmmdaki farka hata denir.

Olctilen bir fiziksel bitviiklilgiin sayisal degeri. vapilan denevsel hatalardan dolayr hic bir zaman

gergek degeri ile ifade edilemez [G6)].



Tamm 2.1. 19

Olgtilen bir fiziksel bitvitkliziin gercek degeri X, ile, dlctilen X degeri arasindaki farka X, 'in
mutlak hatas: denir [66].

Mutlak hata = AX = X; — X

Ao gercek degeri genel olarak tam bilinmediginden AX 'in de tam degeri hilinemez. AX 'in
ancak vaklasik degeri baz vollardan hesaplanabiliv. Uygulamada mutlak hatanin giiriinen degeri
belirlenebilir. Bu da dlciilen deger ile bir gok dlctimler sonuen elde edilen en ivi deger arasindaki
farka esittir.

Tamum 2.1.20

Mutlak hatammn 6lciilen degere oramna bagil hata denir [66].

Ax

Bagil hata = ==

Yiizde Bagil Hata = 22100

L3



3. BOLUM

3.1. GENELLESTIRILMIS HIROTA-SATSUMA BIRLESTIRILMIS KdVv
DENKLEMI

KdV denklemi olarak bilinen denklem gecen vy dan beri var olmasina ragmen fiziksel Szellikleri
tam olarak elde edilememistir. KdV denklemi 18347 de [skog bilim adami John Secott Russell
(1808-1882) tarafindan Edinburg-Glasgow kanalinda sig sularda seklini defistimeven uzun bir su
dalgasinda ghzlemlenmis "tek dalgalar (solitary wave)" icin en basit ve faydall modellerden biridir
[72].

Russell bu dalgay: "bilyilk dalga kayvmas1" olarak adlandirmis ve ghzlemlerini 1844° de "Report
on wave" isimli vayininda vermigtir. Bu makalede. tek dalgalarin pervodik bir dalga olmayip
seklini koruyan, tiimsek seklinde, simefrik izole edilmis bir bicimde yvayilan bir dalga oldugunu
aciklamistir. Bu calismadan Bl vil kadar sonra 1885 de Diederik Johannes Korteweg [ 15848-1941)
ve dgrencisi olan Gustav de Vries {1866-1934) adindaki iki Hollandali bilim adami, Scott tarafindan
vapilan gizlemlerin bir agiklamasim veren matematiksel hir vapi ortaya kovarak KdV denklemini
elde etmiglerdir [72]-[69]. Martin Kruskal ve Norman Zabusky adindaki iki bilim adamida. dalga
hareketine benzer tekrarlamalarn KdV denklemleri ile olusmus bir sistemle gézlemlemislerdir [71].
Bu tek dalganin dnemli tzelliklerinden biride birbirleriyle carpismalarn ve bu garpisma hareketi
sonucnnda gekil ve bicimlerini korumalarudir. Buda tek dalgalar icin KdV denkleminin elastik

oldugunu ghsterir. | Sekil 3.1 )

Sekil 3.1. Tek dalga (solitary wave)
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1955 de Fermi, Pasta ve Ulam'mm ['?EI], Los Alamos hilim laboratuvarindaki lineer olmavan kiitle-
vay sistemlerinin sayisal modelleri fizerine raporlanyla, KAV denkleminin tek dalgasiyla ilgili teori
ve uygilamadaki gelismeler devam etmistir. 1914°de Debye iddia etti ki: "Harmonik olmayan bir
kafesin sonlu 1= iletkenligi, yaylardaki iletken olmavan kuvvetler yiiziindendir." Bu girils Fermi,
Pasta ve Ulamn diizgiin baslanme durnmunun sonunda lineer olmayan terimler yiiziinden biltiin
sekiller arasimmda enerjinin ayvm oranda dagildifina inandirmistir. Fakat onlarin calismalan sekiller
arasinda enerjinin aym oranda dagilmadifim ghstermistir. Biitiln enerji baslangicta en diisitk
seviyede olmasma ragmen, degisik dilgiik mertebeden gekiller arasinda ileri ve geri hareketinden
sonra yine en diislik sevivede geri diner. Bu gercek Fermi, Pasta ve Ulam'mm [ FPU ) tekrarlanan

olay1 olarak bilinir.

( FPU )'nun dikkate deger bu aragtirmasi, Martin Kruskal ve Norman Zabusky'nin [71]. tekrar-
lamanm nasil oldugunu anlamak icin lineer olmayan kiltle-yay sisteminin sfirekli bir modelini
gelisgtivmelerine neden olmustur. Kruskal ve Zabusky bu tek dalgalan solitonlar olarak adlandir-
mglardir.

Daha sonra, Gardner ve digerleri [T3] ve Hirota [74, 76] herhangi bir pozitif n tamsayis icin n-
soliton arasindaki etkilesimi aciklayvan KdV denkleminin analitik ¢dzilmlerini ortaya kovmuslardir.
Solitonlarnn deneysel dogrulanmas: ve etkilesimleri Zabusky ve Galvin [77], Hammack ve Segur
[T8], Weidman ve Maxworty [79] tarafindan basarih bir sekilde gtsterilmistir. Dolayisivla bun-
larn bu buluglan son 30 vil boyunca yaygim, teorik. deneysel ve islemsel cahsmalara vol agmigtir.
Simdi benzer tzelliklere sahip pek cok lineer olmayan model denklemleri bulunmus olup uvgula-
mali matematikte ve fizikte cesitli branslara avrilmistir. Bu tiir denklemlerin soliton ¢bziimlerini
bulmak icin pek gok metot gelistirilmistir [80, 81]. Soliton kavraminmn kesin tanmum vermek kolay
degildir, bununla birlikte lineer olmayan lasmi diferansivel denklem veya sistemlerin herhangi bir
cozilmilyle iligkilendirilebilir.

KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢iziimil varsa solitonlar olarak ad-
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landirithr. Baska bir ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayrmilivorsa bir tek
dalgadir. Ayrca KdV denkleminden baska denklemler icin tek dalga ctztimil sec h® fonksivonu
olmayabilir, fakat sech wveya tan™! (™"} olabilir. Gercekten de bam lineer olmayan denklemler
tek dalga czilmiine sahip olup solitonlara sahip olmazken, KdV denklemi gibi denklemler soliton-
lar olan tek dalgalara sahiptirler. Soliton kavram matematiksel fizikte yeni bir paradizm olarak
gekil almistir. Son zamanlarda soliton kavrami cok vavein olarak kullamlmistir. Orneging lineer
olmayan Schridinger denklemi { NLS ) [82]: plazma dalgalarmi, lineer olmayvan optik dalgalarim
temsil eder ve NLS denklemi sarmal { envelope ) solitonlara sahiptir. NLS denkleminin solitonlar
genlige bagh degildir, Fiziksel olarak, dneeki calismalarda bu tiir solitonlara dilgiik frekansh soliton-
lar denirdi. Daha sonra Makhanhov vaptigi cahsmalarda bu solitonlarin yitksek frekanslh solitonlar
oldugunu stwlemistir (83, 84]. Bir baska tnemli model denklemide Sine-Gordon | 8G ) denklemidir.
Bu denklemde elementer parcaciklarm birlegtirilmesi teorisindeki lineer olmavan dalga hareketini,
manyetik akmtivi ve kristallerdeki bozuklugu tanimlamak icin knllamlir. sG denklemi ize soliton,
antisoliton (veva kinks, antikinks) ve aym eksene gire simetrik solitonlara (breather solitonlara)

sahiptir. Ayrica bu solitonlarn hizi dalganin genligine bagh degildir.
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Sekil 3.2. Swrasivla ayni ve zit vilne hareket eden iki solitonun etkilesimini gisteren gekiller

KdV denkleminin ¢bzlimiinde solitonlar dagilma dzelligi gistermezler. Bununla birlikte

genellestirilmis Korteweg-de Vries denklemi (GKdAV)

18
Uy + EU e + Uppy = (.

geklinde verilebilir [72]. Burada u™u, ve ;.. terimleri sirasiyla iletim ve dagilma terimlerini gtis-
terir. GRAV denkleminin solitonlarn lineer olmavan iletim ve dagilma terimleri arasimdaki iliskivle
olugur ve olusan solitonlar karsihikh etkilesimlerine ragmen yapilarim korurlar { Sekil 3.2 ). Lineer
olmayan iletim terimi dalga formunun seklini olustururken, dagilma terimide nzim olusturur. Bu

iki terimin karsihkl etkilegimi ile sabit bir dalga formu yani tek dalga {solitary wave) alugur.
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Daha sonraki yillarda Gardner ve Hirota gibi bilim adamlar: herhangi bir pozitif n tamsayis
igin n-soliton arasindaki etkilegimi aciklayan KdV denkleminin. analitik ¢tiziimlerini ortayva koy-
muglardir [73]-[74]. Bu analitik metod cabsmalarndan sonra cesitli dogrusal olmavan dagilima
sahip sistemler éne sitriilmfilstily [75]. Bu sistemler arasinda farkh modlara sahip bir kag dalganin
birlegimi ile olugan sistemler oldukca ilgingtir. Ses dalgalar ile Langmuir’ in etkilesimleri agik-
lavan denklemi bu duruma bir Srnektir [75]. Birlestirilmis KdV denklemi {(¢KdV) farkh dagilim
bagmtilan ile iki nzun dalganm etkilesimini tammlayan bir sistemdir. Eger bu iki uzun dalgadan
hirinin digeri tizerinde etkisi voksa olusan sistemdeki ikinei denklem bilinen KdV denklemi olur.
Bununla birlikte, ilk denklemin varh@ solitonlar etkiler ve ¢lielimler sonucunda ghriiliir ki KdV
solitonunun hia ilk denkleme baghdir. Eger iki uzun dalgamn dagihm iliskileri arasinda dzel bir
hagmt: sz konusu ise birlegtirilmis KdV denklemi iki veva ifi¢ soliton ¢ziime sahiptir. R. Hirota

ve J. Satsuma yaptiklan dnetl calismada birlegtirilmis KdV denklemlerini
ty — a{terr + Oun,) = 2hog {3.1)

Pr Tt gy + Jugy, =10 (3.2}

seklinde tanmmlamglardir [75]. Burada a ve b kevfi sabitlerdir. (3.1) denklemindeki 2bg¢ . terimi
w = ak® lineer daglim iliskisi ile KdV dalga sistemindeki bir kuvvet terimi gibidir. Hirota ve
Satsuma cabsmalarinda &' nin etkigsinin yoklugunda (3.1) denkleminin bilinen KdV denklemine

indirgendigini ve soliton ¢hzilmiintinde
u = 2P sec B* Pz + 4aP*t) (3.3)

seklinde oldugunu ghstermislerdir [76]. Buna ragmen, ¢' nin varhg KdV solitonunun davramsim
etkiler ve denklem

B = ++/—6P fhsec hP(x — P*t) (3.4

seklindeki bir soliton clztimit bulundurur [76]. Bu asama (3.4) denklemi ile belirlenir. Hirota ve
Satsuma (3.3) ve (3.4) denklemlerini ¢KdV" nin solitonu olarak adlandirmaslardir [76]. (3.1) ve

(3.2) denklemlerinin o = 1/2 i¢in integrallenebiliv oldugunu gostermislerdir [75).
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(3.1) ve (3.2) denklemlerinin genellestirilmesiyle elde edilen

1
?Ar — E?AIII —_ :?pu'i'.ﬂz + Hl:.ilqll}_rl-
Vg = —Uppr+ I, (3.9
Wy = —Wepr T 31‘““-"’

denklem sistemi genellegtirilmis Hirota-5atsuma birlestirilmis KdV denklemi olarak adlandimbr

[85].
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4. BOLUM

Bu bdéliimde, lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ctizfim-
lerinin elde edilmesinde kullanilan Adomian avnsim metodu { ADM), genisletilmis Adomian avrisim
metodu (GADM) olarak bilinen yar analitik yintemlerin analizleri vapilacaktir.

4.1. ADOMIAN AYRISIM YONTEMI

Avrisim viintemi bir serl metodn oldugu ve birgok eehirsel, lineer veya lineer olmayan
diferansivel denklemlere basarih bir sekilde uygulandigy bilinmektedir [2]-[9]. Genel olarak bun
metodu verecek olursak, kabul edelim ki F, hem lineer hem de lineer olmayan terimleri igeren bir

genel lineer olmayan adi diferansivel operatéir olmak flzere;

F(u) = g(z). (4.1)

denklemini ele alalim. {4.1) denkleminde L; verilen diferansivel denklemin en yiiksek mertebeden
tilrevini, R; lineer operatoriin kalan kismm ve N ise diferansivel denklemde lineer olmayan

terimi glistermek lizere;

Lu+ Ru+ Nu=g, (4.2)

seklinde ayristirarak vazalim. L bir lineer operattir ve tersi de meveut olsun. (4.2) esitligi;

Fu=g—Ru— Nu, (4.3}

seklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafi L~ integral operatdri ile sol taraftan (4.3) egitligine

uygulamrsa;

L™ 'Lu= L_IQ—L_IRH.—L_IN“H: (4.4)

bagmtim elde edilir.

L ikinci mertebeden ve tersi mevent olan lineer bir operatiir oldugundan, (4.4) ifadesinden
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w(z,t) = w(z, 0) 4+t (2,0) + L 'g(xit — L "Ru — L™ 'Nu, {4.5)

ctiziim fonksiyonu bulunur. (4.5) ile elde edilen esitlikteki Nu lineer olmavan terim ve

Nu = E A, seklinde ifade edilmektedir. Buradaki A, polinomlar Adomian polinomlar olup

=1l

daha sonra tartisilacaktr. (4.5) esitligindeki » ayrnstirilmig seri chzilm fonksivonudur. Bu seri
cozilm fonksiyvonumun birinci terimi wug, w{z, 0} = flz) ve wlz, ) = giz) olmak fizere
wplz. t) = flz) + tg(x) + L™ g{x.t) ile bulunur daha sonra u, terimi kullamlarak 1y, wa, ug, ..

terimleri elde edilerek ayristirilig seri ¢ziim fonksiyonn;

[ =]

w(z, ) = Zuﬂ (x, 1), {4.6)

n=l]

geklinde yazlabilir. Bu seri ¢ziimil kullanilarak (4.5) esitligi tekrar vazilirsa:

i“u+] = Uy — L_Ei“n — L_] i-"ln' {4'1']
n=(}

n=I{} =11

seklinde genel seri formu elde edilir. Benzer olarak, {4.7) esitligi acik sekilde:

o

i = —L YRuy — L™ YA,

s = —L71Ruy — LA,
4 {4.8)

Untl = L 'Ru,— L YA, n>0.
seklinde de yvazilabilir. Buradaki A,, polinomlar: her bir lineer olmayvan terim icin genellestirilebilir
ve bu genellegtirmede Ay sadece wy” a, Ay sadece up ve wy' e, Az ise ug . uy . uz' ye bagh ve

benzer sekilde (4. 8) egitligindeki biitlin A, Adomian polinomlarn elde edilebilir. A, Adomian

polinomunun aynstirilmig hali ise literatilrde

.":l.n. = f |:"H.|'|] i
i
& = W (E) Flug).

a 2
A; = 1w (%) fug) + (;—:) (%) f(un) .
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d d? T d?
As =  ug (Flu) flug) + uy ug (.’iuﬁ) flug) + (-T:) (m) flug).

1 4" L
An= oew [d} (;.};"'Hn)] . ono=0, (4.9
L= A=

seklinde verilmektedir [92]. Bu Adomian polinomlarim elde etmek icin alternatif bir metot gelistir-
ilmistir. Baz problemlerin sayisal czilmlerinin daha hassas olmasi istenildigl durnmlarda aviisim
serisi icin cok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi durumlarda (4.9) genel formitliiniin
kullamilmas:, istenildigi kadar ¢cok sayida (4.6) ayrigtirma serisinin terimlerinin
hesaplanmasinda kolavhiklar saglamaktadir.

Avnsim metodu knllanilarak  wiz,f) kapali ¢hziim fonksivonunun bu fonksivona ait sayisal

cizilmlerin elde edilmesi icin:

n—1
$,(zx.t) = ZTL;L[EJ’-} n= (4.10)
k=1
olmalt izere:
fim @, = u(x, {) (4.11)

ifadesi indirgeme bagintis: gtz dniine alinarak kolayca hesaplanabiliv. Buna ilaveten (4.11) seklin-
deki ayrisim seri giziimil, genel olarak fiziksel problemlerde cok nzh olarak valinsayan sonuclar
vermektedir. Aynsin serisinin yvakimsakhg literatiirde bir cok vazar tarahndan aragtinlmgtie.

Avrimim serisinin vakimsakh# teorik olarak Cherruanlt ve arkadaslan tarafindan incelenmistir [G]-

[15], [93, 92].

4.2, ADOMIAN POLINOMLARININ HESAPLANMASI
Wazwaz [17] tarafindan lineer olmayan terimlerin Adomian polinomlarim hesaplamak igin son
derece kullanish bir algoritma gelistirmistir. Bu algoritmamn kullamlmasivla A, Adomian poli-

nomlarimin hesaplanmasi agagidaki yéintemle yapilir.
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4.2.1. LINEER OLMAYAN POLINOMLAR
1. DURUM

Eger Fly) =g ise

¥=2 U

n=I(F

olmak fizere Fly)= yg lineeer olmayan terimi (4.1) de verine yazhrsa;
Fl)=(w+m+pt+mt.)
bulunur. Esgitlifin sag tarah agilivsa;
Fly) = (¥5 + 2woin + 2vouz + ¥i + 2uous + 2y + ...

elde edilir. {4.14)'deki acilimda indis toplamlar: aym olan terimleri bir araya getirilirse;

Fly) = y3+2yom + 2uoz + 45 + 2yoys + 2y

+2ygua + Zyays + 13 + 2y0us + 20t + 2yoys + .

olur. {4.14)'den; F(y) = y* Adomian polinomlar:;

A = ¥

Ay = N,

Az = 1+ Zyoye,

Az = s + 2yais.

Ay = 1+ 2inys + 2o,

formunda bulonur.
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2. DURUM

Polinom tipinde verilen lineer olmayan terimler icin n € Z7 olmak fizere asagidaki genelleme

vapilabilir:
Ao = s
A = ﬂihl]"_l]t
1 - > - =
Ay = gnln -1y o e, (4.17)
1 n—u T— o
As = znln—1)(n— 2"y +nln— Dy e + g™ Vs
3. DURUM
Efer n € 2~ ise m taktirde Adomian polinomlar:
Ay = —y{T"
A = —ﬂyr_,_'nH],
1 —n 3 —in |
Ay = —gnln—1yg "TyE - gy "y, (4.18)
L ot e —{n+2 —ln+
A3 = —enln—1)n =2y, "y - nln = Dy g -y, ",

formiilitvle bulnnur.
4. DURUM

Eger n ondahkh hir say: ise bu taktirde Adomian polinomlar::
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-'"ll.'l — IJ';:T .

.r‘!.]_ e ny;:]n—”yl"
| 2— 1 n—
A = g+ saln— Dy (4.19)
n— re—. 1 n—3} =
Az = ny"Vys+nin = Dy e + —nln = 1)(n - 2"
olarak hesaplanr.
5 DURUM
Eger lineer olmavan terim Fly) = yy, ise
yi= 3 (4.20)
n={)
b = DU
r=0N

olmal fizere (4.15) ifadesi:

Fly) = (w+m+y+mt+-Jw+nt+yptit.l
=  Yolor T+ Yozl + Molir + Yooz + ot + Yordo + YozYs + iclie + ertn (4.21)

T¥ax¥n T Moo Ma T+ Yol T YViela + --.

ve indis toplamlarn avn olan ifadeler gruplandirihrsa;



Ay = Volor:

A = Yoath + Yolixs

Az = Yoalz + Yzt + Y2z, (4.22)
Az = Yol + Yrelz + Yol + ViU,

As = Yool + Yolaz + ¥z + Yaclz + e,

balunnr.

4.2.2. TRIGONOMETRIK LINEER OLMAYANLIK

1. DURUM
Fly) = siny ise o zaman ilk olarak Ay = Fly,) ifadesini diger terimlerden aywrmalysz.

Ciinkil diger terimler gy "a bagh olarak hesaplanmaktadar.

Fly) =siny

lineer olmayvan terimi (4.1)'de yerine vazilirsa:

Fily)=sinlyn + (pn ty2 +ya + ... )] (4.23)

ve tm ifade =9, ¢=y + 12 +y3+ ... ahnirsa,

sin(f + @) = sin#. cos ¢ + cos . sin & (4.24)

ifadesinden:

Fiy) = sinypcos(y + ya + ¥ + ...} + cosyp sin(y; + ya + w3 + ...} (4.25)

bulunur. Burada cos{y, + 3= +y3+...) ve sin{yy +y=2+ 3 + ...} ifadeleri Taylor serisine agilirsa;
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1 1
Fly) = sinyy (1 - E{yl +i2+ s +.. P+ 4_'[!“ + 2t Yz + ) — ) (4.26)

1
+ eos iy (f;!h +ztmt ) - ﬁim +ya tys+ )+ )

ve bivlece;

| 1
Fly) = Eil‘yn(l — sl 2+ )+ Sl Y - ) (4.27)

1
+ cos iy (Ly: + M2+ yst+ o) — ?Eyi‘ +y )+ )

bulnnur. (4.27) ifadesi dilzenlenirse;

Ap = sinyg,
Ay = 1 cosyp,
1 o,
As = yacosyy — ST sin o, (4.28)
i I 4
.'d.-:; == Ll'ﬂ_ [ yu = ylyg =111 Ll'u == ?—‘Jl s I:I'Ih

elde edilir.
2. DURUM

Efer Fiy) = cosy ise yukarida yamlan islemlerin benzeri lineer olmayan terim igin uygu-

lanirsa:
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Ay = cosyy.

Ay = —yn sinyyg,
. 1 5

Az = —yasiny — 57U €08 Y- (4.29)
. ]- =

A = —yasinyy — Yr1ye cosiy — E!ﬁ 211 Y,

bulunur.
3. DURUM
Eger Fly)=sinhy ve Fly)=coshy seklinde hiperbolik lineer olmayanhga sahip ise aym

algoritma kullamlarak Adomian polinomlan sirasiyla;

Ap = sinhyy,
Ay = yycoshyy,
|
A: = yocoshys + ST sinh py, [ 4.30]

1
A; = wyacoshyg + yaye sinh yy + ?y"f cosh yp,

Wi

Ay = coshyy.

A1 = o sinh .
- ; L 4 .
Az = yosinhiy, + ﬁyt cosh yy. (4.31)
. 1 4,
Ay = yysinhyy + 1y coshyy + ?“II] sinh yq,
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formiillerivle elde edilir.

4.2.3. USTEL LINEER OLMAYANLIK

1. DURUM

Eger Fly) = ¥ ise bu taktirde Fly) = € teriminin diger terimlerden ayrilmas: gerekir,

Fly) = e¥ terimi (4.1)'de verine vazilirsa

veya

Fiy) = glimtytuatmt..)

F':_ﬂ_:' — .r':'il'l" |=_hll':l THa Tyt

elde edilir. Bu son ifade de, ¥ T¥:T¥ 7 tarimi Tavlor serisine acilirsa;

. 1
Fly) = et [1 ottt o)+l bty + o)+ ]

1 1
= ghr 4 I.I'[E'II“ 4 (I.I'E + ?_1!;%) et (th + iy + ?y?) gln

&

bulunur. Buradan: F{y} = e¥ lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlar:

1

2| A

g :

e,

(

1
Uz + ai ;_.) et

1.,
(1‘;’3+y1yz+¥!ﬁ;) Foi ]

(

1
Yy + s + =3 4

2|

gt

1
_L—
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2 1 2 1 d i
vo +thits + b + bt + i | e+

4!

T

i 1
Yyl + Ey?) LN

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



olur.

2. DURUM

Eger Fly)=e7¥ ise bu taktirde Adomian polinomlar:;

Ay =

A, =

A =

Ay =

-

seklinde olur.

E_Hu_.
_y]ﬁ-_l.llil-
| NG H—
TS (4.36)
1. — 1
(—y:s T W2 — my'f) L

1, 1, R
—Ha T ks T FT¥a — Grinle - it S

4.2.4. LOGARITMIK LINEER OLMAYANLIK

1. DURUM

Eger Flyj=1lny,py =10

bulunur. (4.37) ifadesi ise

formunda yazilabilir.

oldugundan (4.38) ifadesi

ise bu taktivde bu ifade (4.1)'de verine vamlirsa |

Fly)=In{ygo+m + 12+ ...) (4.37)
Fiy)=In [Zi'm (1 + :’% + ;% + )] (4.38)

Infxf) =Ineax+1In 3
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F(y)=Ingg +In (l ek Jial ) (4.39)
o o

olur. {4.39)'de ikinci terim Taylor serisine acilirsa;

2

. in 2 1 h P
F{3 = 1 — =4 . = =4+ =4 .. 4.40
() = A (Hﬂ T Uiy T ) 2 (yn o ) |: )

1y " 3y ; " 4
-|-_(_L+—-|—...) ——(—J+—'+..-) + ...
3\ W + \yo o

elde edilir. (4.40)'da indis toplamlar avm olan terimler gruplandirihrsa, Adomian polinomlar:

asagidaki formda bulunur.
.*‘.“ =In s

-’11—'“—1..
Ly
4 4.41
¥ 1y 4
. e i
Yo 2

g Yy L yi
Ay = == — - ———
: W W 3up
2. DURUM

Eger Flyl=In{l+y).—-1<y <1 ise o zaman Adomian polinomlar

Ay = In{l+ ),

i
1 'I-g,l.n-

2
1+
4 — M Y1l 1y

3 ST 3 o e
l+y (14 wo) 31+ o)

1y
2(1+w)*

(4.42)

seklinde bulunur.
4.3. GENISLETILMIS ADOMIAN YONTEMI
Bu metod yvukanda tammlanan Adomian ayrsim ydntemine vakinsakhk kontrol parametresi

olan h # () ve Homotopi Analiz yonteminde lineer olmayan terimler icin olusturnlan serinin
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kullanilmasiyla elde edilir. Bu sekildeki parametre ilk olarak 1992 yihnda Liao tarafindan, topolo-
jinin temel kavramlarndan biri olan Homotopi yvardimyla Homotopi Analiz Metodu (HAM) olarak
isimlendirdigi genel bir analitik yntem igin kullamlmstir [94]. Buna giire genigletilmis Adomian

ayrisim yonteminde (GADM) (4.7) bagintisi yerine

Zu." =ug—h {L'IZ S S A H,,} : (4.43)

n=10 n=( n="
ifadesini kullanacagz, burada H,,. HAM vinteminde lineer olmayvan ferimler icin kullamlan poli-
nomlardir. Bu polinomlar: (3.5) HS birlestirilmis KdV denklemini cizerken bu denklemde bulunan
lineer olmavan terimler igin agklavacagiz. Bbvlece (4.43) denklemine ghre GADM ile (4.8) in-

dirgeme formiilil

wy (x,t)=—h {L_lﬁ'.nu (.t} + L "Hy (2. 1)},

Uz {z,1) = —h {L_1H¢11 (w.t)+ L71H, (=, t}}‘ ;
{ (4.44)

et (@) = =R { L7 Ruy; (2,8) + L H, (z, 1)), >0

a1

seklinde yazilahilir.



5. BOLUM

Bu bélitimde, Varvasyonel iterasyon metodu [ VIM) ve genisletilmis varvasyonel iterasyon metodu
(GVIM) olarak bilinen. lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansivel denklemlerin yaklasik
cozilmlerinin bulimmasmda kullanilan, var analitik véntemlerin analizleri yapilacaktir.

5.1. VARYASYONEL ITERASYON METODU

faryasvonel iterasvon metodu { VIM ) ilk olarak Cinli matematikel Je-Huan He tarafin-

dan gelistirildi. Bu vntemin temel dzelligi lineerizasyon ve pertirbasyon yapmadan deneme
fonksivonu veva baglangic kosullan kullamlarak matematiksel modellerin bir kac adimda hassas
vaklagik cteflmlerinin elde edilebilmesidir. Bu vaklasim farkh denklemlere uygulanarak bagaril
sonuclar elde edilmistir. Bu ¢ahsmalardan bazmlarm sfhyle dzetlevebiliriz: otonom adi diferansiyel
denklemlere [96], Blasius denklemine [97], Fokker-Planck denklemine [99], Riemann-Liouville ke-
sirli tilrevi bulunduran lineer olmayan kesirli diferansiyvel denklemlere [100], ters Stefan problemine
[101], lineer ve lineer olmayvan Goursat problemine [102], Klein-Gordon denklemine [116]. K({p.q)
denkleminin gok-kompakton ¢bzilmlerinin bulunmasmda [103], genellegtirilmis Burgers-Huxlev
denklemine [104]. varyasyonlarn hesaplanmasi problemlerine [105], genellegtirilmis Zakharov
denklemine [106], Jaulent-Miodek denklemine [107], karakteristik ve nonkarakteristik canchy-reaksivon-
diftizvon denklemine [117], iki noktah siir deger problemine [118]., kubik nonlinear Schrivdinger
denklemine [119], lineer olmayan birlestirilmis KAV denklemine [120], Lotka-Volterra sistemine
[121]. dérdiineft mertebeden integro diferansivel denklemlerine [122] basarih bir sekilde nygulan-
migtir. Ayrica VIM ve diger var-analitik yintemlerin karsilagtirmasimi cesitli problemlerde giz
dnfine alan makalelerde vapilugtir. Hetmaniok ve digerleri [123] hareket eden simr deger prob-
lemleri icin ADM ve VIM arasinda bir karsilastirma vapmiglardir. Elsaved [124] termal difiizyvon
denkleminin yaklasik ¢tziimil icin VIM ve HPM arasinda bir karsilagtirma sunmustur. Bildik ve
digerleri [125] Legendre polinom vaklagim ve VIM arasindaki bir karsilagtirmayi lineer Fredholm
integral denklemi icin vapmuslardir. Ganji ve digerleri [126] lineer olmayan Jeffery-Hamel problemi

igin He'nin vari-analitik yéntemleri arasinda bir irdeleme sunmuslardar.



Varyasyonel iterasyvon metodn, tam cdzilme hizh bir sekilde yaklasarak lineer olmayan
problemlerin biiyiik bir stmb igin etkili, kolay ve tam sonug veren bir vintemdir. Bu metoda, kismi
tiirevli lineer ve lineer olmayan denklemleri ¢gzmek icin bagvurnlabilir. Adi veya kismi
diferansivel denklemlerin bu yiintemle ¢hzillmesi; varyasyonel teorisinde tammmlanmig Lagrang carpam
adindaki bir integral carpanimn kullamlmasiyla elusturnlmusg bir indirgeme formiiliinden elde edilir.
BEu indirgeme formiiliintl iceren ilave fonksivon genellikle analitik ctzfimle vakin olan diferansiyel
denklemin ¢iietimiintt gz dnilnde bulundurur. Son yillarda bu metod lineer olmayan
diferensivel denklemlerin ve integral denklemlerinin vaklasik ¢bziimlerini bulmak icin pek ¢ok vazar
tarafindan kullamlmstie [95]-[101].

Bu vntemin temel adimlarmm ghstermek icin
L [uit)] + N [u(t)] = g(t) (5.1)

genel lineer olmayan diferansivel denklemini ghedntine alalim. Burada L bir lineer operattir, N
lineer olmayan operatir ve g(t] ise bilinen sfivekli bir fonksivon olsun. Varvasyonel iterasvon
vintemi { VIM ) Lagrang carpam metodunun bir geniglemesidir [127].

(5.1) denklemi icin ditzeltme fonksivonn

Upe1(t) = uy (1) + jr: A{Lu, (8)+ N i, (8) — g{=)} ds,. {5.2)

seklinde yvamlabilir. Burada A Lagrang carpam, w, ise n. yaklasik cbztimil ve 4, smirlandimlmg
varvasyon olup 4 #,(s) = (0 dir. Lagrang ¢arpammm

t

Sttppq () = dug(t) + ﬁf AL, (8)+ N i, (s) —g(s)}ds =0, {5.3)
0

denklemini saglamas1 gerekir. Lineer olmayan diferansivel denklemler icin Lagrang carpani elde
ederken simirlayict varvasyon kullambir. Sinwrlayict varyasyonun kullanilmas: daha hassas Lagrang
carpamnin bulunmasma ve dolayisivla hizh yalonsayan vaklasik ctzfimlerin bulunmasina neden
olur. Somug olarak yaklasik céziim

u(t) = lim w,(t), {5.4)

1 R g
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bagmtim yardimmiyla elde edilir. Varyanslarin hesaln, Lagrang carpam ve sinirlayicl varyasyon icin
[05. 128] nolu referanslara bakilabilir.

Lagrang carpammmn nasi bulundugunn

d*u a .
s A e e 0, (0} =1, u(0)=10, {:

=l
v
|

i

seklindeki Duffing denklemi fizerinde ghstermeye caligalim. Burada

42
P R=u, N=n~u?, f=0, (5.6)

L=
4?7

almarak (5.5) denklemi operatér formunda yazlabiliv. (5.5) denklemine karsihk gelen diizeltme

fonksivonn

¢
H”_i_l{f} e l:t} + f 3 [dz:;:;.ﬂ} + g, [:_g} —_ ":.-'I:i,i {S]':| -I'i.!'s._ {‘5‘-?.]
I'I [

bigiminde yamlabilir. (5.7) dizeltme fonksivonunu kararh yvapmak icin 6 varyasyon operatiiril

uygulamrsa
t 2
il e - -
Sttny1(t) = dun () + 'Ef A [:T_{ﬂ + g () + "f'i"-i I'L.'?:I] ds, (5.8]
o :

[ dPug(:
g y1(2) = b, (t) +ﬁf A[ :;H'Eﬂ n n"{s]] s (5.9)

il %

elde edilir. {5.9) denklemine kismi integrasyon uvgulanirsa
¢
Shp1 1 () = dun(E) + Al[.ﬁ]ﬁu"”{a] la=t —.-‘-'L"{.t]:‘iu”{.?] |s=+ +f (A”[.ﬂrj + .:"I.{.H}:l b (8)ds = 0, (5.10)
0
bulunur. Buradan Euler-Lagrang denklemi
Ais) + Als) =0, (5.11})

ve baslangic kosullan

Al8) |ame=0,1— X(3) |:=s= 0. (5.12)

formunda bulunur. (5.11) ve (5.12) denklemi ¢ozitlitrse verilen (5.5) Duffing denklemi icin Lagrang
Garpant

Als) = sin(s — #), (5.13)

A0



olur. {5.13) Lagrang carpam (5.7) denkleminde yerine yanlirsa yvaklagik coziimil hesaplayacagimmz

iterasvon formitlii

¢
U 11E) = U () +f sin{s — t) ldz_zzz[s} + g (8) + yul, {.‘i‘:l:| ds, (5.14)
0 -
olur.
Teorem 5.1.

¢
Alul = f AMLug, (8) + N i, (8) — g (s)} ds, (5.15)

0

seklinde tanimlanan bir integral operatiiril olsun ve z,, & =10.1, ... olmak tizere;

&g = Uy,

z1 = Alugruq],

20 = Alugeuy + us], (5.16)
2 = Afuwgeug + g+ g1

formunda tanimlansm. Sonucta analitik ctiziim

= =

uit)= lim wug(t) = Z 2 (5.17)

k—oo
k=0
bagmtis vardumyla bulunur, (5.16) ile tanimlanan A operattrit H Hilbert nzayvindan H Hilbert

uzaymma tammlanan bir operattr olmak flzere (5.17) ile tammlanan ¢bziim serisi (0 < a0 < 1 igin

|4 [to+ e + ua + gl < | A [worren + uz + ]|l (H.18)

vakmsaktir [129].



Teorem 5.2,
o0 I
Kabul edelimki Z zj; serisi u (f) cozilmilne yakinsasin. Eger Z zy kesme serisi (5.1)
k=1 k=)
probleminin glizlimil olarak kullambirsa, bu takdirde maksimum hata

.

’ |
i (1) S =

o [zl s (5.19)
r

ifadesi vardumyvla hesaplamr [1249].

5.2. GENISLETILMIS VARYASYONEL ITERASYON METODU ( GVIM )

Bu metod Varyasyonel [terasyon Metodunun dilzeltme fonksivonunun degistirilmesi ile
elde ediliv. Bu metotta, ¢bziim serisinin yakmmsakh@mi kontrol altina almak icin h # () seklindeki
vardimel bir parametre ile Adomian ayrisim vinteminde lineer olmayan terimlerde ortayva gikan
Adomian polinomlarim kullanacagiz. Bu gekildeki parametre ilk olarak 1992 yihinda Liao tarafin-
dan. topolojinin temel kavramlarnndan birl olan Homotopl yardimivla Homotopi Analiz Metodu
olarak isimlendirdifi genel bir analitik vintem icin kullamlmistir [108]. Simdi (5.2) diizeltme
fonksivonmnda b yardimer parametresini ve (4.9) ile tanimlanan Adomian polinomlarim verine

vazarsak (5.2} denklemi

]
1 (L) = u,(8) + .hf MELu, (s)+ A (s)—gls)}ds. n =0, (5.20)
0

formmna dénilsiir, burada N, (s) = A, (s) dir.



6. BOLTIM

6. GADM VE GVIM METODLARININ HIROTA SATSUMA BiRLESTIRILMIS

KdV DENKLEMINE UYGULANMASI

Bu béliimde, daha dnceki boliimlerde analizlerl yapilan GADM ve GVIM kullamlarak.

baglangic sarth HS hirlestirilmis KdV denkleminin seri ¢bzilmler elde edilecek ve literatiirde var

olan baz sonuglarla karsilagtinlacaktir.

6.1. HS BIRLESTIRILMIS KdV DENKLEMINE GADM'NIN UYGULANMASI

g — 2nt

ulze, ) =
vz, 0) =

wiz,0) =

baglangi; sartlan ile verilmis olan

Wi
i

1wy

devieg I::i' + a?) : 4t [ﬁ + a?)

+ 202 tanh® [z},

tanh {ax)

T '
S Jey

cp + o1 tanh (ax) ,

1
= 5“’” — Juu, + Jow),,

= —Mpepr + S,

= —Wepr + JiU,

HS birlestirilmis KdV denklemini gtiz bniine alalim. Bu denklemin analitik ¢eiimil ise

w(xr.t) =

7 — Po?

+ 20 tanh? (e + aft),

- tanh {aoex + a/ft),

viz.t} = —

w iz, t) =

daey (8 + n-ﬂj . 4n? |:,-‘J’ + rrz:j
i

HF]

ks

ep + 1 tanh (or 4+ aft)

seklindedir [88]. (6.2) denklemini operattr formunda yazarsak

{6.1)

(6.2)

(6.3)



elde edilir. Burada L; = %

o Ly = £, N1 (u) =

1
L = EL:g_rH — 3Ny (u) + 3Nz {n),

.Lf u

—La.v + 3N; (n) . (6.4)

Lyt

=

— Lt + 3N, ['HJ 5

iy, No(u) =(vw)_, N3 (u) = wv,, ve

L

Ny (u) = uw, olacak sekilde lineer olmayan terimleri ifade etmektedir. L; tiirev operatdrii tersi

:
almabilen bir operatiir oldugundan L' () = f (.} dt seklinde tammlanarak (6.4) denkleminin her
0

iki tarahna uyvgulanirsa

1
L7V (L) = EL,“{LHI::)—:%L,"[.-‘E[ ()] + 3L, (N2 (u)).
L7V (Lw) = LiY—Lgev)+ 307Ny (u)), {6.5)
Ly (Law) = LY —Lg,w)+ 307Ny (u)),
bulunur. Buradan
1
wlz t) —ulz,0) = ELII{LHIU}—ELFI{NL (1)) + 3L [Nz (u)),
v(r,t) —v(z.0) = L7 (—Ls.v)+ 3L (Na(u)), (6.6)
wlz.t) —w(z,0) = LiY{—La.w)+3L7 (Ng(u)),
olur. {6.6) denklemindeki lineer olmayan terimler yerine HAM da kullamilan
m—1 a )
Mgy —i [, F)
Ny (u) = Z; w; (2, t) = ,
m—1 i a
P —y—ilz, T) M _1— |2, 1)
Nofu) = AP | - + (2, A
2 (1) gjﬂ (2,1) —— (2,1) ——=
m—1
= "-:"i'.l:u.—l—i [J:~t]|
N = ;N ; 6.7
5 () Eu (1) == (6.7)
m—E A
- I:---"':'-'l-':l:t—li—ll [J-‘-. i_:'
Nylu) = E u; (1) 5o 3

B



serilerini ve h # (I yakinsakhk kontrol parametresini kullamrsak

ILiy

1I-"'r|.+1

Ui

'i'-!rl.+1

Tty

41

= u{z0),
= h { %Lrlmhuu} — L7 (N (un)) + 3L (N [uun} :
= vix0),
= R{L; (—Lgv,) + 307 (N (un))} n =0
= wi(z,0),

= h{L{'(—Lyw,)+3L7 (N (ua))}

(6.8)

seklindeki indirgeme bagmtilarr bulunur. Buradan {6.1) ile verilen baslangic sartlan ve (6.8) in-

dirgeme bagmtilar kullanihrsa

!
u{x,t) = —%—thrrﬂsn{:hdlimr]

iz, f) =

unlz,t) =

7 — 22 i
uglz,t}] = Tﬂ: + 2a” tanh? ()
40 (3 + o :
wiz,t] = — ( :I (E — tanh [n-&:]) 5
i .1:'.“[ 1
wy (£.1) = ¢+ ¢ tanh{ax),

( —8a’ (a® + “1]2 c; + ¢ tanh (ax)

)

3(2a® + 8)

e +3 (202 + 3) cosh (2azx)

L +8a’ (a® + ;‘1]2 tanh (ax) ] )

2 ,, —16a® + 3+ (8a® + 3
= ?htﬂﬂ |:'|T_ o= Illijl [ :] 200 Ir:'- [ﬂmjl 1
o cosh (2ax)

1 ;
—Ehm (—16a® + 8 + (8a® + 8) cosh (2ax)) sec h (ax)’ .

41



( ( <Rat B+ 4at = H] \l \II

—256a (o + _.'ijli cosh (ax)” '
cosh (2ax)

sinh (o) co+
{ —15 (920! + 82074 — 1!':_52:] cosh (o)
+27 (200" + 22675 + 337)
cosh (3ar) + 5160’ cosh (Sax)

+510a2 3 cosh (Sax) — 94° cosh (Saz) — 6o

{ :
e[z, 1) = 4Hr2ﬁ.‘!i2|‘ldﬁﬂthl[ﬂ.1.‘_]9 i
1

cosh (Taw) — 660”7 cosh (Taz) — 997 cosh (Tax)
+12160a" sinh () + 2444807 7 sinh (o)
+124160° 3° sinh (ax) + 1280”3 sinh (ex)
—3072a" sinh {3ax) — 6048a7 3 sinh (3ox)
—2880a° 3° sinh (3az) — 96n* 4% sinh (3ax)

+128a” sinh {(Sax) + 224a7 3 sinh {Gar)

|1\ |1\ —!-ﬁ:ln‘r'_.'i"a sinh {Hoex) — 3207 3% sinh | B ) ,-J j

( 128a" (a® + _H]l2 o+ sec h (ax)

\

l{ 2 (3416a" — 20803 + ."]_L":I”E:] cosh (o)
+ (—2224a* — 112a°8 + 53%) cosh (3ax)

2 2 B
vy (2, f) = — mh t°a’ (o™ + d) sec h (ax) +64a? cosh (Haa) + 1607 4 cosh (o)
a4

% cosh (hoe) — 128 sinh (o)

l\ —256a" Fsinh (ax) — 1280° 3% sinh (ax) ]

|l\ 3 tanh {or) J
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( 128a° (a® + 4) 2 e + sech (o)
( 2 {:!416:1-" — 20828 + 53%) cosh (o)

- [—2224&-"‘ — 112023 + F:I.:".i:zj cosh [ 3oz

wa [x,t) = —;

IEEE 2
T

" sec i {rr:;;]ﬁ 4o - 2 S
+6da” cosh {Hax) + 160° 7 cosh {Hax)

#* cosh (Baz) — 128a sinh (o)

|1\ — 256’ Fsinh {rer) — 128a" 32 sinh [exa) )J

l\ 3 tanh (o) J
terimler: bulunur. Bulunan bu terimleri

=

uzrt)] = Z o (1)
=i}
O

wlmE) = Z 8 A 4 1
n=IL}
=

wizr,t) = Z w21}
r=_L}

denklemlerinde verine vazarsak ilk iig terim icin

1

gy (x. 1) = Z Uy (1) = up (2. t) + uy (o, ) + wo (2, 1) + ug (2. t) .

n=IM

3 — 2a* > 2 2 :
oy (2B} = o 0 + 20" tanh” (ax) — ﬁ.fltr't“.la'.mr Rt (oer) {6.9)

3 Jey
3 (2.1::" + .'ij

3 2 o -
—8a® (o + )" ¢ + i tanh (ax) +3 (20 + 3) cosh (2ax)

+8a7 (a® +,-‘.F:|Etm:h[r£$]| /)

\

{ sech (ax)? — 2660 (e® + :‘1’]2

1 ; cosh (ax)”
+——h%t?a
48c3 ;
! ( —80? — f + (402 — &) \
J sinh (ax) e + . ..

|l\ cosh (2o0@)



3
iy (r,d) = Z U . 8) = vglz,t) + v (2, ) oo {z, ) + w5 (2, 1),

n=f(}

402 (8 + o® . 7
Wy lr.t) = — L ) ('i—muh{nr}) - ?hmﬂ (a® + 1) (6.10)

Ay £1 BT

(=160 + 8 + (8a? + 3) cosh (2azx)) sec h {ax)’

| :
= thfﬁﬁ I:czz = H:I sech [nr:r'}ﬁ
2y '
2

(lﬂﬁ.m:—' (0 + 8) e +sech(ar) + .. } :

3
iy (x,t) = Z g (2, 8) = wy {z, 1) +wy (2, L) + we {2, ) + w3 (2. 1),
r=I(}
i —160? + 3+ (8a? + 3)
i{x.t) = cy+ctanh(ax)— Ehtn (6.11)

=

cosh {2z )

1 a !
sec fi |[r]::r.']41 - _—nrlzt_ﬂ_ﬁl.'.‘l.'.‘h n{fu.']h
Ly

(128&-‘_’ (@ + ;‘:ﬁ:lg cq +sech (ax) + .. } .

seklindeki vaklasik cizlimler elde edilir.

6.2. HS BIRLESTIRILMIS KdV DENKLEMINE GVIM'NUN UYGULANMASI
(6.1) ve (6.2} ile verilen problemi tekrar giztnfine alalim. (6.2} denklemleri icin dilzeltme

fonksivonlar Genisletilmis Varvasyonel Iterasyvon yvintemiyle

t

g (z,8) 1 8%, (x,5) = i, (x, 8) )
oty = aglE i+ hff-'u.] { s —3 prpec + 3u (=, RJT (6.12)
i}
—RHEr'ﬁ:f'[x"?]ﬁ'[m'ﬁ]]}n{.-a-__
dr

!
o D M n s — -'r-'hu g
Unep (2,8) = w, (2, 1) + hf,l.? O \E8)  FWal®8) g, OS]0 s
il : ils i i
I
¢
tuw, (r.8)  *w, (. 5) . o, (x, ) )
41 [J__. f]| = Wy, |::j__, t] - f,l,f,:\_ﬁ { Fop =+ A - HT.E-,L[:E._ &]T r'.E,~.-1 [fr].-l]
0

e e e B

seklinde yvazlabilir. Burada A, Aa. Az, Lagrang carpam olup w, fH,,_]J_: (trily) i, (0, ) vei, [-i-r:njI

terimleri sirlayvicl varvasyonlardir. & varyasvonel operatir olmak flzere
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e i e i

kg (Un ), = Slvaiwy ), = duy, (v,), = du, (wg), =0, (6.15)

I

olarak tammlanw. Bdylece Lagrang carpanlar

dA;
h . GV 0 I 6.16
5 _ + A |p=¢=10 (6.16)

denklemlerinden

Nip)=-1, (i=1,2,3), (6.17)

olarak bulunur. Biylece (6.2) denklemi igin indirgeme bagintis

4

th,, (. 1 &u,, (.
Y RS hf { w = E%‘T#} + 34, — 3B, } ds,  (6.18)
i .
l 1
Hu,, (T, &, [z,
Uns (@,1) = v (2,8) — h[ { = ﬁE: . fi} IHJE:' 4 - Hﬂ‘u} ds, (6.19)
1IZI
F (8 a
W41 |:.J':'1 i:| =, {J:t] = -h'f { 'Il.lu.;,.ﬂ. -‘?J £ 'i'.l'-;‘:; [f,-'i‘:l cons ED,,} ds. [G-E"]
s H

i
olur. Burada A, By, Oy ve Dy Adomian polinomlar: olup, bam terimlerini {4.9) genel formiiliinden

.Fln = r.!u'i'AnJ_,

Ay = uguy, +upug,

Az = wugua, +wpuy, + uaty, . (6.21)
Az = wmgug, +wjus, + usny 4+ ugig, .

By = wvg_wp+ vouyg,,

E]_ = g Uy + Uy, Wy
Bas = wyg_wa+ vy uy + ve wy+ vpwa, + tywy, + vt , (6.22)
B-HC = Up, W3z + iy, tla b g AU T Ug Mg + Uptily, + U ta =+ a ity + Ugtihy .

44



a
Ch = uglp,.

{:] = gl -+ Ty, .
Ty = ugvs, + wgvy, + tavy,, (6.23)
{.-'ﬁ = Upls, + 1 Un, -+ Ty + W, 4
.Dn = Hn'i‘b‘n‘ .
Dy = wupwn, +uywyg, .
Iy = wupws, +uiuy, + usuyg, , (6.24)
Iy = Uptey, + Uiz 4+ HU3Wy, + uillo, .

geklinde vamlabilir. Boylece (6.18) - (6.20) indirgeme formiillerini ve (6.21) - (6.24) Adomian

polinomlarm kullamrsak GVIM ile

A — 20’ &
up(x,t) = 272 4 24 tanh? (cv)
40 (G +a?) (¢
o (2. t)] = — i 'I: T 0 :l ('ﬁ_“_tanh[r:rﬁ:jl) )
’ 3oy i1

wyp (£.t) = ep+ e tanh (ax),

\

3 [—-‘-1:1-2 -+ ,"i:] cosh (ax)

1 \
wy(x.t) = 157 hiaz)'| 4+ (40 + ) cosh (3o} | -

+48hta® 3 sinh (ax) /

—2 cosh (az) eq

v (x,t) = *(a® + d) sech (az)

2
3" ,
+ (2htod + sinh (2a3))

wh [2.2) = o+ o1 (Fim_{:fser: h [n-:r:}z + tanh l[rl.lrj) p
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1 : 5
sz, t) = TE o b v cosh (3ax) + 40” cosh (Sax) + 3 cosh (Sax)

( 2 (—16a? + 54 + 144h%%a'3%) cosh (ax)

+ (—4a® + 53 — 96720t 57)

+1056hta” sinh {eex) + 144ta® 3 sinh { ax)

l\ —9Ghta” sinh (doez) + 144hta®d sinh { 3oer) }

(

—8 cosh [n-:r:}1 o

—32hta’a

&

1 y
vy (2. t) = .—5”“2 (o + ) sec h (o) T +12htad + 4kia (4a® + 33) cosh (2ax)

[FTan

1 ;
we (2,1) = Eﬂcarh{n:r:}J

terimleri bulonnur.

+2 — 8h?12a23°

l\ sinh (20) + sinh (4o ) g

—32hta’d + 12htas

4 &
Beosh (o) co + | 4hte (40® 4+ 33) cosh (2nr)

+2 — 8h22at 5? )

sinh {2cer) 4+ sinh (dax ) o
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7. BOLUM

7. GADM VE GVIM iLE ELDE EDILEN SAYISAL SONUCLARIN
IRDELENMESI

Bu bilitmde, (6.2) HS birlestirilmis KdV denkleminin (6.3) ile verilen u(x.t), vz, t) ve wiz,t)
analitik ¢zltmleri icin GADM ve GVIM kullamlarak elde edilen sayisal sonuglarin literatiirde var
olan DTM wve HPM ile karsilastirmalan yapilacak, sonuclar tablo ve grafiklerle ifade edilecek-
tir. Avrica GADM ve GVIM ile elde edilen yvaklagik cziimlerin vakinsakhk arahgim belirlemede
dnemli rol oynayan i # () yakinsakhk kontrol parametresinin bagimsiz degiskenler olan x ve £ 'nin
cesitll degerleri icin grafikleri gizilecek. Belirlenen bu vakinsakhk araligi icerisindeki noktalarda h
parametresine degerler verilerek en ivi vaklasimin & parametresinin hangi degerinde oldugu tespit
edilecektir.

HS birlestirilmis KdV denkleminin analitik gbelimleri u(x, #), v{z. t)} ve wiz.t) olmak {lzere

GADM ve GVIM kullamilarak elde edilen yaklasik cliztim serisi

4

n—1
¢, (z,t) = ZHJ.-{:?-:=”-.
fe=10

n—I

§ Yol(zt) =3 v (zt),n>1, (7.1)

fe=i}

n—1

i, lxt) = Z wy lx, L),

n k=0

seklinde ifade edilebilir.
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7.1. SAYISAL SONUCLARIN DEGERLENDIRILMESH

c) GADM d) DTM ve HPM

=sekil 7.1. HS birlestirilmiz KdV denklemindeki w(x, £} nin analitik ve vaklasik chziimiintin g

boyuthun giriiniimil

45



GADM GVIM
i DTM[43] HPM][46]

h = —0.286 b= (1
0 0.160197 0.160197 (.01 59664 0.0323914
10 | 0.32643 (.32643 0.0200219 0.0154344
20 | 0.119015 0.119015 0.000163073 00144796
30 | 0.0184432 0.0184432 0.0001 10088 0.000172296
40 0L.00254226 0.00254226 CLODO017EG14 00000228431
50 | 0.000344914 0.000:344914 2441772 x 107% | 3.08268 x 10~°F
60 | 00000466948 | 0.0000466948 3.31397 = 1077 | 417034 = 1077
70 | 6.31974 x 107% | 6.31974 x 107% | 44867 = 10~® 564365 = 1078
A0 | 855289 x 10-7 | 855280 x 107 | 6.07241 = 10~7 | 7.6378 = 10~
o0 | 1.15751 % 107 | 1.15751 = 10°7 | 8.21817 = 10~ | 1.03366 = 10"
100 | 1.56652 = 107" | 1.56652 x 107F | 1.11221 % 10~ | 1.39861 = 107

Tablo 7.1. (

) <

r = 100, &=

20, g = 8 = 1.5, ey = a = (.1 degerleri icin elde edilen mutlak

hatalar (|n — 2y
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c) GADM

d) DTM ve HFM

Sekil T.2. HS birlestirilmis KdV denklemindeki v{x. ) nin analitik ve yaklasik ctizilmii

GADM GVIM
:H DTM[43] | HPM[46]

h = —0.256 h=10.1
[l — 4,228 —4 228 —2. 809105 (324651
10 | —2.62938 | —2.62938 | —2.83121 0.0588127
20 —2.6777h | =2.6777H | —2.81908 000750515
30 —2.79627 | —2.79627 | —2.81866 LO0LO0224
40 — 2815567 | —2.8155T | —2.B1866 LO0013537TH
50 | —2.81825 | —2.81825 | —2.81867 30000153166
60 | —2.81861 | —2.81861 | —2.81867 247870 x 107
T0 | —2.81866 | —2.81866 | —2.81867 3.35466 x 1077
80 | —2.81867 | —2.81867 | —2.81867 4.54004 = 1078
a0 | —2.81867 | —2.81867 | —2.81867 6.14427 x 1079
100 | —2.81867 | —2.81867 | —2.81867 8.31537 x 10710

Tablo 7.2. t = 20,00 = 3 = 1.5, c1 = & = (1.1 degerleri icin elde edilen mutlak hatalar |o — 9,

ol




[ % |
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Sekil 7.3. HS birlestirilmis KdV denklemindeki u(x, ) nin GADM ve GVIM ile elde edilen

@y (2, 1) igin b egrisi



GADM GVIM

T DTM[43] HPM[46]
h=—0.1 h=10.1

0 1.40834 140834 (1.2558302 0.324651
10| 0.189426 (. 159426 (LOTOT401 00588127
20 | 0.140939 0.140939 0.0132823 000750515
30 | 0.0224025 0.0224025 (001 &5 7RO 0.00100224
40 | 0.00309689 [.00309689 0.00252593 0000135378
50 | 0.000420321 0.000420321 00000342061 3.0000183166
GO | 0.0000569063 0. 0000569063 4.62068 = 107% | 247879 = 10°F
T0 | 7.70183 = 1078 | 7.70183 = 1078 | 6.26566 % 107 | 3.35466 = 107
80 | 1.04234 = 1075 | 1.04234 = 1079 | 8.47966 = 107 | 4.54004 = 10~F
00 | 1.41065 = 1077 | 1.41085 x 1077 | 1.1476 = 10~% | 6.14427 x 107
100 | 1.90911 % 10=°% | 1.00911 x 10~% | 1.5531 x 10~° | 8.31537 x 10~10

Tablo 7.3. 0 <z <10t =20cp =0 =

a) AS

hatalar (|w — £24])

o
]

1.5, r; = a = .1 degerleri icin elde edilen mutlak

b) GVIM




Sekil 7.4. HS hirlestirilmiz KdV denklemindeki w(z, ) nin analitik ve yaklasik ctziimiiniin {ig

¢) GADM

boyuthn giriinilmil

d) DTM ve HPM

r | DTM[43] | HPM[46] | GADM GVIM

0 | 0.026897 | 0.026897 | 2.16032 = 1074 | 0.00480931
0.1 | 0.0269955 | 0.0269955 | 1.65862 = 10~ | 0.00427565
0.2 | 0.0270644 | 0.0270644 | 1.21552 = 10~* | 0.00374807
0.3 | 0.0271057 | 0.0271057 | 8.33545 = 1077 | 0.00322698
0.4 | 0.027121 | 0.027121 | 5.15071 = 1077 | 0.00271278
0.5 | 0.0271125 | 0.0271125 | 2.62352 = 1077 | 0.00220585
0.6 | 0.027082 | 0.027082 | 7.74959 = 10~% | 0.001 70657
0.7 | 0.0270314 | 0.0270314 | 3.75353 = 107% | 0.00121527
0.5 | 0.02696258 | 0.0269628 | 5.09345 = 107% | 0.000732302
0.9 | 0.0268782 | 0.0268782 | 5.10539 = 1079 | 0.000257973
1.0 | 0.0267795 | 0.0267795 | 5.35892 x 107% | 0.0002071416

Tablo T4. 0<r<1.t=10.¢ey =

=15,

= = (1.1, i = —0.001 degerleri icin elde edilen

mutlak hatalar {|u — &,|).

%]
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Sekil 7.5. HS birlestirilmis KdV denklemindeki v{x. ) nin GADM ve GVIM ile elde edilen

iy {z,t) icin h egrisi



Tablo 7.5

= = GADM GVIM
iy DTM[43 HPM 46
h = —0.2806 h =1.1
] 0.0530148 | 0.0530148 | 0.00919752 0.007HG394
0.1 | 0.0544136 | 0.0544136 | 0.00911543 000748265
0.2 | O.05857T47T | 0.0557477T | 0.00903302 (00740134
0.3 | 00570157 | 0.067015T | (LO0R050:3 (00T 32005
(4 | 0.0582164 | 0.0682164 [ (0L00R86T31 .ODT2RTY
0.5 | 0.0593486 | 0.0593486 | 0.00878406 000715759
0.6 | 00604116 | 00604116 | 000870058 000707647
0.7 | 0.0614044 | 0.0614044 | 0.008616G9 (O0GO9546
0.8 | 0.0623263 | 0.0623263 | 0.00853304 000691 458
0.9 | 0.0631761 | 0.0631761 | 0.005344903 (LONGEISES
L0 | 00639558 | 0.0639558 | 0.00336458 0.006TH329
A =10,cp = 3= 1.5, 07 = a= 0.1degerleri icin elde edilen mutlak hatalar jv —
T | T T T T T T
4 + \ X=t=05 6
: A GVIM 1
9 B \\ 5
| R'\._H__\_\_ _'-'_'_F'_'_'_,_,_'-'—"'—'_ -\_\"-\—\.\__\.EH i
0k :
_al ¥ 3
2] \
_4] I
I i 1 1 1 1 1 1 I I i 1 1
- 30 -20 -10 0 10 20 30
h
a0
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Sekil 7.6. HSCKdV denklemindeki wiz, t) nin GADM ve GVIM ile elde edilen k egrisi
T DTM[43] | HPM[46] | GADM GVIM
1] 0.0530148 | 0.0530148 [ 0.00507729 | (LOC04990
0.1 | 0.0544136 | 0.0544136 | 0.00500964 | D.0DE9GTH]
0.2 | 00557477 | 0.0557477 | 0.00494235 | 0.00288552
(L3 | 00570157 | D.05T0L5T | 000487544 | DLOOSR02RE
0.4 | 0.0582164 | 0.0582164 | 0.00420892 | 0.00S71993
0.0 | 00593486 | 00593486 [ 0.004742581 | (LOOSGIGTI
0.6 | 00604116 | 0.0604116 | 0.004G67713 | 0.00s55.344
0.7 | 0.0614044 | 0.0614044 | 00046188 (LO0E4G092
(L8 | 0.0623263 | 0.0623263 | 0.00454709 | (LDOE38624
0.9 | 00631761 | 0.0631761 | 000448277 | (LO0S30244
1.0 | 0.0639558 | 0.0639558 [ 0.00441202 ] 0.00821853

Tablo 7.6. { = 10,05 = 3 =

hatalar |w — 1} |i

ol

1.5, 61 = a=01hk=—0.001 degerleri icin elde edilen mutlak



u(x.b)

049 [

Sekil 7.7. HSCKAV denklemindeki wi(z, t) nin bes terim icin karsilastirilma

GADM GVIM
r | DTM[43) | HPM[46)

h=-0286 | h=0.
o |32 312 0.605465 0.501629
1 | 55.1173 05.1173 0603395 0500536
(.2 ] 176.062 176062 0.597833 (0 496865
(3 | 352.195 352.105 (L DHEEO01 (A5 e
0.4 | 449.048 449.048 0.HTHELL 048205
0.5 | 449.425 449 435 .H61ES 047117
0.6 | 344.291 344,201 (.544338 (458229
0.7 | 133.032 1533.0032 0524644 (0443467
(& | 177.113 177.113 (0.503159 (0.427149
0.9 | 572288 | 572288 | 0480279 0.400554
1.0 | 1033.72 1K35.72 0. 456393 0387432

Tablo 7.7. t = 100,60 = § = 1.5, &

= = [).1 degerleri i¢in elde edilen mutlak hatalar |u — ¢

=]



vixt)

Sekil 7.8. H3CKdAV denklemindeki v(x, £) nin bes terim icin karsilagtinlma

DTM]43]

HPM][46]

GADM

GVIM

1]

1 2960.5

129605

0.50126:3

0.505008

(.1

1 2904.10

12909.0

0.476271

(. 450019

12601.9

12601.9

0.45136

0.455242

ha

12005410

120)54.0

0.426G55

0.430794

0.4

112589.4

1128594

0.402275

0. 406784

(1.5

10344010

IS SN

0.378338

(0. 383307

(1.6

9243.33

9243.33

(.35495

(.360451

204013

2040.13

0.332211

(.338285

(0.8

6772.13

6772.13

0.310207

0.316872

R

4TG5

B4 TH.65

0.289013

0.296258

1.0

4199.8

41998

0.268691

0.276481

Tablo 7T8. 0 €z <1, it=1M.eg =0 =186 =a=01hL1L=001icn mutlak hatalar [v — «?,}




Wi L)

Sekil 7.9. HSCKAV denklemindeki wiz. t) nin beg terim i¢in karsilagtinilma

GADM GVIM
T DTM[43]) | HPM[46]

h = —[.286 h=10.1
] 318.433 nls.433 (. 100206 (. 10011
0.1 | 516.359 HlG.359 00950295 (0.095104%9
0.2 | 04075 Bl 0TS 0.0HHISTI 0.0901364
0.3 | 482.16 48216 00851335 0.0852187
0.4 | 451577 4531477 D.0802816 00203751
0.5 | 413.601 413.601 0.0735239 00756271
0.6 | 369.733 369.733 0.0TOSRNG 00709944
0.7 | 321.605 321.605 00663702 0.0664959
0.8 | 270.885 270885 0.0620085 0.0621458
0.9 | 219.156 219.186 005780092 (0.05TI5TE
1.0 | 167.992 167.992 00537832 0.0539422

Tablo T.9. t =100,cp =

=]

a8

a,¢p = a = (L1 degerleri icin mutlak hatalar jw — £y|
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Sekil 7.10. HS birlestirilmis KAV denklemindeki ulz, #) nin bes terim icin elde edilen mutlak

hatalarin karsilagtirilmasi

il



: GVIM GADM
(x.1) DTM[43] HPM[46]
h = 0.0001 h = 0286
(0.1,0.1) | 2.02386 x 1077 | 2.02386 x 1077 | 4.49932 x 10~ | 7.4852 = 10~ 11

(0.1,0.2)

3.3785 % 1079

33785 % 107"

1.04888 = 1011

6.7T1087 = 10~ 1

(0.2,0.2) | 3.23272 =« 1078 | 3.23272 x 107% | 1.647 = 1071 5.93429 = 1071
(1,0.2) 116719 3 1077 | 1.16719 = 1077 | 2.24379 x 10712 | 5.1561 = 101!
(0.5,0.3) | 2.34842 x 1077 | 2.34842 x 10-7 | 2.8388 = 10~12 | 4.37691 x 10~

(0.9, 0.3)

J.7TH608 = 107

3.75608 x 107

3.43154 = 107

3.50735 x 1071

(0.4,0.4) | 513767 = 1077 | 513767 = 1077 | 4.02155 = 10712 | 2.81804 = 107!

(1,0.4) 1.01021 = 107% | 1.01021 = 107% | 4.60837 = 10~ | 2.033962 x 10!

(0.2,0.5) | 7.54335 % 1077 | 7.54335 = 107% | 519153 x 10~ | 1.26269 = 10~
12 —11

(0.7.0.5)

1.57142 x 107"

1.57142 x 1079

57069 x 10—

48747 = 10

(0.5 1.8)

8.63227 » 107"

8.63227 =« 1079

6.3451 x 10~12

284212 % 10~10

(1,0.9)

1.35746 = 103

1.35746 = 10~

3.12134 = 101t

5.34427 x 1010

Tablo 7.10.

o= fl =

1.0, e

= o = (.1

il

degerleri icin elde edilen mutlak hatalar o — o
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Sekil 7.11. HSCKAV denklemindeki v(x.1) nin beg terim igin elde edilen mutlak hatalar



[, )

DTM][43]

HPM][46]

GVIM

GADM

(0.1,0.1)

R.B2RTH = 101

Q82876 % 101!

| 2]

3.01977 = 107!

[
I

3.01977 x 10!

(0.1,0.2)

1.56042 % 10— 10

1 56042 % 10—10

]

3.01766 = 10~

[ 2¥]

3.01766 = 101

(0.2, 0.2}

2.8207 = 107

2 R207 = 1077

k-

6.03215 = 107!

4]

6.03215 = 1071

(1, 0.2)

1.11611 = 10"

1.11611 = 10~®

K.06038 = 10~

R.OG03R » 10~

(0.5.0.3)

3.21394 % 107°

3.21394 = 1077

9.01104 = 19~ 11

9.01104 = 10~

(0.9.0.3)

5.2073 = 107"

5.2073 x 10°%

8.04483 x 10710

(0.4,0.4)

206873 x 10"

506873 = 108

1.120174 = 103

120174 » 109

i

(1, 0h4)

1.8TATA = 10~ °

1 .8TRT3 »x 1077

1.118747 x 10~

118747 » 107 °

[==1

(0.2.0.5)

1.47915 x 10~

1. 479156 x 1077

1.150432 = 10~

150432 » 107

i

(0.7.0.5)

3.53207 = 10°F

3.53207 « 1077

49201 » 1077

—i

A9201 = 107

i

(OLH, (L)

3.04804 x 107"

304804 = 1077

2.35098 =« 10~

I

3598 x 1077

(1,0.9)

4.33653 = 10"

5.38653 =« 108

=]

3028 x 10~

[

3028 x 10~7

Tablo 7.11.

o= 3= 1Lh.ep =a=10.1,1 =001 deferleri icin elde edilen mutlak hatalar

P — 45
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Sekil T7.12. HS birlestirilmis KdV denklemindeki wiz,#) nin bes terim icin elde edilen mutlak

hatalarin karsilastirilmasi

i



(z.1) DTM[43] HPM[46] GVIM GADM

(0.1,0.1) | 4.38516 = 10~ | 4.38516 = 10711 | 1.40987 = 107! | 1.08204 x 10~10
(0.1,0.2) | 8.63179 = 1071 | 8.63179 = 10710 | 3.99787 = 10711 | 2.08786 = 10~"
(0.2,0.2) | 1.40101 = 1077 | 1.40101 x 109 | 4.99583 x 101 | 4.89561 x 10~ ®
(1,0.2) | 5.54361 x 1077 | 5.54361 x 10™% | 1.20273 x 1077 | 1.29374 x 10"
(0.5,0.3) | 1.59633 = 107% | 1.59633 x 107% | 9.47151 x 107! | 9.47152 x 107*
(0L9,0.3) | 263111 = 1078 | 2.63111 = 107% | 1.34186 = 1071 | 7.48597 = 1077
(0.4,0.4) | 4.45467 x 1075 | 4.45467 = 10~% | 0.96681 x 10~ | 9.96681 x 10~°
(1,0.4) 0.33146 3 1078 | 9.33146 x 10~°% | 1.58648 = 107! | 1.58649 » 10~F
(0.2,0.5) | 7.34676 = 1075 | 7.34676 = 1075 | 947151 = 1071 | 947152 = 107¥
(0.7,0.5) | 1.75434 = 1077 | 1.75434 x 1077 | 1.43992 x 107! | 1.43992 x 10~
(0.9,0.8) | 1.51393 = 1079 | 1.51393 = 107% | 2.06966 = 10~ | 1.97375 = 10758
i(1,0.9) 267543 x 10-8% | 2.67543 x 10-% | 230767 x 10~ | 230768 x 108

Tablo T.12. L1 <z <101 <t<08.cqp=0=10c =a=01 hk=0.001 degerleri icin elde

edilen mutlak hatalar [w — {15

(6.1) ve (6.2) ile verilen HSCKAY denkleminin GADM ve GVIM ile elde edilen sayisal sonuclar
Sekil 7.1, 7.2, 7.4, 7.7 - 7.12, Tablo 7.1 - 7.12 de verilmigtir. Tablo 7.1 - T.3'de £ = 20, ¢ = 3 = 1.5,
cp = =I[01vel<x< 100 icin seri chellmiin ilk dirt terimi ahnarak wiz, t). v{z, 1) ve wir,¥) igin
mutlak hata tablolan olusturulmustur. Bu tablolarda k yvalansaklik kontrol parametreleri Sekil 7.3,
7.0 ve V.0 yva glive secilmistir, Ciinkil bu sekillerde sirasiyla GADM ve GVIM ile bulunan ¢éziimlerin
ilk déirt terimi kullamlarak i'm hangi degerleri icin yaklasik ¢dzfimlerin yakinsak oldugu tespii
edilmistir. Bu tablo ve sekillerde gtriilldiigil gibi # ve § bagunsiz degiskenlerinin artan degerlerinde
A vakinsakhk kontrol parametresinin uyvgun secilmesi ile GADM ve GVIM analitik ¢izlime yakin
degerler vermigtir. o katsayisim daha kiigitk alirsak bapimsiz degiskenlerin hemen hemen her

degeri icin hassas sonuclar elde etmek milmkiindiir. Tablo 7.4 -T.6'da ise sirasivla w(x, £), vz, t)

(i



ve w(r,t) GADM ve GVIM yvintemlerivle elde edilen serilerin ilk dért terimi kullamlarak ¢ = 10,
D<ze <10, h= =001, =7 =105 ve ey = o = (.1 ahnarak elde edilen mutlak hatalar
giiriilmektedir. Bu tablolara giire GADM ve GVIM vintemleri DTM ve HPM'ye giire daha ivi
sonuclar vermistir. Tablo 7.7 - T%da 0 < = < 1 ve £ = 1 icin ¢hzlim serisinin dért terimi
kullanilarak elde edilen mutlak hatalar giriilmektedir. Tablolara glire zaman bilyfiditkge DTM ve
HPM nin analitik ¢tziimden nzaklastifi, buna karsihk GADM nin b = —0L286 ve GVIM'in & = (.1
igin analitik ctztime vakin degerler verdigi tespit edildi. Sekil 7.7 - 7.9°da elde edilen vaklasik
chzilmlerin analitik ¢tzilmle karsilagtirmas: ve yvine Sekil 7.10 - 7.12°de ise mutlak hatalarin bir
karsilastirmas: yapilomistic. DTM ve HPM clizlimleri z ve ¢ bagimsiz degiskenlerinin (L1 < ., £ <1
degerleri icin aym terim sayvisinda GADM ve GVIM’e gtire daha hassas sonug vermesine ragmen
Tablo 7.10 - 7.12°de ciziim serilerinin onbes terimi kullamlarak ¢ = 8 = 1.5, ¢ = a = (.1
igin GADM ve GVIM ile DTM ve HPM've giire daha ivi sonuglar elde edilmigtir. Bu tablolarda
GVIM de vakinsakhk parametresi & = 0.0001 ve GADM'de h = 0.286 almmastir. Sonug olarak
tablo ve sekillerden gtriildiigii gibi baslanme¢ sarth Hirota-Satsuma hirlegtirilmis KdV denklemi
icin GADM ve GVIM yintemleri tavsiye edilebilir bir yéintemdir. Elde edilen clziim serilerinde

i = —1 alirsak ADM ve VIM ile bulunucak sonuclara ulagih.

il



8. BOLUM

Bu bdliimde (G'/G)— aglm metodu, genisletilmis (G /G)— acihm metodu ve ivilestirilmis
(' /G — acthm metodunun temel yapilan verilecek. Daha sonra ivilestirilmis (&' /7)— agilim
metodu (4.5) ile verilen Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV denklemine uygulanacak.

B.1. {fl-'-;.'-]— ACILIM METODU

Akizkanlar mekanigi. plazma fizigi, optik fiberler, hiyoloji, katihal fizigl, kimyasal kine-
matik, kimyasal fizik gibi mithendislik alanlar yada diger bilimsel ¢ahsmalarn dahil oldugu tiim
alanlarda lineer olmavan olaylar meventtur. Gegmigteki ¢absmalarda baz lineer olmayan evolu-
tion denklemlerinin hareketli dalga clizilmlerinin incelenmesi baz olaylarn analizinde Snemli bir
rol oyvnadi.

Hareketli dalga denklemlerini elde etmek icin bir cok metod denendi, drnegin ters sagihim
metodu [109], Hirota bilineer dénilsiimil [76], tanh metodu [110]-[112], sine-cosine metodu [113],
homogen denge metodu [114], istel fonksivon metodu [115] ve benzeri. Bu metodlarla lineer ol-
mayvan dalga denklemlerinin analitik ¢eiimleri tiiretildi. Son yillarda arasinda (&' /G })— genisleme
metodunun da bulundugu bazi yeni metodlar olugturnldu [130]-[134].

Bu metod baslangicta lineer olmayan denklemlerin hareketli dalga ¢hzlimlerini elde etmek
icin tnerildi. Bu metodun ana dilgiincesi lineer olmayan denklemlerin hareketli dalga ¢cizlimlerinin
(7' /G) nin bir polinomu olarak ifade edilebilmesidir, burada A, p, e sabitler ve £ = » — ¢t olmak

fizere (¢ = (7(£) fonksiyonu

G"(€) + MG'(£) + pG(E) = 0, (8.1)

ikinci dereceden lineer adi diferensivel denklemini saglar.
Bir baska deyisle 2008 yilinda ilk defa Wang ve arkadaslar tarafindan sunnlan bu metodun
tanh metodlanndan farkh olan tarafi Ricatti diferansivel denkleminin yerine (8.1) ile verilen ikinci

mertebeden sabit katsayili lineer bir diferansivel denklemin segilmesidir. Ayrica

H{u,ug ttpy py, o) = M,

i



denklemi icin,

T

ulxz, ) = Z u.-_r;';.

1=l
ciiziimil verine
m {.,r
u(z,t) = Y ai =), (8.2
i=0 ;

olacak sekilde ¢coziim aranr. (8.2) ctzitmil yambirken (G /) fonksiyonunun degeri (8.1)
denkleminin ¢tziimiinde hesaplanan & (§) gliziim fonksivonu yardimiyla elde edilir [34].
(8.1) ile verilen ikinel basamaktan lineer denklemin genel ¢iziimiindl bulalim. Bunun icin {8.1)

denkleminin karekteristik denklemini vazarsak
olk) =k + Ak + p =10, (8.3

bulunur. Bu karekteristik denklemin kikleri ise A = A" — 4y olmak tizere

I RV Yy
2 b

Fy.2 (2.4)
seklindedir. A = A" —4p > 0 ise
GlE) = cre™* + eze™", (8.5)
genel chztimil bulunur. Genel giziimde £ ye giire her iki tarafin tiirevi almirsa
G'(E) = k11 €™t + kacge™t, {8.6)
elde edilir. Buradan G(£) ve G'(£) degerlerini G (£) /G () ifadesinde yerine vazarsak
P(E) _ kiere®E 4 kaeaeta (8.7)
= Y |
G(E) cpeF1E 4 pyphad
;'i_f_] £y _J"V_']""i"”‘ ".:kl'll': + £ — X — ::'E_d“r':‘k:f o
ol = < - - - {8.8)
E"':,{J l!'.'|_l':"l‘=f I l!""_l-l"""i‘E
= ; WA —dpe = ; AT —dp g
GHE) —f.'l-i’lﬁ*"s — (] — Leki€ _ f'z-!'lﬁ'l'us +;r;L4—_ L gkat (8.9)
(£ cpeki€ 4 pgpkat ; &
: : WAT—dp 1 ; .
1(6)  —glee™t +eaett] 4 Xt [y e1E + petet]
—_— — T T (.10}
={E) rpeFil 4 paptel

i



sinh X '5'-__,_ L“{) + £a (umh —a‘: + ginh ¥ I‘”..‘:)

iy LTS T (( G e

=T 5 Py s 3% —an =
T[E €1 (E'{]“h —J"|i¢,‘ "':-]tﬂl #{) <+ 3 ({:.::,:.:l] %ii -T- :-.;i_]_]';] —J"_!i,f)
(8.11)

WA — W A — g W —dp M = )
_

(g -"'T_l,“ — ] ([{nh e — sinh ﬂ—E) + c2 ({mh —1—ﬁ, + sinh
i . =

7| 2 W A= I —an W AT —ap v P —dp
&) 1 (I.'“'I'.I"E-h —I"'.:.‘ sinh ME) + a2 (-.’:nﬁl] #{ + sinh #{)
) (8.12)
7€) vV AT — 4y | (—e1 4+ e2)cosh X )‘__ ® + {£1 + 2} sinh "":A:_" - ] A (8.13)
: > —| 7 &
G(£) i [—4|+!J]‘5]1]]l—+r{|'|--|'.l"'|.'“ﬂ‘¢|.]'|" ”J
bagmtilar: bulunur. (2.13) ifadesinde
—e1 + 00 = A,
Ve
it T2 = B:
olarak almirsa (8.1) denkleminin genel cdziimi
ce) e | Acosh X2 4 Beinh X2 - If"I A "
{1['5{ _ f'*! I ke ll,.-_’_ — _!_ R A=A —4dp =) icin
(&) Asinh 2_5_—“1 + B cosh "'J—l_,ij -
! GE) I | = A ginh X + B cosh X _IF'.I A ; i (8.14)
oIEy 2 _— =i A=A —4dp < ) igin ;
(€) Acosh X2 —F | Bginh ¥ ’1'2_ - J -
7 (E) A X o .
- = — = A=A —-4p= lig
‘ GIE) A+ B 3 v, igin
olur [34].[130]-[132],[1345].
8.2. GENISLETILMIS (7'/7)— ACILIM METODU
Bu metodun (7' /(7)— acilim metodundan farla
H[.f“l—iu[{—"] (%.15)
T G '
i=i}
seklinde ifade edilen ¢zlim yerine
L G’
ulf) =ap+ ¥ aq =) +bi( =), (8.16)

]
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bagmtismin kullamlmasidir. (8.16) ifadesinde ap, a; ve §; katsayilarn bulunur. Bu katsayilar ve
(8.14) ¢ozlimil (K.7) de verine yazilarak verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin soliton
ctzilmleri bulunmus olur.
8.3. IYILESTIRILMIS ('/G)—ACQILIM METODU
i_’g,-'i:lf?ﬁﬁrilnﬂ.‘i (G G)—agihim metodunda

_ G'(E)

F({F) - : (8.17)
G

olmal tizere czilm fonksivonunun

u(€) = 3 a;F(€), (8-18)
i=0
seklinde oldugunu kabul edelim.
Burada {£)

GENWG"(E) = AGP{E) + BG(E)G' (&) + C(G'(£))2, (8.19)

vardimer adi lineer olmayan ikinci basamaktan diferansivel denklemin cziimiintl ifade eder. A,
B, ' ler reel parametrelerdir. Matematica programi vardimiyla (8.19) denkleminin gbzlimiini
vaparsak asagidaki dort durnm elde edilir [136].

1.Durums:

B#0 A=R4+44—4AC = 0 ve ¢y, 2 reel parametreler olmak fizere

—_— B - By A e 2 " fpge 2
F(£) -0  i—a VR = (8.20)

m— m—
c1e 2 4 epe 2

2.Durum:
B#0veA=PB>+44-44C <0 oldugunda

b B=N ic) cos LET—{ — i0a SN -"%E{

FiE)= A1—c) 21— c) e sin X522£ + ie; cos L?E: \-21)
J.Durum:
B=0veA=A4(c¢—1) =0 oldugunda
Vs oo c:;s[u’E}f + 3 ré'tm:'u"E (8.22)

F - Bl
W (1 — ¢} ¢y sin{vVA)E — ez cos(VA)E

Tl



4.Durum:
B=0veA=A(c—1) <0 oldugunda

VA irg cosh{ v —A)E — easinh{v'—A)E
(1 — ¢) icy sinh(y/—8)E — c2 cosh(v —BIE

Fig) = (8.23)

bulunnr.
Yukarida tammlanan ivilestirilmis ('/G)— acghm metodunu Hirota-Satsuma birlestirilmis
KdV denklemine uygulayalim. Bunun icin (3.5) denklemine w(z, f) = w (£) . v(x,t) = v [£),
wir t)=wlf) ve k dalganim iz olmak fizere £ = ¢ — ki diniisiim{l vapilirsa
—ku’ — 2o 4 Juw' — 3 (vw) =10,
A —kv' + 2" — Jur’ = 1), (8.24)

—kw' + " — Juw’ =0,

%

elde ediliv. {8.24) denklemlerindeki en yitksek mertebeden lineer ve lineer olmayan terimlerden
dolay1 dengeleme sirasiyla my; = 2. ma = my = 1 olarak alinabilir [137]. Bévlece (8.24) denklemi
igin

uif) =ag+aF () + o I (£ 4

3 (€)= bo + b1 F (€], (£.23)

w(f)l=ecot+taF (£,

!

seklinde bir ¢hzilm aranabilir. Burada ag. aq, as, b, .o, 0y ler belirlenecek sabitler olup F (£) ise
(8.19} denkleminin ¢izflm fonksiyonudur. (8.25) cbziimlerinde gerekli tlirevleri ahp (8.24) denkle-

minde verlerine yazarsak agsagudaki cebirsel denklem sistemi elde edilir:
A : b g
= A%y + JAaga; —3A B — E.ﬁlmE — A C — 34 e — 3Abpe; — Aok =10,

TRV |
7 . " y X .
(F) s A%al + 8A%0 + 6Aagaz + 4401 B + 3a0m B — TAazB* — Emﬂ‘l — 8A%22C

_-"l.rqﬂ[E{-: = EEJ}]E” —= F'.E'hne"] = ﬁ..-d.-b'll!'f] = 2.-‘1&.;:_!.&1 = -I']:-LE.L' =),

7l



sl

2 -
(%) : —4Aa; —3apa; +94a,as +3a] B +26Aas B+ 6aga, B+ %.‘J.;EE —da, B+ 8Aa, O 4+ 30p0,C

T

=
—gﬁﬂﬂgﬂc—ﬁﬂj BEFJ—f-lAﬂl{TE+:!h]cn — 30 Cep+3bge; —6 8B e =30 Cley a1 k—2a: Bk—a, Ok = (),

2ia? P
( (T) : —Hrﬁ — M Aas — Gagas + ﬁ_ﬂmg — by B+ Y9a1aa B + 19a. 8- + Huf{'.'-' + 4 A

+BagnaC + 122, BC — 192, B*C — 204a.0C% — 6a; BC? + 6bye; — 60 C¢y + 200k — 20,0k =0,

i

4
(%) : 3o —Filulug—ETH:B+ﬁm§B—ﬂm{'.T+ﬁr1]ag{'.3'+ 5, BOC+ 9,0 —2Taa BC? — 30, 0% =100,

T

i

( r) : 12as — Ga2 — 36a20 + 6a2C + 36a207 — 120,07 = 0,

af

ch
( { ) : —2A%b, — 3Aags, + ABZby + 24%0,C — Abk =0,

any!
( {_;) . —3_-‘1&];?1 = EAE;J] = Erl‘?u.Eh] + Hﬁ-bt 7 b R.‘th](.: = .E-r.l']_ji'! = ['.i,

( {, ) : 84b, + 3agh, — 3Aagh; — 3ay Bby — TB2by — 1646, — 3agh,C + TB2,C + 8Ab, G2

+hi ke — 16Ab C — 3aghC + TB?5,C + 840 O + bk — 1 Ck = 0,

@y
(_) : 3a,by + 12Bb; — 3a,Bb; — 3a,b,C — 24BE,C + 12B0,C0% = 0

T2



¥

T 1
( ) : =6y + Baghy + 1851C — Bazhi C — 180 C” + 65, C7 =0,

i
¥

-
T

O
( : ) . 2420, — 3Aage; + AB%e; +2A%Ce; — Aeyk = 0,

T

T |
( ?) : —34a,00 — BABe; — 30a8e1 + Bey + 8ABCe, — Beyk =0,

a8
(f_ ) : 8Ar; + 3age; — 3Aaqce; — 3a; Bey — TR, — 16ACe; — 3apCey

+7B2Ce; + BAC e, + c1k — Cek =0,

-5 4
(L) c3ayey +128Bey — 3a2Be) — 30y Cley — 24BC e + 125!:'21'.'; = (I,

¥

Gy :
({,,) : —Giey + 3aaey + 18Ce; — 3a.Ce; — 18C%¢; + 60 e, = 0.

Bu cebirsel denklem sistemi Mathematica bilgisavar programi yardmuyla giiziildilgiinde

B = 0
1 a
ap = z(-24+B+24C—k), =0, az=2(1-2C+C?),
b = 0, by #0, (8.26)
e L g e t1-CP(AQ-0)+R)
k 1 3 3 :
B # 0,
1 3
a0 = (-24+24C k), a1 =2(-B+BC), 2 =2(1-20+C?),
b o= 0, b #0, (8.27)
(1-C)B(-B?—44(1 - C) +4k) —eq + Oy
En — 3 ﬂl—_

:'”J]



olarak istenilen sabitler bulunur. Bulunan bu sabitler {(8.25) esitliginde verlerine vazildig zaman
(3.5) Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV denkleminin tam cOziimleri agagidaki gibi olur.

1. Durum:

VA vE 7]
1 B? F e O
. . _ cpE = £t —
(x.t)==(—-24A(1-C)— k) — = |1 — A — —_— ; H.28
it (X, L) :il | | ) 3 TR T | |
Grp & w2
JE JE
— —
h B —l c1e 2 4 2 .
(I ] = — 1y — = — , By 0, [%.29
LT AT ) ! v A v A n I' J
e 2 —pae 2
VA VA
_— - —
_ B(l-C)[—-B?—4A(1 —C) + 4k) — | e 2 4eae 2 ,
wiz t) = ' _ 1 —vA I 15 (£.30)
fih v v A
£ ——
¢ 2 — Lo 2




150
! |
100 |
50+
IIn:]-'l L -_. 1 .- - =]
=10 -0.5 0.0 0.5 1.0

+ gdilen u (x, 1) soliton chziimiintin dc ve iki boyutlu seldi, burada

Sekil B.1. (8.28) ile elde
A=2B=_=1&k=005,¢c; = cg = (1.1 olarak alimmstir.




4l
i =05
ol _
|
= nt ]
o | ;
Z |
Ak . | [
-10 -5 0 5 10

Sekil 8.2, (8.29] ile elde edilen v (2, §) soliton glelimiiniin fic ve iki boyutlu sekli, burada

A=2B=1C=05Fkk=001,¢ = = 0.1, = 0.5 olarak ahnmagtar.

Th



t=135

= l\'-\_ =
3 _2:_ o)

i ik
_47 1". ]
.t |\ :
_20 10 0 10 20

X

Sekil 8.3. (8.30) ile elde edilen w [z, ) soliton ¢tziimiinin tic ve iki boyutlu sekli,

A=92B=1C=05F=01¢ =& =015 =05

(8.28)-(8.30) denklemlerinde —e; = 7 alimirsa

2
ulz,t) = %[—EA{I — L) — k) — BT 1 — A tanh? ?E] . (8.31}
vz t) = % 1+ vA'tanh %] : (8.32)

B(1-0C)(-B —44(1 - C) + 4k)

uH{z, 1) = P
n

1 — v'Atanh ?{] 2 (8.33)

soliton ¢hziimler: bulunur,

7T



—09}

utxt

ik :

= {4t

Sekil 8.4, (B.31) ile elde edilen u (. £} soliton ¢hzlimiiniin g ve iki boyutlu sekli. burada

A=2B=0_C=1k=0.058¢; = ¢; = (.1 olarak almmstar.



LI ! I I
15/
I t=05
1.0]
E 05 | I
= 7
0.0 3
05/ |
10 -5 0 5 10

Sekil 8.5, (8.32] ile elde edilen v (@, #) soliton ¢lzlimiiniin fic ve iki boyutlu sekli, burada

A=2B=1,C=08k=00lc =c = 0.1, 0 = 0.5 olarak alinngtir.



1.5} | y

1.0}

wl ot

0.5}

0.0}

-0.5} _
-10 ~5 0 5 10

Sekil 8.6. (8.33) ile elde edilen w (2, t] soliton ¢hzilmiiniin {ic ve iki bovutlu sekli, burada

A=28B=1,CC=0.5k=¢c, = ¢ = 0.1 olarak alhinmstir.

bull



(8.31) denkleminde tanh® y = 1 — sec h?y bagmtism kullanirsak

- 9

wlz,t)==(-24(1 -V — k) + % (A—1)— i& seC fﬁ%{. (8.34)

] =

[}

bir diger tek dalga ctiziimil elde edilir. Tekrar {8.258)-(8.30} denklemlerinde ¢y = 2 alimirsa

1 s VA
uir.t) = T[_E'ﬁ“‘l — ] == e 1 — Acoth? — ] . (8.35)
hB e Vv :
v(z,1) = M‘Iﬁ 1+ vAcoth T‘f] ; (8.36)

B(1—C)(—B2—4A(1 —C)+ 4k)
fj-il}]

—_ A
wilE.t) = Il — VvV Acoth QE{] : (8.37)

balunnr.
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-08F t=1

09}

U2ty

-1.0¢f

-1}

- .h- -'.
s
= L 3
1.2 i
—_— —
. v I i 1 I i I 1 I i i 1 I i L 1 i 1 i | i 1

Sekil B.7. (8.34) ile elde edilen « (z, ¢} soliton ¢hzlimiiniin ¢ ve iki boyutlu sekli. burada

A=28=0_C=1.k=10.05,r1 = ¢o = (1.1 olarak almmistir.



2. Durum:

1 .
ufz,t) = (q— 24 (1— ) _;L-) 5

B(1-0)(

v .41_ —&
(0] S1I] — = g OO —

»1

i) COS

£ — cagin

— g 8in “1{] -i

\fj:r

w (e, t) =

[]Il}J

3. Durum:

wlxf) =

wx. 1) =

= [=24 (1—C) + B = F) +2

T
i) S —I_,—-c.,' + &g CO8 —1—£

] Il.i'] ?L (),

V= V=

iry 8in —._5—3{ + o COS -_,—1._5

nvE | @ ;:m(u‘E :] + 3 8in {Eﬁ)

(1 =C} | ¢ sin (v‘EE] — €2 f?fh*‘*(ﬁ'-fj

41— {A1-C)Y+ k)

r| [-n--'{ﬁ.ﬁ

ab 1

4, Durum:

_ 1
=
wlz, t) 3

Vil ?} —

[t =) FE—F) —zal

-!'J]\.-"E

v (x,.t) =

)

] . F
|

r1 ain (v‘Ef) — 3 008 (v’EE

iry cosh [v—A {j — o sinh |

+ 2 81N (v"ﬁ{i]
)

O —

iry sinh fm

£) —eacosh |

iey cosh (=& £) — epsinh (=54 £)

(1 =L

41 -CHA(L-C)+ k)

:“J']

|

iy cosh
¥, g i

icy sinh (/=X .{:] — cacosh (=N

]_mfn_

ur
L

V—& £) —epsinh (=4 £)

icy sinh [ —A

i
[
[
o

::I — 2 i.'u:é[lfm.f::l

|

—B? —4A(1 - C)+ 4k) [I l:;.rm_,_.g—rmm_,—ﬁ
—_— 1".'_"

vV=E§) |
vV=RE) |

|

|

[8.38]

(8.39)

| 8.40]

(8.41)

[8.42)

[8.43)

[ 5.44)

(8.45)

(8.46)



(8.38)-{8.40) soliton ciziimlerinde sirasiyla ¢ = 0,02 # 0 ve ¢ # (. ez = () alinirsa,

1 B? ISR :
e t)=—-——2A(1 - C)—k— —|1— Atan (& —&kt)| ,
3 ' 2 2
1 B? — :
-.'a.g[r,fj—q—‘lﬂ{l—t’f]—ﬂ:—TlI—'ﬂ.mt [.'ef—:'ft]]
: LB f— e .
v (T t) = m [1 — =2 fan 5 £ —H}] B #E 0,

B —_— i oy,
g [.J.'_ f:| = ﬁ [I =1 "l.-"l_.l'i.'[:l'_lt 2 [Li‘: == Il:f'f_:'i| i IF.I] ?F []5_

B(1-C)(—B* —4A(1 - C) + 4k)

i (x,E) = =
1

B =) (=B® < LA [l =) 4-d)
i

wa (2, L) = [1 — v —Acot

elde edilir. {5.41)-(2.43) cizlimlerinde sirasivla ¢; = .3 # 0} ve £1 # 0, 02 = () ahmirsa,

iz t) = % (=24 (1= C) + B® — k) — 2A tan? [ﬂ i — m:;}

&

1 - ; —_
wy {z. 1) = qI,r—E.-"HLI -+ B —L']I + 2A cot® [vi‘t {x — .i:t]] i

bV A

g (2, 1) = — LY — tan [fﬂ = kf]l] b =
(1—{7)
VA

iy (o, 1) = [;L"-"{"J cot [vﬂn (2 — HJ] b # 0,

4{1-C){A(1-C) +k)

ws(z, t) = = ~v'Atan [VE (xz — k)| ,
iy

84

[1 + v —Atan % L= kt}] :

L= I:f]l] :

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(8.50)

(8.51)

(8.52)

(8.56)



wy (z,1) = 4“_{‘”‘:;1_5’”“ cot | VA (z— kt)| , (8.58)
]

soliton ¢zitmleri bulunur, (8.44)-(8.46) denklemlerinde tekrar sirasiyla ¢p = 0,0 % 0

ve ¢ 7 (1 ¢o = () almirsa,

us (z,6) = = (~24 (1 - C) + B> — k) — 28 tank® [V=H (x — k1)) , (8.59)

=

ug {z,1) = = (24 (1 — C) + B? — k) — 2A coth? [v’—ﬂ faz=s mj] ; (8.60)

| e

v T

i [t ii“’{_] fanh [v’—ﬂ [J:—.ir.t}] e, (8.61)
VA -

ve (z,1) = (f—r“]““h [g—i (z— kt]] By 0. (8.62)

4(1-C)(A(Q1—-C)+ &)

we [z, 1) = T
alh

V=B tanh [V=E (z - kt)] . (8.63)

41—} AL -C)+ k)
By

S ool [w’—ﬂ . A:t}] , (8.64)

we (z. 1) =

seklindeki farkh solitonlar elde edilir.

Bu boltimde, (3.5) ile verilen HSCKdV denkleminin analitik ¢tiztimleri Lin ve digerleri [136]
tarafindan ortaya konan ivilestirilmis 'ZEE'.":" agilm metodu yardmmiyla vapildr. Bu metodla {3.5)
denkleminin kompleks, tek dalga, soliton, trigonometrik ve singiller ¢dzfimlerini elde ettik. Ayrica
bu chzllmlerin (3.5) sistemini sagladiim Matematica programi yardmmyla gordilk.

Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV denklemi analitik olarak pek cok yazar tarabndan cesitli
vimntemler kullamlarak cozillmilstir. Styvleki; Zou ve Zhang [47] tarafindan [i,—l = agithm yintemi

kullanmilarak birlestirilmis mKdV ve HSCKAV denklemleri ¢ozitlmiigtiir. Feng ve Li [137] tarafindan

Fan sub-denklem metodu kullanilarak dengeleme terimleri m = 2 ve m = 1 alinarak ¢tziildil. Hong



[49], Jakobi eliptik fonksivon metodu yardimiyvla HSCKAV denkleminin pek ¢ok perivodik dalga
ctizlimlerini buldu. Feng ve Zhang [50], yardimer fonksivon metoduyla HSCKAV denkleminin
Jakobi eliptik ciziimlerini elde ettiler. Yan [52], HSCKdAV denklemin «, 3.+, A ve B belirlenecek

sabitler olmak fizere u = av? + Fv+~, w = Av+ B dénfistimlerini uygulayvarak genisletilmis Jakaobi

eliptik fonksivon metodu yvardimmyla dalga ctiefimlerini bulmustur.

Bizim elde ettigimiz cziimlerde katsayilarn uygun secilmesiyle yukarida bahsedilen viintemlerle

bulunan solitonlarin bazilarim ve ilaveten farkh ctizitmlerde elde ettik.

2



9. BOLUM

9. SONUC VE TARTISMA

Dogadaki fiziksel olaylarm matematiksel modellerle ifade edilerek yaklasik ve analitik glzfim-
lerinin bulunmas: Snemlidir. Ciinkil bu ¢ziimler yardimivla modellenen olay hakkinda daha de-
tayh bilgiler elde edilehilir. Bu nedenle lineer ve lineer olmayan diferansivel denklem ve sistemlerin
chzilmlerinin bulunmasi fen ve milhendislikte dnemli bir yere sahiptir. Son zamanlarda bilim
adamlar baslangic ve simir sarth kismi diferansivel denklem we sistemlerin yaklasik ve analitik
chzilmlerini bulmak icin pek cok yiintem geligtirdiler. Bu metotlar yardimiyla lineer olmayan kismi
diferansivel denklem ve sistemlerin dalga cizfimleri bulunmaya ¢abisildi. Dalga bir ortamda vada
boslukta vavilan ve enerjinin tasinmasin saglayan bir titresimdir. Bu dalgalar suda ilerleven yilzey
dalgalar, ses ve 1:1k dalgalarndir. Dalgalarda titregimler sabit bir frekans ve dalga boyu ile
periyvodik olarak hareket ederler. Ses dalgalan ilerleyebilecegi bir ortama ihtivac duovmadan boslukta
vayilabilirler.

Bu tezde, iki lineer olmayan dalganin girigsimini ifade eden HSCKAdV denklemini ele aldik. Bu
denklemin vaklasik ve analitik cietimlerini bulmaya ¢cabistik. Literatfirde var olan Adomian ayrisim
ve Varyasyonel iterasyon ybntemlerine vakinsakhk kontrol parametresi olan i # ) terimini ilave
ederek GADM ve GVIM viintemlerini elde ettik. h parametresi sayesinde r ve t nin kilgiik ve biiyiik
degerleri igin hassas sonuclar bulduk. Ciinkil standart ADM ve VIM viintemlerinde yvakmsaklik
aralig kiicilk oldugn igin ¢ ve ¢ nin hem kiicilk hem bilvitk degerlerinde ivi sonuclar elde etmek
mitmkiin degildir.

Baslangig sarth HSCKdV denklemini GADM ve GVIM ile yaklasik olarak czdiik ve literatiirde
var olan HPM ve DTM ile elde edilen sonuclarla karsilagtirdik. Lineer olmayan kismi diferansiyel
denklem ve sistemlerin ctiziimleri lineer denklemlere giire daha zordur. Bu nedenle bu tip denklem-
lerin seri céiziimlerinin bulunmasma thtivac duyulur. Yar analitik metotlar olan Adomian ayrnsim
metodu { ADM ), Homotopi pertilrbasyon metodu { HPM ) ve varyasvonel iterasyon metodu

[ VIM } ile vaklasik ctiziim aramrken z ve § bafimsiz degiskenlerinin va kiicilk vada bilyilk deger-



lerinde analitik ctziimden uzaklasan cizfimler elde edilir. Biz durumu ortadan kaldirmak icin
ADM ve VIM vOntemlerine yakmsakhk kontrol parametresi olan A # [} terimini ilave ettik ve bu
vintemleri, sirasiyla GADM ve GVIM olarak adlandirdik. Bulunan tablo ve sekillere balaldig za-
man diferansiyel denklemde bulunan bagim=iz degiskenlerin ¢cogn degeri icin seri ciziimler analitik
cozilme hizh vakimsayan sonuglar vermiglerdir.

Lineer olmayan denklem veva sistemler yari-analitik metotlarla ¢tiziiliirken denklemdeki lineer
olmayan terimin sayisi ve lineer olmayanhfn kuvvetliligi ¢izliim sirasinda baz zorluklarm ortaya
cikmasina neden olabilir. Bu yilzden ADM ve HAM wiintemleri kullamilirken bu zorluklarn asmalk
igin baz dzel polinomlar kullambir. Lineer olmayan terim sayvisina ve lineer olmayanbgin durnmuna
ghre gbziim serisinin bir kac terimi ile iyl somuglar bulunamayabilir. Bu durumda ¢bziim serisinin
daha fazla teriminin hesaplanmas: gerekebilir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ve sistemlerin analitik cdztimlerini bulmak icin pek
cok yontem gelistirilmistir. Bu yOntemler lineer olmayan kismi diferansivel denklem ve sistem-
lerinin soliton ¢liztimlerini bulmak icin kullamlir. Bu metotlarin islevisi dengeleme terimi olarak
adlandirilan en vitksek mertebeden lineer terim ile en yitksek mertebeden lineer olmayan terimin
karsilastinlmasina dayamr. Biz bu ¢ahsmada HSCKAV denklemini ivilestirilmis (G’ /7)) — acilim
viintemivle analitik olarak cbzdiik. Bu yvintemin diger analitik vOntemlerden fark: kismi diferan-
sivel denklem bir déniigiim vardimivla adi diferansivel denkleme diniistilriildilkten sonra kullamlan
vardimel denklemin ikinei basamaktan lineer olmayan bir adi diferansivel denklem olmasi ve bu
denklemin céziimlerine dayanmasmidir. Bu ¢alsmada iyilestirilmis {¢'/(7) — aglm ytmtemivle
H5CKdV denkleminin pek ¢ok soliton cbziimlerini elde ettik. Bu chziimler arasmda tek dalgza,
singiiler soliton, trigonometrik ve listel tipten ¢bziimleri savabiliriz. Bulunan solitonlarin bir cogu
H5CKdAV denklemi icin literatiirde diger yintemlerle elde edilmeyen ¢liziimlerdir. Ba tip cizilmler

vardimiyla HSCKdAV denklemine ait karmasik olaylarm aciklanmasi mitmkiin olabilir.
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