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Bu calismada paralel ortamlarda yiik dengeleme sartlarini
saflayacak olan c¢izge boélmeleme islemini ve bazi etkili c¢izge
algoritmalarin uygulamasini yapan bir yazilim gelistirilmistir.

Yiik dengeleme, paralel ortamlarda her islemciye miimkiinse
esit oranda is ylklemek ve islemciler arasindaki iletisimi
minimum yapmak olarak tanimlanabilir.

Bu c¢alismada afirlikli olarak ¢izge bolmeleme {izerinde
durulmustur. Gizge bolmeleme algoritmalari baslangigta iki
sinifa ayrilabilir. Eger c¢izgenin diitimlerinin koordinatlara
varsa uygulanan algoritmalar incelenmistir. Cizgenin
digimlerinin  koordinatlari  yoksa, bu durumda  kullanilan
algoritmalar incelenmis ve lineer ve spektral algoritmalarin
uygulamalari yapilmistar.

Incelenen yéntemler birbirleri ile kiyaslanarak avantajlari

ve dezavantajlari verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER : Spektral c¢izge bdlmeleme, gelisigizel c¢izge
bslmeleme, basit cizge indirgeme, ¢ok seviyeli c¢izge bdlmeleme,

yiik dengeleme, a§ bolmeleme, devre bdlmeleme.
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In this work, graph algorithms and graph partitioning
software, satisfied the load balancing conditions, has been
developed.

The load balancing can be defined as each processor get
equl work and transmission among processors is minimum.

In this work, graph partitioning haz been analyzed mostly.
If vertices of graph have coordinate, then vertices of graph are
sorted with respect to specified axis and they are partitioned
into two parts. If they do not have coordinate, then Laplace
matrix of graph is used to partition graph or graph 1is
partitioned randomly.

The advantages and disadvantages of methods have been given

by comparison of methods.

KEYWORDS : Spectral graph partitioning, random graph
partitioning, simple graph reduction, multilevel graph
partitioning, load balancing, network partitioning, circuit

partitioning.
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ADJ (V)
G=(V,E)
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SIMGELER LiISTESI

Bir kimenin eleman sayisi.

Bitisiklik matrisi.

: v difiminin bitisik dugtimler klmesi.

: V ve E/ den olusan bir ¢izge.

G ¢izgesindeki maksimum derecell dii§lumiin derecesi.
enerji fark:

Derece matrisi.

: vy digumi ile vy digumii arasindaki en kisa yol.
¢ v; diifiminiin derecesi.

: Ayritlar kumesi.

t anindaki sistemin enerji
Cizgenin izoperimetrik sayisi.

n tane duglimi olan dolu ¢izge.

1ki parcali ve dolu olan bir ¢izge.
G ¢izgesinin parca sayisi.

Bir ¢izgenin Laplace matrisi.

Bir matrisin 6z degeri.

n boyutlu uzay.

G ¢izgesinden elde edilen minimum kapsar agac:.
digumler kimesi.

e; ayritin agirliga.

v; difduminin agirliga.

vektor.



1. Giris

Tek islemcili ortamlarda problem ¢odziimi ardisil olarak
yapilir. Matematiksel yonii gok yodun olan problemlerin ¢odzlmi bu
ortamlarda vyapildidinda, islemler istenilmeyen derecede fazla
zaman almaktadir.

Yukarida belirtilen problemin ¢oziimi i¢in paralel ortamlar
kullanilabilir. Paralel ortamlarain ozelliklerinden biri, bu tip
yogun islemlerde is bolumiinin yapilmasidir. Bu yolla islemler
paralel olarak yapildidindan zaman kaybinin online gegilir.

Paralel ortamlarda is bolliminin yapilmasi yollarindan biri
cizge bolmelemedir. (Cizge boélmeleme islemi, VLSI devre
tasariminda [KIM, v.d., 19931, [SANCHIS, 19897, paralel
ortamlarda yik dengeleme isleminde [GUPTA, 1997], [KARYPIS,
v.d., 1996), mikro islemci tasariminda, vb. gibi alanlarda
kullanilmaktadir.

Paralel ortamlarda dikkatli bir yiik paylasimi yapilmazsa,
bir veya birden fazla islemci ¢ok yodun bir sekilde calisirken,
atil durumda bekleyen islemci veya islemciler olabilecektir. Bu
da vyapilacak olan islemler ig¢in fazladan zaman harcanmasi
anlamina gelmektedir. Paralel ortamin amaglarindan biri olan
zamani en iyi sekilde kullanma hedefi yerine getirilmemis olur.
Bundan dolayi, paralel ortamlarda ylik dengeleme konusu oldukga
dnem tasimaktadir.

Yiilk dengeleme isleminde dikkat edilmesi gereken ikinci
nokta, problemin ¢oézimi ig¢in islemciler arasindaki iletisimin
minimum olmasinin saglanmasidir. Islemciler arasi iletisimin
minimum olmasi icin, islemcilere daditilan isin islemciler arasi
veri veya komut iletisimine mimkin olan en az oranda ihtiyac
duyulmalidir. 1Is paylasimi yapilirken buna dikkat edilmesi
gerekmektedir. Bu is ig¢in kullanilan yoéntemlerin basinda ¢izge
bdlmeleme gelmektedir.

Cizge btlmeleme problemi igin glnumiize kadar etkili bir
algoritma gelistirilememistir. Genellikle vyaklasimla ¢ozlim
yapilir ve bulunan ¢&zlim bazen en iyi ¢ozim olabilecedi gibi

bazen de en iyi c¢oziime yaklasik bir ¢ozim olabilir. Optimum



Hesapsal Karmasikiik

eri boyutu

Sekil 1.1. NP-tamam tipinde olan bir algoritmanin veri boyutuna

bagli olarak hesapsal karmasikliginin artisa

coziimii bulan yontemler de vardir, fakat bu yodntemlerle c¢izge
bodlmeleme yapildiginda c¢ok zaman kaybia olmaktadir. Efer bu
yontemlerle ¢ozim yapilirsa, belki de verilen problemin ardisil
¢oziimii i¢in harcanacak zamandan daha ¢ok zaman harcanacaktir.
Cizge bdlmeleme isleminin amaci problemi ¢odzmek de§il problemin
coziimi i¢in harcanacak olan zamanin mimkiinse minimum olmasini
saglamaktir.

Di§iim koordinatlari olan ¢izgelerin bdlmelenmesi daha kolay
olmaktadir [LASZEWSKI, vd., 12931, [SPIELMAN, vd., 1996].
Diijtimlerin eksenlere goére siralanmasi ve bundan sonra iki es
parcaya bolinmesi ile bolmeleme islemi yapilmis olur. Eger
diigiimlerin koordinatlari yoksa bu durumda baska yontemlere
basvurulmaktadir [SPIELMAN, vd., 1996], [LASZEWSKI, 1993],
[KARYPIS, vd., 19%96], [KARYPIS, vd., 1997]. Bdlmeleme esnasinda
veya bdlmeleme isleminden sonra c¢izgenin dedigme ihtimali s&z
konusu ise bu durumda artaimsal cizge Dbodlmeleme yontemi
kullanilair [OU, vd., 1997].

E§er cizge bdlmeleme probleminin hesapsal karmasikliginin
mertebesi P-tamam tipinde bir algoritma gelistirilirse,

bilgisayar mihendisligi uygulamalarinda kullanilan NP-tamam olan



biitlin algoritmalara P-tamam tipinde algoritmalar gelistirilir ki
bu da bu dalda bir devrim nitelidi tasimaktadir. P-tamam olan
algoritmalarin  hesapsal karmasikliginin mertebesi  polinom
tipinde olan Dbir fonksiyondur. Hesapsal karmasikliginin
mertebesi NP-tamam olan algoritmalaran mertebesi
eksponansiyeldir. Bundan dolayi problemin veri boyutu biylidigdu
zaman hesapsal karmasikligi daha hizla Dbiiyir. Bilgisayarda
yapilan algoritmalarda en onemli kriterlerden biri hiz olduduna
gore bu demektir ki bu algoritmada veri boyutu bluyudigii zaman
¢ozlUmli bulmak daha ¢ok zaman alir (Sekil 1.1).

Bu c¢alaismada daha ¢ok c¢izge bolmeleme islemi 1iizerinde
durulacaktir. Bunun sebebi de c¢izge bdlmeleme probleminin
glinimiize kadar ¢ozumlini bulan etkili bir algoritmasanin
gelistirilememis olmasidir. Bunun vyaninda ¢izgenin analizini
veya testini yapan birkag algoritmanin da uygulamas:z
yapilacaktair.

Bazi problemlerin ¢oziml ic¢in ¢izgelerin analizi veya testi
dofrudan ¢ozUmi wverir. Bunlara ornek olarak, g¢izgenin badlilig:
[THULASIRAMAN, wv.d., 1992], <¢izgenin minimum kapsar agaci
[THULASIRAMAN, v.d., 19927, [MCHUGH, 199017, ¢izgenin iki
parcaliligi [MCHUGH, 1980], du§lUmler arasi en kisa yollar
[GIBBONS, 1985], [THULASIRAMAN, v.d., 1952}, [CORMEN, vd., 1991]
gibi konular ic¢in etkili algoritmalar gelistirilmistir.

Bu calismada ¢izge bolmeleme, ¢izge analizi ve testi yapan
bir yazilim gelistirilmistir. Etkili c¢izge algoritmalarindan en
kisa yol, iki parcalilik, minimum agirlikli kapsar agag ve
¢izgenin Dbagliligainr bulan algoritmalarin birer uygulamasi
yapildi. Gizge bolmeleme ig¢in iki yontem kullanildi; Lineer
gizge bdlmeleme ydntemi ve spektral ¢izge bdlmeleme ydntemi. Bu
iki algoritmanin c¢esitli c¢izgeler H{izerindeki wuygulamalarinin
sonuglari alindi ve birbiriyle kiyaslamasi yapildi. Bu yazilim
icin Delphi 2.0 derleyicisi kullanilmistair.

Klasik cizge algoritmalarindan en kisa yol
algoritmalarindan Floyd’ un bilitin diiglimler arasi en kisa yolu
bulan ve bu vyolun hangi digimlerden gec¢tidini de bulan
algoritmasinin bir uygulamasini vyapildi [THULASIRAMAN, vd.,

1992]. Minimum afirlikli kapsar agaci bulan Prim algoritmasainin



bir uygulamasini yapildi. Cizgenin bagliligi ve iki pargali olup
olmadigdini test eden uygulamalar da yapildx.

Tezin ikinci boéliumlinde, c¢izgeler ile ilgili Tirkge kaynak
sikintisi oldu§undan, c¢izgelerin temel kavramlari hakkinda kisa
bilgiler verilmistir. Uclinci bo¢limde, ¢izge analizi ve testi
yapan dért yéntemin teorisi wve algoritmalari verilmistir.
Dérdiincii bolimde, ¢ilizge bodlmelemede kullanilan énemli yodntemler
anlatilmistir. Besinci boliimde, yapilan uygulamanin tanitilmis
ve segilen c¢izgeler izerindeki vyapilan uygulamalarin sonuglari
verilmistir. Ayni zamanda lineer ve spektral c¢izge bdlmelemenin
kiyas:i vyapilmistir. Altinci bdllmde, kullanilan yontemler
birbirleri ile kayaslanarak iyi ve kotii ydnleri tartisilmistar.
Ekler kisminda ise gelistirilen yazilimin kaynak kodu

verilmistir.



2. GCIZGELERDE TEMEL KAVRAMLAR

Cizgeler, oluslar ve bu oluslar arasindaki iliskilerin
grafiksel olarak gosterilmesinde kullanilmaktadir. Bir c¢ok
bilimsel ve mithendislik problemleri bu yontem 1ile ifade
edilebilmektedirler (problemin ¢izge ile modellenmesi). Bu model
tizerinde, gelistirilmis etkili algoritmalar oldudu gibi yaklasim
ile problemlere ¢o&zlUm bulan algoritmalar da gelistirilmistir.
Yaklasim algoritmalarinin gelistirilmesinin sebebi ise, bu tip
problemlerin etkili algoritmasinin gintimiize kadar
gelistirilememis olmasidir.

Cizge Uzerinde yapilan islemlerin algoritmalarinin
anlatimina ge¢meden ©once ¢izge kurami ve g¢izgenin bilgisayar

ortaminda ifade edilmesi konularinin aciklanmasi gerekmektedir.

2.1. Ayritlar, Diglimler ve Cizge Cesitleri

Cizgeler, iki sonlu kiimeden olusurlar. Bunlardan biri sonlu
diiglimler klmesi, digeri ise bu diigimler arasindaki ayritlar
kiimesidir. Genel olarak cizge G=(V,E) ile gosterilir. V={v;, v,

... vy} digtimler kiumesidir ve E={e;, ez, ..., en} (ECVxV)
ayritlar kiimesidir.

Eder e;=(vy,Vsa)€E ve (viy1,Vy)€E 1se bu tip ayritlara
yonlendirilmis ayrit denir ve e;=(vs,Vvs1) sSeklinde gosterilir.
Ayni zamanda V5 Ve Vi, diflimleri birbirine komsu (bitisik)
digtimlerdir ve ADJ(Vs)=Vj.1, ADJ(Vjs1)=v; olur. Efer bir c¢izgenin
ayritlarinin hepsi ydnlendirilmis ise bu ¢izgeye yo6nlendirilmis
cizge denir. EJer e; gibi bir ayrait yodnlendirilmemis ayrit ise
ei=(Vvy,vss1) EE ve e;=(Vy,,Vvs)€E olur. Yonlendirilmemis ayritlar
ei={Vvy,v41} veya e;={vj.1,Vs;} seklinde gbsterilir. E§er bir
cizgenin biitlin ayritlari yoénlendirilmemis ise bu tip c¢izgelere
yénlendirilmemis cizge denir. Tez icerisinde, aksi

belirtilmedi§i silirece yonlendirilmemis ¢izge yerine ¢izge terimi



kullanilacaktir. e;={vj,vy.a} ayriti igin, vy ve vy,; diglimleri e;
ayritinin u¢ noktalaradir.

e;={vj,Vss1} olsun. Efer vs;=vy,; ise e;’ye dongl (tek cevre)
denir. e;={vj,Vs1} ve ein={Vy, via} olsun; eder vi=vj, Vis1=Vie1 Ve
Vi#Vie, Vie1#Vs 1se e; ve ej.; ayritlarina paralel (kosut bagli)
ayritlar denir. U¢ noktalari farkli olan ayritlara tek ayrit
denir. Bir duglme yalniz iki ayrit bagli ve bu ayritlarin Obir
uc digumleri birbirlerinden farkliy ise bu ayritlara dizi bagl:
ayritlar denir.

Bir ¢izgenin digimler kiimesinin eleman sayisi o c¢izgenin
mertebesini verir. G=(V,E) ic¢in efer |Vi=n ise G c¢izgesinin
mertebesi n’ dir. v gibi bir dii§time giren ve ¢ikan ayrat
sayilisina o didumiin derecesi (kertesi) denir wve d(v) ile
gbsterilir.

vieV icin efer d(v:)=0 ise v; dudumi izole edilmis bir
difumdiir veya bu diflme tek digim denir. Efer d(v;)=1 ise bu tip
diglimlere pendant veya u¢ diiim denir.

G=(V,E), bir yonlendirilmemis ¢izge olsun. EJer V=g veya
V#d ve E=J ise bu tip ¢izgelere bos ¢izge denir ve Vv;eV icin
d(v;)=0 olur. Bir adet tek diilimden veya tek g¢evreden, veya tek
ayrittan olusan c¢izgelere ilkel ¢izge denir. EJer bir c¢izge
dongli ve paralel ayrit igermiyorsa bu tip ¢izgelere basit ¢izge
(yalin ¢izge) denir. Sadece c¢evreleri  (ddngiileri) iceren
cizgelere sbzde c¢izge denir.

Bir ¢izgede, bir du§time bagli olan biitiin ayraitlaran

olusturdudu ktmeye, o diigimin tanimladifi cakisim kiimesi denir.

Teorem 2.1. G=(V,E), ybénlendirilmemis bir ¢izge olsun. G
¢cizgesi igin
W

D d(v,)=2|E] (2.1)

i=1

olur.

Ispat : EJer e;eE ise e;={ Vi, Vis1 } oldugundan bir ayrat

iki ayri digumin derecelerini birer arttirir. EJer ayrit bir



déngi ise bu ayrait bir diifimiin derecesini iki arttirir. Bundan
dolayi difimlerin dereceleri toplanirken bir ayrit iki kez
sayilacagindan dereceler toplami ayrit sayisinin iki katz

olur N

Teorem 2.2. Bir ¢izgedeki derecesi tek olan dugum sayisi

her zaman c¢ifttir.

Ispat : EJer tek dereceli digtmlerin dereceleri ve cift

dereceli diiglmlerin dereceleri ayri ayri toplanirsa

[V §

Ydvy )= dlv )+p,d(v ) (2.2)

i=] Gife tek

elde edilir. (2.2) esitliginin sol tarafi ¢ifttir. Esitligin sag
tarafindaki dereceleri «c¢ift olan digtumlerin derecelerinin
toplami da ¢ift olur. Cift bir sayidan ¢ift bir sayi cikarilirsa

sonu¢ c¢ift olur.

1V}

D dlv )= dv,)- 2 dlv ) (2.3)

tek i=2 cift

(2.3) esitlidinin sa§ tarafinin ¢ift olabilmesi ig¢in ¢ift sayida
tek dereceli diglmin derecelerinin toplanmis olmasi gerekir M

Herhangi bir ¢izge igin, efer bitin diJimlerin dereceleri
esit ise bu tip ¢izgelere diizenli ¢izge denir. EJer bir c¢izge
paralel ayratlar igeriyorsa bu tip ¢izgelere c¢odul cizge (multi-
¢cizge) denir. Her tirld ayriti igeren cgizgelere karmasik c¢izge
denir.

Tam olan bir ¢izgede her dudim difer bilitiin diufimler ile
komsudur ve (2.4) bafintisi v; difiminin komsu diflimler kiimesini

vermektedir.
Vviev, Adj (Vi) ={Vi,Vare oo s Vi1, Vistr e o s rVivi} {2.4)

Diizenli bir ¢izgede, eJer VvieV, d(v:)=r ise du dlizenli
¢izgeye r-dizenli ¢izge denir.
EdJer G=(V,E) cizgesinin difimler kiimesi V=V,WV,, ViNV,=J ve

E’ deki biitiin ayritlarin bir ucu V,’ de ve difer ucu V,’ de ise



bu c¢izgeye iki parcali ¢izge denir. 1ki parcali ve tam olan
cizgeler K., seklinde gosterilirler (|V;|=m ve [V,|=n).

EJer G=(V,E) ¢izgesi k-parcali ise V kimesi k tane ©oyle
parcalara Vi, ...,Vy boliinebilir ki, V;nV;=0 ve i#j. E i¢indeki
biitlin ayritlarin bir ucu V;’ de ve difer ucu Vi’ dedir, izj. k-
parcali tam bir ¢izge, basit bir k-parcgali g¢izge olup V={ V; ,

.r Vi¢}, VYvieV,, VvseVs, r#s, 1<r,ssk, {vy,vs}€E.

Ornek 2.1. Sekil 2.1’ deki <c¢izgede gbrildigd gibi
e1={Vvz, v2}, e={V2,V4}, es={Vvz,V1}, e={vi,Vv3}, es={vy, Vs},
ee={Vvs, vy}, e1={Vv,,Vvs}' dir. e;={v,, vz} ve v,=vy, oldufundan e,
ayriti bir donglidiir. e, ve es ayritlari paralel ayritlardir. Bu
cizge bir basit c¢izge degildir, c¢lnkdi hem dongli ve hem de
paralel eayritlar icermektedir. Ayni zamanda donglden dolaya
coJul-~cizge de dedildir, bu karmasik gelisi giizel bir ¢izgedir.

Ayritlarin dereceleri ise d(vy)=3, d(v,)=4, d(vs) =3,
d(vs;)=3, d(vs)=1l. Bu cizgede 1zole edilmis diglim yok ve bir tane
u¢ digum vardir (vs). Diigimlerin dereceleri birbirine esit
olmadigindan bu ¢izge bir diizenli ¢izge de§ildir. Bazi dugiimler
arasinda ayrit olmadidindan bu ¢izge ayni zamanda bir tam ¢izge
de degildir W

G=(V,E), yonlendirilmemis bir g¢izge olsun. v;,veV (v; ve

vy’ nin farkli olmasi sart dedildir)

Vi=V:€4Vi41€4541Vis2e o « €340 Vi4n=V2

Sekil 2.1. Her tiurlu ayritin var oldudu bir cizge.



bu defdisen seriye ylriylis (dolasi) denir.

Bir ylriyistn uzurludu o yirliylls i¢inde bulunan ayrit
sayisi ile ifade edilir. EZ§er v;=v, ve ylirdylstin uzunlugu sifir
ise bu ylirtiyise dodal yirtylis denir. Efer ylriylisiin uzunlugu
sifir dedil ve v,=v, ise bu ylriiylise kapali ylriylus denir, aksi
halde ag¢ik ytiriiylis denir.

Eger v,-v, ylrlylisinde tekrar eden ayrit yok ise bu
ylirtyiise gezinti (gezi) denir. wv;-v; gezintisine c¢evre denir.
Ejer bir yuriylsin digim_eri birden fazla tekrar etmiyorsa, bu

ylirtiyise yol denir. Kapal: v;-v; yoluna devre denir.

Teorem 2.3. G=(V,E), ybnlendirilmemis bir c¢izge olsun ve
vy, V2€V, vi#V, olsun. Efer v.’ den v’ ye bir gezi varsa v;’ den

vy,! ye bir yol wvardar.

Ispat : {vy,vi}, {v..,Viea}, ..., {Vian,V2} bir gezi olsun.
EJer bu gezi bir yol defilse, {Vi,Vi},{Vie1rVisats oo or {Viag-1/Visr},
{Viekr Vieks1} s oo o r {Vitm2s Vien} s {Viems Viemsr} s o o o4 {Vian, V2} gibi bir gezi
vardir, oyle ki vig=Vi.. AV, Vil {Via,Vie2l oo os {Vie-1s Vil
{Viems Viems1}r o« »r {Vi.n,V2} czha kisa bir gezi olur.

Yalin bir ¢izgenin her digum ¢ifti birbirleriyle bitisik
iseler bu tip c¢izgelere tam (dolu) ¢izge denir ve K, 1ile
gbsterilir (n c¢izgenin mertebesidir). Dolu ¢izgenin ayrit sayisi
|El=n(n-1)/2 olur N

2.2. Alt Cizgeler ve Tamlayan (Timleyen) Cizgeler

G=(V,E) bir ¢izge olsun. G,=(V;,E;) c¢izgesi G c¢izgesinin bir
alt ¢izgesidir, e§er E,cE ve V,cV. Efer E,CE ise G; ¢izgesine G
cizgesinin bir 6zalt ¢izgesi denir. Efer V,=V ise G, cizgesine G
c¢izgesinin bir kapsar alt ¢izgesi denir.

G=(V,E) ybnlendirilmemis bir ¢izge olsun. Efer herhangi iki
diiguim arasinda yol varsa, bu ¢izge bagli ¢izgedir veya baska bir
deyisle her diglim ¢ifti arasinda en az bir yol bulunan ¢izgelere

bagl: ¢izge denir.
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Bagli olmayan c¢izgelere parcalil ¢izge denir. G gibi bir
¢cizgenin pargca sayisi x(G) ile gdsterilir. Bir bagli ¢izge igin
¥(G)=1 olur. Bir c¢izgenin kendi arasinda bagli olan ve
olabildidince ¢ok sayida ayriti ic¢eren alt ¢izgelerinden her
birine parca denir.

G=(V,E) ve Gy=(Vy,E;) birer yonlendirilmemis cizge olsunlar.
Efer V,cV, E,cE ve V (v;,Vvis1)€E, ancak ve ancak vi,vi.1€V, ise, G
cizgesine G ¢izgesinin indirgenmis (du§uim-indirgenmis) alt
cizgesi denir. Diger bir deyisle, efer Vv;,vi1€V, ise E’ nin
elemani olan ve u¢ noktalari v; ve Vi, olan biitlin ayritlar ayni
zamanda E2’ nin de elemanidirlar.

EJer G, c¢izgesi G ¢izgesinin bir alt c¢izgesi 1ise (G
¢izgesinde tek dugdum yok) V, ig¢indeki bilitin diJimler E,’ nin
elemanlarinin u¢ noktalaradirlar. Bu durumda, E, tek olarak V,’
yi belirtebilir ve ayni zamanda G, yi de belirtebilir. Bu tip
gizgelere ayrit-indirgenmis alt ¢izge denir. Aksi belirtilmedidi
slirece, indirgenmis alt c¢izge terimi difim-indirgenmis alt c¢izge
teriminin yerine kullanilacaktir.

K,=(V,En) c¢izgesi bir tam c¢izge olsun. Efer (vi,Vi.1)€E, ve
(vi,Vis1) €E; ancak ve ancak (vi,Vi.;)€E; ise, G;=(V,E;) c¢izgesine
Gi;=(V,E;) c¢izgesinin tamlayani (tlmleyeni) denir ve E;UE,=E,.
Dier bir deyisle, G, ¢izgesindeki 1ki tane difim birbirine
bitisiktir ancak ve ancak bu iki digim G c¢izgesinde birbirine
bitisik degildir.

2.3. Cizgeler Uzerinde Tanimlanan Islemler

Gy=(V.,E;) ve Gy=(V3,E;) birer ¢izge olsunlar. Bu c¢izgeler
lizerinde tanamlanabilen islemler birlesim, kesisim, fark,
gembersel toplam, digum silme, ayrit silme, bilizlistirme gibi

islemlerdir.

1ki cizgenin birlesimi

G=G,UG,= (VUV,, E;UE,)
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1ki cizgenin kesisimi

G=G1NGy= (ViNV,, E1ME,)

Iki ¢izgenin farki
G=G;-Gy=(V;-V,, E;-E;)

G ¢lzgesi tekdigim icermez wve G’ nin ayrit klmesinin
elemanlari: ya E;’ in elemanidirlar ya da E;’ nin elemanladirlar,
aynl anda her ikisinin elemani olamazlar.

Yukarida tanimlanan islemlerden fark hari¢ digerlerinin

defdisim 6zellidi vardar.

G1UG-= GoUG,

G1NG= Gy,NG;

Diiglim silme : EJer v; G c¢izgesinin bir du§imi ise, G-v;
¢izgesi G ¢izgesinin indirgenmis alt ¢izgesidir wve diiglmler
kimesi V-v;’ dir. G-v; ¢izgesl G c¢izgesinden v:; dugumii ve bu
digdiime c¢akisik olan Dbilitin ayritlarin silinmesi ile elde
edilmistir.

Ayrait silme : Efer e; G ¢izgesinin bir ayriti ise, G-e
g¢izgesi G <¢izgesinin ayrit-indirgenmis alt <c¢izgesidir wve
ayritlar klmesi E-e;’ dir. G-e; ¢izgesi G ¢izgesinden e; ayrita:
silinmesi i1le elde edilir. e; ayritin c¢akisik oldugu digdimle:
silinmez.

Kisa devre yapma : v; ve v: gibi bir digim ¢iftinin yerin
yveni tek bir digim koyup ve bu iki diudgtime c¢akisik olan bitd:
ayritlar bu yeni diiguime ¢akisik hale getirilmesi islemine kis
devre yapma denir.

Bliziistiirme : e gibi bir ayritin silinip u¢ noktalarini

kisa devre yapilmasidir.

2.4. Cizgelerin Bilgisayar Ortaminda ifade Edilmesi

Cizgeler c¢ok defisik usullerle ifade edilebilirler. He

ifade etme tarzinin avantajlari ve dezavantajlari vardir. Bi
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Yukarida tanimlanan iki matris disinda kullanilan baska
matrislerde tanimlanabilmektedir. Her digimin derecesini
gosteren derece matrisi (bu matriste ise ana diyagonal disindaki

biitin elemanlar sifir ve boyutlari ise |VI|x|V])

d, Efer d(v,)=d, ve 1i=3 ise
D=[dij]= o , ,
0 EGer i#7

2.4.2. Gizgelerin dinamik clarak ifade edilmesi

Gizgelerin ayritlarainin ifade edilmesinde kullanilan
bitisiklik listesi kullanim olarak ¢ok kompleks olmasina ragmen,
hafiza kullanimi bakimindan ve ¢alisma aninda ¢izgenin ayrit
saylisinin ve/veya dugim sayisinin degistirilmesi imkani
saflamasi bakimindan matris yéntemine gdre daha iyidir [MCHUGH,
1990]. Cilinki bu ydbntemde var olan diglimler ve ayritlar icgin
hafizada vyer ayrailair. Bu ydntemde daha ¢ok kullanilan veri
yapisi, bir diglimler kimesi vardir ve bu diguimlerin bitisik
oldugu ayritlar listesi veya ayritlar listesi seklinde basitge
tanimlanabilir. Bu yontem ig¢in genel olarak ¢ tip veri yapisi

kullanilmaktadir.

1.Lineer dizi.
2.Lineer bagli liste.

3.Tamamen bagli liste.

Her i¢ durumda da herhangi bir diifimiin ADJ(v) kimesi ic¢in
lineer bagli liste kullanilir ve listenin baslik kismi da v’ vyi
temsil eden kisma kayit edilir.

Lineer dizi i¢in, her digim lineer dizinin bir elemani
olarak bagli listenin baslik kismini temsil eder (Sekil 2.2).
Lineer Dbagli liste organizasyonun da ise ADJ(v) kimesi v
diglumiiniin baslik oldudu badli listeye kayit edilir ve c¢izgenin

digtimleri de bagdli bir listeye kayit edilir (Sekil 2.3).
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v v
Vl > 2 2
f
1
v, | ——
v4
v, » _—_|
v,| ——
VZ V5
v, » |
I

Sekil 2.2 : G ¢izgesi igin lineer dizi

v, v,
v, P
—
4
V. {
v,
v, »
y
V4
v, v,
vV, » |
]

Sekil 2.3. G ¢izgesi ig¢in lineer bagdli liste.
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v, }
v, —> }
////’
v, | > - |
v —

Sekil 2.4. G ¢izgesi ic¢in tamamen bagli liste.

Tamamen bagli yapida ise, ¢izgenin bir duglimi giris isaretcgisi
clarak secilir ve geriye kalan diijimler ise ¢izgenin ayritlarini
taklit eder sekilde birbirine baglanir. EJer bir tane giris
isaretgisi yetersiz geliyorsa bu durumda birden fazla isaretc¢i
kullanilabilir (Sekil 2.4).
Ayratlarin temsil edilmesi su iki etkenden etkilenir.
1.Bitisiklik listesinin yonlendirilmis gizgeyi mi yoksa
yonlendirilmemis ¢izgeyi mi temsil ettigi
2.Temsil edilen ayritlarin kendi u¢ noktalari tarafindan

paylasilip paylasilmadigi

Yénlendirilmemis ¢izge durumunda, {vi,v4} ayritinin ug¢
noktalari simetrik bir yapinin olusmasina neden olurlar. Bundan
dolayir her iki u¢ noktaya ADJ(vi;) veya ADJ(v;) listesinden
ulasilabilir.

Dogdal olarak, bitisiklik matrisinde oldudu gibi, her ayrit
icin bagdli liste icinde yer ve isaretc¢i tutulur. Bu hafizanin
kullanimini arttairir fakat islem yapmada kolaylik saglar.

Yonlendirilmis ¢izgede ise (vi,vs) ayriti ic¢in ADJ(v:) bagla

listede tutulurken bu ayrat igin ADJ(vy) tutulmaz.



3. CIZGE ALGORITMALARI

Cizgeler, bir ¢ok pratik calismalarda kullanim alani
bulmaktadirlar. Bu tip c¢alismalarin ilk adimi, verilen problemin
cizgesel ©®zelliklerini ortaya c¢ikarmaktir. Genelde problemin
cozumli icin c¢izgenin ya ©zellikleri test edilir ya da ¢izgenin
analizi yapilir. Cizgeler, glnliik yasamda ortaya ¢ikan karisik
ve karmasik problemlerin analizi sonucunda ortaya ¢ikabilirler.
Bundan dolayi c¢izgelerin etkili olarak test edilmesi veya analiz

edilmesi etkili algoritmalarin olusturulmasini gerektirmektedir.

3.1. En Kasa Yollar

G=(V,E) bafli bir cizge oclsun ve her ayritin afirlida da o
yolun wuzunluunu gbésteriyor olsun. v; digliminden v; didlimine
dodru yonlendirilmis ayritin uzunludu W(Vvi, V) seklinde
gosterilsin. Efer v; diglminden v; didumine yol yoksa, w(v;,v;)=w©
olur. Bir yolun uzunludu, o yolu olusturan ayraitlarin
uzunluklarinin toplamina esittir. Iki diglm arasinda uzunludu en
az olan yola en kisa yol denir. Bir v;-vy; yolunun uzunlugdu v; ile
vy digimleri arasindaki uzaklidi verir ve d(vi,Vy) ile
gosterilir.

Bu boélumde su iki problem gbz o6niine alinacaktir;

1.6 c¢izgesi igerisinde belli bir diuglmden diger bilitlin diflumlere
olan uzakliklarin bulunmaszi.

2.81ralil digim ikilileri arasindaki en kisa yolun bulunmasi.

Bu iki problem bir c¢ok optimizasyon probleminde ortaya
¢ikmaktadar.
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3.1.1. Bir digimden diger diigimlere en kisa yollar

Yonlendirilmis bir cizgede, belli bir diifimden diger bitin
diiimlere olan yollarin en kisa seklini bulan algoritmaya ilk
olarak Dijkstra [BONDY, wvd., 1976], [THULASIRAMAN, vd., 1992],
[DEO, 19747, [CORMEN, vd., 19917, [GIBBONS, 1985]
gelistirmislerdir.

G=(V,E) ¢izgesi ig¢in, V diglimler kimesi ve E ayritlar
kimesidir. ScV ve seS olsun ve S kiumesi, S’ nin V/ ye gdre
timleyeni olsun. Bu durumda S = V - S olur.

s’ den S’ ye olan biitiin ydnlendirilmis yollar arasinda
P:s,...,u,v uzunludu minimum olan vyol olsun. P  yolunun
uzunluduna uzaklik denir ve d(s,S) seklinde gosterilir. Acikca
gérilir ki v € S ve ueS’ dir. Bundan dolayar P yolunun s-u
bolimli S kimesinin biitiin digUmleri ig¢in minimum olmasi gerekir

ve
d(s, S) = d(s, u) + w(u, v) (3.1)

olur. Buradan da gbériildigi gibi d(s,S) uzakliginin hesaplanmasi

icin (3.2) bafintisi kullanilabilir.

d(s, S) = min{d(s,u) + w(u, v) } (3.2)
ues
VZE
EJer bazi ue$ igin d(s, §) = d(s,u) + wlu, v) ise, buradan acik
olarak
d(s, v) = d(s, S) (3.3)

olur. Dijkstra algoritmasi: V'’ nin (|V|=n) alt kimeleri olan
Se={s}, Si, Sz, ... serisini olusturur. Bu alt klimeler |V|=n

icin, su sartlari saglarlar;

1.E§er s=ug, 4, Uz, ..., Upa, V kimesinin elemanlari ve
d(s,u;)=d(s,u)s... <d(s,up1) ise i>0 ig¢in Si;={s, Ui, Uz, ...,

u;} olur.
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2.8; serisli belirlendikten sonra, s’ den uqg, Uz, voo U

digimlerine olan en kisa yollar bulunmus olur.

EJer S; kimeleri belirtildigi gibi tanimlanirlarsa, (3.3)

badintisindan godrilecedi gibi

d(slui+1) = d(slgi) (3.4)

olur. Bundan deolayi S:.; 1  belirlemek icin d(s,S;)’ nin

hesaplanmasi gerekir. Si, Sz, ..., Snp1 alt kimeleri su sekilde
olusturulurlar.
d(s, S,) = min{d(s, u) + w(u, v)} = min{w(s, v)} (3.5)
ueSy v ES,
ves,
(3.4) badintisindan gorilecedi gibi u; dugimi (3.6)

badintisindaki ©zellidi saglar.

d(s,u,) = mign{W(s, v)} (3.6)

Eder P; yolu, s digumiinden u; difilimiine olan en kisa yol

ise, P;:s, u; olur.

Sor Si1, Sz, ... alt kiimeleri wve P;, P, ..., P; en kisa
yollarin belirlendigi varsayilsin. Sis1 alt kiimesinin
belirlenmesi igin, ilk olarak d(s,S,), (3.2) bagdintisi
kullanilarak  hesaplanir ve Ui+ bir diglim olup, (3.4)

badintisindaki 6zellidi tasir. (3.2) badintisindan dolayi, oyle

bir u;eS; dugumi vardir ki (3.7) bafintisindaki 6zelligi tasar.
d(s, ui+1) = d(s, U.j) + w(ujl ui+‘.) (3.7)

P; yoluna (uj,ujs;) ayriti eklenerek P;, yolu elde edilir.

Eer sadece s ve t duglimleri arasindaki en kisa vyol
araniyorsa, bu durumda t dufumini igeren S8; alt kimesi
olusturulunca, algoritma sonlandirilir.

Bu algoritma, (3.2) bagdintisinda gdriilen her seviyedeki
minimum dederleri hesaplamayi gerektirir. EJer S; alt klmesinin
Si-1 alt kimesinden elde edilmesi esnasinda her seviyede minimum

deferler hesaplanirsa, (i-1)x(n-i) tane toplama ve {i(n~i)-1}



19

tane de karsilastirmaya ihtiyacg vardir. Toplamda, bu
algoritmanin ihtiya¢ duydudu islem sayisi (3.8) bagintisa ile

hesaplanair.

n-1
Yi@Ei-1DMm-1)-1 (3.8)

i=1

Sonu¢ olarak, bu algoritmanin mertebesi O(n®) olur. Bununla
birlikte bu algoritmada yapilan birgok toplama ve karsilastirma
islemleri gereksiz yere yapilabilir. Bu gereksiz toplama ve
karsilastirma islemlerinden kurtulmak i¢in her seviyede yapilan
hesaplamalar bir sonraki seviyeye aktarmak icin saklanir. Bu
islem, bilitlin diglimlere etiket verilerek yapilir ve toplamda
algoritmanin mertebesi O(n®) olur. Dufimleri etiketlemek icin,
i=0,1,2,...,n i¢in diflmlerin etiketleri 1;(v) gdsterilsin ve bu

etiketler (3.9) badintisindaki sartlari saglarlar.

1.Vvezs, 1lp(s)=0 ve ly(v)=cw.
2.1i21 ig¢in, VveS;; l;(v)=d(v,s)
1.(v) = min{d(s, u) + w(u, v)} Vv €S, (3.9)
ued;
Acik olarak gorildigi gibi, u; dugimid (3.10) badintisindaki
bzellidi saglar.
d(s,u;) = di(s, S;_,) = min{l,(v)} (3.10)
veES .,

Buradan li.1(v) etiket deferi 1;(v) etiket dederi yardimiyla

(3.11) ba§intisinda gortldiifi gibi hesaplanir.

l.veS;, lia(v)=li(v)=d(s,v)

2.v € 8,

1..,(v) = misn{d(s, u) + wiu, v) }
= min{l,(v),d(s, u;) + w(u,, v)} (3.11)

min{l,(v),1,(u;) + wlu;, v)}

Ui,y digimi oyle se¢ilir ki,
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d(s, u;,,) = dis, S;) = gnei§r1{11+1(v)} (3.12)

olur. S; kiumesi Dbelirlendikten sonra wu; duJluminin etiketi
defismez.

Bundan dolayi Dijkstra algoritmasi baslanglgté lo(s)=0 ve
lo(v)=w, Vv#s sartlarini saglar. Algoritma islemleri devam
ettikce, etiket deferleri, (3.11) bagintisina goére degisirler.
1l...(v) etiketi d(s,v) uzaklidini verir.

uy,; duglmini belirlemek igin, Vv e 5, igin  li.(v)
hesaplanmasi gerekmektedir ve bu etiketlerin ig¢inde minimum
olani secilir. i2l1 ig¢in, (3.11) bafintisi (n-i-1) adet toplama
ve (n-i-1) adet karsilastirma yapar. Halbuki (3.12) bagintisa
(n-1-2) adet karsilastirma yapar. Buradan da Dijkstra
algoritmasinin mertebesinin O(n?) oldugu gérilir.

Dijkstra algoritmasz, anlatilmadan once baza veri
yapilarinin ne ama¢la kullanildiklarinin belirtilmesi gerekir.
LABEL dizisi, o anki diifimlerin etiket de§erlerini tutar ve PERM
dizisi de hangi diugimlerin alabilecegi son etiket degerine
ulastidini saklar. Eer PERM(v)=1 ise, v diuglmi alabilecedi son
etiket deferine ulasmistar. Gorilecedi gibi (baslangicta
PERM(s)=1 ve PERM({v)=0, Vv#s) diiflimlerin etiketleri d(s,v) olur.
PRED dizisi ise s-v yolu lizerinde her digumin kendisinden onceki
digimini tutar. Bu algoritma bilindigi gibi belli bir diglmden
diger diijlmlere olan en kisa yollari bulmaktadir. Efer bu
algoritma ¢izgenin mertebesi kadar tekrar edilirse biitln
diigiimler arasindaki en kisa yollar bulunmug olur. Dijkstra

algoritmasi Algoritma 3.1’ de verilmistir.

Algoritma 3.1. Dijkstra tarafindan ilk olarak uygulanan en kisa

yol algoritmasi.

yordam EnKisaYol (Dijkstra)
1- LABEL(s)=0, PERM(s)=1, PRED(s)=s
Vv#s, LABEL(v)=o, PERM (v)=0, PRED(v)=v
2- u=s, i=0
3- LABEL(v)=hesaplanir, i=i+l, nihayi etiketine ulasmayan

blitin difimler icin sunlar yapilair
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3.1- M=min{LABEL(v), LABEL(u)+w(u,v)}
3.2- E§er M<LABEL(v) ise
LABEL (v)=NM
PRED (V) =u
4- Nihai etiketine wulasamayan diilimler arasinda etiket
de§eri minimum olan duglim seg¢ilir (w).
PERM (w) =1
u=w
5- Efer i<n-1 ise, 3. adima git, aksi halde bitir.

yordam sonu

Bilgisayarda o ifade edilemeyecedine gdre  diuflimler
arasindaki mesafenin sayisal deder olarak ulasmasi pek miimkin
olmayan Dbiliylik sayir seg¢ilmelidir. Sonu¢ olarak, algoritma
uygulandiktan sonra hala etiket deferi o olan diigimler ig¢in, s’
den bu diiglimlere yol olmadidi anlamina gelir.

Bu algoritma ig¢in, bilittin ayrit degerleri pozitif olarak
alinmaladir, ¢inki negatif de§erler ic¢in Dijkstra algoritmasi
dogru calismaz.

Ford tarafindan gelistirilen en kisa yol algoritmasi ise,
negatif deJerlere izin vermektedir, fakat negatif deferli
devrelere izin vermemektedir. GClinkdl bu durumda algoritma sonsuz
dongliye girecektir. Bu algoritmada LABEL(v) yerine A(v)

kullanilmaktadir.

Algoritma 3.2. Bellman-Ford tarafindan gelistirilen en kisa yol

algoritmasai.

yordam EnKisaYol (Bellman-Ford)
1- A(s)=0 ve PRED(s)=s ve Vv#s, A(v)=w, PRED(v)=v
2- Eger A(vy)> A(vi)+w(e) dederine sahip olan e=(v;,Vvy)
ayriti bulunamiyorsa, programi bitir.
3- e=(vy,V;) ayriti igin Avy)> A{vy)+w (e) sarti
saglaniyorsa, bu ayrita seg¢ ve l(vj)=X(vi)+w(e),
PRED(vs)=v; ve 2. adima git.

yordam sonu
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3.1.2. Bitiin dugimler arasindaki en kisa yollar

n dii§imli bir ¢izgenin n(n-1) tane sirali diglm ikilileri
arasindaki en kisa yollarin bulunacagi kabul edilsin. Ilk akla
gelecek olan Dijkstra algoritmasinin her didim ig¢in ayri ayri
kullanilmasaidir. Fakat, bununla birlikte hesapsal ydénid daha iyi
olan algoritmalar vardir. Bu algoritmalar negatif agairlikla
ayritlari olan ¢izgeler ig¢in de dodru calasirlar, fakat biitin
ayrit agirliklari negatif olan devrenin bu ¢izgelerde olmamasi
gerekmektedir. Bu algoritmalardan biri, 1ilk olarak Floyd
tarafindan olusturulmustur.

Ayritlari agarliklandirilmis n digimld bir yoénlendirilmis
cizge diisinilstin. Bu ¢izgenin dugumleri 1, 2, ..., n ile
gbsterilsin ve bu ¢izgede ayritlari negatif afarliklandirilmis
devrenin olmadigzi kabul edilsin. W={wiy] matrisi, nxn
boyutlarinda bir kare matris olup, matrisin w;; elemani e=(v;,Vvy)
ayritinin agdirligini gobstersin. Efer e=(v;,v;) gibi bir ayrit
yoksa, wiy=0 olur ve w;;=0’ dir.

Floyd algoritmasi baslangig¢ta W'”=W matrisinden baslayarak,

wo, w®, ..., W™ gibi nxn boyutlarinda kare matrisler serisi

{n)

olusturur. Boylece W™ matrisinin w{} elemani v' ile v’ dugtmleri

arasindaki en kisa yolun uzunludunu verir. Wm’==[wgg] matrisi
wrl = bﬂﬁ'”] matrisinden (3.13) badintisina gére olusturulur.

) _ s (k=1 (k=1) (k-1)
wis = min{wiy T, Wiy Wy ) (3.13)

Pﬁ) yolu {1, 2, ..., k} digumlerinden baska dugim icermeyen ve
uzunludu minimum olan yoldur.

Ek olarak, en kisa yollarin yaninda birde bu yollarin hangi
diigtimlerden gec¢tidinin bulunmasi lazimdir. Bu algoritmada PRED
en kisa yol lizerindeki bir odnceki digtmi tutan bir dizidir.

wo, w, ..., W™ serisi olusturulurken, ayni zamanda z'®, 2z,

., 2™ serisi olusturulur ve zg’ elemani Pg’ yolunda v;

diigiiminden sonra gelen duglmii tutar. Bu durum (3.14)’ de ifade

edilmistir.
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o j ejer w;, # o
z{) = (3.14)
0 ejer w;y = ®©
Z“’==[zﬁq matrisi z®% ™Y = Pfy”] matris yardimiyla (3.15)
badintisina gbre hesaplanir.
- mi k=1 tk=1) k-1)
M = min{w;3 ", Wi~ +F Wiy}
k-1) _ k=1
. Ziy efer M = wyj (3.15)
BT ) k- &-1)
Zik e§er M < wyjy
Eger M = wl™ ise P¥ yolunun uzunlugu P§"" uzunluguna

(k) . k=1)
z;; degeri

esit olur. Bundan dolayi 25

dederine esit olur.

Diger bir yandan, eder M < wii™" ise, B{¥ yolu PX"Y yolu ile

Pi;™" yolunun birbirine eklenmesine esittir.

vi-vy en Kkisa yolu Vi, V; ,. 1 Vi 1Yy diiumlerinden olussun.

Buradan

Lo o s m s o o)

1, =25, 1, = 2550 0000 3 = 244 (3.16)

olarak verilebilir. (3.13) bagintisinda, efer wi" = « veya
{(k-1) _ : (k} _ (k-1)

Wi = 0 ise Wiy = Wy olur.

Algoritma 3.3. Floyd algoritmasi. Verilen bir ¢cizgede Dbiitin

dugtimler arasindaki en kisa yolu bulan algoritmadir.

yordam EnKisaYol (Floyd)

1- W={wyy]= ayrit agirliklari, wi;=0, Vi=1l, 2, ..., n

Z=[z;5] nxn boyutlarinda matris olup

(k-1) 9 = (k=1
S0 _ Zy5 ger M = Wy,
37 ) k-n < (k-1)
Ziy ger M < Wy
2- k=0

3- k=k+1, Eer i#k ve wj#®, J#k ve wWy#®© ise,

M=min{wij,
WigtWiy E(jer M<Wij ise, Zi3=2Z3x V€ Wij=M
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4_

i- E§er wii<0 ise, G ¢izgesinde ayrait uzunluklari
negatif olan bir devre vardir ve bu durumda programi
bitir.

ii- EJer butlin w:;;20 ve k=n ise, [wy;] Vvi-vy yolunun en
kisa uzunlugunu verir ve [z;;] deferi v;-vy; yolu iginde
vy difiminden sonra gelen duglimi verir. Programi
bitir.

iii- Efer w;;20 ve k<n ise, 3. adima git.

yordam sonu

3.2. Minimum Agarlikli Kapsar AJac

Devre igermeyen g¢izgelere devresiz ¢izge denir. AJac, ba§la
ve devresiz olan bir c¢izgedir. Bir ¢izgenin kapsar afaci, o
¢izgenin bitln dufumlerini igeren adactir.

Gizgelerin o6zel bir durumu olan adaclar icin sunlar
sbylenebilir.

G=(V,E) ¢izgesi i¢in, [V|=n ve |E|=m olsun. Bu cizge icin

asagidaki ctmlelerin hepsi birbirlerine denktirler.

1.G bir afacgtar.

2.G c¢izgesinin herhangi iki dugtimi arasinda tek bir yol vardar.

3.G bagli bir ¢izge ve m=n-1’ dir.

4.G devresiz olan bir ¢izge ve m=n-1’ dir.

5.G devresiz olan bir c¢izge ve efer bitisik olmayan iki di§umi
bir ayrit ile birlestirilirse, elde edilen c¢izge tam olarak
bir tane devre icerir.

n-diglimld bir G ¢izgesi ig¢in, G; ¢izgesi G ¢izgesinin alt
¢izgesi olsun. G;=(V;,E;) ve V=V, [Vil=n wve |E;{=m’ dir.

Asagidaki clmleler birbirlerine denktirler;

1.G;, ¢izgesi, G ¢izgesinin kapsar a§acadar.
2.G; ¢izgesinin herhangi iki dugumii arasinda tek bir yol vardir.

3.G; ¢izgesi bagli ve my=n-1’ dir.
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4.G, cizgesi devresiz bir ¢izge ve my=n-1' dir.
5.G; devresiz bir c¢izge ve efer bitisik olmayan iki digimi bir
ayrit ile birlestirilirse, G; ¢izgesi tam olarak bir tane

devre igerir.

Eer G, ¢izgesi, G ¢izgesinin bir alt g¢izgesi olup, V=V, G,
devresiz, bagli ve n-1 tane ayriti varsa, G; ¢izgesi, G
¢izgesinin kapsar afacadir. Asadidaki doért ozellikten en az

liclini tasiyan c¢izge, bir kapsar agac olur.

1.G; ¢izgesinin n tane diiglimi vardir.
2.G, ¢izgesi badli bir c¢izgedir.
3.G; ¢izgesinin n-1 tane ayriti vardir.

4.G, ¢izgesi, devresiz bir ¢izgedir.

Eger bir G ¢izgesinin kapsar agaci varsa, o ¢izge badli bir
¢izgedir. Clnkl, kapsar agag¢, G ¢izgesinin bir alt ¢izgesi olup,
bagli bir cizgedir. Bunun tersi ig¢in, efer G ¢izgesi bagli bir
¢cizge ise, bunun en az bir tane kapsar adaci vardar.

Efer bafli bir c¢izge devresiz ise, kendisi bir kapsar
agactir. Eger G c¢izgesi, devresiz degdilse, e; ayriti bir
devrenin ayriti olsun. G;=G-e; badli ve devresiz olan bir alt
¢izgedir ve blutin digumleri igerir. EJer Gl ¢izgesi devresiz
degilse, bir O6nceki adim tekrar edilir. Bu islem biitiin digimleri
igeren devresiz bir alt ¢izge elde edilinceye kadar devam
ettirilir.

Bir c¢izgenin minimum kapsar afaci, o ¢izgenin bilitiin
diiflimlerini igeren bir alt ¢izge olup, ayrit afirliklari toplami
minimumdur. Bagili ve bitin ayritlarina negatif olmayan
agirliklar verilmis bir ¢izge diistinilsin. Alt ¢izgenin airligi,
bu alt ¢izgenin ayrit adirliklarinin toplamina esittir. Amacg,
verilen ¢izgeden, ayrit agairliklari toplami minimum olan ve
btitin diigimleri igeren bir aga¢ olusturmaktir. 1Ilk olarak
Kruskal [{THULASIRAMAN, v.d., 1992], [BONDY, v.d., 19761,
[MCHUGH, 1990], [GIBBONS, 1985] verilen c¢izgenin bu tip a§acini
bulan algoritmayi olusturmustur ve ayni isi farkli bir yéntemle
yepan Prim algoritmasi vardir [THULASIRAMAN, v.d., 19927,
[BONDY, v.d., 1976], [MCHUGH, 1990], [GIBBONS, 1985].
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Teorem 3.1. v afirliklandairilmis, badli ve ydénlendirilmemis
bir c¢izgenin digumi olsun. v didimi ile g¢akisan ayritlar
arasinda e ayritinin agirligi minimum olsun. G ¢izgesi minimum
afirlikli kapsar oyle bir afaca sahiptir ki, bu afa¢ e ayritinmi

igcerir.

Ispat : T, G ¢izgesinin minimum adirlikli kapsar agaci
olsun. E§er Tn, e ayritini igermiyorsa, e ayritina gdére Tui,
afacinin temel devresi C diisliniilsliin. e; ayriti C devresinde e
ayritina bitisik olan ayrit olsun. Ac¢ik olarak e1€Tpin. T1=Thin-
e+e; afaci, G c¢izgesinin bir minimum adirlikli kapsar afacidar.
e ve e; ayraitlari v ayritina c¢akisik olduklarindan, w(e;)2w(e)
ifadesine wulasiriz. Fakat w(e)2w(ei)’ dir. Cunki w(T1)=w(Tpin) -

wieiy)+w(e)2w (Tnin)© dir. Bdylece w(e)=w(e;) ve w(T:i)=w(Tmnn) olur.

Boylece T, afaci G ¢izgesinin minimum adirlikli kapsar aacidirml

Teorem 3.2. AJarliklandirilmis bagli G c¢izgesinin devre
igcermeyen alt c¢izgesi T olsun. G ¢izgesinin minimum adirlikla
kapsar agdaci, T alt ¢izgesini icgerir.

Eger G, cizgesi T alt ¢izgesinin ayritlarinin

btzistirulmesi ile elde edildiyse ve T, ~agdaci G; c¢izgesinin

minimum agirlikli kapsar agaci ise, T, U T agaci, G ¢izgesinin

minimum afirlikli kapsar agacidar.

Ispat : G cizgesinin minimum agirlikli kapsar adaci Tpn
olsun ve bu ada¢ T alt ¢izgesini igersin. Efer T,,, = TUT

min,

ise, T, afaci G ¢izgesinin minimum agdirlikli kapsar agacidar.

Boylece;
W(Thsn,) 2 W(Th, ) (3.17)
olur. T, VUT sonucun, G ¢izgesinin minimum agirlikli kapsar

agaci oldudu kolayca goriillir. Boylece;

W(Tmin1 VT2 w(Tmin) = w(T) + W(Tminz) (3.18)

olur. Buradan (3.19) esitsizlidine ulasilabilir.
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"’I(rI‘xnin;L ) w(Tminz ) (2 .19)

(3.17) ile (3.19) esitsizlikleri birlestirildiginde,
W(Tpin, ) = W(Ty,,) sonucuna ulagilir ve W, VT) =wl,, UTI=
W(Tnin) o©lur. Boylece T,, VT agaci G ¢izgesinin minimum

afirlikliy kapsar agacidir W
Algoritma 3.4. Kruskal algoritmasi.

yordam MinimumAgirlikliKapsarAgdaci

1- G afirlaklandirilmis badli bir cizge olsun.

2- i=1 ve Eo=C

3- Minimum agirlikli: e; ayriti sec¢ilir ve e;€E:; ve G
¢izgesinin ayrit indirgenmis alt ¢izgesi <E;{e:}> devre
icermez, T;=<E;u{e;}> ve E;=E;;U{e;} tanimlansin. EJer
boyle ayrit yoksa, Tnin=T:-1 ve bitir.

4- i=i+1 ve 3. adima git.

yordam sonu

Kruskal algoritmasinin bir defisik sekli de Prim
zlgoritmasidir. Prim algoritmasi, bir diglmden baslayarak, agac:
blitiin digtumleri icerecek sekilde genisletirken, o ana kadar
ajaca dahil edilmis digtimlerin, agacin ddglimler kimesinde
olmayan komsu duglimleri gdz ontine alir. Aga¢taki herhangi bir
diuglimi, bu agagcta olmayan digimlerden biri ile minimum ayritla
baflaniyorsa, bu dugiim adacin difiumler kiimesine ve ayrit da

afacin ayritlar kimesine eklenir.
Algoritma 3.5. Prim algoritmasz.

yordam MinimumAgirlikliKapsarAfaci
1- G afirlaiklandairilmis badli bir ¢izge olsun.
2- i=1 ve Ep=C. v gibi bir ayrit seg¢ilsin ve V;={v}.
3- Oyle bir ayrit e;=(p,q) secilsin ki adirligi minimum
clsun ve e; ayritin uc¢larin bir tanesinin V; elemai
olsun, peV;. Vi+1=ViU{qg}, Ei=E;.;U{e;} ve Ti=<E;_;Ue;>

tanimlansain.
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4- Efer i<n-1 ise, i=i+l1 ve 3. adima git. BAksi halde
Tpin=Ti-1 Ve bitir.

yordam sonu

3.3. iki Parcalalik

Bir ¢izgenin iki parcaliligi, bu ¢izgenin dii§umler
kimesinin iki ayrik alt kUmeye parcalanabilmesi wve bu alt
kimelerin barindirdida diigumlerin kendi aralarinda ayritlara
olmamasidir.

Bu kavrami anlatmak i¢in su o6rnek verilebilir. Bir
fabrikadaki tretim ig¢in kullanilacak olan cihazlar ile isciler
bir ¢izgenin diiglimler kiimesini olustursunlar. iscilerin
cihazlara kullanabilme yetenekleri de ayritlar kiilmesini
olustursunlar. Bu durumda, cihazlar klimesi elemanlari arasinda
ve isg¢iler klUmesi elemanlari arasinda ayritlar olmaz. Vi=isciler
kimesi olsun ve V,=cihazlar kimesi olsun. V=V,UV, i¢in, G=(V,E)
¢izgesi bu fabrikada isg¢iler ile cihazlar arasindaki iliskiyi
modelleyen bir ¢izgedir. Bu ¢izge iki pargali bir ¢izgedir. Iki
parcali bir ¢izge i¢in Sekil 3.1’ de goruldudi gibi, ViNV.=D
olur.

Bir c¢izgenin iki par¢ali olup olmadidini test etmek icin,
bu ¢izgenin bir diidimii alinir. Bu difim bir kiimeye atilir ve bu
digimin komsulari diger klimeye atilir. Komsulari heniiz test
edilmemis diigtimler isaretlenmez, kendisi ve komsulari ayri ayri
kiimelere atilan digtimler isaretlenir. Blitin diugtimler
isaretleninceye kadar devam edilir. Eger daha isaretlenmemis
digim var ve herhangi bir didimin kendisi ve komsularindan en az
biri ayni kuUmeye atilmissa, bu ¢izge iki parcali dedildir. Aksi
halde, bu ¢izge iki pargalidir. Bu islemi yapan algoritma

Algoritma 3.6’ da gorilmektedir.
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Sekil 3.1. Iki parcali bir c¢izge.

Algoritma 3.6. Bir ¢izgenin iki parcalil olup olmadi§ini test

eden program

yordam IkiParcalilik(G)
1- Ikiparcali=l
2~ VveV icin P[v]=0
3- isaretlenmemis ueV digim oldugu siirece isleme devam et
Parca=Parcau{u}
P[u]=1
Parca<>d oldugu siirece devam et
Parca=Pargca-{v}
Blitin v’ nin w komsulari ig¢in efer P[w]=0 ise
Parca=Parcau[w}
P{w]=3-P[w]
Eer P[v]=P[w] ise
IkiParcali=0 ve Bitir

yordam sonu

3.4. Gizgelerin Badlilaiga

G=(V,E) ¢izgesi yonlendirilmemis bir ¢izge olsun. Vi, v5€V
i¢in, eger en az bir tane v;-vy yolu varsa, v; ve vy digimleri

baglidir denir. Her diiflim, dogal olarak kendisine baglidir. EJer
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bir ¢izgenin her dudtm ¢ifti ig¢in, en az bir tane yol varsa, bu
cizge bagli c¢izgedir. Efer yodnlendirilmis bir G=(V,E) cizgesinin
bitin dugim ¢iftleri igin, v;-vy; yolu var ve ayni zamanda Vy-v;
yolu da varsa, bu ¢izgeye kuvvetli bagli ¢izge denir.

G=(V,E) ¢izgesi bagli olmayan bir ¢izge olarak disiiniilsiin.
Bu durumda, V  kimesi birden fazla alt kimeye Vi, ...,V
boliinebilir. Bu alt kiimelerin digtmlerinin kendi icg¢inde
bitisiklikleri s6z konusudur. Fakat bu alt kiimeler arasa
digtimlerin bitisikligi s&z konusu degildir. (3.20) bagintisinda
G ¢izgesinin alt g¢izgelerinin 6zellidi verilmistir. Bu alt

g¢izgelere G ¢izgesinin parcalari denir.
{vi,vs}€E & vy, vy€Vy Ve Vi, Vi€V, 12k,rsp ve rzk (3.20)

Yénlendirilmemis bir g¢izgenin bagli olup olmadidini test
etmek, yodnlendirilmis bir ¢izgenin bagdli olup olmadidini test
etme islemine gobre kolaydir. EJer yonlendirilmis bir c¢izgenin
sadece bagliligi test edilecekse, bu islem bu c¢izgenin kuvvetli
badli olup olmadidini test etmeye gdre daha kolaydir. Cilnki
ybnlendirilmis bir ¢izgenin kuvvetli bagli olmasi igin, efer v:-
vy gibi bir yobnlendirilmis yol wvarsa, vs-v; gibi  bir
yonlendirilmis yol olmak zorundadir. Bu zorunluluk bitin dugum
ciftleri igin gegerlidir. Bu testi yapabilmek i¢in yapay =zekada
kullanilan arama algoritmalarindan ilk-once-derinlik wveya ilk-
once-genislik algoritmalarindan birinin kullanilmasi gerekir.
Burada bu yapay zeka algoritmalari verilmeyecektir.

Yonlendirilmemis c¢izgelerde ise, ¢izgenin bagli olmasa
kuvvetli bag§li anlamina da gelir. Bundan dolayi sadece ¢izgenin
bagliligr test edilir. Algoritma 3.7, yonlendirilmemis Dbir
cizgenin baglilidini test eder. Algoritmada verilen B dizisinin

her elemani ¢izgenin bir parcasinin didumlerini icerir.

Algoritma 3.7. Yonlendirilmemis bir g¢izgenin kendi icginde

pargalarini bulur.

yordam Bagdli
1- G=(V,E) ydnlendirilmemis bir ¢izge ve B her elemani bir
kime olan bir dizidir. A nxn boyutlarinda bitisiklik

matrisi
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2- i=1,|V|=n, B Dbitlin difimler test edilinceye kadar devam
et

3- Efer Vv;eV ise, C=v; diiglimlinin komsu diifimleri kiimesini
olustur.

4- B[i]=B[i]+C ve V=V-C

5- EJer B[i] eklenen yeni diglimlerin komsularindan en az
birinin B[i]’ de olmamasi durumunda 3. adima git

6- Eder i<n ve V#{} ise, i=i+1, 3. adama git

yordam sonu



4. CizGE BOLMELEME

Gizgelerle ifade edilebilecek ©bilimsel hesaplamalarda
ortaya ¢ikan kombinatorik yapiya sahip olan problemler vardir.
Bu problemlerin ¢ézliminin daha az zaman almasi igin problem veri
kimesinin ayrik olan alt klimelere pargalanmasi gerekir. Bunu
gerceklestirmek icin problemi temsil eden c¢izgenin bdlmelenmesi
gerekmektedir. Cizge bdlmeleme, arastirma alanlarinda ve paralel
hesaplamalarda ¢ok bilinen bir problemdir. VLSI devre
tasariminda, yilik dengelemede, seyrek matrislerin dilizenlenerek
mihendislik ve optimizasyon wuygulamalarinda ortaya ¢ikan
sistemlerin dogrudan ¢oziminiin elde edilmesinde kullanilar.
Sonu¢ olarak, ¢izge bélmeleme, bilimsel hesaplama, optimizasyon,
VLSI tasaraimi, yuk dengeleme gibi alanlarda uygulama alani bulan
onemli bir problemdir.

Cizgeler {iizerinde c¢esitli islemler yapilabilmektedir. Bu
islemlerden biri de <¢izge bolmelemedir. Bazi bilimsel ve
milhendislik problemlerinin c¢ozimiinde veriler islemcilere ©&yle
bir sekilde dagitilir ki islemcilere diisen yiik dengelidir ve
islemciler arasi iletisim en aza indirgenmistir. Bu, bir g¢izge
bdlmeleme problemidir. CCizgedeki dugtimler vyapilacak isi ve
diifumler arasi ayraitlar da bu islerin atandiga islemciler
arasindaki iletisimi goésterir. Optimal boélmeleme, islemcilere
disen isin hemen-hemen (miimkilinse) dengeli wve islemciler
arasindaki iletisimin de minimuma indirgenmesidir, bu da
iletisim ve islerin yapilmasi i¢in harcanacak =zamanin minimuma
indirgenmesidir.

Problemi olusturan veriler, islem safhalarinda
de§ismiyorlarsa, bu durumda bolmeleme islemine baslamadan once
¢cizge olusturulur ve bu ¢izgenin bolmeleme islemi c¢esitli
algoritmalara gbre bir kez yapilar.

Efer veriler islem safhasinda degisiyorlarsa, bu durumda
b&lmeleme islemi ilk verilere gbre yapilir. Bundan sonra yeni
veriler eklenince bolmeleme vyapilan c¢izgede bu eklemeye gore

diizenleme yapilir veya veri silinmesi sbz konusu ise benzer
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islem bunun icin de tekrar edilir [OU, v.d., 1997]. Bodlmeleme
islemi, verilerin durumuna gore slreklilik arz eden bir olustur
[ou, v.d., 1997].

Cizge  bolmeleme islemi  NP-tamam (NP-complete) bir
problemdir. Bundan dolayi bolmeleme islemi yapan algoritmanin
matematiksel karmasiklidi (complexity) bir polinom degildir,
eksponansiyel bir bagintidir. Gintimiize kadar bulunan
algoritmalardan, hi¢ biri wverilen ¢izgenin optimum bo&lmeleme
islemini yaptigini garanti edemiyor. Buna radmen gelistirilen
algoritmalarin codu iyiye yakin veya iyi sonug¢lar vermektedir.

Probleme gdre verilen c¢izgenin diflimlerinin koordinatlari
olabilir veya olmayabilir. E§er koordinatlari varsa, bu durumda
bolmeleme islemi biraz daha kolaylasmaktadir [LASZEWSKI, 1993].
Cinkli dugumlerin eksen koordinatlarina gbre 1ilk once bir
siralamasi vyapilir, ondan sonra bolmeleme islemi yapilair
(kullanilan yéntem bdl ve yobnet). Elde edilen pargca sayisi
yetersiz 1ise bu parcalar yine ayni yontem ile diJer eksene
(izerinde siralama islemi yapilmamis veya en az yapilmis eksen)
gore siralanir ve bu siralama isleminden sonra bolmeleme islemi
uygulanir. Genelde her parca kendi ic¢inde siralanir ve ondan
sonra © parga ikiye bolmelenir.

Eer dugiumlerin koordinatlari yoksa, bu durumda c¢izgenin
bélmeleme islemi i¢in genel olarak ilic degisik ydéntem uygulanir.
Bunlardan biri gelisi glizel baslangi¢ Dbolmeleme isleminin
yapilmasi, ikincisi ¢izgenin 6z deferleri ve bu 0z deferlere
denk diisen o6z defer vektdrlerini bularak bélmeleme isleminin
yapilmasi [KARYPIS, v.d., 1995], [ZHOU, 1993], [KIM, v.d.,
1993], iiclinci olarak da e§er ¢izgenin diifiim sayisi fazla ise ilk
once c¢izge lzerinde gelisi gilizel eslestirme yapilir veya
maksimum-ayrit-dnce metodu ile eslestirme yapilir ve esglesen
diiglimler bir diigime indirgenir (coarsening) [ZHOU, 19931,
[KARYPIS, v.d., 199%6], [KIM, v.d., 1993], [KARYPIS, v.d., 1997],
[EENDRICKSON, v.D., 1995], [KARYPIS, wv.d., 1995]. Bu sekilde
istenen sayida diigim elde edildikten sonra yukarida belirtilen
yontemlerden biri kullanilarak bolmeleme islemi yapilir ve ondan

sonra c¢izge geri agilarak (uncoarsening) orijinal ¢izgenin



34

bolmelenmis hali elde edilir (¢ok seviyeli ¢izge bdlmeleme
metodu). Baslangi¢ parcalar elde edildikten sonra bu parcalara
iyilestirme metotlari uygulanarak hata orani en aza indirgenmeye
calisilir (Kernighan-Lin).

Eger ¢izge homojen bir yapiya sahipse (biitin di§im
agirliklari esit ve bitln ayrit agarliklari esit), bu durumda
¢cofu zaman boOlmeleme isleminden sonra iyilestirme islemine
ihtiya¢ duyulmaz, efer ¢izge homojen de§ilse, bu durumda da codu
zaman iyilestirme islemine ihtiya¢ duyulur.

Cizge Dbolmeleme islemlerinde kullanilan yéntemler genel
olarak iki boltmden olusmaktadir. Bunlar, olusturma ve
iyilestirme algoritmalaridir. Bu algoritmalardan su anda

kullanilanlarin bir listesi verilirse,

Bolmeleme (olusturma) algoritmalar:

1.Gelisi glizel bdlmeleme yapan algoritmalar

a) Lineer

b) Gelisi glizel

c) Serpme

2.Spektral Cizge Bbolmeleme

3.0zyinelemeli Es Iki Parcaya Bdlmeleme Algoritmasi
4,Eylemsizlik

5.Basit Cizge Indirgeme

6

.Cok Seviyeli Cizge Bolmeleme

iyilestirme Algoritmalari

1.1ki optimal iyilestirme algoritmasi

2.Kernighan-Lin iyilestirme algoritmasi

3.Is1 diistsiiniin taklidi (Simulated annealing - SA)

4.Enerji durum taklidi wve Uyumlu 1si1i disiisii taklidi (Simulated
Tempering and Adaptive Simulated Tempering - AST)
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4.1. Olusturma Algoritmalara

Olusturma algoritmalari ¢izgenin baslangic Dbdlmeleme
islemini yapan algoritmalardir. Bu algoritmalardan sonra

iyilestirme algoritmalari uygulanir.

4.1.1. Geligi glzel bélmeleme yapan algoritmalar

Gelisi glizel bdlmeleme algoritmalarinin her birinin belli
bir algoritmik yapisi vardir. Gelisi glizel denilmesinin sebebi
yik dengeleme sartini ve minimum kesim ayrit boyutunu gdz oniine

almamalarindan kaynaklanir.

4.1.1.1. Lineer algoritma

Bu algoritmaya gbre c¢izge bir parca olarak alinir ve bu
parcadan ilk once bir digtim alinir ve ikinci parca olarak kabul
edilir. Eger pargalardaki digtm agirliklari esit veya birbirine
¢ok yakin defdilse toplam agirlidi fazla olandan bir digiim
se¢ilir ve dider pargaya eklenir, tekrar parcalarin agirliklara
kontrol edilir. Seg¢ilecek olan dufumin en fazla bir tane komsu
digiminin diger parga ig¢inde olmasi gerekir. Elde edilen
parcalara ilyilestirme islemi uygulanir. Lineer bir algoritmanin

galisma sekli, Sekil 4.1’ de gbriulmektedir.

4.1.1.2. Gelisigiizel algoritma

Gelisiglizel ¢izge bdlmeleme algoritmasinda ise ¢izge gelisi
glizel iki pargaya Dbdlinir ve bu parcalara iyilestirme
algoritmalari uygulanir. Bu yontemin iyilestirme kismi ¢ok yavas
clabilir. Cilinkd ¢izge gelisiglizel iki pargaya bdliinmektedir ve

bu parg¢alar bir birinden ¢ok farkli pargalar olabilirler.
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%E

3 .
(b)

—@ @ :

{c) (d)

Sekil 4.1. Lineer c¢izge bdlmeleme algoritmasi (dugim ve ayrit

agirliklari ayni olan 5x5 a§ ¢izgesi), (a) bir pargada bir

digiim, diger parcada ise geriye kalan bitin duftimler, (b) bir

parcada iki diigim, dider parcada ise geriye kalan Dbitin

digimler, (c) birinci parcada ln/2] diigim diger parcada ise

ln/2J+1 digim wvar, (d) birinci parcgada ln/2)+1 diglim wvarken,

diger parcada ise ln/2] qugum vardair.

4.1.1.3 Serpme algoritmasi

Serpme algoritmasinda ise, baslangi¢ta ¢izgenin her iki
pargasini igerecek kimeler bos durumdadir. Boélmeleme islemi
yapilirken, bir dugum segilir wve bu seg¢ilen diuflim afirlik
toplami az olan kimeye atilir ve efer her iki kimenin adirlik
toplamlari: esit ise bu durumda secilen didlmin hangi kimede
komsu diium sayisi fazla ise, o kilimeye katilir ve eder hem
kiimelerin adirlik toplamlari ve hem de sec¢ilen duglimiin kimelerde
ki komsu ayrit sayisli esitse, bu durumda, diglm gelisi glizel bir
kiimeye kayit edilir. Bu islemlerden sonra eger her iki parga
arasindaki fark biiyikse iyilestirme islemi uygulanabilir. E§er

her iki kilimenin digimlerin agirlaklari toplami birbirine denk
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ise ve W(Egesin) deferi kabul edilecek kadar kiicliikse, bu
boélmelemenin sonucuna iyilestirme isleminin uygulanmasina gerek

kalmaz.

4.1.2. Spektral ¢izge bélmeleme

Spektral c¢izge bblmeleme yonteminde, numerik metotlar
kullanilmaktadir [HENDRICKSON, v.d., 1995], [SPIELMAN, v.d.,
1996], [LASZEWSKI, 1993], [HENDRICKSON, v.d., 19931, [BARNARD,
v.d., 1993], [HENDRICKSON, wv.d., 1992], [LELAND, v.d., 1994],
[SUARIS, vd., 1988]. Bunlardan biri de reel-simetrik matrislerin
0z deferleri ve 6z defer vektdrlerinin bulunmasidir. Bir
¢izgenin laplace matrisi reel ve simetrik olan bir matristir. Bu
matrisin 6z deger ve 06z defer vektorleri bulunur. Bu matrisin
ikinci en kiigtik 6z defere denk diisen 6z defer vektdri c¢izgenin
iki parcaya bolmelenmesinde kullanilir. Bu ydntemi ilk olarak
Fiedler kullanmistair [HENDRICKSONN, v.d., 1993]. Bu ikinci en
kiigik 6z deferin 6z deder vektoérinU cizgenin cebirsel badlilig:
olarak adlandirmistir. Fiedler’ in bu c¢alismasindan dolayi, bu
6z deJere matrisin Fiedler deferi ve 06z defer vektérine de
Fiedler vektori denilmistir. Bu vektdr ¢izgenin en kiicik
aylracinl verir.

Bu vyoéntem, bir ¢ok numerik algoritma i¢in algoritmanin
onemli bir parcgasini olusturmaktadir. Spektral Dboliimleme
ybntemi, c¢izge ve matris bdlmelemede oldukca fazla kullanilmakla
birlikte devre dizayni ve simiilasyonlarinda da kullanilmaktadar.

G=(V,E) bagli ve ybnlendirilmemis bir ¢izge olsun. Gizgenin
bdlmelenmesi, verilen c¢izgenin diglimlerinin ayrik birden fazla
alt kimeye bdlmelenmesidir. Bu alt kimeler A ve A olsun
(ANA=Q ve A,AcCV). Baslangicta |A|€|4| kabul  edilmesi

yéntemin genelliligini bozmaz. E(A,R) ¢izgenin ayiraci olsun.

(A, A) bdlmelemenin kesme boyutu IE(A,K)I olur ve buna ¢izgenin
ayiracinin boyutu denir ve genelde bélmeleme islemlerinde bunun
minimum olmasi istenir. Kesme orani ¢(A,§) asagidaki esitlik ile

hesaplanir.
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|E(a,3)

BB = ALIED

(4.1)
Bir ¢izgenin beklenen en iyi kesme oranina o ¢izgenin

izoperimetrik sayisi denir ve asafidaki esitlik ile hesaplanir.

min |E(A,BR)|

¢(G)=|AlSn/2 IA|

(4.2)

Bir ¢izgenin boliumleri arasinda en fazla 1 dii§im fark varsa bu
bdlimlere o ¢izgenin es iki parcalari denir. Bir ¢izgenin alt
¢cizgeleri ve izoperimetrik de§eri bulunduktan sonra o cizgenin

es iki parg¢a boyutunun O(¢n) oldudu gdrilir.

Oneri 4.1 : k-digilim bir alt cizgenin kesme oranini en fazla

¢ (k) olarak bulan bir algoritmanin verildigdi kabul edilsin (¢ (k)
fonksiyonu monoton azalan bir fonksiyondur). Tekrarli bir
sekilde bu algoritma kullanilarak verilen ¢izgenin es iki parca

boyutu en fazla su integralin sonucu olarak bulunur.

Ll #(x)dx (4.3)

Ispat : Asadidaki algoritma verilen bir cizgenin es iki

pargasini bulur.

1.Baslangicta, D'®=G, A ve B bos kiumeler olsunlar, i=0
2.Eger DY bos bir kime ise, A ve B’ vyi c¢izgenin es iki

pargcalari olarak geriye déndir, aksi halde isleme devam et

e D’ yi F(i) ve F"' gibi iki parcaya bslen ve boyutu en

fazla ¢(iD"'|) olan bir kesme orani bulun. |F*¥|<|F?

oldugu kabul edilir.
e Efer |A|<|B| ise, A=AUF"“ aksi halde B=BUF'!,

e DWN= P e i=i+1, (a) adimina geri dén.

Bu algoritmanin galismasinin t iterasyon sonucunda durdugu

kabul edilsin. Bu algoritmanin es 1ki parcayir buldudunu
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gbéstermek i¢in, Vi,0<i<t i¢in min(|A],IB])+|F(i)|<n/2 olur.

Cinki

IF(i) I FY | ve

min(1A], |B)+IFH < (JAI+{BI+|FY |+ FY ) /2=n/2" dir. (4.4)

Bu sekilde toplam olarak kesmenin boyutu analiz edilebilir.
Clinkit i. iterasyonda algoritma, kesme oranini en fazla ¢(|D'*'|)

olarak bulur. F*'’ yi bolmek icin kesilecek ayrit sayisi

IF(i)l

¢unq)lFu”=:§:¢0Duw)

=1
1D~ 41

= 24D (4.5)
j=,D(”|
D= 53

< D4

3
mndi

j= i3

¢ fonksiyonu monoton olarak azalan bir fonksiyon oldugundan
dolayr vyukaridaki islemin sonucu esitsizlik olmaktadir. Bu

algoritma kullanilarak en fazla kesilecek ayrit sayisi

t-1 IDpde

STHDODIFY < S0 S o
i=0

i=0  j=p4

3 69
3=1
Ibogdx

IA

¢ fonksiyonu monoton azalan bir fonksiyon oldufundan yukaridaki

islemin son adimi esitsizlik olarak verilmistir.

Teorem 4.1 : Efer ¢(x)=x""9 ise

[o0ax=—— @ -1) (4.7)



40

4.1.2.1. Laplace matrisi ve Fiedler vektorleri

Bir c¢izgenin bitisiklik matrisi [V|=n ig¢in, nxn boyutunda
olan bir matristir. EJer (v;,vs;)€E ise matrisin (i,]j)-elemani 1
diger durumlarda sifirdir. Bir ¢izgenin derece matrisi de nxn
boyutunda bir kare matristir. (i,i)-elemani v; diugliminin
derecesine esit, dijer elemanlar ise sifirdar. Cizgenin

bitisiklik matrisi ile derece matrisinin farki alinarak Laplace

matrisi elde edilir. Laplace matrisi L(G)=(1l:y), i,j=1,...,n’ dir
1 eger {v;, vy} € E

1., = <— deg(v) efer 1 = j (4.8)
0 dier durumda

Laplace matris 6z de@erlerinden biri 0 ve bu 6z defJere karsilik
pulunan 6z deJer vektdri ise Dbitlin elemanlarr 1 olan bir
vektdrdiir. Clinkili Laplace matrisi pozitif yarai tanimli Dbir
matristir ve bundan dolayi diger biltlin ©z deferleri negatif
olmayan deferlerdir. Bundan sonraki islemlerde Laplace
matrisinin ikinci en kilicik 6z deJere denk diigen 6z defer vektdrid
pulunur. Daha o6ncede belirtildigi gibi bu 6z defere Fiedler
deferi ve bu 6z defere karsilik bulunan 6z defer vektoriine de

Fiedler vektori denir.

Her hangi bir X e R" vektoru ig¢in

FLER = ) (% — %) (4.9)

1, eE
ve bununla birlikte, G ¢izgesinin Fiedler degeri de

_ min 2TLe)R (4.10)
®11,1,...,1)  ®T )

-
losy

olur. EJer X Fiedler vektdri ise yukaridaki oran minimum

olacaktir. Genel olarak

(4.11)

wi
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oranina X vektorinin Rayleigh orani denir. N.Alon, A.J.
Sinclair ve M.R. Jerrum kiiciik Fiedler dederli ¢izgelerin iyi bir
kesme oranina sahip oldudunu ispatlamislardir (Alon kiiglik digim
ayiracinin varligini ispatlamistir) [SPIELMAN, v.d., 1996]. M.
Mihail calismalari sonucunda, biltin elemanlari 1 olan vektoére
dik olan ve Rayleigh orani kii¢ik olan her wvekt6r kullanilarak
ivi bir kesme orani elde edilebilir. M. Mihail’ e ait olan

teorem su sekildedir.

Teorem 4.2: G=(V,E) n tane duJimli ve diiJimlerin maksimum
derecesi A olan bir c¢izge olsun ve L(G) bu cizgenin Laplace

matrisi olsun, ve ¢ bu cizgenin izoperimetrik sayisi olsun. Oyle

her hangi bir X e R"™ vektodri vardar ki E:? (X =0
i=

X A9 (4.12)

Bundan baska, oyle bir s (kesme ayiraci) vardir ki
({i:x;<s}, {1:x%;>5}) (4.13)

kesmesi en fazla ¢?°/(2A) oranina sahiptir.

4.1.2.2. Spektral bélmeleme ydntemleri

G cizgesinin Laplace matrisinin Fiedler vektori
i=(u,,...,u,) olsun. Spektral ¢izge bodlmelemenin ana fikri, bir
tane bolmeleme deferi s bulunup, Fiedler vektort iki pargaya
bsliintir, ©6yle ki bir parca icgin u;>s ve difer parca icin s<u;
olur. Bu tip bir ¢izge kesmesine Fiedler kesmesi denir. Genel
olarak Fiedler kesmesini bulmak icin, (ui,...,un)’ nin medyani s
olarak alinir ve bu sekilde secilen s kesme ayiracina es iki
parca kesmesi denir. s’ nin en 1yi kesme oranini verdidi durumda
ise, buna kesme orani, s’ nin degerinin 0 olmasi durumunda s’ ye

isaret kesmesi, s siralanmis Fiedler vektorii elemanlari iginde
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en uzun aralik ic¢inde bir dedere sahipse buna da aralik kesmesi

denir.

4.1.2.3. Matrislerin 6z degeri ve 6z deger vektériiniin hesaba

Verilen bir denklem sisteminin abes olmayan bir ¢6zlmiinin
olabilmesi ic¢in, bu denklem sisteminin katsayilar matrisi elde
edildikten sonra bundan elde edilen vektoérlerin bafimsiz olmasi
gerekmektedir. Uy,...,U, vektdrler olsunlar [MATHEWS, 1992},
[DAHQUIST, v.d., 1974]. Efer bu vektodrler lineer badimsiz iseler

c:U.+...+c,0.=0 (4.14)

i

(4.14) esitligindeki katsayilar i¢in, ci1=c,=...=c.=0 esitligi
sadlar. EJer en az bir tane c¢; (i=1,2,...,n) sifirdan farkli ise
bu vektdrler lineer bafimsiz defildirler. X bir vektor olsun ve

A katsayilar matrisi olsun
BAX=AX (4.15)

esitligini saglayan A, A matrisinin 06z degeridir ve X’ te A’ ya

karsilik gelen 6z defer vektoridir. (4.15) esitligi kullanilarak
(A-AI)X=0 (4.16)

(4.16) esitligi elde edilir. Bu esitligdin determinanti alininca
A matrisinin karakteristik polinomu elde edilir. Bu polinomun
k6kleri A matrisinin 6z dederleridir. Bu ©z de§erler
kullanilarak ©z de§er vektodrleri elde edilebilir. Bilgisayar
ortaminda bunun ¢6zlimii biraz daha farkli olmaktadir. Bunun i¢in
gelistirilmis yo6ntemler vardir. Bu ydntemler Kuvvet ydntemi,
Jacobi yontemi, Househoclder yoéntemi gibi y6ntemlerdir. Kuvvet
yontemi en kiigik 6z defere karsilik gelen 6z de§er wvektdrini
bulmaktadir. Jacobili yontemi biitiin 06z deferleri ve bunlara
karsilik disen 6z defer vektorlerini bulmaktadir. Householder
yontemi ise reel simetrik olan bir matrisi {i¢g-diyagonal

matrisine doniistiirmektedir.
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Jacobi yonteminde biitin 6z deferler ve oz defer vektodrleri
bulunabildigdinden, bu calismada, bu yontem kullanilmistir ve
burada bu ydntemden s6z edilecektir. Jacobi yontemi simetrik
matrislerin 6z deferlerini ve 06z defer vektdrlerini bulmada
kullanilmaktadir. Bir c¢izgenin Laplace matrisi de simetrik bir
matris oldufundan, bu yontem kullanilabilir. Bu yoéntem bilitln
simetrik reel matrislerin 6z defer ve 6z defer vektérler

probleminin c¢ozumini garanti etmektedir.

4.1.2.3.1. Diizlem déndiirme

Esas algoritmaya ge¢ilmeden once bazi geometrik bilgilerin
verilmesi gerekmektedir. X n-boyutlu bir vektdr olsun ve (4.17)

bafintisindaki lineer doéntsimiin yapildi§i varsayilsin.

Y=RX (4.17)
[1 0 0 0]
0 en COS¢ P sin¢ e 0 - P
R=|: : (4.18)
Q0 .-~ -sing .- cosg -+ 0 [€ 4
0 0 0 1]
T
p q

R, nxn Dboyutunda diyagonal elemanlar:i 1 ve diyagonal
disindaki elemanlari sifir olan bir matristir. Fakat bir fark

vardir, p ve g slitun ve satairina denk gelen diyagonal elemanlari

cosd, Irp=-sind ve rg=sin¢. (4.17) bafintisindaki lineer doniisimi

(4.19) bagintaisindaki gibi olur.

y;=%; eger j#p ve j#q
Yp=XpCOSP+xosing (4.19)

Yo==Xpsing+x,cosé
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Bu donlistim n-boyutlu bir uzayin X xq-diizleminde ¢ acisi ile
doéndiiriilmesidir. Bunun ters donlslimii ise ayni wuzayin ayni

diizlemde -¢ acisi ile déndirtilmesidir ve ters déniisiim X=R'Y. R

matrisi ortogonal bir matris oldugundan
R*=R" veya R'R=I (4.20)

olur.

4.1.2.3.2. Benzerlik ve ortogonal doéniigimler

AX=AX (4.21)

Bu ¢z deJer problemi diisiintilecek olursa, K matrisi singular
olmayan bir matris olsun ve B (4.22) bagintisina godre

tanimlanmis kabul edilerek,

B=K *AK (4.22)
(4.22) bagintisinin her iki tarafi K'X carpilarak olursa

BK X=K 'AKK 'X=K 'AX=K *AX=AK 'X (4.23)
elde edilir. DeJisken deisimi asadidaki gibi yapilirsa

Y=K!X veya X=KY (4.24)

elde edilir. Eger (4.24) bagintilara (4.23)" de yerine

yazilirlarsa
BY=AY (4.25)

yeni bir %z defer problemi elde edilmis olur. (4.21) ve (4.25)
badintilari karsilastirilirlarsa, 6z dederleri ayni ve 6z de§er
vektérleri ayni olmak zorunda olmayan 1ki tane matrisin elde
edildigi gorilir (A ve B matrisleri). Bu da Dbenzerlik
déniisiimiiniin 6z de§erleri korudugunu gdsterir.

R matrisinin ortogonal oldudu kabul edilsin ve D matrisi su

sekilde tanimlansin.
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D=R’AR (4.26)
Bu bagintinin her iki tarafi R'X ile carpilirsa
DR™X=R"ARR'X=R"AX=R"AX=AR'X (4.27)

elde edilir. Ayni sekilde degisken degisimi su sekilde
yapilabilir.

Y=R™X veya X=RY (4.28)

(4.27) ve (4.28) Dberaber kullanilirsa, vyeni bir 6z deger

problemi elde edilir.
DY=AY (4.29)

R*=R" oldugundan X’ ten Y’ nin ve Y’ den X’ in elde edilmesi
kolaydir. (4.21) baintisi ile (4.29) bagintisa
karsilastirilirsa, oz de§er probleminde 6z degerlerin
degismedigi ve sadece yeni bir matrisin elde edildidi gorulur.

Efer A matrisi simetrik bir matris ise
D'=(R°AR) “=R"A (R") "=RTAR=D (4.30)

olur. Bdylece D matrisi de simetrik bir matristir. Boylece eder
A simetrik wve R ortogonal matrisler ise, A matrisinden D
matrisine olan doénidslim hem 6z deferleri ve hem de simetrikligi
korumaktadir. Oz deer vektdrleri arasindaki iliski ise (4.28)’

de verilmistir.

4.1.2.3.3 Doniisumlerin Jacobi serileri

Donlisimlere, reel ve simetrik olan A matrisi ile baslanir

ve ortogonal olan R;, R, ..., R, matrisleri su sekilde elde
edilirler.
D,=2

7 . (4.31)
Dj =RJDJ_1Rj j=1,2,...
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Pratikte D matrisinin diyagonal tizerinde olmayan elemanlari
si1fira yaklasinca islem durdurulur ve
lim

D. = D = diagly, Ay ey Ay
j > o 1agihy, Ay ) (4.32)

D, =D

olur. Buradan

T

g T

D, =R!R!,--R/AR|R," 'R, R, (4.33)
olur. Efer R matrisi ic¢in su tanimlama yapilirsa

R=RiR:...Rp-1R; (4.34)

olur ve bu tanimlamadan yola c¢ikilarak, RAR=D asagidaki sonucu

verir.
AR=RD=R diag (Ay,Az,...,As) (4.35)

R matrisinin siutunlari X,;, X», ..., X, vektorleri ile

gdsterilirse, R=[X;,X;, .., X,] olur. Buradan
AR=[AX;, BX;, ..., Axn]=[7\lell ;\'2X21 ] }\'nxn] (4.36)

Gorildigli gibi R matrisinin slitunlari 6z deder vektdrlerini
gostermektedir.

Jacobi yonteminde, her adimda A matrisinin apy Vve ag
elemanlari sifir yapilir. Rl ilk ortogonal matris ve D;=R";AR,
olsun. R; matrisi (4.18)’ de gorilen matrisin aynisidir ve tek
fark olarak c=cos¢ ve s=sin¢ olarak alinacaktir. Her adimda
degisikliklerin p ve g satirlari ile p ve g sltunlarinda

yapildiginin ispatlanmasi lazimdir. B=AR; olsun.

- -
a eve a Xy a Xy a -
11 1p 1lg in 1 - 0 .0 - 0
a evae a vas a eee a
pl PP pq pn || O - c S 0
B= (4.37)
a ..e A e a v a 0 - -5 c 0
ql qap qq an
a a a a 10 - g« 0 -1
|l nl np ng nn |
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Badinti (4.37)’ deki carpim yvapilacak olursa

bjyy=a-y efer k#p ve kzq
bic=ca;p—sa:g j=1,2,...,n (4.38)
byg=sajptcasg j=1,2,...,n

olur. D,;=R":AR; déniisiimii A matrisinin sadece p ve g satirlari ile
p ve g sltunlarinin defgisimine sebep olacaktir. A matrisinin
diger elemanlari degismeden D matrisine gececeklerdir.
d:p=Ca:p=Sa:q efer j#p ve Jj=zq

di;g=sas:ptcas, efer j=zp ve jxrq

Gop=C8pp+ S a55=2CSapg (4.39)

dyq=8"apptC agt2Csapg

deo= (c*-s?) ac;+CS (app=agq)

D. matrisinin difer elemanlari simetri ile bulunurlar. Burada
tnemli olan ¢ ve s degiskenlerinin de§erlerinin nasil

pulunacagidir.

2 _ .2
8 = cot2 = =——5_ (4.40)
2cs

Bu esitlikten (4.39) esitlidinin son denklemi kullanilarak
0= (c*-5%) ape+CS (app—aqq) (4.41)

elde edilir. Bu esitlik dlizenlenerek asadidaki bicime getirilir.
f=—"0-"2 (4.42)
t=s/c=tan¢ olur ve (4.42) esitligi kullanilarak asadidaki
denklem elde edilir.

t7+2t0-1=0 (4.43)
Buradan

t=-0+(0%+1)Y?=sign (0) / (16| +0%+1) /2 (4.44)
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olur ve buradan c ve s hesaplanabilir.

c=1/(t%+1)2 (4.45)

s=ct

Bir <c¢izgenin Laplace matrisinin 6z deJer vektdrlerin
bulunmasi ile nasil bdlmelenebilecedini ilk olarak Fiedler
gbstermistir. Bunu ¢izgenin iki parcasi arasinda kalan
avritlarin agirlik toplaminin minimum olmasi gerektidini kabul
ederek ve c¢izgenin 1iki pargaya Dbolindigtnii dislinerek, bir
parcadaki diJumlere +1 dederi atanmis ise diferine -1 deferi
atanarak, asafidaki fonksiyonun bu iki parg¢a arasinda kalan
avrit sayisini verdigi ortaya ¢ikacaktir (4.46). Bu fonksiyonu
kullanarak numerik yoéntemler ile ¢izgenin nasil bolmelenecedinin

teorisi su sekilde olur.

1
f==%p (x -xY (4.46)
4 j ! J

Cizgenin derece matrisi D ve bitisiklik matrisi de A olsun.

Y X, —-x) =  E (x,+-x)2—-ZE 2X X
Hij i 2 13 i 3 I i j
= — — T
=Yg 2xixf = ) inAijxj =3 xiZAijxj = X Ax
3 V. V. A2
1 ] 1 J
2 _ - — 2 — T
= ZEH (%; + x5)° = ZE”2 = 2Bl = Z:xidi = xDx (4.47)
Vi
Buradan
ZE (x,—xl)z=xTDx—xTAx=xT(D—A)x (4.48)
o J

y

D-A matrisi bilindigi gibi Laplace matrisidir.
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4.1.3. Ozyinelemeli es iki parcaya bélmeleme algoritmasa

Ozyinelemeli (es 1iki parca) iki esit parcaya bdlmeleme
algoritmasi ¢ok hizli bir stratejidir. 1Iki boyutlu bir
diizlemdeki noktalarin birden fazla kiimeye, miimkiinse esit
noktalar kimesine bolmelemektir wve bu bolimler yaklasik olarak
esit sayida noktalar igerirler. Bir noktanin, bir parcaya olan
tyeligi, o noktanin iki boyutlu diizlemdeki yeri ile belirlenir.

Bu metot iki yolla genellenebilir.

1.Bu metot daha fazla boyutlu diizlemlere genisletilebilir.
2.Elemanlar arasinda 1lineer diizenlemesi tanimli olan her

dizlemde bu algoritma kullanilabilir.

VLSI devrelerinin simiilasyonlarinda, transistérlerin
simiilasyonu biitin islemlerin agirlikli olarak c¢ekirdedini
clusturur, bundan dolay: bu simiilasyon hesaplamalari paralel
ortamlarda boélmelenip islemcilere paylastirilmasi lazimdar,
fakat bu ytiklerin dengeli bir sekilde islemcilere daditilmasina
dikkat edilmelidir.

Sekil 4.2' de gorildigi gibi siralama, paralel olarak iki
esit parcaya bdlme algoritmasinin bloklarini olusturmaktadir.

Ozyinelemeli esit parcalara bélme algoritmasinin
aciklanabilmesi 1i¢in asafidaki ornek algoritmanin teknidini
gbstermektedir.

Iki Dboyutlu ve sonlu olan bir dizlemde, gelisiglizel
noktalar oléun. Problem, verilen islemcilere esit sayida nokta
dagitmaktir. Sekil 4.2' de 124 noktali bir diizlem gdriilmektedir.
Ilk olarak, algoritma noktalari =x-koordinatlarina gdre siralar
ve 1ki esit parcaya boler. Ondan sonra bu parcalari kendi
i¢lerinde y-koordinatlarina gbre siralar ve her parcayi tekrar
iki parcaya bdler. Bu islem istenilen parga sayisi elde edilene
kadar devam ettirilir.

Hizlay bir siralama algoritmasi, 6zyinelemell esit parcalara
bolmeleme stratejisinin temelini olusturur. Siralama algoritmasi
izerinde islem yapilan elemanlarin topolojisine baélldlr. Genel
clarak iki yo6nli dizi topolojisi diisiniilmektedir. Siralama

esnasinda sadece hesapsal islemler yapan birimler galisacak
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Sekil 4.2. 124 noktali gelisigilizel bir ¢izgenin 2 ve 4 parcgaya

bélmelenmesi.

diger birimler atil kalacaktir. Bu da ayni anda birden
fazla birimin siralama algoritmalari ig¢in kullanilabilecedini
gdsterir. Paralel siralama algoritmasi kendi ig¢inde ardisal
hizli siralama (guick-sort) algoritmasini igerir. Paralel
siralama icin paralel birlestirme algoritmasi {parallel
mergesort) kullanilir.

Boyutu blylk olan 31ralamalarda, mertebesi (O{nlogn))iyi
clan hizli siralama algoritmasi kullanilir. Verimin iyi olmasina
sebep olan uzak mesafeli yer de§isimler hizli siralama
algoritmasinda mevcuttur.

11k olarak dizinin medyani bulunur. Bu diziyi iki alt
diziye parcgalar. Alt dizilerin ic¢indeki elemanlar ya medyandan
kiicik ya da medyandan buyiliktirler. Bu islem bl ve vydnet
isleminin devam edebilecedi noktaya kadar devam eder. Algoritma

4.1’ de bu islemi yapan siralama algoritmasi goriilmektedir.
Algoritma 4.1 : Ardisil hizli siralama algoritmasi

yordam hizlisirala(int 1, int r, dizi a)
+
1. i=1; j=r; x = 3135—51;

4. (i>j) olana kadar tekrarla
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4.1. (karsilastir(a;,x)=daha_kiliciik) oldugu siirece
i=i+1;
4.2. (karsilastir(x,as)=daha_kiiclk) oldugu sirece
I=3-1;
4.3. efer (i<=j) ise
ElemanDe§istir(a;,ay);
i=i+1;
3=3-1;
5. eger (1<j) ise hizlisirala(l,j,a):
6. efer (i<r) ise haizlisirala(i,r,a):

yordam sonu

Paralel siralama algoritmasi Merge-~Splitting metodunu temel alir
[AKL, 1989], [DIMOV, wv.d., 1994], [HULL, v.d., 1994], [ZOMAYA,
199¢6], [HOCKEY, v.d., 1988]. Baska paralel siralama
algoritmalara da kullanilabilir. Bu algoritma Tek~-Cift
Transpozisyon (Sekil 4.3) siralama teknidini temel olarak
almistir. Bunun sebebi CKCV (coklu komut c¢oklu veri - MIMD)
makinelerde siralanacak dizinin elemanlarinin vyarisi kadar
islemci igerirler. Efer mimari degistirilirse, bu durumda farkli
sayida islemci iceren paralel ortamlar kullanilabilir. Bu
algoritmanin temelinde ¢ift sayilarin sada ve tek sayilar da
sola gbnderilmesi yatar. Islem esnasinda her islemci iki tane
veri dizisi igerirler, biri kendine gelen dizi, digeri de kendi
komsusu olan islemciden gelen dizidir. Her islemci iizerinde,
¢ift sayilarin en kiicigi ve tek sayilarin da en biliyugu
belirlenir. Islemcilerde sakli olan veriler yer de§istirilirler.
Bundan sonraki adim onceki adima benzer fakat bir fark vardir.
Tek indeksli islemciler wverisini sola gbnderirler ve ¢ift
indeksli islemciler verilerini safa gonderirler. Lineer dizinin
uclarinda yer alan islemciler kendi verilerine herhangi bir
tarafa gdndermezler. Tek indeksli islemciler tuzerinde kiicuk
sayilar ve ¢ift indeksli islemcilerde ise Dbiyik sayilar
saklanir. E§er islemci sayisi p 1ise, bir onceki sayfadaki
adimlar p/2 kez tekrarlanirlar ki dizinin siralanmis olmasi

garanti edilmis olsun.
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Sekil 4.3. Tek-Cift aga

Algoritma 4.2, Paralel birlestir-sirala algoritmasi

yordam BirlestirmeSiralamaParalel
1.t=0;
1.1. efer (¢ift(t)) ise
1.1.1. e8er (¢ift(m)) ise
SendRecv (saga) ;
BirlestirDiisiik (boyut) ;
1.1.2. eger (tek(m)) ise
SendRecv (sola);
BirlestirYiiksek (boyut):;
1.2.
1.2.1. ((m=IlkIslemci) veya (m=Sonlslemci)) ise
yer defisimi yok
1.2.2.
1.2.2.1. e8er (cift(m)) ise
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SendRecv (sola);
BirlestirYiksek (boyut);
1.2.2.2. efer (tek(m)) ise
SendRecv (sada) ;
BirlestirYiiksek (boyut);
2. eder t<Dizidekilslemci ise,
t=t+l ve 1.1. adima git.

yordam sonu

SendRecv (indeks) : kendi verisini indeks numarali islemciye
gonderir ve kendi komsusunun verisini alair.

Algoritma 4.1 ve Algoritma 4.2’ de gdrilen iki algoritmayi
kullanarak ©ozyinelemeli esit parcalara bolmeleme algoritmasa

Rlgoritma 4.3’ te verilmistir ve bu yordamin ¢afirilmasz

EsitParca’lgo (0, p-1, seviye, n/p):

seklinde olur ve seviye dediskeni dizinin 2%V%¥® parcaya

boliinecedini gostermektedir.
Algoritma 4.3 : Esit parcalara bolme algoritmasa

yordam EsitParcalAlgo(IlkIslemci, Sonislemci, Boyut, Seviye,
ElemanSayisi)
hizlisirala(0,ElemanSayisi,Elemanlar, Boyut):;
OrtaNokta=(Sonlslemci-IlkiIslemci)/2;
BirlestirmeSiralamaParalel (IlkIslemci,Sonlslemci, Boyut);
eJer seviye>l ise
SonrakiBoyut=(Boyut+1l) $MaksBoyut;
EsitParcaBAlgo (IlkIslemci,OrtaNokta, SonrakiBoyut,
Seviye-1,ElemanSayisi);
EsitParcaAlgo (OrtaNokta+l, Sonislemci, SonrakiBoyut,
Seviye-1,ElemanSayisi);

yordam sonu

Esit pargalara bélmeleme algoritmasi hizli olan
stratejilerden Dbiridir. Bu strateji ¢ok Dboyutlu ¢izgelere
uygulanabilir ve lineer mertebesi tanimli olan geligi giizel

tanaim kiimelerinde de uygulanabilir.
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4.1.4. Eylemsizlik algoritmasa

Bu ydntem, geometrik bilgileri kullanan, basit ve hizl:
clan bir algoritmadir. Bu ydntemde ¢izgenin yaninda bu c¢izgenin
diglimlerinin Dbir, iki wveya 14¢ Dboyutlu wuzayda koordinat
bilgisinin olmasi gerekmektedir. Diufimleri kiitlesel nokta olarak
kabul eden bu ydntem, 2D uzayda noktalari bir dogru ile iki
parcaya botler, 3D uzayda 1ise bir dizlem ile noktalarai iki

pargcaya bdler. Bu islem asafidaki algoritmaya gdre yapilar.

1.L gibi Dbir dodru se¢ilsin wve bu dodrunun denklemi a{(x-
Xper) T (Y= Vner) =0. Bu dodru (XmersV¥Ymer) nNoktasindan gecger ve -a/b
egimine sahiptir. a’+b"=1 kabul edilmesi genelliligi bozmaz.

2.Her n;=(x:,¥Y:) digumlii ic¢in  Si=-b(Xi—Xmer) & (Yi=VYuer) skalar
carpimi yapilir. Si, (X:errVYmer) noktasindan (x;,y:) noktasinin L
dodrusuna 1z disimliniin yapilmasinda elde edilen noktaya olan
uzaklaiktar.

3.8;’ lerin Sy, medyani bulunur.
4, (%:,y;) dugimi S;<Sper sSartini saglayip ve N; pargasi icinde

olsun ve S:>Sp.r olan didimler de N, parcasinda olsun.

Bu anlatilan yontem Sekil 4.4’ da gorllmektedir. Bu ¢izgede
ayritlar gosterilmemistir clinkll algoritmada c¢izgenin ayritlar:a
kullanilmamaktadir. Bunun yerine ¢izgedeki diiumlerin koordinat
sistemindeki Jbirbirlerine olan uzakliklari onemlidir. Eder
¢izgenin ayraitlari diglimler arasindaki bu uzaklikla uyumlu ise
bu durumda c¢izge bolmelendikten sonra ara kesitte kalan ayrit
sayisi az olacaktir.

Burada onemli olan L dogrusunun yodninin sec¢ilmesidir. E§er
Sekil 4.4' da goriilen ¢izge gibi dugtimler dar ve wuzun bir
bdlgede yer aliyorlarsa bu durumda L dodrusu bu alanin boyu
yoniindeki eksen ydniinde olacaktir. Oyle bir (x,y) nokta segilir
ki bilitin noktalarin bir Dbiitin olarak minimum eylemsizlik
momentinin ekseni olmalidir. Bundan dolayi bu metoda eylemsizlik
ydéntemi denilmektedir. a, b, Xmers Yier deferleri oyle

secilmelidir ki a+b%=1 ve asafidaki deer minimum olmalidir.
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Yy

Sekil 4.4, Eylemsizlik yontemi ile 2D’ de ¢izge bolmeleme.

| Nj | N}
X: = Z (Xi - Xmer) Y Y2 = Z (yl - ymer) ve
i=l i=1
IN|
XY = Z (xl - xmer) (Y.‘. - ymer)
i=1

IN!
(nokta nokta olan dogrularin uzunlugu)?

i=

i=1
! Ni IN] | NI
= a%() (X = X)) + DY (Y5 = Yaer)?) + 28D(Y° (%,
i=1 i=1 i=1

= a’X, + b’Y, + 2abXy

D A
= [a b]M{:}

IN|
= Z ( (xi - Xmer)2 + (yl - Ymer)2 - (—b(xi - Xmer) + a(yi

- Yier) V)

- xmer) (yl - ymer))

(4.49)

Xmer V€ VYmer deferlerinin su oldufu gosterilebilir.

(4.50)
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(X¥mers Ymer) nNoOktasi kitlenin agirlik merkezidir ve [a b}, M
matrisinin en klcgik 6z deferine denk disen bir birim 6z deger
vektoridir.

(x,y) didim se¢iminin iyi yapilmasi gerekmektedir. E§er bu
digum secimi iyi yapilmaz ise Sekil 4.5-b’ de gbriuldigi gibi hic
de iyi olmayan bir sonug¢ elde edilir. EJer bu secim iyi
yapilirsa, Sekil 4.5-a’ da goriildigi gibi daha iyi bir sonug
elde edilir.

3D ve daha yliksek boyutlu uzaylarda ydntem ayni sekilde
islemektedir, fakat 3D ig¢in 3x3 boyutlarinda bir matris elde
edilir ve bu matrisin en kiigclik 6z dederine denk diisen birim o6z
defer wvektortt bulunur. nD ic¢in ise nxn boyutlarinda bir M
matrisi bulunmasi gerekir ve ayni zamanda bu matrisin en kiiciik
8z deferinin birim 6z defer vektdri bulunmalidir.

Ozellikle spektral yontem disuniildigi zaman bu ydntemin
kalitesi disiik bolmeleme yaptidi gorulmektedir. Bu yoéntemden
sonra iyilestirme algoritmalarindan biri uygulandifi zaman daha
kaliteli bolmeleme sonucu elde edilebilmektedir. EJer gelistirme
algoritmalarindan Kernighan-Lin uygulanirsa bunun sonucunda elde
edilen bolmeleme sadece spektral Dbolmeleme ile elde edilen
sonugtan daha iyidir. Fakat Spektral algoritmadan sonra
iyilestirme algoritmasi uygulandi§i zaman daha iyl sonug¢ elde
edilmektedir.

Bir dogru ile noktalari iki es parcaya bodlmelemek ig¢in
baska bir yoéntem de orjinden gegen bir dodru secmektir. Bu
do§runun belirlenen bir eksen ile yaptigi ag¢i, yik dengeleme
sartina gore degistirilir veya degistirilmez. Bu yontemde,
dzyinelemeli es 1ki pargaya bdlme stratejisi kullanilabilir ve
bu strateji hizli bir stratejidir (LASZEWSKI, 19%3). Bir
noktanin (diifimiin) bir dizleme olan 1lyelidi o noktanin iki
boyutlu olan bu diizlemdeki yeri ile belirlenir.

Sekil 4.6 bu algoritmanin nasil g¢alistidini ¢ok iyi olarak
gostermektedir. Ilk olarak sec¢ilen bir eksene gbdre bir acg:1
deferi secilir ve bu aci deferi ile diizlemde bir dodru ¢izilir.
Eer bu dodru noktalari iki es kiimeye bolebiliyorsa islem

durdurulur, aksi halde eleman sayis:i fazla olan kilimeye dogru
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Sekil 4.5. Eylemsizlik yontemine goére ayni agdin iki farkl:
sekilde bodlmelenmesi, (a) iyi (x,y) se¢imi, bdlmeleme kesmesinin
boyutu 4’ tir. (b) Kotid (x,y) se¢imi, bolmeleme kesmesinin

boyutu 12’ dir.

Sekil 4.6. Bir dodru ile noktalari iki es pargaya bdlme.
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gidecek sekilde aci deferi defistirilir. Tekrar eleman sayilari
kontrol edilir. Bu islem en iyi ¢tzim elde edilinceye kadar
devam ettirilir. 1 digiminin dizlemdeki yeri (xi,y;)’ dir ve her
noktaya verilen deder (4.51) esitlidi ile hesaplanar.

X; = cos(a)x; — sin(a)y; (4.51)

1

(4.51) esitligi x ekseni etrafinda a ag¢isi kadar dondiirme yapar.

4,1.5. Basit ¢izge indirgeme

Cizge bdlmeleme isleminin hizlandirilmasi igin diddim sayisa
¢ok olan ¢izgeler ig¢in digim sayisi daha az olan ve bu c¢izgeden
elde edilen bir c¢izgenin elde edilmesi ile isleme baslanair.
Basit ¢izge indirgeme algoritmasi, ¢izgedeki diuglmlerin komsuluk
iliskisinin kullanilmasini saglar. Basit ¢izge indirgeme
algoritmasinin amaci, c¢izgedeki dudum sayisini azaltarak daha
once sozll gegen algoritmalardan birinin kullanilmasidir. Iki

strateji mimkindir:

1.1I1k strateji orijinal ¢izgenin bir alt c¢izgesini alarak bu alt
¢cizge tizerinde iyilestirme algoritmalarini kullanarak c¢izgenin
bolmelenmesini saglamaktir.

2.1kinci strateji olarak, ¢izgenin bazi diiflimleri hiperdigium
denilen diigimlere donilstiirilir. Hiperdidimler birden fazla
digimin birlestirilmesinden elde edilirler. Cizge
indirgendikten sonra baslangi¢ bOlmeleme islemi vyapilir ve

ondan sonra iyilestirme algoritmalari bu parcalara uygulanar.
Cizgenin indirgenmesinde (4.52) baginti kullanilair.
Ri(V,,E;, W) = (V,,E,, W,) (4.52)

(4.52) bagintisindaki diifimler ve ayritlar kimeleri |V,|<|V;| ve
|E;I<|E;] ©6zelliklerini saglarlar. R bagintisinin derecesi bir
hiperdiigtimde en fazla ka¢ tane digim birlestirilecedini

gbstermektedir.
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N(v) kimesi, v diifimintin komsu diiflimlerini igeren bir kiime
olsun ve N (v) klmesi ise v diiJlimiinden en fazla uzunludu r
yollarla v’ ye bagli olan diJtimlerin kimesi olsun. Bu komsuluk
kiimeleri (4.53) bafintisindaki 6z yinelemeli yontem ile elde

edilebilirler.

{N(v) efer r = 1 ise
N, (v) = (4.53)

N, ,(v) efer r > 1 ise

Gelisi gilizel bir digim secilir ve bu difimin N,(v) kimesi
gelisi giizel ve sabit r deferi ig¢in olusturulur o6yle ki
IN(v) |2R-1 olsun. Secgilen r-1 digim ile birlikte v dUdimd bir
hiperdiigiim olusturur. Hiperdi§im i¢inde birlestirilen diugumler
ve bu difimlere badly: olan ayritlar orijinal c¢izgeden
G=(Vy,Ei,w;) silinirler. Bundan sonra geriye kalan orijinal
¢izgenin alt c¢izgesinden bir dugim se¢ilir ve yukarida ag¢iklanan
islem tekrar edilir. Bu islemlere c¢izgede digim sayisi istenilen
seviyeye indirgenene kadar devam edilir.

Sekil 4.7/ da goriuldigi gibi, bu elde edilen ve
hiperdiiimlerden olusan ¢izgenin ayritlari gilincellestirilir.
Hiperdii§imler olusturulurken yeni ¢izgede paralel ayritlar ve
tek gevre ayritlar olusabilir. Tek ¢evre olan ayritlar dogrudan
silinir ve paralel ayraitlardan biri bairakilir diderleri silinir.
Digerleri silinmeden once bu paralel ayritlarin hepsinin
afirliklari toplanir ve kalan ayrita atanir. Elde edilen c¢izge
basit c¢izgedir. Bu basit ve diigim sayisi az olan ¢izgenin
bélmelenmesi basit olur ve iyilestirme algoritmalardan biri bu
sonuca uygulanir.

Bu yodntemde her hiperdigimde esit sayida diUdlim olacaktir
diye bir garanti yoktur. Yiik dengeleme sartinin saglanmasi igin
baska yollara bas vurulmasil gerekir. Bu problem su islemlerle

cbzlilebilir.

1.Basit bir iyilestirme (greedy algoritmasi) algoritmasi elde
edilen sonuca uygulanir.
2.Gelisi gilizel bir ¢izge indirgeme algoritmasi uygulanair.
a) Cizge indirgeme isleminden sonra, parcalar arasinda

diiflimlerin transferi ile yiik dengeleme sarti saglanar.
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b) Bu islemden sonra sonu¢ optimal olmayabilir. Bundan

sonra iyilestirme algoritmasi uygulanir.

Bu yéntemde, ¢ok dikkat edilmesi gereken bir nokta vardir;
o} da hiperdtiim olarak birlestirilen diglimlerin cizge
bdlmelendikten sonra ayni parcaya ait olmasidir. Bundan dolaya
blitiin diigtimlere iyilestirme algoritmasinin uygulanmasina gerek
yoktur. Iyilestirme algoritmasinin kesim digdimlerine uygulanmasi
yeterlidir. Kesim diigimleri kimesi Viesinm ve kesim ayratlara
kimesi Eyesins Mp badintisi hangi didimiin hangi pargaya ait
coldufunu belirlesin ve ¢izge m tane pargaya bélmelenmis olsun ve
(4.54) Dbagintisi hangi digumiin hangli parcaya ait oldudunu
vermektedir. (4.55) badintisinda kesim ayraitlar kimesini

vermektedir ve (4.56) badintisi ise kesim diifumler kimesini

vermektedir.

Mp:V{Pslae[l,m]} ile My(v)=P.>VEeP, (4.54)
Eresin (P)={ (v3,V3) | (Vi,Vy) €E ve My (v;)#M,(vs)} (4.55)
ve

Sekil 4.7. Basit ¢izge indirgeme, R=2, (a) orijinal g¢izgenin
kendisi ve hiperdiuglimlerin belirlenmesi, (b) bir seviye ¢izgenin
indirgenmis ve ayritlarin glincellestirilmis hali, paralel ve tek

gcevre ayritlar silinmeden onceki hali.
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Vkesim(P)={VilvjeV ile (Virvj)eEkesim(P)} (4.56)

4.1.6 Cok seviyeli ¢izge bdlmeleme

p-yollu cizge bdlmeleme problemi su sekilde tanimlanabilir.
G=(V,E), |IVi=n olan bir y®nlendirilmemis ¢izge olsun. Bu

¢izgenin digimleri dyle p tane Vi, Vi, ..., Vp kimeye ayrilir ki

Vi,j vinvs=@, izj, |Vilzn/p ve Uv;=v (4.57)

ve uc¢ dugimleri farkli parcalar iginde olan ayrit sayisi da
minimize edilir [ZECEVIC, wvd., 19941, |[SANCHIS, 198%], [ZHOU,
1993], [KARYPIS, vd., 19961, [LASZEWSKI, 1991], [SCHLOEGEL, vd.,
1997], [HENDRICKSON, wvd., 1995]. (4.54) bagintaisi bu problem
igcin, (4.58) bagintisindaki gibi defistirilir.

Mp:V{P,lae[l,pl} ile M, (V)=P,>veP, (4.58)

P, n tane elemani olan bir vektordiir ve P[v}, 1 ile p arasinda
bir sayi olur. U¢ noktalari farkli pargalarda olan ayritlarain
sayisina kesim-ayrit denir (KARYPIS, vd. 1996).

Ozyinelemeli iki es pargaya bdlemeleme algoritmasi p-yollu
cizge bdlmeleme probleminde kullanilabilir. Ilk etapta cizge 2
parcaya bodlmelenir, bundan sonra her parca kendi icinde iki
parcaya bolmelenir ve bu islem log(p) adim tekrarlaninca p tane
parga elde edilir. Boéylece p-yollu ¢izge bdlmeleme islemi 2-
yollu c¢izge bolmeleme isleminin bir seri olarak tekrarindan
ibarettir. Bu yotntem her zaman iyi sonu¢ verdidinden dolay:
dedil, basit oldudundan dolayi kullanilir. Glinkii bazi durumlarda
bu ydéntem iyi sonu¢ vermeyebilir.

Gok seviyeli ¢izge bdlmeleme stratejisi ¢ok basittir. Ilk
once G=(V,E) ¢izgesi efer ¢ok sayida diglime sahipse, istenilen
diigim sayisi elde edilinceye kadar kabalastirilir ve bu yeni
¢izgenin iki es parcaya bdlmeleme algoritmasi ile bédlmelenmesi
vapilair (baslangi¢ bdlmeleme), daha sonra bu parcalar orijinal

Gizge elde edilinceye kadar ag¢ilir ve her safhada iyilestirme
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algoritmalari uygulanir. $ekil 4.8’ da bu yodntemin gorsel sekli
verilmistir.

Kabalastirma safhasinda orijinal c¢izgeden Gy=(Vy,Eq) daha
kaba bir c¢izge Gi;=(Vi,E;) elde edilir oyle ki [Vo|>IVy]’ dir. Bu
islem |V;|>|Viy1| sarti goz oniinde tutularak devam ettirilir. Vi,
kabalastirilmis c¢izgenin G;.; didumler kiimesi ve V; kendisinden
kabalastirilmis cizge elde edilen G; ¢izgenin digtmler
kimesidir. Gi«; ¢izgesi G; ¢izgesinde maksimum eslestirme kimesi
bulunarak, eslesen difdumler bir hiperdifime indirgenerek elde
edilir. Eslestirme yontemi hem bdlmelemenin kalitesini ve hem de
kabalastirma safhasinda gegecek zamani etkiler. Bunlardan biri
gelisi diizel eslestirme algoritmasidir. Bu algoritmada digimler
gelisi glizel olarak ele alinir ve eslestirilmemis digumler
kendisine komsu olan ve eslestirilmemis bir dugim ile
eslestirilirler. Bu eslestirmeden daha iyi olan dider bir
eslestirme algoritmasi ise en agir ayrit eslestirme
algoritmasidir. Dugfumler gelisi glizel ele alinir ve bu digum
kendisine komsu olan diigumlerden eslesmemis olan ve ayrit
adirligdi en fazla olan digiim ile eslestirilirler. Bu islem
eslestirilebilecek diugiim kalmayana kadar devam ettirilir.

Eer G;=(V;i,E;) cizgesinin maksimum eslestirmesi M; ve bu
cizgenin eslestirme ayritlarinin bizistirilmesi ile

Gi«1=(Vis1,E;j41) elde edildiyse,

W(E;j.+1) =W (E;) -W(M;) (4.59)

(4.59) bagaintisi elde edilir wve Giy; ¢izgesinin toplam ayritlar
agirligyr G; c¢izgesinin ayritlarin toplam afirlifindan toplam
eslestirme agarlidinin ¢ikarilmasi 1i1le elde edilir. Eger
eslestirme maksimum ise, bu durumda Gj.; ¢izgesinin toplam
ayritlar agirligi daha az olacaktir, bu da demektir ki kesim
ayritlarinin agirligi az olacaktir.

Defistirilmis afir ayrit eslestirme algoritmasi ise,
kabalastirilmis g¢izgelerin ortalama derecesinin daha az olmasina
saflamaya ¢alisir. Bu algoritmada diigimler gelisi gtizel olarak
ele alinir. v bdyle bir diiglim olsun ve H eslesmemis v dugilimiiniin

en afir ayraitlarla baglanmis olan komsularinin kiimesi olsun. Her
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Sekil 4.8. Cok seviyeli ¢izge bdlmeleme yontemi.

ueH, Wy u diglimintd v digliminiin komsularina badlayan ayritlarain
agirliklariy toplami olsun. Bu algoritmada v dugimi W,., agirligdz
en fazla olan didim ile eslestirilir.

Bu algoritmanin sonucunda kabalastirilmis c¢izgede daha az
ayrit ve ortalama ayrit adirlidi daha fazla olan bir kaba ¢izge
elde edilir. Daha ileri ki seviyelerde eslestirmede yer alan
ayritlarin agirlig: artar, bu da bu algoritmanin daha etkili
olmasini saflar. EJer c¢izgenin ayritlarinin hepsinin a§irliklarz
ayni ise bu algoritma bir o6nceki algoritmadan daha etkilidir. Bu
tip bir ¢izgenin ilk adiminda gelisi glzel =eslestirme
algoritmasinin sonucu ile adir ayrit eslestirme algoritmasinin
sonucu ayni olur, ¢Unkii blitlin ayraitlar ayni afirliktadir. Fakat
de@istirilmis afir ayrit eslestirmesi daha iyi sonug¢ verir.

Cizgenin kabalastirilmis c¢izgesi elde edildikten sonra,
spektral yoéntemine gdre baslangic¢ bdlmeleme yapilir. Elde edilen

kabalastirilmis ¢izgenin duglim sayisi orijinal ¢izgenin dii§im

swxtiseTunbzng



64

sayisindan az oldufundan bodlmeleme islemi orijinal ¢izgenin
bdlmelenmesine gore daha az zaman alir.

EJer kabalastirilmis gizge G, ise dizgilinlestirme islemi G,
Gp-11 ..., Gy seklinde devam eder. Her parcada bulunan
hiperdiifimlerin igindeki diglmler de o pargaya ait oldufundan,
her hiperdiifim i¢in o hiperdigtimi olusturan diiglimler vyerine
konur ve ayritlar tekrar diizenlenir. Her dizgiinlestirme
adimindan sonra her parcaya iyilestirme algoritmasi uygulanir.
iyilestirme algoritmalarinin amaci, efer bir didJimin bir
parcadan diJer parcaya ge¢isi kesim ayrit sayisini azaltiyor ve
yiik dengeleme sartini bozmuyorsa, bu didim o parcaya transfer
edilir.

Cok seviyeli ¢izge bolmeleme algoritmalarinda iki tip
paralellik kullanilir. Ilk paralel algoritma, problem ¢dziimiiniin
dzyinelemeli dogal yapisindan gelmektedir. Ilk olarak bir
islemci orijinal ¢izgenin iki es parg¢asini bulur, ondan sonra
iki islemci her biri bir parcanin iki es parcalarini bulurlar ve
bu islem p tane parca elde edilinceye kadar devam ettirilir. Bu
islemde log(p) tane islemciye ihtiya¢ duyar ve toplam bdlmeleme
islemini seri bdlmeleme zamaninin log(p) ' ye bdlinmesi ile elde
edilir.

Ikinci paralel algoritma ise iki es parcayi elde etme adima
safhasinda kullanilair, Bu algoritmada orijinal ¢lzgenin
bélmelenmesi tek islemci yerine birden fazla islemci i{izerinde
paralel olarak yapilir. Bdlmeleme adim: paralellestirildidinden
dolaya, bu algoritmanin toplam zamanl birinci tipteki
algoritmadan daha iyidir, ¢linki bolmeleme algoritmalarinda
zamanin ¢ofu bdlmeleme islemi igin harcanar.

Kabalastirma esnasinda birden fazla kaba c¢izge elde edilir.
Gis1= (Vi41,E341)  kaba ¢izgesi ig¢in, G;=(V;,E;) kaba ¢izgesinin
maksimum eslestirmesi M; bulunur ve bu eslestirmedeki ayratlara
gdre hiperdiifumler olusturulur ve ayritlar diizenlenir. Bu adim,
bu ¢ok seviyeli algoritmanin en fazla zaman alan kismidir ve bu
adimin paralellestirilmesi gerekir.

Geligi glizel seri eslestirme algoritmasi basit ve
etkilidir. Paralel olarak eslestirmenin hesaplanmasi zordur

(ozellikle dagaitaik hafizalai sistemlerde). Seri eslestirme
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algoritmasinin paralellestirilmesi, islemciler arasinda fazla
iletisim gerektirmektedir. Ornedin gelisi giizel eslestirme
algoritmasi paralellestirilecek olunursa, her islemci orijinal
cizgenin gelisi gtizel bir alt c¢izgesini igerir. Her yerel v
diigimii ig¢in her islemci eslestirmede olacak bir ayrit (v,u)
secer. Burada yapilmasi gereken, yerel olarak v ve u diglimlerini
barindiran islemcilerin iletisimi sonucunda bu diflimlerin
eslesmenin icinde olup olmadidinin kontrol edilmesinden sonra
eder eslesmenin icinde dedillerse eslesmeye eklenirler. Burada
dikkat edilmesi gereken bir nokta vardir, o da islemciler
arasinda vyaris sartinin (race condition) ortaya c¢ikmamasi
gerekir. Bir islemci (v,u) ayritini kontrol ederken, diger bir
islemci (u,w) gibi bir ayriti kontrol etmek isteyebilir, ancak
bu ayritlardan biri eslesmenin iginde yer alabilir. Maksimum
baimsiz kime bulunarak eslestirme yapan algoritmalar da vardir
ve bu tip bir algoritma da paralellestirilebilir. Her durumda
islemciler kendi iizerinde bulunan yerel digimin komsu diiflimleri
igin difer islemcilerle iletisime gegmesi gerekmektedir. Bu da
eslestirme safhasinda algoritmanin toplam zamaninin onemli bir
kismi burada harcanmaktadir. Eslestirme vyapildiktan sonra,
eslestirmede yer alan diiftimlerin Dbilizlistliridlmesi gerekir.
Eslestirmede yer alan her ayritin uglari farkli islemciler
lizerinde ise ayrait bilizistirmeden once difim transferi yapilir.
Islemciler arasi iletisim zamaninin azaltilmasz: igin
islemcilere, islemciler arasinda kalan ayritlarin bir st sinira
géz oOnilinde tutularak duglmler daditilmalidir. Bu yukarida
verilen algoritmalarda ki iletisim ic¢in harcanan =zamanin
azaltilmasi anlamina gelir. Bu da Dbaslangicta bdlmeleme
isleminin yapilmasi anlamina gelmektedir.

Eslestirmeyi hesaplamak 1i¢in baska bir algoritma, her
islemciye, diglimler kimesinin bir alt kimesi dagitilir ve bu
islemciler kendi lzerinde bulunan diiflimler arasinda bir
eslestirme vyaparlar. Bu algoritmanin avantaji, eslestirme
yapilirken islemciler arasinda iletisime basvurulmaz ve komsuluk
listesinin islemciler arasinda transferine ihtiyag¢ duyulmaz. Bu
algoritmanin problemi ise her islemci tlizerinde az sayida diiglim

olmasi ve bu islemciler ile diiglimler arasinda bir eslestirme
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yapmalaridir. Komsuluk listesinin transferine gerek olmadig:
halde, her islemci kendisi dzerinde olan diiJlmlerin komsu
diigiimlerinin eslestirmede ki durumlari hakkinda bilgi sahibi
olmalari kabalastirma safhasinin iyi yapilmasini sadlar. Bu da
islemciler arasinda iletisime sebep olur.

Ayritlarin bilizisttirilmelerinden sonra elde edilen
kabalastirilmis ¢izgenin baslangac bélmelenmesi yapilair.
Bolmeleme islemi ic¢in daha once verilen algoritmalardan biri
kullanilabilir.

Dizginlestirme esnasinda, kabalastirilmis ¢izgenin
bolmelenmis halinin orijinal ¢izge {izerine izdiisiimi alinarken
Gos Gp-1r ... Go safhalarindan geger. Her izdiistimi alma adimindan
sonra elde edilen parcalara iyilestirme algoritmasi uygulanir.
Nasil ki kabalastirma safhasinda paralel algoritmalar
kullanilabildiyse, dliizglinlestirme safhasinda da paralel

algoritmalar kullanilabilir.

4.2. Iyilegtirme Algoritmalari

Iyilestirme algoritmalara, cizge bolmeleme islemi
yapildiktan sonra daha 1iyi sonug¢ elde etmek igin ¢ozime
uygulanan algoritmalardir. Bu algoritmalar c¢ézimil optimal ¢oziime

yaklastirirlar veya optimal ¢6zimid bulurlar.

4.2.1. iki optimal iyilestirme algoritmasi

Bu algoritmada, ayrai ikl parcada birer dugim secilir ve bu
diifimlerden hangisinin dier pargaya aktarilmasi yik dengeleme
sartini bozmuyor ve kesim ayrit adirligini diisiiriiyorsa, o difim
belirlenen parg¢aya atanir [LASZEWSKI, 1983]. Bundan dolayi bu
algoritmaya Iki optimal iyilestirme algoritmasi denir. Bu
algoritma Algoritma 4.4’ de goériilmektedir ve Algoritma 4.5’ te
ise ¢izge indirgeme ve iki-optimal algoritmasinin greedy yéntemi

ile yapilmis sekli gorilmektedir. Bu iki algoritma da yerel
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olarak c¢alisirlar ve kesim bolgesinden uzak olan baska bir

noktada kesim yapilirsa, daha iyl sonuc elde edilebilir.

Algoritma 4.4 : Cizge indirgeme ve iki optimal algoritmalarinin

birlikte uygulanmasi.

yordam Indirgeme 2 Optimal
G—=2 3G indirgemesi yap
Gelisi glizel olarak c¢izgeyi bolmele
2_Optimal (G'=(V',E’,w’),P’,) uygula
P’, P,/ ye genislet
Paei1,p) @rasinda ylik dengelemeyi gelistir
Iki Optimal (Giesim™ (vkesims E,W),Py) uygula

Yordam Sonu

Algoritma 4.5: Cizge indirgeme ve iki optimal algoritmalarinin

Greedy yontemi ile ¢ozimi.

yordam Indirgeme-Iki-Optimal
ardisil basla
G—L-— > G' indirgemesi yap
Indirgenmis c¢izge icin gelisi giizel bir bdlmeleme
yap.
greedy ((G'=(V',E’",w’),P',)) uygula
P’, Py’ ye genislet -
Greedy (Giesin™ (Vkesims E, W) , Pp) uygula

Yordam Sonu

4.2.2 Kernighan-Lin iyilestirme algoritmasa

Spektral ¢izge bolmeleme algoritmalari difer algoritmalara
gbre daha iyi sonug¢ vermektedir. Bunun sebebi, bu algoritma,
¢cizgede wumut wverici bir bo&lge bulmaktadir. Bu algoritmanin
global bir gliclilti§d vardir. Bununla birlikte bu global gilicliiliik
yerel =zayiflik ile birlestirilir. Bundan dolayi bu tip bir
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algoritmanin sonucuna yerel iyilestirme yapan bir algoritmanin
uygulanmasi daha mantikli ve dofru olur.

Bu tip iyilestirme algoritmalardan bir dideri Kernighan ve
Lin tarafindan olusturulan Kernighan-Lin algoritmasidir. Bu
algoritma, baslangigta iyi bir bolmelemeyle baslatilmadiysa,
yerel cevaplari bulur, fakat yerel cevap optimal cevaptan c¢ok
uzak olabilir. Spektral bolmelemenin global gluclulugu ve
Kernighan-Lin (KL) algoritmasinin yerel ¢odzimlerde giu¢liligi,
ikisinin bir arada kullanilmasa sonucunun herhangi birinin tek
basina kullanilmasindan daha iyi ¢ozum verir.

Algoritma 4.6’ da gorlilen KL algoritmasinin dis dénglisi
gelistirilebilecek parca kesfedildigi slirece devam eder. Bu dis
déngl baslarken her difim igin g tercih dederi hesaplanir ve bu

hesaplamanin nasil yapildigir (4.60) bafintisinda goriilmektedir.

1 efer P(V;) # B(V,)

qlvy) = z { ) ~ 3 A
v, Vpee 1 diger durumda

P(Vy) : o anda incelemede olan dugumin parga numarasidir.

Iceride baska bir dongll vardir ve bu déngii iki tane dugiumin
parcalarini de§istirir ve tercih deferlerini tekrar hesaplar.
Genelde tercih numarasi en biyik olan didumin pargasi
defistirilir ve bir daha bu digim hesaba katilmaz. Her duigdlm

de§isimi sonucunda parcgalar de§erlendirilir ve en iyisi tutulur.

Algoritma 4.6 : 1Iki parcali Dbdlmeleme icin KL iyilestirme

algoritmasai.

Yordam KL
Daha iyi bir bdlmeleme bulunmayana kadar devam et

lyiBslmeleme=SimdikiBdlmeleme

Si;=Parga 1’ deki dudlmler

S;=Parca 2’ deki diuftmler

Bitin V; ic¢in
g(i) tercih degerlerini hesapla

S1#2@ ve S, oldufu siirece
Vi=S;" deki en blylik tercih deferli digim
P(V;y)=2
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S$:=8:\V;

V; diglimliniin komsu diftimlerinin tercih
deferlerini hesapla

V;=S," deki en biiyiik tercih deferli diigim

P (Vy) =1

S,=5,\V;

Vi diiglminiin komsu diifimlerinin tercih
deferlerini hesapla

Eger SimdikiBdlmeleme EniyiBélmeleme’den iyi ise
EniyiBolmeleme=SimdikiBdlmeleme

SimdikiBélmeleme=EniyiB&lmeleme

Yordam Sonu

Algoritma 4.6 es 1iki parcali boélmeleme algoritmasinin
sonucu ic¢in kullanilan bir iyilestirme algoritmasidir. Efer
bslmeleme ikiden fazla parca meydana getiriyorsa, bunun icin
genellestirilmis KL algoritmasinin kullanilmasi gerekir. Bu
algoritma Algoritma 4.7’ de gdriilmektedir.

Bu islem ig¢in gelistirilmis olan Genel Kernighan-Lin
algoritmasidir (GKL). Bu algoritma 4.6’" da ki algoritmadan
birkac yoénden farklidir. Ilk olarak, burada tek deger vyerine,
parcalardan birine transfer olan digim icin g*(i) degerleri
hesaplanir. 1Ikinci olarak, diigumler iki tane pargalarinin
diumlerini karsilikli defistirme yerine, tekli olarak digumler
degistirilir. Uglinci olarak, KL algoritmasinda bulunmayan vyik
dengeli olmayan parcalar olusturulabilir, digtum transferi
dengeli kimelerin olusturulmasaini sadlar. Ortalama de8erin
altinda olan pargalar kadar transfer diislinilmelidir. Besinci
olarak, ara bélmelemelerde dengesiz parcalar olusabilir, sadece

dengeli btlmelemeler gdz online alinir.

Algoritma 4.7 : m tane par¢aya ayrilmis olan bir bodlmelemenin
sonucunun ig¢in Genellestirilmis Kernighan-Lin iyilestirme

algoritmaszi.

Yordam GKL

Daha iyi bir bolmeleme bulunmayana kadar
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lyiBélmeleme=SimdikiBs1lmeleme
Butlin ke{l,...,n}, Sy=k parcasindaki digumler
Bltin Vi
n-1 tercih deerlerini g*(i) hesapla
Izin verilen diigim transferi var oldudu siirece
Vi=en biiylik tercih degerli diglim
1=v; digimiintin gidecedi kiime
Sevy = Sevy \ Vi
P(V;)=1
V; digumiinin komsu digtimlerinin tercih
deferlerini hesapla
efer SimdikiBdlmeleme EnlyiBdlmeleme’ den iyi
ise
EniyiBdlmeleme=SimdikiB&é1lmeleme
SimdikiB&lmeleme=EniyiBslmeleme

Yordam Sonu

4.2.3 Isi diigligiintin taklidi (Simulated Annealing - SA)

Bu algoritma tahmini sodutma islemlerinde bir optimizasyon
teknididir [LASZEWSKI, 1993]. Bu algoritmanin temeli statik
mekanidin ¢ok sayida elemanin etkilesimi {zerinde vyapilan
calismalara dayanir. Onemli olan, bu tip sistemlerin diisiik
sicaklikta c¢alismasinin incelenmesidir. Boyle Dbir sistem
olusturmak i¢in, sistem vyavas-yavas sofutulur. Bu algoritma
isminden de anlasilacadi gibi bu tip bir sistemin taklit
edilmesidir. Gelisi giizel bir sistem durumundan baslanir. Amacg
gelisi glizel karaisikliklarla daha az enerjili bir duruma
ulasmaktir. Algoritmanin anlasilabilmesi ig¢in, olasilik matrisi
A=las]’ nin as elemani s durumundan t durumuna gegebilme
olasilidini verdiginin bilinmesi gerekir. Bu olasilik matrisi

simetrik olarak seg¢ilir.

E(t)~-E(s)<0 (4.61)
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(E(t) : t durumunun toplam enerjisi) (4.61l) esitsizliginin
saglanip saglanmadidi kontrol edilir. Eger bu sart saglanirsa,
bu yeni durum kabul edilir. Cinkdi daha az enerjiye sahiptir.

Eger
E(t)-E(s)>0 (4.62)

ise, bu yeni durum (4.63) bafintisi ile orantili olan olasilikla
kabul edilebilir.

E(t)-E(s)

e T (4.63)

Daha yiiksek enerjili bir durumun kabul edilmesi, vyerel
cbzlimlerden Kkagip genel ¢ozlim bulmak icin vyapilir. Bu islem
uygun gelismeler oldugu slirece tekrarlanir. Sicaklik
parametreleri sofutma planina gére verilir, o6yle ki

lim

T, 2T, 2.2 T, A T (4.63)
! “ . k - o *

olmasi gerekir. Bu yoéntem ile yazilmis olan algoritma Algoritma

4.8' de verilmistir.
Algoritma 4.8 : Isi diisisliniin taklidi algoritmaszi.

yordam SA

1. Sofutma stratejisi seg, Ti, T,

2. Bir baslangic ¢ozimli (s) olustur ve kel

2. Ty2Tnin veya zaman limiti ulasilinca kadar tekrarla
s ¢ozlmiine komsu olan t ¢ozUmini olustur
AE<E (t)-E(s)
EJer AE>0 ise

s<t

E(t)-E(s)
Eer e T <RANDOMI[O0,1] ise

st

kek+1

Yordam sonu
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Cizge ile bu 1si dislislinlin taklidi yontemi arasindaki iligki
Tablo 4.1’ de gdrilmektedir. Olasilik matrisi, su sekilde
secilebilir; Birinci olarak, t durumu s durumunun komsu
durumudur ancak ve ancak bir diugumin bir alt kiimeden diger bir
alt kimeye tasinmasi ile elde edilir. Ikinci olarak, ayni parca

i¢indeki komsu durumlarain olasiliklari aynadir.

4.2.4. Enerji durum taklidi ve uyumlu isi diigligi taklidi

Bu algoritma, sifir olmayan serbest enerjili sistemlerin
global optimizasyon yoéntemidir. SA aigoritmasmnln tersine, bu
yéntemde sistem genelde dengede tutulur. Sicaklidi Ty.a=rTx
seklinde dedistirme yerine sodutma islemine sicaklik degisimi
eklenir. Sicaklik deferi ise onceden stokastik olarak

tanimlanmis kiimeden seg¢ilir.

Algoritma 4.9 : Enerji durum taklidi ve uyumlu 1si disust

taklidi algoritmaszi.

Yordam AST
1. TeTg
2. Baslangi¢ ¢ozimiind s olustur
3. Donma olmayana kadar devam et
Sicakliklari olustur
s<-Bulunan minimum ¢&zim
ke1
3.1. Sicakliklari glincellestir
ie1
3.1.1.s komsulufundan yeni ¢ozimll t olustur
(bir tane diifimin diger parcalardan
birine tasinmasi)
AE«E (t)-E(s)
EJer AE<O ise
s¢t

E(t)-E(s)
Eer ¢ T < RANDOM[O,1] ise
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Tablo 4.1 : Isi diistisiniin taklidi ile ¢izge bdlmeleme problemi

arasindaki benzerlik

Fiziksel sistem SA-Cizge Bdlmeleme Problemi
Durum Mumkiin olan bdlmeleme
Enerji Cozlmliin maliyeti

Toprak durum Optimal ¢ozim
st
zaman<«—zaman+l

3.1.2. Efer i<=L*Digim Sayisi, 3.1.1. adima git
3.2. Efer k<=K ise, 3.1. adima git

Yordam sonu

Sicaklik degerlerinin medyani baslangig¢ sicaklidir olarak
secilir. Yliksek sicakliktan algak sicaklifa bir olgeklendirmenin
iyi bir performans saglamadidi bilinmektedir. Cesitli sicaklik
dagilimlar: secgilebilir. Dagilim sekli c¢ozimli etkilemektedir. Bu
yontemde zor olani 1sinin disisiinin taklidinden ¢ok sicaklik
dagiliminin sec¢imidir. Bu metodun algoritmasi Algoritma 4.9’ da

gdrilmektedir.




5. YAPILAN UYGULAMA VE SONUCLARI

Bu calismada, Delphi 2.0 derleyicisi kullanilarak, c¢izge
bolmeleme uygulamasiyla bazi ¢izge algoritmalarinin uygulamalari
yapildi. Gizge algoritmalarindan En kisa yol, Minimum kapsar
agac, 1ki parcalilik ve Cizge bagliligir uygulamalari vyapildi.
Bunun vyaninda ¢izge bodlmelemede ise 1lineer ve  spektral
algoritmalara kullanilarak verilen ¢izgenin bslmelenmesi
yap1ldi. Yapilan bolmeleme sonuglarinin daha 1iyi olmasi igin
iyilestirme algoritmalarindan Kernighan-Lin algoritmasinin biraz
dedistirilmis sekli uygulanda.

Sekil 5.1’ de ana programin akis diyagrami goriilmektedir.
Bu akis diyagramin sol siitununda gorilen segeneklerden biri
secilerek c¢izgenin olusturulmasi saglanir. Ilk secenek secildigi
zaman program iki boyutlu ad (mesh) tipinde bir ¢izge olusturmak
icin, agin boyutunu kullanicidan ister. Bu bilgiyi aldiktan
sonra digim ve ayrit agirliklari gelisiglizel olan (negatif
olmayan) bir kare ad olusturur. Ikinci secenek sec¢ildigi zaman
program cizgenin toplam ayrit sayisi ister ve buna gdre digim ve
ayrit afirliklar: gelisigiizel olan (negatif olmayan) bir c¢izge
olusturur. Son secenekte ise program toplam ayrit sayisi ister
ve kullanicinin diiuim numaralarini ve a§irliklarini, ayr:it
numaralarini ve agirliklarini girmesi i¢in imkan taninir. Bu
sekilde ¢izge olusturulur.

Ana montiniin ikinci slitununda ise girilen g¢izgenin lizerinde
yapilacak islemlerin segenekleri sunulmustur. Ilk segenek
secildigi zaman program en son girilen ¢izgenin bilitin diglmleri
arasindaki en kisa yolu ve bu yolun hangi dugumlerden gectiini
bulur. Ikinci secenek secildigi zaman ¢izgenin minimum agirlikli
kapsar aaci bulunur. Uglinci segenek se¢ildidi =zaman c¢izgenin
iki parcaly olup olmadidi test edilir. Doérdlinci segenek
secildigi =zaman c¢izgenin bagliligi test edilir. Son segenekte
ise, program girilen g¢izgeyi 1iki farkli yontem (lineer ve
spektral) ile bolmelenmesini yapar ve elde edilen Dbodlmeleme
sonuclarina iyilestirme islemini uygular. En sagdaki situndaki

tek secenek sec¢ildigi zaman, yeni bir méni ekrana gelir.
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Hazir Cizge

lYapllawak Iglem LSonuqlan Yaz | [ Pro%ﬁ?;dan |

En Kisa Yol

NxN Mesh Cizge

IU

Dagumler Listesi

inimum Kapsar .

Iki Pargalilik

ikili Agag Cizge

Geligiglzel Gizge

Spektral Sonucu

Baghilk Lineer Sonucu

Cizge Bdélmeleme Iki Pargalilik

Minimum Kapsar
Ada

En Kisa Yol

Baghhik

Ekrani Temizle

Ana Menuye
Dénl

Sekil 5.1. Ana programin akis diyagrami.

Kullanici istedigi islemin sonucunun gorintilenmesini
saglayabilir.

Program ilk galistirildidi zaman Sekil 5.2’ de goérilen mdni
kullaniciya sunulur. EJer yukarida anlatildid:r gibi g¢izge girme
islemi vapilmadan once islemlerden biri seg¢ilirse, kullanici
uyarilir ve cizgeyi girdikten sonra islem yapabilecegi
hatirlatilir. Sekil 5.3’ te ag tipinde bir ¢izgenin program
tarafindan hazirlanmasi icgin boyutu 8 olarak girilmektedir. Bu
islemin sonucunda kullanici istedidi islemin bu ¢izge Uzerinde

yapilmasini isteyebilir.
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Sekil 5.2. Programin ana meniisi.

Sekil 5.3. A§ tlriUnden bir ¢izgenin olusturulmasi.
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$ekil 5.4. Spektral ydntem ile 8x8’ 1lik bir afin bdlmelenme
sonucu.

Girilen 8x8 boyutlarinda ag Uzerinde Dbdélmeleme islemi
yapildiktan sonra spektral bolmelemenin sonucu gdriintilenmis
olarak Sekil 5.4’ te gb6rilmektedir. Sekil 5.5’ te ise ayni
¢izgenin lineer algoritmavya gbre Dbdlmelenmesinin sonucu
gbriilmektedir.

Tablo 5.1’ de lineer algoritmanin c¢esitli ¢izgelere godre
ilk bdélmeleme sonug¢lari ve iyilestirme algoritmasi uygulandiktan
sonra elde edilen sonuglar godriilmektedir. Iki boyutlu diizlemsel
aglarda (mesh) 1lineer algoritma, ikili afa¢ c¢izgesindeki
sonu¢lardan daha iyi sonuglar vermektedir. 4x4 boyutlarinda bir
iki boyutlu diizlemsel afa uygulanan lineer algoritmasinin sonucu
Sekil 5.6" da gdrilmektedir. 1, dodru pargasi, ¢izgenin
iyilestirme algoritmasinin uygulanmadan ©onceki bdlmelenmis
ayiracidir ve L’ de iyilestirme algoritmasinin uygulandiktan

sonra bdlmelenmis c¢izgenin ayiracidar.
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11 :h 19

TR

5282927 (6

I

Sekil 5.5. Lineer ¢izge bolmeleme yontemi ile 8x8’ lik bir adin

bdlmeleme sonucu.

Sekil 5.6. Lineer algoritma kullanilarak iki boyutlu bir adin

bolmelenmesi.
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Tablo 5.1. Lineer bdlmeleme algoritmasinin diizlemsel iki boyutlu
ad vyapili ve 1ikili aga¢ yapadaki ¢izgelere uygulanisinin

sonuc¢lari

Iki boyutlu ad (mesh) tipindeki ¢izgelerde lineer algoritmanin

sonuglari

IVl ve |E] iyilestirmeden &nce Iyilestirmeden sonra |Gelisme
yizdesi

Wekesin Wp1 Wpo Wekesim Wpy Wpo
16 ve 24 35 56 35 30 46 45 %44, 64
25 ve 40 32 71 72 22 76 67 %$6,06
36 ve 60 37 112 94 36 110 96 %9,09

49 ve 84 55 110 162 31 134 138 %66

64 ve 112 57 172 177 54 175 174 $11,29%
81 ve 144 37 215 223 32 222 216 $15,56
100 ve 180 64 235 262 5dl 251 246 38,46
I1kili agac¢ yapisindaki g¢izgeler icin lineer algoritmanin sonuclari
V] ve |E| Iyilestirmeden &nce Iyilestirmeden sonra |Gelisme
ylizdesi

Wekesim Wp1 Wp Wekesin Wpy Wpo
7 ve 6 26 20 12 4 16 16 %$88,24
15 ve 14 38 40 46 22 41 45 %40, 91
31 ve 30 g1 75 91 50 83 83 %$53,27
63 ve 62 197 156 158 93 157 157 $53,27

Iki boyutlu aglar wve 1ikili aga¢ vyapidaki ¢izgelerin
bdlmelenmesi spektral yoéntemi kullanilarak yapildi. Bu yapilan
bélmelemelerin sonug¢lari Tablo 5.2’ de goriilmektedir. Bu
gizgeler lineer botlmelemede kullanilan ¢izgelerin aynisidir. Her
iki tablonun incelenmesinde goriilece§i gibi, spektral
bdlmelemenin sonucuna iyilestirme algoritmalari uygulaninca,
daha Dbilyilkk bir yizde 1ile gelisme saglanmakta ve spektral
btlmeleme daha iyi sonuglar vermektedir. Ozellikle ikili agag
yapidaki ¢izgeler ig¢in spektral yontemi ¢ok iyi sonuc¢ verdigi
halde, lineer algoritma ko&tii sonu¢ vermektedir. Ozellikle digum

sayisi arttikca lineer algoritma optimal ¢ozlimden gok
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Sekil 5.7. Spektral yontemi ile 4x4’ 1lik bir adin bdlmelenmesi

uzaklasmaktadir. Ikili agac¢ yapida ¢izgeler ig¢in, spektral
yénteminin gelisme ylizdeleri az goriilebilir, fakat baslangigta
optimum ¢6zlime yaklastidindan gelisme ylizdesi Thaliyle az
olmaktadir.

Sekil 5.7’ de spektral bdlmeleme ile 4x4 boyutundaki bir
adin bolmelenmesi gorilmektedir. Bu a§ spektral yontem ile
bdlmelendikten sonra gelisme algoritmasi uygulanmistir ve
diidlimlerin ve ayritlarain agirliklaraindan dolayi ilk ¢ozim en iyi
coziim olmadifindan gelisme algoritmasi %23’ lik bir iyilestirme
sa§lamistir.

Bu takloclarda goriilen deerler; ilk slitunda ¢izgenin dugum
sayisi ve ayrit sayisi gorilmektedir. Birinci ug¢lt stitundaki
Wekesim deferi iki parca arasainda kalan ayritlarin agirliklara
toplamidir. Ayni yerde Wp birinci parcadaki  diglimlerin
agirliklari toplamidir ve Wp' de ikinci parcadaki diglmlerin
agirliklari toplamidir. Ayni deferler ikinci {Ui¢lid sltunda da
vardir. Birinci {i¢clii silitundaki degerler iyilestirme islemi
uygulanmadan onceki degerlerdir ve ikinci lg¢li siitundaki
deferler de iyilestirme islemi uygulandiktan sonraki
deferlerdir.

Her 1iki tablo dikkatlice incelendigi =zaman spektral
bolmelemenin lineer bdlmelemeye gbdbre ¢ok daha iyi sonug¢lar
verdigi goriilmektedir. Gelistirilen yazilimla bu iki algoritma
ayni dederlere sahip 7, 15, 31, 63 digumld ikili adac seklindeki
cizgeler ve 16, 25, 36, 49, o4, 81, 100 diigimli iki boyutlu
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Tablo 5.2. Spektral b&lmeleme algoritmasinin diizlemsel iki

boyutlu a§ yapili ve ikili ada¢ yapidaki c¢izgelere uygulanisinin

sonuglar:

1ki boyutlu af (mesh) tipindeki g¢izgelerde spektral algoritmanin

sonuclari
V] ve |E]| Iyilestirmeden once Iyilestirmeden sonra |Gelisme
ylizdesi
Wekesim Wpy Wpo Wekesin Wpy We
16 ve 24 24 42 49 20 46 45 %36, 36
25 ve 40 41 75 68 21 67 76 %$37,5
36 ve 60 31 1le 90 25 110 96 %31, 58
49 ve 84 55 110 162 31 138 134 %66
64 ve 112 64 187 162 48 175 174 %$44,94
81 ve 144 37 215 223 32 222 216 $15,56
100 ve 180 62 250 247 53 250 247 %$13,85
Ikili aga¢ yapisindaki ¢izgeler ig¢in spektral algoritmanin
sonu¢lari
[Vl ve |E| Iyilestirmeden once Iyilestirmeden sonra |Gelisme
ylizdesi
Wekesim Wpy Wp, Wekesim Wey Weo
7 ve 6 3 18 14 4 16 16 %$69,23
15 ve 14 1 39 47 1 39 47 %0
31 ve 30 6 83 83 6 83 83 %0
63 ve 62 6 152 162 3 162 152 $18,75

(mesh) ag tipindeki <c¢izgeler {izerinde denendi. Iyilestirme
islemi uygulanmadan once lineer algoritma optimum c¢ozimden %14,8
saparken, spektral algoritma optimum ¢bzlimden %4,67 sapti.
Iyilestirme isleminden sonra lineer algoritma optimum c¢éziimden
%$4,38 sapma gbsterirken spektral algoritma optimum ¢oziime
ulastzi.

Lineer <¢izge Dbodlmeleme algoritmasinin  sonucu bazi
durumlarda optimumdan c¢ok uzak ©olabilir. Bu bodlmelemede
iyilestirme islemi uygulanmadan ©&nce bulunan sonu¢tan daha
uzakta optimum bir ¢ozim varsa ve bulunan c¢ozim ile bu optimum
cozim arasinda kalan bdlgelerde herhangi bir gelisme s&z konusu

degilse optimum ¢ozliim bulunamaz.
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250
—1.0.L.
—1.8.L.
L6.s.
e | 8.8,
Sekil 5.8. Lineer ve  Spektral algoritmalarin sonuglara
(1.0.L.:iyilestirmeden ¢&nce lineer, I.S.L. : iyilestirmeden
sonra lineer, I1.0.S. : iyilestirmeden once spektral, I.S.sS.

iyilestirmeden sonra spektral).

Tablo 5.1 wve Tablo 5.2’ verilen lineer ve spektral
algoritmalarin sonug¢larindan, pargalarin diigimlerinin
agirliklari toplaminin farkinin ve kesim bolgesinde kalan
ayritlarin agirliklara toplami ile toplanmasi ile Sekil 5.8 elde
edilmistir. Sekil 5.8’ de goriildidii gibi, iyilestirme islemi
uygulandiktan sonra spektral algoritmanin sonucu her zaman igin
lineerden ya iyi veya esit durumdadir.

Spektral c¢izge bolmeleme algoritmasi global olarak ¢ok
giicld oldufundan, gtgli bir yerel iyilestirme algoritmasi
uygulandidi zaman optimum veya optimuma c¢ok yakin sonuglar elde
edilebilmektedir. Gelistirilen programin kaynak kodunun onemli

kism1 EK-1’ verilmistir.



6. SONUGC

Cizge algoritmalari, bir g¢ok bilimsel problemin c¢ézimiinin
kolaylastirilmas: veya bu ¢O8zlimiin bulunmasi amaciyla yapilan
calismalar sonucunda ortaya ¢cikmislardar. Bundan dolayi,
¢cizgelerin analizi ve testi ig¢in etkili algoritmalarain
gelistirilmesi g¢ok onemlidir.

Glinlimiize kadar g¢izgeler lzerinde etkili ¢alisan c¢ok sayida
algoritma gelistirilmistir. Bunlar P sinifi algoritmalardar.
Bunun yaninda hala yaklasimla ¢ozlm bulunan veya yaklasik ¢ézum
bulunan ¢izge problemleri de vardir. Bunlara 6rnek olarak
verilen ¢izgenin bilitin dtigimlerini kapsayacak minimum ayrat
kuimesinin bulunmasi, ¢izge bdlmeleme v.b. problemlerdir.

Bu ¢galismada bazi etkili ¢izge algoritmalarinin uygulamasi
yapilmistir. Fakat bu calismanin en onemli kismi ¢izge bdlmeleme
algoritmalarinin uygulanmasinin yapilmis olmasidair.

Cizge Dbolmeleme algoritmalari, temel olarak iki grupta
toplanabilirler. Bir ¢izgenin digimlerinin uzayda koordinatlari
belli ise, bu durumda ¢izge bolmeleme islemi daha kolay
olmaktadir. Ya siralama algoritmalari kullanilarak bélmeleme
yapilir ya da her digum bir ktitle kabul edilerek bu kiitlelerin
agirlik merkezinin bulunmasi yontemi ile ¢izge bdlmeleme islemi
yapilir. Eger c¢izgenin digtmlerinin koordinatlari yoksa, bu
dﬁrumda islemler biraz daha zorlasmaktadir. Bu durumda, birden
fazla algoritma kullanilabilir. Fakat bunlarin en iyi sonucg
vereni spektral yontemidir. Bu ybntemde, ¢izgenin Laplace
matrisi olusturulur ve numerik metotlar kullanilarak bu ¢izgenin
5z defer vektdrleri bulunur. Yapilacak olan b&lmelemeye gbre bu
6z defer vektdrlerinden biri kullanilir. Bu ¢alismada ikinci en
kiciik 6z defere karsilik gelen 6z defer vektdrii kullanilmistair.
Bu vektdr ile ¢izge ikiye bdlmelenmistir. Bu ¢alismada lineer
ydntemi ile ¢izge bolmeleme uygulamasi da yapilmistir.

Cizge bolmeleme islemi bir yaklasim metodu oldudundan elde
edilen sonu¢ optimum olmayabilir. Bundan dolayi elde edilen
sonuglara iyilestirme islemleri uygulanair. Genel olarak

iyilestirme islemi uygulandiktan sonra spektral yontemi ile
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vapilan botlmeleme lineer bodlmelemeye gbre daha iyi sonuc
vermektedir.

Diiglm koordinatlari belli olmayan ¢izgelerin bodlmelenmesi
igin kullanilan ydntemler icinde en iyisi spektral yontemidir.
Cinki spektral yontemin global olarak bir gig¢liligii vardir ve
verel olarak gligli olan bir iyilestirme algoritmasi ile
birlestirilince optimum ya da optimuma yakin sonuclar elde
edilebilmektedir. Bu yodntemde ¢izgenin sekli veya 6zellidi hic
tnemli dedildir. Cunki ¢ozim cebirsel olarak yapilmaktadir.

Efer ¢izgedeki digum sayisi ¢ok fazla ise, bu durumda
bilgisayarlarin hafiza siniri oldufundan ve islem zamaninin
onemli olmasindan dolayi, bu ¢izgenin kabalastirilmis hali elde
edilir ve elde edilen kabalastirilmis c¢izgenin bodlmelenmesi
yapilir. Kabalastirma islemi birden fazla seviyeden olusabilir.
Bundan dolayi bu yodnteme c¢ok seviyeli ¢izge bélmeleme yoéntemi
denir.

Yukarida anlatilan ydntemlerin hepsinde islem esnasinda
veya bolmeleme yapildiktan uzun bir siire sonraya kadar cizgede
herhangi bir de§isiklidin olmayacagi varsayilmistir. EJer bu
varsayim dogru defilse, bu durumda artimsal c¢izge bolmeleme
yéntemi ile g¢izge bolmelenir. Bu yontemin ana fikri, c¢izge
anlatilan yodntemlerden biri ile botlmelenir ve c¢izgede bir
degisiklik olursa, bu degisiklik igin tekrar bastan boélmeleme
yapilmaz, fakat b&élmeleme sonucu ilizerinde islemler yapilarak yik
dengeleme ve minimum kesme ayrit sayisi sartlari saglanmaya
calisilar.

Bu g¢alismada uygulamasini yaptidimiz iki tip bélmeleme
algoritmasi vardir. 5. bolimdeki deferlerin 1s181 altinda kiyas
vapildidi zaman spektral bolmelemenin lineere gdre ¢ok daha iyi
oldugu gorilmektedir. Bunun sebebi de spektral algoritmasinin
global bir glicliliigli vardir ve bunun yaninda yerel giiclilugi iyi
olan Kernighan-Lin algoritmasinin uygulanmasi sonucuy, bu
calismada optimum ¢ozimler elde edildi. Ayni iyilestirme
algoritmasi lineer bolmelemenin de sonucuna uygulandi. Bazai
durumlarda bu algoritmanin sonucu da optimum oldu fakat

¢ogunlukla optimumdan daha farkli sonuglar elde edildi.
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Uygulamasi yapilan diger algoritmalar P-tamam algoritmalar
sinifina girdiklerinden dolayi kesin sonucu bulacaklari garanti
demektir. Uygulamada da bunun béyle oldudunu gbérdiik.

Cizge bodlmeleme probleminin en biiylik sikintisi diglimlerin
ve ayritlarin agirliklari gelisiglizel olursa ve bir digumin
derecesi de gelisiglizel olursa, bu ¢izgelerin bélmelenmesi ig¢in
iyi bir kriterin wuygulanamamasindan kaynaklanmaktadir. Kriter
gelistirme yoéninde Fiedler’ in yaptifi bir galisma var, fakat bu
calismada ¢izgenin digdlim ve ayrait agirliklari bir kabul edilerek
yapilmistir. GCizge agirliklari ile birlikte genel bir c¢izge
degildir. Fiedler bu isi ¢izgelerin bir alt kimesi ic¢in
yapmistir. S$Su ana kadar da bu bilim adaminin buldudu ydntemden
daha iyi sonu¢ veren herhangi bir yontem gelistirilmis de§il.

Fiedler, ¢izgeye sinirlama getirdidinden dolayi bu ydntem
ile elde edilen sonuc¢lara iyilestirme islemi uygulanmaktadir.

Her tirld c¢izgeye uygulanabilecek ve optimum ¢ozimi
verecedini garanti eden bir yoéntem gelistirilirse, <cizge
bdlmeleme problemi disinda Dbir ¢ok problemin ¢ozlimiinde
kullanilacak ve optimum ¢o6zim verecek olan algoritmalar
gelistirilebilir. Bunun sebebi, ¢izge bolmeleme probleminin
¢cHzumii NP-zor olan bir problemdir, c¢ozuml bu sinifa giren biitiln

problemlere de ¢6zlim bulunmus olur.
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EK-1 : CiZGE ALGORITMALARI VE CiZGE BOLMELEME
PROGRAMININ KAYNAK KODU

Burada verilen kodun c¢alisabilmesi ig¢in, burada verilen
koda birde ana program kodunun eklenmesi gerekir. Bunun yaninda
sonu¢lari gdrmek icin de ayrica bir modiilin yazilmasi gerekir.
Veri vyapilar: ise koda bakildigi =zaman anlasilmaktadir.
Cizgeleri bilgisayar ortaminda olusturacak kodun da eklenmesi
gerekir. Burada verilen kod =sadece ana islemleri yapan

kisimlardar.

//Cizgenin iki parg¢alilidini test eden kaynak kod

unit bipartite; flag : boolean;
v,i : integer;
interface begin
GetInitialValue;
uses flag:=true;
Windows, Messages, SysUtils, while ((flag) and (IsUnMarkedExist)) do
Classes, Graphics, Controls, Ferms, begin
Dialogs, i:=1;
Menus, StdCtrls, graphun,graphun2; while i<=Max do
begin
procedure GetInitialValue; if Mark[il=0 then
procedure Bi_partite; begin
function IsUnMarkedExist:boolean; vi=i;
i:=Max;
var end;
Component : set of byte: i:=i+1;
Mark : array[l..MaxVertex] of end;
integer; Component:=[v];
Mark[v]:=1;
implementation PartSet([v]:=1;
while ((flag) and (Component<>{])) do
procedure GetInitialValue; begin
{ Cizgenin bitisiklik matrisinin bir i:=1;
kopyasinin ¢ikarilmasi} while i<=Max do
var begin
i, j : integer:; if i in Component then
begin begin
for i:=l to MaxVertex do vi=i;
for j:=1 to MaxVertex do i:=Max;
Matrix([i,J]:=AdMatrix[i,Jj]; end;
for i:=1 to MaxVertex do i:=i+1;
Mark{i]:=0; end;
Component:=[}; Compenent :=Component-[v];
end; for i:=1 to Max do
if ((v<>i) and (Matrix[v,il=1))
function IsUnMarkedExist:boolean; then
{isaretlenmemis dugumiun olup begin
olmadidini test eder) if PartSet[i]=0 then
var begin
i ¢ integer; Component :=Component+{i];
flag2 : boolean; PartSet[i] :=3-PartSet[v];
begin Mark([i]:=1;
flag2:=false; end
for i:=1 to Max do else if PartSet([v]=PartSet[i]
if Mark[i]=0 then then
flag2:=true; flag:=false;
IsUnMarkedExist:=flag2; end;
end; end;
end;
procedure Bi_partite; if flag then
{Verilen ¢izgenin iki pargali olup BiPart:=1
olmadifini test eder} else BiPart:=2;

var end;
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end.

//Cizgenin bagliligini test eden kaynak kod

unit Connected;
interface

uses
Windows, Messages, SysUtils,
Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs,
Menus, StdCtrls, graphun2;

procedure Connectedness;

procedure GetVertexSet;

procedure GetComponentOfGraph (i2, k2

integer);

procedure GetVertexNeighbor (i2 :
integer);

procedure GetAdjacencyMatrix;

var
C_Set2,C_Set3 : set of byte;
AdMatrix2
array[l..MaxVertex,l..MaxVertex] of
integer;

implementation

procedure GetVertexSet;
var

i : integer;
begin

C_Set2:={[];

for i:=1 to Max do

C_Set2:=C_Set2+[i];

end;

procedure GetAdjacencyMatrix;
var

i,j : integer;
begin

for i:=1 to Max do

for j:=1 to Max do
AdMatrix2[i,j]:=AdMatrix[i,3j]:

end;

procedure GetComponentOfGraph(i2, k2 :
integer);

var
j.k : integer;
begin
while C_Set3<>[] do
begin
for j:=1 to Max do
begin
if j in C_Set3 then
begin

for k:=1 to Max do
if ((AdMatrix2{3j,k]l=1) and not(k
in C_Set3) and
not (k in ConnectSet([k2])) then
begin
C_Set3:=C_Set3+[k];
C_Set2:=C_Set2-[k];
end;
ConnectSet [k2] :=ConnectSet[k2]+[]];
C_Set3:=C_Set3-[j];
end;
end;
end;
end;

procedure GetVertexNeighbor(i2 : integer);
var
j : integer;
begin
for j:=1 to Max do
if ((AdMatrix2([i2,3j}=1) and not(j in
C_Set3)) then
begin
C_Set3:=C_set3+[j];
C_Set2:=C_Set2-[j];
end;
C_Set3:=C_Set3+[i2]:
C_Set2:=C_set2-[i2];:
end;

procedure Connectedness;
var
i,j,k : integer;
begin
i:=1;
k:=1;
C_Set3:=[];
GetVertexSet;
GetAdjacencyMatrix;
while ((C_Set2<>[]) and (i<=Max)) do
begin
if i in C_Set2 then
begin
GetVertexNeighbor (i)
GetComponentOfGraph (i, k)
ki=k+1;
end;
is=i+1;
end;
if k=2 then
Connect:=1
else Connect:=2;
end;

end.

//Lineer c¢izge bdlmeleme yénteminin kaynak kodu

unit LPartition;
interface

uses

Windows, Messages, SysUtils,
Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs,

Menus, StdCtrls, graphun2;

procedure LinearPartition;
procedure GetLinearCutSet:;
procedure GetlLinearPartitionSet;

var
N:array[l..MaxVertex] of integer:

implementation

procedure GetLinearCutSet;
var
i : integer;
begin
i:=1;
while AyritSet[i].Ayrit_No>0 do
begin
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else
Y_L_PartitionCutSet[i].Ayrit No:=Ayri Y_L PartitionSet([i].Partition No:=2;
tSet[i]).Ayrit_No; end;
Y_L_PartitionCutSet[i].Ayrit_Ag:=Ayri for i:=1 to Max do
tSet([i].Ayrit_Ag; begin
Y L PartitionCutSet[i].Ayrit_Ucl:=ayr L_PartitionSet[i].Dugum No:=Y L PartitionSe
itSet[i].Ayrit_Ucl; t[i].Dugum No;
Y_L_PartitionCutSet[i].Ayrit_Uc2:=Ayr L_PartitionSet[i] .Dugum Ag:=Y 1 PartitionSe
itSet[i).Ayrit Uc2; t[i].Dugum Ag;
if (((AyritSet([i).Ayrit_Ucl in

L_Setl) and (AyritSet[i].Ayrit_Uc2 in L_PartitionSet[i].Partition No:=Y L Partiti
L_set2)) onSet(i].Partition_No;

xor ((AyritSet[i].Ayrit_Uc2 in end;
L_Setl) and (AyritSet[i).Ayrit_Ucl in end;

L_Set2))) then
procedure LinearPartition;

Y_I_PartitionCutSet{i].Kesme:='E'; var
ii=i+l; i,j,k : integer;
end; begin
i:=1; GetlaplaceMatrix;
while L_Setl:=[];
Y_L PartitionCutSet[i].Ayrit_No>0 do L_Set2:=[};
begin for i:=1 to Max do
begin
L_PartitionCutSet[i].Ayrit_ No:=Y_ L Pa L_Setl:=L_Setl+[DugumSet[i).Dugum No]:
rtitionCutSet[i].Ayrit_No; N[i):=-1;
end;
L_PartitionCutSet[i].Ayrit_Ag:=Y_ L Pa
rtitionCutSet[i].Ayrit_Ag:; N[DugumSet[1l]).Dugum No):=1;
1_Set2:=L_Set2+[DugumSet[1].Dugum_No];
L_PartitionCutSet[i].Ayrit_Ucl:=Y L P L_Setl:=L_Setl-[DugumSet[1l].Dugum No];
artitionCutSet[i).Ayrit Ucl; ki=l;
L_PartitionCutSet{i).Ayrit_Uc2:=Y_L P i:=1;
artitionCutSet[i].Ayrit_Uc2; while ((i<=Max) and (k<(Max div 2))) do
begin
L_PartitionCutSet[i}.Kesme:=Y_1_ Parti Ji=i+1:
tionCutSet([i] .Kesme; while ((j<=Max) and (k< (Max div 2))) do
i:=1i+1; begin
end:; if Matrix[i,j)l=-1 then
end; if ((i in L_Set2) and not(j in
1_Set2)) then
procedure GetlinearPartitionSet; begin
var L_Set2:=L_Set2+[Jj];
i : integer; L_Setl:=l_Setl-[3jl;
begin N[j]:=1;
for i:=1 to Max do k:=k+1;
begin end;
Jei=i+1;
Y L PartitionSet[i].Dugum No:=DugumSe end;
t{i].Dugum No; ie=itl;
end;
Y _1_PartitionSet(i).Dugum_ Ag:=DugumSe GetlLinearPartitionSet;
t[i].Dugum_Ag: GetLinearCutSet;
if N[i]<0 then end;
Y_L PartitionSet[i].Partition No:=1 end.

//Spektral yoéntemi ile g¢izge bdlmelemenin kaynak kodu

unit spartition; procedure SpectralPartition;
procedure FindEigenVectors;
interface procedure ZeroOut:
procedure GetPartitionSet;
uses function RMS:real;
Windows, Messages, SysUtils,
Classes, Graphics, Controls, Forms, var
Dialogs, VectorXP, VectorXQ, VectorYP, VectorYQ :
Menus, StdCtrls, graphun2; array[l..MaxVertex] of real;
V : arrayl[l..MaxVertex,l..MaxVertex] of
procedure real;
FindSecondSmallestEigenVector: P:g,index : integer:
procedure GetCutSet; Epsilon : real;

procedure IdentityMatrix;



implementation

procedure ldentityMatrix;
var
i,j : integer:
begin
for i:=1 to Max do
for j:=1 to Max do
V[ii,j1:=0.0;
for i:=1 to Max do
v[i,i]:=1.0;
end;

function RMS:real;
var
i : integer;
sum : real;
begin
sum:=0.0;
for i:=1 to Max do
sum:=sum+Matrix(i,i]*Matrix{i, i)
RMS:=sqrt (sum/Max) ;
end;

procedure ZeroOQut;
var
j : integer:;
Theta,t,c,s,r : real;
begin
Theta:=(Matrix|[q, q]-
Matrix{p,pl)/(2*Matrix[p,ql):
if Theta<0.0 then
ti=-1.0
else t:=1.0;

t:=t/ (abs(Theta)+sqrt (Theta*Theta+1l))
c:=1.0/sqgrt(t*t+1);
s:=Cc*t;

for j:=1 to Max do
begin
VectorXP[j] :=Matrix[]j,p]l;
VectorXQ[j] :=Matrix[]j, gl:
end;

Matrix[p,ql:=0.0;
Matrix[qg,pl:=0.0;

Matrix[p,p) :=c*c*VectorXP[pl+s*s*Vect
orXQlqgl-2*s*c*VectorXQI[p]:

Matrix[q,g):=s*s*VectorXP[p]+c*c*Vect
orXQ[gl+2*c*s*VectorXQ{p]:

for j:=1 to Max do
if ({j<>p) and (j<>qg)) then
begin
Matrix[Jj,pl:=c*VectorXP[j]~-
s*VectorXQ[jl;
Matrix[p,j] :=Matrix(j,p];

Matrix[Jj,q] :=c*VectorXQ[j)+s*VectorXP
[31s
Matrix{q,j]:=Matrix[j,ql;
end;

for j:=1 to Max do
begin
VectorYP[jl:=V([],pl:
Vector¥Q[3jl:=VI[]j,ql;
end;

for j:=1 to Max do
begin
VIj,pl:i=c*VectorYP[j]~
s*VectorYQ{jl:
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VIJj,ql:=s*VectorYP[j]+c*Vector¥Q[j];
end;
end;

procedure FindEigenVectors;
var
Flag : boolean;
CountS : integer;
T2 : real;
begin
GetlaplaceMatrix;
IdentityMatrix;
Count§:=0;
repeat
T2:=RMS;
CountS:=CountsS+1;
Flag:=false;
for p:=1 to Max-1 do
for q:=p+l1 to Max do
if
(abs (Matrix[p,ql)/abs(T2))>Epsilon then
begin
ZeroOut;
flag:=true;
end;
until ((not(Flag)) or (CountS>50));
end;

procedure FindSecondSmallestEigenVector;
var
i : integer;
ml,m2 : real;
begin
ml:=100.0;
m2:=100.0;
index:=2;
for i:=1 to Max do
if Matrix{i,i]<ml then
ml:=Matrix(i,i];

for i:=1 to Max do
if ((m2>Matrix[i,i]) and
(ml<Matrix[i,i})) then
begin
m2:=Matrix([i,i];
index:=1i;
end;

end;

procedure GetCutSet;
var
i : integer;
begin
i:=1;
while AyritSet[i].Ayrit_No>0 do
begin

Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit_No:=AyritSet[i]

.Ayrit_No;

Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit Ag:=AyritSet[i]

.Ayrit_Ag:;

Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit_Ucl:=AyritSet[i

1.Ayrit_Ucl:

Sp_PartitionCutSet[i).Ayrit Uc2:=AyritSet[i

1.Ayrit_Uc2;

if (((AyritSet[i].Ayrit_Ucl in Sp_Setl)

and (AyritSet(i].Ayrit_Uc2 in Sp_Set2})
xor ((AyritSet[i].Ayrit_Uc2 in
Sp_Setl) and (AyritSet[i].Ayrit Ucl in
Sp_Set2))) then
Sp_PartitionCutSet[i].Kesme:='E';
i:=i+1;
end;



i:=1;

while
Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit_No>0 do

begin

Y_Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit No:=Sp_
PartitionCutSet[i] .Ayrit_No:

Y Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit Ag:=Sp_
PartitionCutSet[i].Ayrit_Ag;

Y_Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit_Ucl:=sp
_PartitionCutSet[i].Ayrit_Ucl;

Y _Sp_PartitionCutSet[i].Ayrit_Uc2:=Sp
_PartitionCutSet[i].Ayrit_Uc2;

Y_Sp_PartitionCutSet[i].Kesme:=Sp_ Par
titionCutSet[i] .Kesme;
i:i=i+1;
end;
end;

procedure GetPartitionSet;

var
i : integer;

begin
for i:=1 to Max do A
begin

Sp_PartitionSet[i].Dugum_No:=DugumSet
[i].Dugum_No;

Sp_PartitionSet([i].Dugum_ Ag:=DugumSet
[i}.Dugum_Ag:

if Vv[i,index]<0.0 then

begin
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Sp_Setl:=Sp_setl+[DugumSet [i].Dugum _No]:;
Sp_PartitionSet(i].Partition No:=1;
end
else begin
Sp_PartitionSet[i].Partition_No:=2;

Sp_Set2:=Sp_Set2+[DugumSet[i].Dugum_No];
end;
end;
for i:=1 to Max do
begin

Y_Sp_PartitionSet[i].Dugum No:=Sp_Partition
Set({i].Dugum No;

Y_Sp_PartitionSet[i].Dugum Ag:=Sp_Partition
Set[i].Dugum_Ag;

Y_Sp_PartitionSet[i].Partition_No:=Sp Parti
tionSet[i].Partition_No;

end;
end;

procedure SpectralPartition;

begin
Epsilon:=0.00000007;
GetlaplaceMatrix;
IdentityMatrix;
FindEigenvVectors;
FindSecondSmallestEigenVector;
Sp_Setl:=[]:
Sp_Set2:=[];
GetPartitionSet;
GetCutSet;

end;

end.

//iyilestirme islemini yapan kaynak kod

unit refine;
interface

uses

Windows, Messages, SysUtils,
Classes, Graphics, Contrcls, Forms,
Dialogs,

Menus, StdCtrls, graphun2;

type

VertexGain=record
EdgeInside : integer;
EdgeQutside : integer;

end;

procedure LinearRefinement:
procedure
CopyPartitionCutSet (PartitionCutSet :
array of Ayrit;
var P_CutSet3 : array of
Ayrit):
procedure
CopyPartitionSet (PartitionSet2 :
array of PartitionSet:
var P_Set3 : array of
PartitionSet):
procedure SpectralRefinement:
procedure
FindMaxDifference (NPartitionSet :
array of PartitionSet;
PartitionCutSet : array of
Ayrit;
PartW : PartWeights;
Setl,Set2 : SetOfByte);

procedure VertexGainEvaluation(Setl, Set2

SetOfByte );

procedure Weights(var Partw :
PartWeights; NPartitionSet : array of
PartitionSet);

procedure InitializeVGain;

function
EvaluateRefinement (PartitionCutSet : array
of Ayrit:

PartW : PartWeights):integer;

procedure ChangeNodes (var NPartitionSet
array of PartitionSet);

procedure ChangeCutSet(var Setl, Set2 :
SetOfByte;

var PartitionCutSet

sarray of Ayrit);

var
VGain : array[l..MaxVertex] of
VertexGain;
MaxDifIndex : integer;
MaxDifFlag : boolean;

implementation

procedure InitializeVGain;
var
i : integer;
begin
for i:=1 to MaxVertex do
begin
VGain[i] .BdgeInside:=0;
VGain[i] .EdgeOutside:=0;
end;
end;



procedure Weights(var PartW :
PartWeights; NPartitionSet : array of
PartitionSet);
var

i : integerx;
begin

PartW.Part_One:=0;

PartW.Part_Two:=0;

for i:=0 to Max~1 do

if

NPartitionSet[i].Partition_No=1 then

PartW.Part_One:=PartW.Part_One+NParti
tionSet[i].Dugum_Ag
else

PartW.Part_Two:=PartW.Part_Two+NParti
tionSet[i].Dugum_Ag;
end;

procedure
VertexGainEvaluation(Setl, Set2 :
SetOfByte );
var
i : integer;
begin
for i:=1 to Max do
begin
VGain[i) .Edgelnside:=0;
VGain[i] .EdgeOutside:=0;
end;
i:=1;
while AyritSet[i].Ayrit_No<>0 do
begin
if (((Ayritset[i].Ayrit_Ucl in
Setl) and (AyritSet[i]).Ayrit_Uc2 in
Setl)) or
((AyritSet[i].Ayrit_Ucl in Set2)
and (AyritSet([i].Ayrit Uc2 in Set2)))
then
begin

VGain[AyritSet[i].Ayrit_Ucl] .EdgeInsi
de:=VGain[AyritSet([i].Ayrit_Ucl] .Edge
Inside+AyritSet[i].Ayrit_Ag;

VGain[AyritSet[i].Ayrit_Uc2].Edgelnsi
de:=VGain[AyritSet[i].Ayrit_Uc2)] .Edge
Inside+AyritSet[i}.Ayrit_Ag;

end

else if ((({AyritSet[i].Ayrit_Ucl
in setl) and (AyritSet[i].Ayrit_Uc2
in Set2)) or

((Ayritset[i].Ayrit_Ucl in Set2)
and (AyritSet[i].Ayrit_Uc2 in Setl)))
then

begin

VGain[AyritSet[i].Ayrit_Ucl].EdgeOuts
ide:=VGain[AyritSet[i].Ayrit_Ucl).Edg
eCutside+AyritSet[i].Ayrit_Ag;

VGain[AyritSet[i].Ayrit_Uc2) .EdgeOuts
ide:=VGain[AyritSet[i].Ayrit_Uc2)].Edg
eOutside+AyritSet([i]).Ayrit_Ag:
end;
i:=i+1;
end;
end;

procedure ChangeNodes (var
NPartitionSet : array of
PartitionS8et);
var

i : integer;
begin

for i:=0 to Max-1 do
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if
NPartitionSet[i).Dugum_No=MaxDifIndex then
NPartitionSet[i].Partition No:=3-
NpartitionSet[i].Partition_ No;
end;

procedure ChangeCutSet(var Setl,Set2 :
SetOfByte;
var PartitionCutSet
zarray of Ayrit):;
var
i : integer:;
begin
if MaxDifIndex in Setl then
begin
Setl:=Setl-[MaxDifIndex];
Set2:=Set2+{MaxDifIndex];
end
else begin
Set2:=8et2~[MaxDifIndex];
Setl:=Setl+[MaxDifIndex];
end;
i:=0;
while PartitionCutSet[i].Ayrit No>0 do
begin
PartitionCutSet[i].Kesme:='H';
i:=i+41;
end;
i:=0;
while PartitionCutSet[i].Ayrit No>0 do
begin
if (((pPartitionCutSet[i].Ayrit_Ucl in
Setl) and (PartitionCutSet{i].Ayrit Uc2 in
Set2))
or ((PartitionCutSet[i].Ayrit_Uc2 in
Setl) and (PartitionCutSet[i].Ayrit_Ucl in
Set2))) then
PartitionCutSet[i].Kesme:='E';
i:=i+1;
end;
end;

procedure
CopyPartitionCutSet (PartitionCutSet : array
of Ayrit;
var P_CutSet3 : array of Ayrit);

var

i : integer;
begin

i:=0;

while PartitionCutSet(i).Ayrit No>0 do

begin

P_CutSet3[i].Ayrit_No:=PartitionCutSet[i].a
yrit_No;

P_CutSet3[i].Ayrit_Ag:=PartitionCutSet[i].A
yrit_Ag;

P_CutSet3[i].Ayrit_Ucl:=PartitionCutSet[i].
Ayrit_Ucl:

P_CutSet3[i].Ayrit_Uc2:=PartitionCutSet[i].
Ayrit_Uc2;

P_CutSet3[i]).Kesme:=PartitionCutSet[i].Kesm
e;
i:=i+1
end;
end;

procedure CopyPartitionSet(PartitionSet2 :
array of PartitionSet:
var P_Set3 : array of
PartitionSet);
var
i : integer;
begin



for i:=0 to Max-1 do
begin

P_Set3([i].Dugum No:=PartitionSet2[i].
Dugum_No;

P_Set3[i]).Dugum Ag:=PartitionSet2[i].
Dugum_ Ag:

P_Set3[i].Partition_No:=PartitionSet2
[i].Partition_No;

end;
end;

procedure
FindMaxDifference (NPartitionSet
array of PartitionSet:
PartitionCutSet : array of
Ayrit;
PartW : PartWeights;
Setl, Set2 : SetOfByte):
var
P_Set2 : array[l..MaxVertex] of
PartitionSet;
P_CutSet2 : arrayl[l..MaxEdge] of
Ayrit;
PartW2 : PartWeights;
Set3,Set4 : SetOfByte;
Templ, Temp2,i,j,k : integer;
Set5 : set of byte:;
begin
MaxDifIndex:=1;
Jei==1;
i:=0;
while PartitionCutSet[i].Ayrit_No>0
do
begin
if PartitionCutSet[i].Kesme='E'
then

Temp2:=Temp2+PartitionCutSet[i] .Ayrit
_Ag;
i:=i41;
end;
Set5:=[]:
i:=0;
while PartitionCutSet([i].Ayrit_No>0
do
begin
if pPartitionCutSet[i].Kesme='E'
then
begin

Set5:=SetS+[PartitionCutSet[i].Ayrit_
Ucll;

Set5:=Set5+[PartitionCutSet[i] .Ayrit_
Uc2]:
end;
i:=i41;
end;
repeat

k:=VGain[MaxDifIndex] .EdgeOutside~
VGain{MaxDiflndex] .EdgelInside;
if ((MaxDifIndex in set5) and
(k>0)) then
begin
Set3:=8Setl;
Set4:=Set2;

PartW2.part_One:=PartW.Part_One;
PartW2.part_Two:=PartW.Part_Two;

CopyPartitionSet (NPartitionSet,P_Set2
):
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CopyPartitionCutSet (PartitionCutSet,P_CutSe
t2);
ChangeNodes (P_Set2);
ChangeCutSet (Set3, Set4, P_CutSet2);
Weights (PartW2,P_Set2);
Templ:=0;
i:=1;
vhile P_CutSet2[i].Ayrit_No>0 do
begin
if P_CutSet2[i].Kesme='E' then

Templ:=Templ+P_CutSet2[i].Ayrit_Ag;
i:=1+1;
end;
if (Temp2+abs(PartW.Part_One-
PartW.Part_Two))>(Templ+abs (PartW2.Part_One
-PartW2.Part_Two)) then
begin
Temp2:=Templ;
j:=MaxDifIndex:;
end;
end;
MaxDifIndex:=MaxDifIndex+1;
until ((Set5=[)) or (MaxDiflndex>Max)):
if 9>0 then
begin
MaxDifIndex:=3j;
MaxDifFlag:=true;
end
else MaxDifFlag:=false;
end;

function EvaluateRefinement (PartitionCutSet
: array of Ayrit;
PartW : PartWeights):integer;

var

Refinement,i : integer;
begin

Refinement:=abs (PartW.Part_One-
PartW.Part_Two);

i:=0;

while PartitionCutSet[i].Ayrit_No>0 do

begin

if PartitionCutSet[i].Kesme='E' then

Refinement:=Refinement+PartitionCutSet[i].Aa
yrit_Ag:
i:=i+1;
end;
end;

procedure SpectralRefinement;
var
refinel,refine2 : integer;
flag : boolean;
begin
MaxDifFlag:=true;
InitializeVGain;
while MaxDifFlag do
begin

Weights (Sp_PartWeights, Sp_PartitionSet);
VertexGainEvaluation (Sp_Setl, Sp_Set2);
MaxDifFlag:=true;

FindMaxDifference (Sp_PartitionSet,Sp_Partit
ionCutsSet, Sp_PartWeights,Sp_Setl,Sp_Set2);
if MaxDifFlag then
begin
ChangeNodes (Sp_PartitionSet):

ChangeCutSet (Sp_Setl, Sp_Set2,Sp_PartitionCu
tSet);

refine2:=EvaluateRefinement (Sp_PartitionCut
Set, Sp_PartWeights);
if refine2<refinel then



refinel:=refine2
else flag:=false;
end;
end;
end;

procedure LinearRefinement;
var
refinel,refine2 : integer:;
flag : boolean;
begin
MaxDifFlag:=true;
InitializeVGain;
while MaxDifFlag do
begin

Weights (L_PartWeights,L_PartitionSet)

’

VertexGainEvaluation(L_Setl,L_Set2);
MaxDifFlag:=true;

//Minimum agirlikli kapsar

unit SpanTree;
interface

uses

Windows, Messages, SysUtils,
Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs,

Menus, StdCtrls, graphun, graphun2;

procedure MinimumSpanningTree;
procedure GetEdgeSet;
procedure SetVertexSet;

var

AyritSet2 : array[l..MaxEdge] of
Ayrit;

Min, MaxEdgeZ : integer;

V1,V2 : set of byte:;

implementation

procedure GetEdgeSet;
var
i : integer;
begin
i:=1;
while i<=MaxEdge do
begin
if AyritSet[i]).Ayrit_No=0 then
begin
MaxEdge2:=i-1;
i:=MaxEdge+1;
end;
i:=i+1;
end;
for i:=1 to MaxEdge2 do
begin

AyritSet2[i].Ayrit_Ag:=AyritSet[i].Ay
rit_Ag:

AyritSet2[i).Ayrit No:=AyritSet[i}].Ay
rit_No;

AyritSet2[i].Ayrit_Ucl:=AyritSet{i].A
yrit_Ucl;

AyritSet2[i].Ayrit_Uc2:=AyritSet([i].A
yrit_Uc2;

end;
end;

99

FindMaxDifference (L_PartitionSet,L_Partitio
nCutSet,L_PartWeights,L_Setl,L_Set2);
if MaxDifFlag then
begin
ChangeNodes (L_PartitionSet);

ChangeCutSet (L_Setl,L_Set2,l_PartitionCutSe
t):

refine2:=EvaluateRefinement (I_PartitionCuts
et,L_PartWeights):

if refine2<refinel then

refinel:=refine2
else flag:=false;
end;
end;

end;

end.

agaci bulan kaynak kod

procedure SetVertexSet;
var
i : integer;
begin
vi:=[];
v2:=[];
for i:=1 to Max do
V2:=V2+[i};
end;

procedure MinimumSpanningTree;
var
i,j,index : integer;
flag : boolean;
begin
GetEdgeSet;
SetVertexSet;
flag:=true;
Vi:=[1]:
for i:=1 to (Max-1l) do
begin
Min:=100;
for j:=1 to MaxEdge2 do
if ((AyritSet2[j].Ayrit_Ucl in V1)
xor (AyritSet2[j].Ayrit_Uc2 in V1)) then
if AyritSet2[j].Ayrit_Ag<Min then
begin
Min:=AyritSet2[j].Ayrit_Ag:
index:=j;
flag:=false;
end;
if not(flag) then
begin
if AyritSet2{index].Ayrit_Ucl in V1
then
V1:=V1+[AyritSet2[index].Ayrit_Uc2]
else if AyritSet2[index].Ayrit_Uc2 in
V1l then

V1:=V1+[AyritSet2[index].Ayrit_Ucl];

SpanTreeSet{i] .Ayrit_No:=AyritSet2[index].A
yrit_No;

SpanTreeSet[i].Ayrit_Ucl:=AyritSet2[index].
Ayrit_Ucl;

SpanTreeSet[i] .Ayrit_Uc2:=AyritSet2[index].
Ayrit_Uc2;

SpanTreeSet[i) .Ayrit_Ag:=AyritSet2[index].A
yrit_ag:
end;
end;



SpanTree2:=true;
end;
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end.

//Bilitiin digimler arasindaki en kisa yolu bulan kaynak kod

unit SPath;
interface

uses

Windows, Messages, SysUtils,
Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs, .

Menus, StdCtrls, graphun2;

procedure ShortestPath;
procedure Set_ZandW_Matrices;

implementation

procedure Set_ZandW_Matrices;
var
i,j,k : integer;
begin
for i:=1 to Max do
for j:=i+l to Max do
begin
k:=1;
while AyritSet[k].Ayrit_No>0 do
begin
if ((AyritSet[k).Ayrit_Ucl=i)
and (AyritSet(k].Ayrit_Uc2=j))
or
((AyritSet[k].Ayrit_Ucl=j) and
(AyritSet[k].Ayrit_Uc2=1i)} then
begin

ShortestPaths[i, j]:=AyritSet[k].Ayrit
-Ag;

ShortestPaths[j,i]:=ShortestPaths[i,]
1:
end;
k:=k+1;
end;
end;
for i:=1 to Max do
for j:=1 to Max do
if ((ShortestPaths[i,j]<>32567)
and (ShortestPaths[i,j]<>0)) then

ShortPathSet[i,j]:=3j;
end;

procedure ShortestPath;

var
i,j,k,M,n : integer;
begin
Set_ZandW_Matrices;
ShortPath:=1;
for k:=1 to Max do
begin

for i:=1 to Max do
for j:=1 to Max do
if {(i<>k) and (j<>k) and
(ShortestPaths[i, k]<>32567)
and (ShortestPaths[k,j])<>32567))
then
begin
if
ShortestPaths[i,jl<(ShortestPaths(i, k]+Shor
testPaths[k,j]) then
M:=ShortestPaths[i,]j]
else

M:=ShortestPaths[i, k] +ShortestPaths|k,jl;
if M<ShortestPaths[i,3j] then
begin

ShortPathSet[i,j] :=ShortPathSet (i, k]; K
ShortestPaths{i, j]:=M; R
end;
end;
for n:=1 to Max do
if ShortestPaths[n,n]<0 then
begin
showmessage ('Negatif agarlikli
¢evre var');

ShortPath:=2;
exit; o
end; ‘&‘
end; o
end;
end.



