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OZET

Bu ¢alisma dort boliim olarak diizenlenmistir.

Birinci boliimde, sira istatistiklerinin tarih¢esi ve bu alanda yapilan caligmalar
verilmigtir. Ayrica ¢aligmada kullanilan dagilim fonksiyonu ve olasilik fonksiyonlarindan
bahsedilmistir.

Ikinci bolimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilmigtir.

Ucgiincii  boliimde, sira istatistiklerinin  dagilimlari, kesikli dagilimdaki sira
istatistikleri i¢in temel yaklasimlar, kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin dagilimi ve
momentler ve ¢arpim momentleri verilmistir.

Dordiincti boliimde kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistikleri hakkinda bilgi
verilmig ve kesikli diizglin dagilimdaki sira istatistiginin r. olasilik fonksiyonu elde
edilmistir.

Besinci boliimde sonug ve tartisma verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sira Istatistikleri, Dagilim Fonksiyonlari, Kesikli Diizgiin

Dagilim, Momentler, Olasilik Fonksiyonu



ABSTRACT

Probablity Functions of Order Statistics From Discrete Uniform Distribution

This study is arranged four section.

In section 1 history of order statistics and the studies that have been done this area
have been given.In addition distrubution functions and probablity functions which used in
the study are discussed.

In section 2 some basic definitions and theorems that will be used in other sections
have been stated.

In section 3 distrubutions of order statistics, basic approaches for distrubutions of
discrete order statistics, distrubutions of order statistics from discrete distrubutions and
product moments have been given.

In section 4 information about order statistics from discrete distrubutions and the r.
probablity function of order statistics from discrete uniform distrubution were obtained.

In section 5 results and discussion are given.

Key Words: Order statistics, Distrubution function,Discrete Uniform Distrubution,

Moments, Probablity Function.



1. BOLUM

GIRIS

Sira istatistikleri, istatistik teorisinde Oonemli bir yer tutmakla birlikte istatiksel
tahmin yontemlerinde de oldukg¢a yaygin kullanima sahiptir. Ornegin; sigortacilik, deprem
Olctimleri ve analizi, dogal afetlerin tahminlenmesi, en zayif halka prensibi, miihendislik
tasarimi gibi c¢alismalarda da kullanilir. Bu alanlardaki pek ¢ok uygulamada sira
istatistiklerinden yararlanilmaktadir.

Matematiksel istatistigin temel problemlerinden birisi, her zaman tesadiifi
degiskenlerin dagilim fonksiyonunun elde edilememesi ve bunun yerine deneysel degerler
kullanilarak dagilimin tahmin edilmesidir. Fakat sira istatistikleri yeterli istatistikler
olduklar1 i¢in Orneklem hakkinda tiim bilgiyi igerirler. Sira istatistikleri, dagilimdan
bagimsiz Ozellik tasidigindan parametrik olmayan istatistiksel yontemlerde kullanilan en
temel yaklasimdir.

Literatiirde siralanmis tesadiifi degiskenler yani sira istatistikleri ve bunlara iliskin
pek cok model yillar igerisinde farkli kisiler tarafindan incelenmistir. Ozellikle 20.
yiizyildan beri sira istatistikleri ve onlarin 6zellikleri {izerine birgok calisma yapilmistir.
Ancak bu konu oldukca eskidir. Ozellikle gok bilimciler érneklem ortalamasi disinda yer
tahmincileri ve sira istatistikleri ile uzun siire ilgilenmislerdir. 19. yiizyilin baslarinda
medyan simetrik kesilmis ortalamalar, ortanca ve sira istatistiklerinin fonksiyonlar1 olarak
aciklanan Olclimler tanimlanmistir. 1818° de Laplace tesadiifi orneklemdeki r. sira
istatistiginin dagilimin temel olarak vermis ve ortalamadan asimptotik olarak daha etkin
olan medyan sayesinde dagilim ailesi tizerinde kosul tanimlamaistir.

Sira istatistikleri istatistiksel teorinin bir¢ok alaninda karsimiza ¢ikmaktadir. Sira
istatistiklerinin yaygin ¢esitliligi, teorisinin dagilimsal ozellikleri ve bunlarin yaninda
gecen yiizyilin baglarinda yaygin c¢alisilan ¢ikarimsal durumdaki 6zelliklerinden dolay1
oldukga hizli bir sekilde gelistirilmistir.

Sira istatistikleri 1942 de ilk olarak Wilks tarafindan tanimlanmustir.

Sira istatistikleri teorisinde tanimlanan ilk temel nitelikteki ¢alisma David (1981)
tarafindan yapilmistir. Birden c¢ok atif ve referanslar1 bulunan David ve Nagaraja sira

istatistikleri teorisine ¢ok biiyiik katkilarda bulunmuslardir.



Ozellikle siirekli dagilimlardaki sira istatistikleri iizerine ¢ok sayida calismalar
vardir. Ayrica siirekli dagilimda sira istatistikleri ile ilgili binlerce farkli uygulama alam
bulunmaktadir. Ornegin yasam analizi, filtreleme teorisi, istatistiksel kalite kontrol, sinyal
isleme goriintii isleme, radar hedef algilama vb. Ancak kesikli durumdaki sira istatistikleri
oldukca karisiktir. Bu nedenle siirekli sira istatistiklerine gore yapisi daha az anlagilirdir.

Genelde literatiirde goriilen calismalarda kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin
momentleri, momentlerin tiiretilmesi, momentler arasi iliskiler, olasilik fonksiyonlar1 ve
dagilim fonksiyonun bulunmasi ile karsilasilir.

Khatri (1962) kesikli aileden alinan sira istatistiklerinin olasilik fonksiyonu,
dagilim fonksiyonu ve iki ya da ii¢ sira istatistiginin ortak olasilik fonksiyonu ve dagilim
fonksiyonu tizerinde calismistir.

Ayrica Bunun yaninda Khatri (1963) i. sira istatistigi olasilik fonksiyonu ve i ve j.
sira istatistiklerinin ortak olasilik fonksiyonu igin tiirevler tanimlamstir.

Gupta (1967) kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin problemlerini ¢aligmislardir.

Morgolin ve Winokur (1967) kesikli durumdaki sira istatistiklerinin momentleri
arasindaki iliski tizerinde ¢alismistir[13].

Kabe (1969) ortak olasilik fonksiyonu i¢in temel yaklasimlar vermistir.

David (1981) kitabinda kesikli ve silirekli dagilimlarin her ikisi iginde sira
istatistikleri ile ilgili uygulamalar, karakterizasyonlar ve istatistiksel 6zellikleri ile ilgili
yaklagimlardan bahsetmistir.

Nagaraja (1982) kesikli sira istatistiklerinin Markov ozelligi tasimayan yapisi
tizerine ¢aligmistir. Yine Nagaraja (1986) da kesikli sira istatistiklerinin kosullu Markov
ozelligi ile ilgili ¢alismistir. Balakrishan (1986) siirekli dagilimdan sira istatistikleri igin
tiiretilen iligkiler ve benzerlikleri birde kesikli sira istatistikleri i¢in yapmuistir. Nagaraja ve
Srivastava (1987) geometrik dagilimdaki sira istatistiklerinin karakterizasyonlar1 {izerine
calismistir. Nagaraja (1992) kesikli dagilimdan alinan tesadiifi 6rneklerin sira istatistikleri
lizerine bazi sonuglar elde etmistir. Yine Nagaraja (1992) de multinomial, binomial,
geometrik ve diizgiin dagilimdan alinan sira istatistikleri tizerine ¢alismigtir [13].

Arnold vd. (1992) kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin ilk iki momentini elde
etmislerdir.

Ahsanullah ve Nevzorov (2001) kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerinin ilk

iki momentini farkli bir yolla bulmuslardir.



Calik ve Glingdr (2004) kesikli diizglin dagilimdaki sira istatistiklerin 6rnek
maksimumunun beklenen deger i¢in cebirsel ifadeleri vermislerdir.

Turan (2008) yiiksek lisans tezinde, kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin
ornek ekstremlerinin momentlerini elde etmistir.

Calik ve vd. (2010) kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin m. momentlerini elde
etmislerdir.

Turan (2011) kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerinin 6rnek ekstremlerinin
m. momentlerini elde etmistir.

Bu caligmada kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin r inci olasilik

fonksiyonu elde edilmistir.



2. BOLUM

2.1.Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 2.1.1. (Olasilik yogunluk fonksiyonu)
Reel sayilar kiimesi tizerinde tanimlanan bir f (x) fonksiyonu agagidaki ozellikleri
sagliyorsa, siirekli bir X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu adini alir.

1) f(x) 20, —0 < x < xigin

2) [, fdx=1

[14].

Tamm 2.1.2. (Dagilim fonksiyonu)
X, olasilik yogunluk fonksiyonu f (x) olan bir tesadiifi degisken olsun. Herhangi bir

X reel degeri i¢in X ’ in dagilim fonksiyonu,
F(x)=P(X <x)= [ f(t)dt

esitligi ile ifade edilir [14].

Tanim 2.1.3. (Binom Olasilik Dagilimi)
Tesadiifi deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel

sonug sayisl iki ise, p parametreli

n! X o N—X
R (X p:n):m P, x=0L12..,n

fonksiyonuna sahip olasilik dagilimina, binom olasilik dagilimi denir [22].

Tamim 2.1.4. (Coklu Binom Dagilimi)
Tesadiifi deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel

sonug sayisi ikiden fazla ise, p,, p,,..., p, parametreli



Xy

n X X¢ .
Pm(xl’XZ""’Xk; P1y Poyees pk;n) :[ ] PP x =12, 0 =
1y X yeeny X,

1;2; ---kJ Zic=1 xl = n,Z{_c=1pi = 1 '

fonksiyonuna sahip olasilik dagilimina, maltinom olasilik dagilimi denir [22].

Tamm 2.1.5. (Kesikli Diizgiin Dagilim)
Bir X tesadiifi degiskeni,

f(x) :%, X=X, Xy yeery X, 1GIN

olasilik fonksiyonuna sahip ise X'e kesikli diizgiin dagilim denir. Burada i# jiken

x; = x; olur [10].

Tamm 2.1.6. (Beta Fonksiyonu)
1

B(a,p) = f x% (1 —x)Pldx

0
_ r@re)
 I'(a+p)

olarak tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir [10].

, a>0,6<0

Tamm 2.1.7. (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu)
p

I, (a, B) :Ix‘“(l—x)’“dx, a>p>00<p<l
0

olarak tanimlanan fonksiyona tam olmayan beta fonksiyonu denir [8].

Tamm 2.1.8. (Gamma Fonksiyonu)
Bir X tesadiifi degiskeni,

—— x“%¥ x>0
9(xa,B) =4 BT (a)
0 ,d.d.
ile gosterilen fonksiyona sahipse X' e gamma tesadiifi degiskeni, g fonksiyonuna da

gamma fonksiyonu denir. Burada « >0, 8> 0" dir [10].



Teorem 2.1.1.

X, olasilik fonksiyonu f(X) ve dagilim fonksiyonu F(X) olan siirekli bir tesadiifi
degisken olmak tizere

F()=F'(x)
esitligi vardir [14, 25].

Teorem 2.1.2.

Bir tesadiifi degisken olan X' in aralif1 x, < x, <...< x, degerlerinden olusuyorsa,

f(x)=F(x) Ve i=23..n i¢in f(x)=F(x)-F(x,) olur [14].

Teorem 2.1.3.

Xy X,y X, stirekli F dagilim fonksiyonuna sahip bir 6rneklem olmak iizere,

n

Xy < X, <...< X, bu drneklemin sira istatistiklerini gdstersin.
U1:n = F(Xl:n)v U2:n = F(XZ:n)! "'1Un:n = F(Xn:n)

olmak tizere U, ,U

i Usns oo 5U,. (0,1) araligindaki diizgiin dagilimdan alinmis orneklemin

sira istatistikleridir [11].



3. BOLUM
3.1. Sira Istatistikleri ve Dagilimlar

X, X,,..., X, orneklemi artan sirada X,, < X, <...< X, bi¢iminde siralansin,

buna gore X, X . X, tesadiifi degiskenlerine sira istatistikleri denir. Burada X, r-

In? 2nt: -

inci sira istatistigi olarak adlandirilir. X, 6rnek minimumu ve X, Ornek maksimumu
olmak tizere

X, =min(X,,...X,)
ve

X, =max(X,,..., X,)
yazilabilir.

X, X,,..., X, mutlak siirekli bir anakiitleden segilen, olasilik yogunluk
fonksiyonu f(X) ve dagilim fonksiyonu F(X) olan bagimsiz ve aynm dagilimli tesadiifi
degiskenler olsun. 1<r <n olmak {izere X,  nin dagilim fonksiyonu,

I:r:n (X) = Pr(x e S X)

=Pr(X,, X,,..., X,,” lerin en az r tanesi < x)

=Y Pr(X,, X,,..., X, lerin tam i tanesi < x)

- Zm [FOOITL- F(X)]", —oo<x<oo (3.1)

olarak yazilabilir.
(3.1)’ de r=1 ve r=n alinirsa en kii¢iik ve en biiyiik sira istatistiklerin dagilim

fonksiyonlar1 sirasiyla,

Fin () =1—[L— FOOT" (3.2)
ve
Frn () = [FOOT" (3.3)

olarak bulunur. Ayrica,



Z(?J p'[L-p]" = j( _1)1( mey t"1(1-t)""dt, 0<p<1l (3.4)

esitligi kullanilarak (3.1)” deki ifadeye benzer sekilde X, ’ nin, dagilim fonksiyonu

F(x)
Fn(X) = j mtrl(l )" dt,

=lgy(r,n—r+1), —o<x<w (3.5)
olarak da yazilabilir. (3.5) denklemindeki F. (X)’ in ifadesi kesikli veya siirekli herhangi
bir anakiitle i¢in saglanir.

1<r<n olmak {iizere X, sira istatistiginin olasilik fonksiyonu i¢in
(x< X,,, <x+Ax) olay1 gézoniine alinsin. Buna gore,

n!

P(X<Xrn_X+AX) m

[F )] F(x + Ax) — F(x)][1 -

F(x + Ax)]™" + 0((Ax)? (3.6)
yazilabilir. (3.6)" daki O((Ax)?) ifadesi ,(X,X+ Ax] araliginda birden fazla X _ ’ nin

bulunmasi durumuna karsilik gelir. (3.6)” nin her iki tarafi AX’ e boliiniir ve AX sifira

yaklastirilirsa, X’ nin olasilik fonksiyonu,

£ (x)= W('n_r)l [FO)]™ L= F()]"™ £ (x) —o0 < x <00 3.7)

olarak ifade edilir [11].

Benzer sekilde, 1<r <s<n olmak iizere X, ve X, sira istatistiklerinin ortak

olasilik fonksiyonu,

fnliy)={ nt 5 [FG 1 IEF )~ Foor ™ 1) B F ()]

r—1)i(s—r-1!(n—s)

—0<X<Y<®© (3.8)
ve

X X sira istatistiklerin ortak

1<n<r<..<r <n olmak itizere X, X ... X ,

olasilik fonksiyonu,



n! n-1 _ r—n-1
fusonn (X X) = gy sy (PO ()R O6) ~ FOo)]

F(x) F () L=F(x, )] —o0< %, <X, <...< X S0 (3.9)
olur. Burada x,,, =o0, X, =—, I,,, =n Ve r,=0 sartlarinin saglanmas1 durumunda

frornn (X %o 00, X, ) OFtak olasilik fonksiyonu,

k k _ fia—h-1
f (kXX )= T £ () EE end = F 06 (3.10)
b ke (h, Dy
olarak da yazilabilir. Buna gore n tane sira istatistiginin ortak olasilik fonksiyonu,
ntf(x) F(X,)...T(X,) X <X <..<X,
fiz (Xl’ Xgseens n)= { & 02 ' Zd d (3.11)

olarak elde edilir [2].
3.2. Kesikli Dagihmdaki Sira Istatistikleri

Yaklasim- 1 (Binom Toplam): Teorem 2.1.2 geregince F, (x) ifadesini saglayan
denklem kesikli durumda X, ’ nin her bir miimkiin X degeri i¢in,
fr:n (X) = I:r:n (X) - I:r:n (X_) (312)

dir. Bu nedenle,
fin (9 = i(?j([F(x)]‘[l— FOI™ = [F 0T - F oo™} (3.13)

yazilabilir. Benzer olarak F._ (x) i¢in negatif binom toplam formu kullanilabilir.

Yaklasim- 2 (Beta integral Formu): Hesaplama, amaglar1 icin onceki Binom

Toplam yaklasimindan daha iyidir. (3.5) ve (3.12) denklemlerinde verilen F_ (x)’ in

formu kullanilirsa,

F(x)

frn(x) =C(r:n) fF(x_) U1 —w)" Tdu (3.14)
olur. Burada,
oy n!
C(r;n) _—(r—l)!(n—r)! (3.15)



seklinde ifade edilmistir.

Yaklasim- 3 (Coklu Argument) : Mutlak siirekli durumlarda, ¢oklu denemeleri

gerektiren bir ifade (3.13) ile verilen X_ ° nin olasilik fonksiyonunu elde etmek icin
kullanilmigtir. Fakat X’ nin olasilik fonksiyonu igin sonug ifadesi bulmak zordur. Ciinkii

kesikli tesadiifi degiskenler i¢in sira istatistiklerin dagilimi genelde daha karigiktir.
Bir X gozlem degeri ic¢in su ¢ farkli olayr g6z Oniline alalim.

{X <x},{X =x},{X > x} Bu olaylarin olasiliklar1 sirasiyla F(x=), f(x) ve 1—F(x) dir.
{X,,=x} olayt r(n-r+1) farkli sekilde meydana gelebilir. 1=0,1..,r-1 ve
s=0,1,...,n—r olmak iizere (r —1—1) tane gozlem degeri X’ den kiiciik, (N—r —S) tanesi

X’ den biiylik ve kalanlar ise x degerine esittir. O halde,

O D Sl ) i ) I L) .16)

= (r-1-Di(n-r—-s)i(s+i+1)!

yazilabilir. Burada x =0 ise F(x—)=0" dir.

r-1 n-r _1 —_ i
f(x)= rmzztr i ](n S rJ[F(x—l)]r‘l" M- EG ()

i=0 s=0

JIyF COTI=y) £ (T dy (3.17)

seklinde de ifade edilebilir [2,20].

3.3. Kesikli Dagilimlarda Sira Istatistiklerinin Dagilimlar

X, f(k)=Pr(X=k) olasilik  fonksiyonlu ve dagilim fonksiyonu
F(k)=Pr(X <k) olanve0,1,2, ... degerlerini alan bir kesikli tesadiifi degisken olsun.

Farz edelim ki; X, X,,...,X, X ’de oldugu gibi ayni olasilik fonksiyonlu n tane

bagimsiz ve aym1 dagilmis tesadiifi degisken olsun. X, <X, <..<X_, uygun sirali

istatistikler olsun. f, (x) X,,’ in olasilik fonksiyonunu olarak yazabiliriz.

n F(x)
> Clk:m{[FONI - F()]" = I rc(r,nu™@-u)""du O<u<1.

10



Biz
F()
f.(X)= J. rC(r,nu"(L—u)""du

0
yazabiliriz. r=11i¢in X, in olasilik fonksiyonunu;

F(x)
(=0 [ @=u)"'du=[F(x=DI' =[F(]", F(x)=1-F(x)

F(x-1)
olarak yazariz. r =n i¢in X, in olasilik fonksiyonunu;

F(x)
frn()=n [ u™du=[F()]" ~[1- F (I

F(x-1)
yazabiliriz [10].
f...(x) baska bir ifadeyle;
p,=P{X <x}=F(X)—-f(X)=P{X <x}-P{X =x}
p, = P{X =x}= f(x)
p; =P{X >x}=1-F(x)

olasiliklar1 yazilabilir. Burada bu olasiliklar yardimiyla

P{X 1y < X}=P{X’ den biiyiik ve X’ esit en ¢ok n-r- tane gdzlem vardir. }

n—rn . .
= (Jp;(pﬁ )"’

j=0

P{X (1ny < X}= P {X’ den biiyiik en ¢ok n-r-tane gdzlem vardir}

5 (" i(p -]
=Z . (p2+p3) (pl)
i—o \J
ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler kullanilarak
P(><(r:n) = X) = P{>((r:n) = X}_ P{><(r:n) < X}= I:r:n (X) - I:r:n (X _1)

-y GJ[( 2 (P P — (P, + p)! (P01

j=0

yazilabilir. (3.24) de (3.19), (3.20) ve (3.21) yerine koyulursa
- i@ﬂ(l_ FOOVTF 0T =L~ F G0+ £ () [F GO~ £ 001}

olarak elde edilir.
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(3.18)

(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



1<r<s<n olmak tizere X, Ve X, in bilesik olasilik fonksiyonunu;

(s)

r-1 n-s u+w<l-k-1

fran=2.>. > C(r—k-Lr+w,s-1-u,s+l,n)

k=0 1=0 u,w=0
{[F=DI [FOI"™ HF (y =D - F(OI ™ F (I - F(y)I"™
olarak yazilir. Basit olarak verilen ifadeden

fean (X Y)=P. (X4 =XY =Y)
=r(s=r)C(s,r:n)
FOO F(y)

= | [aB-a " -p) " dadp

F(x-"1) F(y-1)
elde edilir.
W,,, orek araligt W,,, = X, — X,,, ile tamimlanir. Kolayca

POW,, =0) =Y [P, (X =W

gosterilir. k >0 igin

P(\Nl:n :k) :Z I:)r (Xl:n =u, Xn::n =U+k)

=Y {Fu+k) - FU-1]" ~[F(u+Kk)- F(u)]’

+[Fu+k-)-FI" -[Fu+k-1)-Fu-1]"}
F(u) F(u+k)

=S -y [ [ () dadp

F(u-1) F(u+k-1)
yazabiliriz. X; <X; <..<X; ” in bilesik olasilik fonksiyonu;

fii i (X X000 X ) = C(ky, Ky K 21)
- iy —i n-i (3.26)
J. IT G =i~ )" @-u,)" " du,du,..du,
D

F(x) F(x)  F(x)
buradank, =0,u, =0 Ve j = j J. I dir. Burada C(r,,1,,...,1;n)
D F(x-D)F(x,-2) F(x-1)

n!

C(r, 1yl iN) = .
(n— rk)!H(ri — I, —!

ile tanimlanir [11].
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3.4. Momentler ve Carpim Momentleri

pt (L<r<mn)ile swra istatistiklerinin tekli momentleri tanimlansin. Bu

momentler stirekli olmasi durumunda,

(o]

u = [ arf,, Godx

= C(rin) [, 2 FOT 1 = FOOI" T f(x)dx (3.27)
ifadesi ile ve olmas1 durumunda,
u = Sex™frn(x), 1<7 <1 (3.28)
ifadesi ile hesaplanabilir.
Standart diizgiin dagilima ait sira istatistikleri kullanilarak (3.27) formiilii daha sade
bir bi¢imde yazilabilir. Bunun i¢in Once sira istatistiklerin onemli bir o6zelligi ifade
edilecektir.

U,.U,,..,U sirekli standart diizgiin dagilimdan tesadiifi secilmis bir

ornekleme ait sira istatistikleri olsun. F(X) siirekli ise U = F(X) doniisiimii ile X tesadiifi
degiskeni U standart diizgiin tesadiifi degiskenine doniisiir. Bu durumda F(X,,) ile U,

tesadiifi degiskenlerinin dagilim1 birbirine esittir. Bu kisaca,
d
F(X,,)=U,,, r=12..,n (3.29)

seklinde gosterilecektir.F dagilim fonksiyonunun ters fonksiyonu

F(y) =sup{x: F(x) <y}
(3.29) olmak iizere herhangi bir F dagilim fonksiyonu i¢in

FYU )X, r=12.n (3.30)
yazilabilir. F™! siralamay1 koruyan bir fonksiyon oldugundan,
F‘l(Um)iXm, r=212,.n (3.31)
seklinde olacaktir. O halde (3.26) kullanilarak,
™ = C(r;n) fol[F‘l(u)]mur‘l(l —w)""du, 1<r<m, m=12,..

(3.32)

yazilabilir. Bu ifadede beta fonksiyonu bulundugu g6z Oniline alinirsa

g,,(u), Beta (r,n+1-r) yogunluk fonksiyonunu gostermek tizere,

13



ui) = [ WImgrndu, 1<r<m, m>1 (3.33)

yazilabilir.

Benzer olarak ugﬁ'l) (1 <r<s<n) ile sira istatistiklerin ¢arpim momentleri

tanimlansin. Bu momentlerin siirekli durumda,

(mD) _ f

Hrm = = fx<y xmylﬁ‘,s:n(xr y)dXdy

n!

= e [ [ PYF@T T F@) = FO)P T 1 = FO)™SF(Of (7)dxdy

(3.34)
ifadesi ile ve kesikli durumda,

uﬁfﬁ'” = szy xMyt frsm@y), (1Sr<s<n (3.35)
ifadesi ile hesaplanabildigi agiktir.

Sira istatistiklerin varyans1 Var(X,,), o,,, @ <r <n) ile tanimlanir ve

r,rn

ot =Var(X,,)) = p3) — uf,, @A<r<n) (3.36)

rn

olarak hesaplanir.

Benzer olarak sira istatistiklerin kovaryansi, o, . (1< r <s < n)ile tanimlanir ve

JI’,SIﬂ = COV(XI’IH' XSZH) = /'lr,s:n _/’lr:n/’ls:n' (:I'S r S S S n) (3'37)

olarak hesaplanir. Burada 4, ., = E(X,,,, X,,,)’ dir.

rn?

d
X,  nin momentini elde etmek i¢in Teorem 2.1.3° deki X, =F*(U,,)

rn rn

doniistimii kullanilabilir. Yani, X,,,” nin ortalamasi

fin = C(r;n) | FHu)u(1-u)""du (3.38)

O ey

nl

olarak ifade edilebilir. Burada C(r ; ”):m

olarak verilmistir. Fakat F(u)

kesikli dagilimlarin hemen hemen hepsi i¢in iyi bir formda yazilamadigindan bu yaklagim
pratik degildir [11].
S, negatif olmayan tamsayilarin bir alt kiimesi oldugunda, kesikli dagilimlar igin

asagida ifade edilen teoremden, X nin momentlerini elde etmek i¢in F, (x)

rn

kullanilabilir.

14



Teorem 3.4.1.

S destek kiimesi, dagilima ait negatif olmayan tam sayilarin bir alt kiimesi olsun. O

zaman sag taraftaki momentler her zaman mevcut olmak {izere
/ur([::) = Z[(X +1)m - Xm](l_ I:r:n (X))
x=0

esitligi gecerlidir.

Ispat:

(3.39)

Not edelim ki; 4™ mevcut ve kK — oo iken k™P(X,, > k) — 0’ dir. $imdi K — o

iken

ixm fr:n (X) =ixm[l:)(xr:n > X _l) - I:)(Xr:n > X)]

-1
Z[(X+1) Xm]P(Xr:n >X)_kmp(xr:n >k)
g6z Online alinsin. Buna gore,
um = lim Z[(x+1) = x"IP(X,; > x) = lImk"P(X,,, > k)

o0

Z[(X_'_l) Xm](l_ I:r:n (X))]

elde edilir. Boylece teorem ispat edilmis olur [9].

Ozel olarak m=1ve m=2 i¢gin

[e¢]

B = D 11 = Fen (0]

x=0

ve

#1(~Zr)l: Z rn(x) +.urn

elde edilir [2,21].
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4. BOLUM

4.1. Kesikli Diizgiin Dagihmdaki Sira Istatistikleri

X, X,y X, olasilik fonksiyonu f(x) =1/k ve dagilim fonksiyonu F(x)=x/k
x=12,...,k olan n tane bagimsiz ve aynm dagiliml kesikli anakiitledeki diizgiin tesadiifi

degiskenler olsun. (3.1)” den X, nin dagilim fonksiyonu;
Fa00=3]" LATPUES P
rn i:r i k k H ] LR | (4-1)

X

dir.
1 X,y X, olasilik fonksiyonu f(x) =1/k ve dagilim fonksiyonu F(x)=x/k

x=12,..,k olan n tane bagimsiz ve aym1 dagilimh kesikli anakiitledeki diizgiin tesadiifi

degiskenler olsun. O zaman X’ nin olasilik fonksiyonunu (3.14) deki esitlikten

F(x)
fa0)= [C(rmu™@-u)""du
F(x-)
= XjkC(r:n)u”(l—u)'”du 4.2)

(x=1)/k

seklinde yazilabilir. Burada

n!
cir;in)=——«——
= oin=n)

seklindedir.
Teorem 4.1.1.

Xy Xy X kesikli diizgiin dagilima sahip tesadiifi degiskenler ve X, bu

n

tesadiifi degiskenlere karsilik gelen r inci sira istatistigi olsun. X_~ nin olasilik

rn

fonksiyonu,

oS5 (5 () 5]
oSl )|

veya

dir.



ispat.
(4.2)’ de r =1 i¢in integral alinirsa,

u®(@—u)"*du

X.[ ol(n _1)1

NGO

(1-uw)"'du=

J
k

(n 1)'

I
<
x‘ﬁ—.r\x

ifadesinde sinirlar yerine yazilirsa

fm(x):(k—zﬂ) _(k;xj

elde edilir.
I =2 i¢in integral alinirsa,

£ n! n—2
f, (X)= j ut(l—u)"2du

L |
=I - 2)Iu (1—u)"2du

son esitlikte a = u ve db = (1 — u)" 2du kismi integrasyonu uygulanirsa

— n! _ (1_u)n71 1 £ o\t
fan =2l ™t +n_1xj_l(1 u)"*du
_ '_u(1—u)“-1+ 1 -
(n-2)!| n-1 n-1 "
el () T
(=21 K k k kK t

elde edilir.O halde

fz”(x):n{[xlfj(k‘lf”j B } £ (9

17
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olarak bulunur.

r =3 igin integral alinirsa,

fan (X )— u®(-u)" du

'—.z—\x

2|(n 3)!

bu ifadede u? = a ve db = (1 — u)" 3du kismi integrasyonu uygulanirsa

_ n-2 k
LN Gl A I u(l—u)"*du
2l(n 3)! n-2 n-2

1
k

f3n( )_

| _ n-2
__n —u"-(l u) N 2
(n-23)! n-2 n-—2

_n(n-1) (x—l)z(k—x+lj”2_(§j2(k—xjn2 L)
-2 k k k)L k 2"

elde edilir. O halde

w0 R (S (T () e e

f2:n (X)i|

elde edilir. Buna gore genel bir ifade yazarsak,

n! X_l r-1 k_X+1 n-r+1 X r-1 k_X n-r+l
f“”(x):(r—l)!(n—r+1)!{( kj ( K j _(Ej (Tj }f”"(x) (46)

olur. (4.3), (4.4), (4.5),...,(4.6)’ daki ifadeler taraf tarafa yazilip toplanirsa,

r n! x—1 i-1 K—x+1 n—i+1 X i-1 K —x n—i+1
fr:n(X):;(i—l)!(n—i-i'l)!l:( " j ( " ] _(Ej (Tj } 4.7)

elde edilir.

Benzer sekilde, (4.2)’ de r =n igin integral alinirsa,

x)' (x-1Y
fn:n(X):(Ej _(Tj (4.8)

r =n—1 i¢in integral alinirsa,
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n-2 (l— U) n—(n-1) dU

fn—l:n(X) J.l n— Z)I(n (n 1))|U

i
- I 1—u)du
Jo(n- 2)11
Kk
ifadesinde (1 — u) = a ve u" 2du = db kismi integrasyonu uygulanirsa
n! ut 10k
foun(X) = [A-u+— [ utdu
(n=2)1 | n-1 n-17,
Kk

AR ) -2 o

elde edilir. O halde

S DI IS

bulunur.
r =n-—2 i¢in integral alinirsa,

n 3 (1_ u)nf(n72) du

Foon () = J-l(n 3)l(n (n- 2))'

X{ (n 3)|2| "3(1—u)*du

ifadesinde (1 — u)? = a ve u™ 3du = db kismi integrasyonu uygulanirsa

3

n! u"? 2 K

f . (X)= —u)?+—— | u"?*@-u)du

van (0= Ty g W g [ i)
Tk

G () ) R freee
— k k k k n-=Ln

elde edilir. O halde

(4.9)



fan 0 = DKKJ [kng —(Xglj_(k‘;””nn_m(x) (4.10)

elde edilir. Buna gore genel bir ifade yazarsak,

n' k=x\"" (x-1\(k-x+1\""
£ (0 = r,(n_r){[—j[ ox) (2 (ke }fw(x) @)

olur. (4.8), (4.9), (4.10),...,(4.11)’ deki ifadeler taraf tarafa yazilip toplanirsa,

R NI

elde edilir.
(4.7) ve (4.12)’ deki ifadelerin birbirine esit oldugunu gosterelim.

bl () W0 [l G2

i 1

esitliginin dogrulugunu timevarim metodu ile ispatlayalim.

| {(JU}Z( S R

olur. n* ye deger verilirse esitligin saglandig1 goriiliir. Ornegin; n=_1alinirsa,

() el G

1

k k

n=2alinirsa,

) () [l ) ey

2k —2x+1 2k —2x+1
K2 K

20



ve n=3alinirsa,

GeESIRr= RGN

i=1

(3k2 +3x? —B6kx+ 3k — 3x +1j ~ (C%k2 +3x? — 6kx+ 3k — 3x +1)
K’ ) k°

olur ki esitlik saglanir.

I = migin,

m n! Xx—1 i-1 K—x+1 n—i+1 X i-1 Kk —x n—i+1
1E“”(X):Z(i—1)!(n—i+1)!{[ k j ( k ) ‘(EJ (Tj }

i=1

Sl - (e

esitliginin saglandigini kabul edelim. r =m+1 igin

m+l n! x—1 i-1 K—x4+1 n-i+l X i-1 k —x n—i+l
1tf“”"(x):Z(i—l)!(n—nl)!{( K j( k j _(Ej [Tj }

i=1

St ety

i=m+1

ifadesinin dogrulugunu gdsterelim.

(4.13)’ deki esitligin her iki tarafina

n! Kx—ljm(k—x+lj"m (xjm(k—xj"m} .
- =1 |— eklenirse,
m!(n—m)! k k k k

ml nl x—1 i-1 K—x+1 n-i+l X i-1 k — x n—i+1"]
Z(i—l)!(n—i+1)![( k j ( k j _(Ej [Tj |

i=1

I=m

Esitligin sag tarafindaki toplami i = migin agarsak,

ks n! x—1) (k—x+1\""" () k=—x\""
Z(i—l)!(n—i+1)![( k j ( k j _(Ej [T} }

i=1
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—Z

O Tl G
Sl -y

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

S R |

Ozel olarak r=1 ve r =n alinirsa, sirastyla,

fm(x)=(k+i_x)n—(k;xjn, X=12,...k. (4.19)
x) (x-1Y"
fn:n(x):(EJ _(Tj X=12....k (4.15)

ifadeleri bulunur (4.14) ve (4.15) Ashanullah M. vd. 2001 elde etmislerdir.
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5.BOLUM

Sonug ve Tartisma

Kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin ilk iki momentini Khatri (1962) ve Arnold
ve vd. (1992) elde etmislerdir. Ashanullah ve Nevzorov (2001) degisik bir yolla ilk iki
momenti ifade etmistir. Calik ve vd. (2010) kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin m inci
momentleri elde ettiler. Bir uygulama olarak Calik ve Giingor (2004) kesikli diizgiin
dagilimdaki sira istatistiklerinin 6rnek maksimumunun beklenen degerini n=20 o6rnek
hacmine gore cebirsel ifadeleri elde etmistir. Turan (2011) kesikli diizgiin dagilimdaki sira
istatistiklerinin 6rnek ekstremlerinin m inci momentleri ifade eden teoremleri ispat etmistir.

Bu calismada Teorem 4.1.1° deki formiiller kullanilarak kesikli diizglin dagilimdaki
sira istatistiklerinin olasilik fonksiyonlar1 kolayca elde edilebilmektedir. Teorem 4.1.1
kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerinin olasilik fonksiyonlarini ifade eden
genellestirilmis bir formiildiir. Teorem 4.1.1° de o6zel olarak r=1 ve r=n alinirsa
Ashanullah ve Nevzorov (2001) elde ettigi 1 inci ve n inci olasilik fonksiyonlarini
vermektedir.

Gelecekteki calismalarda Teorem 4.1.1° de ifade edilen kesikli diizglin dagilimdaki
r inci olasilik fonksiyonlarimi ve (3.28)° de kesikli durumdaki sira istatistiklerinin m inci
momentlerini ifade eden formiiller kullanilarak; kesikli diizgiin dagilimdaki r inci sira

istatistiklerinin m inci momentlerini elde edebilmektir.
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