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OZET

KESIKLIi SIRA ISTATISTIiKLERIN OLASILIK FONKSIYONLARI

Bu calismanin birinci boliimiinde, sira istatistiklerin tarihgesinden ve giliniimiize
kadar yapilan gelismelerden bahsedilmistir.

Bu calismanin ikici boliimiinde sira istatistikleri ve sira istatistiklerin olasilik
yogunluk ve dagilim fonksiyonlarinin genel ifadesi verilmistir. Ayrica dagilimlar sayesinde
elde edilebilen momentler i¢in genel ifadeler belirtilmistir.

Calismanin ii¢lincli boliimiinde ise kesikli diizglin dagilimdaki sira istatistiklerin
onceden elde edilen dagilimlari ve momentlerinin ifadesine yer verilmistir.

Son boliimde ise, daha genel bir durum olusturularak, kesikli dagilimlardaki sira
istatistiklerin r inci olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmis ve bulunan bu fonksiyon
kullanilarak, elde edilebilecek 6zel sonuclara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sira istatistikleri, momentleri, 6rnek ektremleri, kesikli diizgiin

dagilim.



ABSTRACT

PROBABILITY FUNCTION OF DISCRETE ORDER STATISTICS

In the first part of the study, the histories of order statistics and developments in this
field up to now have been related.

In the second part of the study, order statistics and general expression of probability
density function and distribution function of order statistics is given. Besides moments
which are obtained through distributions are given.

In the third part of the study, distributions of order statistics from discrete uniform
distributions and these moments are examined.

Finally, r th probability density function of order statistics from discrete distributions

is obtained. By generalized. Also , special results are given by obtained function.

Keywords: Order statistics, moments, sample extrems, discrete uniform distribution.
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1. GIRIS

Sira istatistikleri, istatistik teorisinde 6nemli bir yer tutmaktadir. Aym1 zamanda
istatistik tahmin yontemlerinde de kullanilir. Pek cok alanda sira istatistiklerinden
faydalanilir. Bu alanlara 6rnek verecek olursak; dogal afetlerin tahminlenmesi (deprem
analizi ve Ol¢iimleri gibi), miihendislikte sigortacilik gibi uygulama alanlar1 vardir. Sira
istatistikleri teste tabi tutulan n tane iriiniin yasam zamanlarin1 gosterdiginden dolayi
yasam analizinde de kullanilir.

Istatistigin en Onemli problemlerinden biri, degiskenlerin dagilimlarinin
bilinememesidir. Biz bu dagilimlari bulabilmek igin deneysel degerler kullaniriz. Ancak
sira istatistikleri Orneklem hakkinda tiim bilgiyi icerdiklerinden kullanilmaya daha
uygundurlar.

Khatri (1962)° de kesikli dagilimlardaki sira istatistiklerinin ilk iki momentini
bulmustur. Rastgele siirekli dagilimlardaki n boyutlu bir 6rnekteki sira istatistiklerinin tekli
ve carpim momentleri i¢in var olan indirgeme iliski ve esitsizligi kesikli durumlar igin
Balakrishnan (1986)’ da elde etmistir. Kesikli sira istatistiklerindeki biitiin gelismeleri
Nagaraja (1992)’ deki makalesinde tartigmistir. Khatri’ nin elde ettigi ilk iki momenti
Arnold vd. (1992) de farkli bir yontem ile ispatlamigtir. Calik ve Glingor (2005) ise; kesikli
dagilimlardaki m inci momentini ispatlamiglardir. Ayn1 zamanda Calik ve Gilingér (2004)’
de bir calisma olarak kesikli diizgiin dagilimlardaki sira istatistiklerinin 6rnek max’in
beklenen degerini, 6rnek boyutu n = 15’ e kadar cebirsel olarak ifade etmislerdir. Karakas
(2014) doktora tezinde kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 7 inci olasilik
fonksiyonunu elde etmistir.

Bu c¢alismada ise daha genel bir durum olusturularak, kesikli dagilimlardaki sira
istatistiklerin r inci olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmis ve bulunan bu fonksiyon

kullanilarak, elde edilebilecek 6zel sonuglara yer verilmistir.



2. SIRA IiSTATISTIKLERi VE DAGILIMLARI
2.1. Sira Istatistikleri ve Dagilhimlar

X1, X5, ..., X, bagimsiz ve aym1 dagilimli tesadiifi degiskenler olsun. Bu tesadiifi
degiskenlerin siraya dizilmesi ile elde edilen X;.,<X,, <, ..,<X,, tesadifi
degiskenlerine sira istatistikleri denir. Burada X,.,, n boyutlu bagimli ve ayn1 dagilimli
r InCi sira istatistigi olarak adlandirilir.

X1,X5, ..., Xy tesadiifi degiskenleri olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ve kiimiilatif
F (x) olan mutlak siirekli bir ana kiitleden secilen tesadiifi bir 6rneklem olsun.

1 < r < n olmak iizere X,.., © in (r Inci sira istatistiginin ) olasilik fonksiyonu ,
— n! =171 _ n-r _
frn(0) = e [FQI 1 = FQITf (), 0<% <00 (2.1)

olarak ¢ikarilir.

1<r<s<n olmak lzere X,.,, Ve X, swra istatistiklerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu,

n!

frsn (6 ¥) = o F OO T FG) = FOO1T 1
[1-FOI"f)f(y) ,—o<x<y<o (2.2)
seklindedir.

Xeymn S Xpyn S S Xpmy 1S << <n<n,(1<k<n)ifadesi k <n

sayida sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ,

_ n!
B (T1—1)(Tz—T1—1)!...(n—rk)!

[F(x2) = Fx)]? 7 %  X[1 = FOo )™ TR f () f () oo f (),
—0 < x; Sxy << xp <0 (2.3)

bu ifade elde edilir. Simdi

ﬁ'l,rz,...,rk:n(xll X2y wees xk) F(xl)rl_l

Xk+1 = 0, Xg = —®©



Teppr=n, 175=0
kosullar1 saglandig1 takdirde f. , r,., (X1, X2, ..., X;) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

F(Xj41)—F(x)] i+177i71

(rip1—7=1)!

[
ﬁ'ﬂ”z,...rkm (xl'xZI xk) = H?:l f(xi) Hi’czo (2.4)
ifade edilebilir. Simdi ntane X;., < X,., < -+ < X, s1ra istatistiklerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu

{ nfx)f () o f(xn) xS xS < x
0 , diger durumlarda

(2.5)

fl,Z,...,n:n (x1! xZ' ey xn):
seklindedir. (David, 1981).
Ifade (2.5) de tiim n sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu dikkate

alindiginda (X1.,, X000, - Xr—1:n) V€ (Xps1.00 - » Xnon) degiskenlerinin integrali alinirsa

(1 <r <n) X,.,,’in marjinal yogunluk fonksiyonu,

frm(x) = n! f(x) f ff(xl) e fOp_q)dxq o dx,_4
XL e 7 f (trgn) oo f 00) A oo ity ) (2.6)

seklinde olusturulur. Integral alirsak,

f_x; f_xjo f_x;f(xﬂf(xz) woe [Xro)dxydxy o dXp_4 (2.7)

_ e (2.8)

(r=1)!
ve

i+2 Xi+3

joj j i) f(rg2) e f(2)AX0p1dX s o dxy,

_ O-F@I™™
= o (2.9)

seklindeki ifadeyi elde ederiz. (2.8) ve (2.9) denklemi (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

Xy, in (1 < r < n) olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in (2.1) esitligini elde ederiz.



(2.1)’den (r =1 ve r = n aldigimizda ) min ve max sira istatistiklerinin olasilik
yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.

fin() =n[1 = F)]" ' f(x), =0 <x < oo (2.10)
ve

frn() = n[FOI" 1 f(x), =00 <x < o0 (2.11)
seklinde elde edilir.

Min ve max sira istatistiklerinin dagilim fonksiyonlarmi (2.10) ve (2.11) deki
olasilik yogunluk fonksiyonu ‘nin integralleri alinirsa,

Fi,(x)=1-[1-F@)]", —0o<x< o (2.12)
ve

Fun(x) = [F()]", —c0o <x <00 (2.13)
seklinde elde ederiz.

(2.1)’de X,..,,’in olasilik yogunluk fonksiyonu’nun integralini alirsak X,.,,’in dagilim
fonksiyonunu elde ederiz. Bagka bir yontemle X;..,,’in dagilim fonksiyonunu,

Fn(x) = Pr(Xppn < x)

= Pr(X1 X5,....X, lerinen az r tanesi x'e esit ve ondan kii(;iiktiir)

n
= Z Pr (X,,X,, ... X, lerin tam olarak i tanesi x'e esit ve ondan kiglktiir)

=YL (D IF@I-F@]™" —o<x< o (2.14)

seklinde elde ederiz. Sonug olarak X;., ’in (1 <r <n) kdf’nin kolayca n denemede
basarili olanlarin F(x)’li binom dagilimi oldugu bulunur.(2.14) ifadesinder =1ver =n

alirsak (2.12) ve (2.13) ifadeleri karsimiza ¢ikar. Bunun disinda,

. . ! _ -
LM -pni= g’mtr 11—t 7"dt, 0<p<1 (2.15)

ifadesi kullanilarak (2.14)” deki gibi X,..,, “in kdf’nin,

F(x) n!

— r=1¢14 _ #\n—-r
FOO= [, ooyt (1 — 0",



= IF(X)(T',TL —-r+ 1), —0o<x <o (216)

seklinde ifade edilir. Esitlikte I incomplete beta fonksiyonudur. (2.16)’daki E,..,,(x)"in
esitliginin dagilimi 6nemli degildir. Yani siirekli ve siireksiz dagilim icin saglar. Ayrica
ana kitlenin mutlak siirekli oldugu kabul edildiginde (2.16)’daki kdf ifadesinin
diferansiyeli alinirsa X,..,, ‘in (1 < r < n) olasilik yogunluk fonksiyonu (2.1)’de seklinde

ifade edilir.
2.2. Kesikli Dagihmlardaki Sira Istatistikleri

7 inci sira istatistiginin elde edilmesinde 3 yaklasim mevcuttur. Ik iKisi E..,,(x)’ e

gore yapilmustir. Ugiinciisii ise ¢ok terimli argumente dayandirilmustir.

1 inci yaklasim
Simdi bir teorem verelim:
Bir tesadiifi degisken olan X’in araligt x; < x, < x3 < ---.< x, degerlerinden

olusuyor ise ,f(x;) = F(x;) vei = 2,3, ....,nigin,

f(x) = F(xp) — F(xi—q1)
seklindedir. (Freund vd., 2002).
Teorem geregince F,..,,(x) esitligini saglayan denklem kesikli durumda X,.,,’in tek

tek x degeri igin ,
frn(®) = Frn(x) = By (x — 1) (2.17)
seklindedir. Bundan dolayz,

frin = Zr COUIF GOT[L = FOI™ = [F (=)L = F(x )"} (2.18)

seklindedir. Ayni sekilde F,..,, (x) i¢in negatif binom toplamini da kullanabiliriz.



2 inci yaklasim

(2.17)’de verilen E,..,,(x)’in formiilii kullanilarak ;

F(x)

frn(@) =C(r;n) f(x ) u" (1 - W) du (2.19)
seklindedir.
n!
C(T;n)==zzrﬁﬁzj;i (220)
dir.

3 iincii yaklasim

Kesikli rastgele degiskenlerde sira istatistiklerinin dagilimi aslinda daha komplekstir.

Bundan dolay: bir X gozlem degeri igin 3 farkli durumu goz 6niine alahm; {X < x},
{X = x} ,{X > x} olasiliklar1 F(x =), f(x) ve 1 — F(x)' dir.{X,..,, = x}olayir(n —r + 1)
degisik sekilde olabilir, i =0,1,...,r—1ve s =0,1,...,n —r olmak lizere (r — 1 — i)
tane gbzlem degeri x ' den kiigiik ,(n — r — s) tanesi x’den biiyiik ve kalanlar1 ise x °

degerine esittir. Simdi

B r—-1n- rn' F(x )r 1— 1[1—F(x)]" r— s[f(x)]s+i+1
frin() = Zz r—1-D!n—r—-s)(s+i+1)!

i=0 s=

[Arnold et al., 1992 Khatri 1962]

seklinde yazabiliriz. x = 0 ise F(x —) = 0’dur.

r—-1in-r

@ =r()Y Y (TN () G- DI~ PP

i=0 s=0

=x [y yf ) [(1 = Y)f()]*dy seklindedir.



2.3. Kesikli Dagihmlardaki Sira Istatistiklerinin Dagihmlar:

Xrn (1 £ 7 < n)’in kiimiilatif dagilim fonksiyonu

Fin) = Prn <00 = . (1) IFNIL - FGOI™
= [FO_M___yr-11 — )nTdt, —o0 < x < o0 (2.21)

0 (r-1)!(n-r)!

kiimtlatif dagilim1 bir binomial formda yazma yerine,

n—-r

—1—i ,
B = Y (" @I = P —e < x < o0
=0

seklinde negatif formda da ifade edilir.
Verdigimiz ifadelerin hepsi biitiin durumlar i¢in gegerlidir.
Kesikli ana kitleler i¢in X,..,,(1 < r < n) ‘in olasilik kitle fonksiyonu (2.17)’den

fr:n(x) = Pr(Xr:n =x) = E’:n(x) — En(x—)

_ F() n!

r—1 _ n-r
RS vy e LA GO

seklinde elde edilir. Ozel sekilde yazarsak

fin(x) = [1 = F(x=)]" = [1 = F(0)]"

ve

fon(x) = [F(x)]™ — [F(x—)]™ seklinde yazilir.



2.4. Kesikli Dagihmlardaki Sira Istatistiklerinin Bilesik Dagihmlar1

Sira istatistiklerinin ortak dagilimlari ayni sekilde c¢ikarilsa da aslinda ¢ok
komplekstir. Ornegin: X,., Ve Xgn (1 <7 < s <n) ’lerin ortak kiimiilatif dagilim

fonksiyonunun

Fsn(x) = Fon(xs), %y 2 X5 igin
Frosn(®) = Z)es I, s [FGAVTF () = FGV T x - [1 = F)I™, %, <%
igin (2.22)
seklinde gosterilir. Esitligin siirekli ya da siireksiz olmasi fark etmez. Kesikli ana kitleler
icin X,.,, Ve X;., (1 < r < s < n)’lerin ortak olasilik kitle fonksiyonu (2.22)’den,

frsm@) = Pr(Xpn = X, Ko = %)

= Fosin(xr, Xs) = Frsin (=, %) = F(xp, x5 =) + B0 O0p—, x5 =) (2.23)

seklindedir. [Arnold et al., 1992]

1<nr <r,<- <nr<snign Xy Xy, q, .. Xp,.n sira istatistiklerinin ortak olasilik
kitle fonksiyonunu inceleyelim. Oncelikle X;., , X2 5....,Xp.p Sira istatistiklerinin ortak
fonksiyonunu bulalim. 1 < m < n olmak tlizere x; < x, < -+ < x,, degerleri i¢in,

(e = =) < (x40 = =%,) < oooe < (X1 = = X))

<, 1= =x,), 1< << <ip=n (2.24)
olsun. Simdi i, = 0 kabul edersek,

fr,2,..n (X1, X2, . X)) =1 n[f( ‘S)] (2.25)

(ls - ls 1)'

seklindedir. integral alirsak bu esitlik i¢in

(ug, oo up)iug Sup <+ <up, Fla, —)<u <F (xi].)

b= 1<s<m ig +1<t<i, (2.26)
ifade edilirse,
f1,2,...,n:n(x1;x2. vy Xp) =1l fD du;du, ...du, (2.27)

dir1<s<mveiy=0



A = {(uis_1+1 ,uis_1+z,uis)iuis_1+1 S =S ve } (2.28)
S .. .
W 41 S <y icin (g —) < up < F(x;,)

ise D = UL, A yazilabilir. Her bir Ag kiimesinde belli sayida x degerleri esittir;

Xi_,+1 = - = x;, Bukiimelerdeki integralleri asagidaki gibi hesaplayabiliriz:

fAs dul‘s_1_+_1dul'5_1+2 du =

ls
F(xig)  rugg Ujg_1+3 (Uig_q+2
fF(xis_l) F(xis_l) fF(;isl_l) F(;isl_l) dui5_1+1duis_1+2 duis (229)
0 zaman,
GRS [rnisTis)
fAs duis_1+1dui5_1+2 duis = (is—i:_ll)! = (iss—is—1)! (230)

(2.27) denklemini kullanirsak 1 <713 <71, < <71 S 1 i¢in Xy ., Xppiy oo Xrpin
sira istatistiklerinin ortak olasilik kitle fonksiyonunu asagidaki gibi elde ederiz.

k<nise x, <x,, < <x, icin

Frars, rimFrys Xrgs s X, ) = X 1o, (1, X2 e, %) (2.31)

.....

Esitlikteki toplam x,, X, ... X, disinda x; < x, <+ < x, sartini saglayan x;
degerleri lizerinden alinmistir. O zaman D; kiimeleri x; degerlerinin farkli sekilde esitlik

durumlarin1 géstermek iizere,

oo (Xrps Xrys e X ) = z du,du, ...du, (2.32)
I
UDL = {(upug o un)iug Sup < <up  F(xy, =) Sy, < F(x,), 1 <0<k}
l

Bl = {(u‘?"i_1+1 ’u‘)"i_1+2) "'Iu'Ti_l):u’Ti_1+1 S u‘l"i_1+2 <= uri—l S u‘l"i} (233)

i¢in

Ur; Ur;_q Urg_g+2Ur;_ 41

fduri_lJrlcilzn_1+2 wduy, = f f f f duy,  41duy, 4o duy,

i Uri_q Uriq Uri oy Urig

Ti—Ti_l—l
Ury~Ury_y

(ri—ri—1—1)!

(2.34)

esitlikte;



k
ri—Ti—1—1
Frisaren (Xrgs Xrgs s X ) = C (11,7, ...,rk:n)J {ﬂ(un —up_ )

B =1
(1 —u )" "edu,, ... du,, (2.35)
seklinde hesaplayabiliriz.
ro == 0 ve uO = 0

n!
(=T TIE, (=7~ 1!

C(ry, 1y, . Ten) = (2.36)

n! ) 1
ﬁ”l,rz,...rk:n(x) = f uT'lrl (u'Tz - url)rz e

mn—-DI(rnp-nrn—-D!.(n— rk)!lB

%y, =y )1 = up )" TR, . du,, seklinde yazabiliriz. (2.37)
B ={(ur, upys o Up ) Uy, S Up, < -0 S Uy Fup =) Sup S F(u,), i = 19,75, .00, Tk )

ile verilen k boyutlu bir uzaydir.

2.5. Momentler ve Carpim Momentleri

ul(l;) ve E(X[,) (1 <i <n)ile sira istatistiklerinin tekli momentlerini ifade edelim.

Momentler siirekli dagilim durumunda,

W = [ fintoax
= (_JT J2 X F O = FOOI™ i f (x)dx (2.38)
kesikli durumda,
() _ kf 1<i< 2.39
y'l;n X ]Cl:n(x)l —_— l —_— n ( . )

x
ile hesaplayabiliriz.

Ui Upy ooy Upn U~ N(0,1)’ dan rastgele seg¢ilmis bir 6rnekleme ait sira
istatistikleri olsun. Eger F(x) siirekli ise U = F (x) doniisiimii ile X tesadiifi degiskeni U
standart diizglin rastgele degiskenine doniisiir. Bu durumda F( X;.,) ile U;.,, rastgele

degiskenlerinin dagilimlar: birbirine esittir.

10



F(Xi) =Upp i=12,..,n (2.40)
seklinde ifade edilecektir.

F dagilim fonksiyonunun ters fonksiyonu,

F7'(y) = sup{x: F(x) < y} (2.41)
olmak {izere herhangi bir F dagilim fonksiyonu i¢in

F1(U) =°X; i=12,..,n (2.42)

F Uy =Xip  i=12,..,n0 (2.43)

seklinde olacaktir.

simdi (2.43) kullanirsak,

k ! 1r_ il _i .
ul = mfo [Fll it 1 —w)"idu 1<i<n, k=12,...(2.44)

Yukaridaki esitlik beta fonksiyonunun bulundugunu diistiniirsek g;.,,(u) ,beta

(i,n + 1 — i) olasilik fonksiyonunu ifade edersek

M = fol[F Tl gimWdu,1<i<n, k>1 (2.45)

ifade edilir.

Ayni sekilde ,ul(’;lrz ve E (Xi’fn, lem) (1 <i<n) ile sira istatistiklerinin ¢arpim

momentlerini ifade edelim. Bu momentler siirekli durumda,

w = || 49 jmCevdaxay

x<y

T G-DIG- :ﬂ— DI(n—))! ff kY F O [F(y) — Fo)P =1
x<y

x [1=FOI"fCOf ()dxdy (2.46)

kesikli durumda ise,

) = ey Rxk Y fijn (e y), 1< i<j<n (2.47)
seklinde yazilir.
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Stra istatistiklerinin varyansi var(X;.,) , 0; ;.n (1 < i < n) ile ifade edilmistir. Ayrica
2 .
O = Var(Xin) = iy — Wiy (1 S P < 1) (2.48)

rn

seklinde ifade edebiliriz.

Aym sekilde swra istatistiklerinin - kovaryans1 , o0;j,1<i<j<n ile
tanimlayabiliriz.

0 jm = CoV(Xim, Xjin) = Mijin — Himljm 1 SIS j<n (2.49)
seklinde ifade edebiliriz. Ayrica p; j., = E(Xj. Xj:n) oMU

12



3. KESIKLi SIRA iISTATISTIKLERIN r INCi YOGUNLUK FONKSiYONU
3.1. Kesikli Ana Kiitlelerin Sira Istatistiklerine Alternatif Yaklasim

X , f(k) =Pr(X = k) olasilik kitle fonksiyonu ve F(k) = Pr(X < k) birikimli
olasilik kitle fonksiyonu 0,1,2, ... degerlerini alan bir kesikli rastgele degisken olsun. Kabul
edelim ki X{,X,, ..., X, , X’ de oldugu gibi ayni1 olasilik kitle fonksiyonu n tane bagimsiz ve
ayni dagilmis rastgele degisken olsun. X;., < X,.,, < -+ < X, uygun siralt istatistikler

olsun. f;.,(x) , X;-.,"in olasilik kitle fonksiyonunu yaklasim 1’den,
/‘;':n(x) = Pr(Xr:n =3 X) = F;':n(x) 3 F;':n(x_)

Z C(i:m{[FEOI[L - FOOI™ = [Fa-)I 1 - F)1)"
i=r

olarak yazabiliriz. 2’nci yaklagimdan,

n F(x)
Z CU:n)[FO)1-Fx)]* = J rCrrmu™ (1 —uw)»"du, 0<u<l1
i=r 0
ve
F(x)
frm = J rC(r:in)u™ ' (1 —u)" "du
F(x-)
seklinde yazilir.
Ozel olarak r=1 i¢in X;.,,’in olasilik kitle fonksiyonu,
F(x)
fin(x) =n f A-wtdu=[Fx)"-[F~()]", F(x)=1-F()
F(x-)

Ve r = n i¢in X,,.,,"in olasilik kitle fonksiyonu,
F(x)
frnG =n [ W ldu = [FGOI = [FG)I"
F(x-)

seklinde elde edilir.



1 < r <5 < n olmak lizere X,.,, ve X,.,,’in ortak olasilik kitle fonksiyonu,

f;’,s:n(x’:)’) = l)r'(Xr:n =X, Xsn = y)

r—1n-su+wss—-r-1

:ZZ Z Cr—i—-1r+ws—1—-us+j:n)

i=0 j=0 u,w=0
{[FG) PO YIF (y =) - FonP !
[FOHI** ™ [1 = FO)I* =/
seklinde yazabiliriz. Verilen ifadeden kolayca,
fr,s:n(x: y) =Pr(Xpm = x, X = ¥)
F(x) F(y)
=r(s—1r)C(r,s:n) j f o Y B - )1 - B Sdadf
F(x=) F(y—-)
seklinde yazilir.

Xrym » Xryins s Xppon 10 oOrtak olasilik kitle fonksiyonu
Jrotarrion 1 X2, 0o, Xp) = C(ry, 12, o0, T 1)

K
j H(Ti — 7)) (W — u—)"TTE(1 = wy ) Rduy dug L duy
i=1

D

olur.

F(x1) F(x2) F(xk)
r0=0,u0=0vef =
D F(x1—-) F(x2—)  F(xg—)

Olur.

3.2. Kesikli Diizgiin Dagihmlardaki Sira Istatistiklerinin Momenti

Kabul edelim ki X;,X,,...X,, olasilik kitle fonksiyonu f(x) = % birikimli dagilim

fonksiyonu F(x) = % , X =1,2, ..,k olan n tane bagimsiz ve aym1 dagilimh kesikli ana

kitledeki tesadiifi degiskenlerdir. Simdi X,..,, olasilik kitle fonksiyonu (2.19)’dan

14



F(x)
frn(x) = f Cir:m)u™ (1 —uw)" "du
F(x-)
x/k
= f Crin)u™ (1 —w)" "du
(x-1)/k
seklinde ifade edebiliriz. C(r:n) (2.20)’de verilmistir.

Ayricar = 1ver = nigin sirast ile ,

fim () = (k " i — x)n - (k ; x)n, x=12, .k

ve

fan(x) = (%)n - (= 1)n, x=12,..k

ifadeleri bulunmustur. [Ahsanullah ve Nevzorov, 2001]

X1, in ilk iki momenti ,

E(Xlzn)=zk:xl(k+,i_x> ( )l z":<k+1—>

x=1 i=1

ve
k

E(X2) Z l<k+1—x> (k

seklinde elde edebiliriz. [Absanullah ve Nevzorov, 2001 Turan 2008]

X strast ile ilk iki momenti,

E(XMJ—Z & - |- Z( D(L) +r

ve

E(x,%n)_z [ x_l l Z( 21—1)() + k2

seklinde elde edebiliriz. [Turan 2008]

(3.3) ve (3.4)’dan 6rnek min. nin varyansint,

Uzn = E(Xlzn) - E(Xl:n)2

15
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Z(ZL—l)(k+1_ [z k+1— ] 37

ve ayni sekilde (3.5) ve (3.6)’den 6rnek max. ‘in varyansini,

Grzl:n = E(XTZL:TL) - E(Xn:n)2

(3.8)

k-1 . n k-1 .o
=Y cai-n() e [ZH) ()

seklinde elde ederiz.

3.3. Kesikli Diizgiin Dagiimdaki Sira Istatistikleri

X1,X5, ..., Xy, olasilik kitle fonksiyonu f(x) =% ve birikimli dagilim fonksiyonu
F(x) =7

x=1,2,..,k olan n tane bagimsiz ve aym dagilimli ana kitledeki rastgele
degiskenler olsun. (2.14)’den X,..,, ’nin birikimli dagilimli fonksiyonu,

n o
n—i

E. (x) = Z (:L) (%)l (1- %) x=12 .,k (3.9)

i=r

olur.

Xy, X5, ..., X, olasilik kitle fonksiyonu f(x) =% ve birikimli dagilim fonksiyonu

F(x) =£ x = 1,2,...,k olan n tane bagimsiz ve ayn1 dagilimli ana kitledeki rastgele

degiskenler olsun. O zaman X,..,, nin olasilik kitle fonksiyonu (2.19) deki esitlikten

F(x)
frn(x) = f Crin)u™ (1 —uw)" "du
F(x-)
x/k
= f C(i:n)u"1(1 —u)"du (3.10)
(x-1)/k

seklinde yazabiliriz.

16



n!
(r-D!(n-r)!

C(r;n) = dir.

Teorem 3.1

X1, X5, ..., Xy kesikli diizglin dagilima sahip rastgele degiskenler ve X,.,, bu rastgele

degiskenlere karsilik gelen r inci sira istatistigi olsun. X,..,, 'nin olasilik fonksiyonu,

frin(%) = ; i—1)! (Z!— i+ D) I(x v 1) (k - i - 1)

-0 EY T

i-1 n—i+1

veya

n

n!
frn) = ) s

i=r

n—i

B ey

olur. (Karakas, 2014).

ispat.
(3.10)’de r = 1 igin integral alirsak,
k—x+1\" /k—x\"
fin(x) = ( ’ ) - ( k ) (3.11)
elde ederiz.

r = 2 i¢in integral alirsak,

(n 2)| ———u(l —u)" 2du

I
x
L% =%

son esitlikte «a =u ve db =( —u)"2du kismi integrasyonu uygulanirsa ya da

oY O e e

seklinde elde ederiz.
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R

I
fam = fgqugpﬂu—uw*mt

x—1

K
Bu esitlikte u? = a vedb = (1 — u)" 3du kismi integrasyonu uygularsak,

fan0 =" RN (ST () e

seklinde elde ederiz.

Genel bir ifade yazacak olursak,

_ nl x—1 r—1 k—x+1 n—-r+1 x r—1 k—x n—-r+1
frn(2) = (r—D!(n—r+1)! [(T) ( K ) B (E) (T) ]
(3.11),(3.12)(3.13),...,(3.14)’daki ifadeleri toplarsak

_r n! x)\'1 k;x)"_”l_ x i_l(""“‘l)n_iJr1
frm (%) = =1 (j—1)I(n—i+1)! [(k) (k (k) k

Ayni sekilde, (3.10)’ de i=n i¢in integral alirsak,

) = () - ()

r =n — 1 i¢in integral alirsak,

CERIET u™2(1 —w)du

fn—l:n(x) =

=
S

18
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esitlikte (1—u)=a ve u"?du=db kismi integrasyonu  uygularsak

o =[O - () (-5 | o

seklinde elde edebiliriz. O zaman

o=@ () -G ) e

esitligi bulunur.

r = n — 2 i¢in integral alirsak;

|

-3 2
(n_3)!2!u” (1 —w)*du

fn—Z:n(x) =

x
?‘*|i~\ =%

esitliginde (1 — u)? = a veu™ 3du = db kismi integrasyonunu uygularsak,

Fazn 00 =22 (2) () = ()" (22 ] + froan @ (3.18)

genel bir ifade yazacak olursak,

n—i

frn() =3 (nnl 0! [(x>i (k%x) - (x ; 1)i (k ; x)”‘il * fa-1n () (3.19)

(3.16),(3.17),(3.18),...(3.19) ifadelerini toplarsak,

n i

o= Y| () -C) ()] e

esitligini elde ederiz.
(3.15) ve (3.20)’deki ifadelerin birbirine esit oldugu tiimevarim metodu ile

ispatlanabilir.
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Yovesmole (1) 0 )]

n n—i

) Z#Ll)' I(%)L (%) - (x - 1>i (k - ;z + 1>"-il

i=1

n=1 alirsak,

& =
&=

n=2 alirsak,

2k—2x+1 2k—x+1
F—)=)

ve n=3 alirsak,

(3k2+3x2—6kx+3k—3x+1) _ (3k2+3x2—6kx+3k—3x+1)
k3 a k3

esitlikleri saglanir.

r = migin,
Sl YT e

esitliginin saglandigini kabul edersek, 7 = m + 1 igin,

I ) e e

i=1

olur.
Bu sonuglardan yola ¢ikarak asagidaki ifade kolaylikla elde edilebilir.
X1,X,, ..., X, herhangi bir kesikli dagilima sahip rastgele degiskenler ve X,., bu

rastgele degiskenlere karsilik gelen r inci sira istatistigi olsun. Buna gore X,..,,’nin olasilik

fonksiyonu,
frn() = Sy COm) [(Fee - D) (1= Fee— D)7 = (F@) 7 (1 -

Sonug 1. X3, X,, ..., X;, herhangi bir kesikli dagilima sahip rastgele degiskenler olmak

uzere
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i—-1 n—i+1

frin(%) = ; i—1)! (:lz!— i+ 1)! [(x P 1) (k - ;{c - 1)

O EY T

elde edilir.
Ispat. Kesikli diizgiin dagilimin dagilim fonksiyonu 3.22 de yerine yazilirsa
yukaridaki sonug elde edilir.

Sonug 2. Sonug 1 ifadesinde r=1 ve r=n yazilirsa, sirasiyla

= () ()

ve

n

fun = ()~ (57)

elde edilir.
Sonug¢ 3. X4, X5, ..., X, herhangi geometrik dagilima sahip rastgele degiskenler olmak

uzere,

frm(x) = 2=, C(r, Tl)[(pqx_z)i_l(l — pqx_z)n_i"'1 — (pqx—l)i—l(l o pqx—l)n—i+1]
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4. SONUC VE TARTISMA

Kesikli dagilimlardaki sira istatistiklerinin ilk iki momentinin Khatri (1962) ve
Arnold vd. (1992) elde etmislerdir. Ahsanullah ve Nevzorov (2001) farkli bir yolla ilk iki
momenti ifade etmistir. Calik ve vd. (2010) kesikli dagilimlardaki sira istatistiginin m inci
momentlerini elde ettiler. Bir caligma olarak Calik ve Giingor (2004)kesikli dagilimdaki
sira istatistiklerinin 6rnek max’nin beklenen degeri n = 20 6rnek hacmine gore cebirsel
ifadeleri elde etmistir. Turan (2011) kesikli dagilimdaki sira istatistiklerinin G6rnek
ekstremlerinin m inci momentleri ifade eden teoremleri ispat etmistir.

Bu c¢alismada teoremdeki formiiller kullanilarak kesikli dagilimdaki sira
istatistiklerinin olasilik fonksiyonlar1 kolayca elde edilebilmektedir. Teorem Kesikli
dagilimdaki sira istatistiklerinin olasilik fonksiyonlarini gosteren genellestirilmis bir
formiildiir. Teorem de 6zel olarak r = 1 ve r = n alinirsa Ahsanullah ve Nevzorov (2001)
elde etigi 1 inci ve n inci olasilik fonksiyonlarini vermektedir. Ayrica kesikli diizgiin
dagilimdaki sira istatistiklerinin dagilimi i¢in genel bir formiil elde edilmistir.

Bu calismada ise yapilan ¢aligmalarin daha genel bir hali olan kesikli dagilimlardaki
sira istatistiklerin dagilimi i¢in genel bir ifade elde edilmistir. Bu ifade kullanilarak kolayca
kesikli dagilimlarin 7 inci sira istatistigi i¢in 6zel sonuclar elde edilebilir. Daha sonraki
caligmalarda da ifadeler kullanilarak momentlerin elde edilmesine iliskin c¢aligmalar

yapilacaktir.
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