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sunmay1 bir borg bilir, saygilarimi sunarim.
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OZET

Bu ¢alisma dort boliim halinde diizenlendi.
Birinci boliimde; Literatiirde, rektifiyan egrilerle ilgili yapilan ¢aligmalara yer verildi.
Ikinci boliimde; Calismamiza temel teskil edecek tanimlar verildi.

Ugiincii boliimde; n-boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan egriler anlatiimistir.

Dordiincii boliimde; n-boyutlu Lorentz uzayinda rektifiyan egriler ve karakterizasyonlari
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lorentz Uzayi, Rektifiyan Egri.



SUMMARY
Rectifying curves in the n-dimensional Space
This thesis has been edited in four charteps.
In the first chapter; The studies related with rectifying curves in literature were given.

In the second chapter; The definitions that will constitute the basis of this thesis were

given.

In the third chapter; Rectifying curves were described in the n-dimensional Euclidean

space.

In the fourth chapter; Rectifying curves and their charecterizations were given in the n-

dimensional Lorentzian space.

Key Words: Lorentzian space, Rectifying curve.
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SEMBOLLER LIiSTESI

: Lorentz uzayinda i¢ carpim

: n-boyutlu Lorentz uzay1

: n-boyutlu Oklid uzay1

: Lorentz uzayinda norm

: Lorentz Uzayinda vektorel carpim
: Teget Vektor

: Normal Vektor

. i-yinci Binormal Vektor (i € {3,4, ..., n})

Birim Hiperkiire

: 1. Egrilik (kisaca Egrilik)
: 2. Egrilik (kisaca Torsiyon)

- i-yinci Egrilik (i € {3,4,..., n—1})



1. GIRIS

Oklid 3-uzayinda yer vektorleri, V;(s) teget ve V3(s) binormal vektor alanlari
tarafindan gerilen diizlemde yatan egriye rektifiyan egri denildigi B.Y. Chen (Chen,
2003) tarafindan tanimlanmustir. Buna gére E3 de bir a rektifiyan egrisinin se¢ilmis
bir orijin noktasina gore yer vektori, A,(s), A,(s) s yay parametresine bagli

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

a(s) = 41 ($)Vi(s) + A,(s)V5(s)
denklemini saglar.

Oklid uzayinda rektifiyan egrilere ¢alisgstlmistir. Benzer yaklasimla Cambie ve
digerleri (Cambie vd., 2016) E™ n-boyutlu Oklid uzayinda, a:1 — E™ bir rektifiyan
egri ise Vs € [ i¢in V,(s) ortogonal bileseni bir sabit nokta igerir.

E™ de Oklid hareketi uyguladiktan sonra sabit noktanm orijin oldugunu kabul

edelim. V,(s) in ortogonal bileseni

Vit(s) = {v € Vli?s) | (v, Vo(s)) = 0}

uzayinda yatiyorsa a egrisinin rektifiyan egri oldugu tanimlanmistir. E™ in bir a

rektifiyan egrisinin yer vektort,

a(s) = 11()Vi(s) + 22($)V3(s) + -+ + A1 ()i ()
seklinde yazilabilir.

E* Oklid uzayimdaki rektifiyan egrileri; a egrisinin yer vektdriiniin V,(s) normal
vektér alammin  ViH(s) = {W € E* | (w,Vy(s)) = 0} ortogonal tiimleyeninde

yatiyorsa a egrisinin rektifiyan egri oldugu Ilarslan ve Nesovic (Ilarslan ve Nesovic,
2008) tarafindan tanimlanmistir. Bu taktirde V;-(s), teget, birinci binormal ve ikinci
binormal vektdr alanlari, sirastyla, V;(s), V5(s) ve V,(s) tarafindan gerilen E* {in 3-
boyutlu alt uzayidir. Béylece E* de bir a rektifiyan egrisinin, herhangi bir secilmis
orijin noktasina gore yer vektorii A;(s),A,(s) ve A3(s), S yay parametresi igin

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tiizere;



a(s) = 21(S)V1(s) + A,(s)V5(s) + A3(s)V,(s)
denklemini saglar.
Bu calismada, orijinal olarak, L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda rektifiyan egri
kavramini tanimladik. Bu egriler igin baz1 karakterizasyonlar elde ederek rektifiyan

egrinin parametrik gosterimini verdik.



2. BOLUM
2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi tstiinde bir vektor uzay: V olsun.

Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

f: AXA -V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.
ANV P,Q,ReAicinf(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R)
A2)V PeAicinVaeV icin f(P,Q) = «a
olacak bigimde bir tek Q€A noktasi vardir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamim 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da VV olsun. V bir i¢ carpim

islemi olarak

<>V xV->R

n

(xy)—-><uxy >=inyi, {

i=1

X = (X1, ., Xp)
Y =1 Vn)

Oklid i¢ garpimi tamimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar
tanimlanabilir. Boylece A afin uzayr da yeni bir ad olarak Oklid uzayr adimi alir
(Hacisalihoglu, 1993).

Tamim 2.1.3. n-boyutlu standart reel vektdr uzayir R™ ile birlestirilmis R™ afin uzayimi ele

alalim. Bu R™ vektdr uzayinda Oklid i¢ ¢arprmi
<,>R"XR"->R

{x = (X1,%X2,X3, s, Xp)

6Ly) - < xy >=Yr x5V,
(7 Y iz X1 Y = (V1Y2: Y3 wr V)

bigiminde tanimlanir. Béylece R™ afin uzay1 n-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E™ ile gosterilir
(Hacisalihoglu, 1993).



Tanmm 2.14.d : E™ XE™ - R

(x,y) = d(x,y) = |[xyll =

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da x,y € E™ noktalari arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tanmm 2.15.d : E™ XE™ - R

(x,y) = d(xy) = lIxyl
bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna E ™ de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu, 1993).

<xy,yz>

4 . _
Tanmm 2.1.6. V x,y,z € E™ i¢in XyZz acisinin dlgiisii cos 8 = TS

den hesaplanan 6

reel sayisidir (Hacisalihoglu, 1993).

Tammm 2.1.7. E™ de sirali bir {Py, Py, ..., B,} nokta n+1-lisine R™ de karsilik gelen

{PoP1, PyP,, ..., PyP,} vektor n-lisi R™ i¢in bir ortonormal baz ise {Py, Py, P, ..., P,} sistemine

E ™ in bir dik ¢atis1 veya Oklid ¢atis1 denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.8. E™deki {E,, E; ..., E,,} catisma standart Oklid catis1 denir (Hacisalihoglu,
1993).

Tamim 2.1.9. E™ de bir X noktasmin E™ deki standart Oklid catisina gore ifadesi

1507 = Y1 %EoE, dir. Buradaki x;:E™ - R ,1 <i <n fonksiyonlarina X noktasinin
Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {x;, X5, ..., x,,} siral1 ve reel degerli fonksiyonlar n-lisine

de E™ Oklid koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tammm 2.1.10: I, R nin bir agik araligi olmak iizere a:I = R™ bi¢iminde diizgiin

(C*sinifindan) bir a doniisiimiine R™ uzay: i¢inde bir egri denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.11: M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger s € I igin
la(s)|| = 1 ise M egrisi (I, @) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay parametresi adi verilir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamim 2.1.12. M < E™ egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda



¢ ={a’,a", ...,a™} sistemi lineer bagimsiz ve Va® , k > r i¢in a®eSp{¢p} olamk iizere
@ den elde edilen {V;, ..., V;.} ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani
ve m € M igin {V;(m), ..., V,.(m)} ye ise meM noktasindaki Serret- Frenet r-ayaklis1 denir.

Her bir V;,1 < i < r ye Serret-Frenet vektori adi verilir (Hacisalihoglu, 1993).

Tanmm 2.1.13. V;(s),V5(5),V5(s), ..., V,,(s) vektorlerine a:I — E™ egrisinin a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri denir. {V;(s),V5(s),V5(s), ..., V,,(s)} kiimesine a egrisinin
a(s) noktasindaki Frenet ¢atisi denir. V;(s),V5(s),V5(s), ..., V,(s) vektor alanlarma a

egrisi Ustiinde Frenet vektor alanlar1 denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tanmmm 2.1.14. M c E™ egrisinin  a(s) € M noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{Vi(s), ..., V.(s)} olsun. Bu durumda, a(s)secilmis bir nokta olmak tiizere E™ in,
Sp{Vy(s), ..., V.(s)}, p < r vektor uzay ile birlesen afin alt uzayma, a(s) noktasinda, M

egrisinin p- yinci oskiilator hiperdiizlemi denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tanmim 2.1.15. n = 3 6zel halinde {V;(s),V,5(s),V3(s)} Frenet 3- ayaklisini gbz 6niine

alalim.
Sp{Vi(s), V2 (s)}

vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya oskiilator diizlem,
SpiVa(s), V5(s)}

vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya normal diizlem,
Sp{Vi(s),V5(s)}

vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya rektifiyan diizlem denir

(Hacisalihoglu, 1994).

Burada oskiilator kelimesi yapisan veya daha anlamli olarak, 6pen anlamindadir, normal

dik anlaminda ve rektifiyan kelimeside tamamlayan anlamindadir (Hacisalihoglu, 1994).

Tanmmm 2.1.16. M c E™ egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya karsilik

gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {V; (s), ..., V,-(s)} olsun. Buna gore,
ki:l->R,1<i<r,

s = ki(s) =< V{(5), Viya (s) >



seklinde taniml k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in k;(s)

reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.17. E™ n- boyutlu Oklid uzayinda bir P noktas1 verildiginde baslangi¢
noktasini P noktasina birlestiren yonlii dogru pargasinin belirttigi vektore yer vektorii denir

(Hacisalihoglu, 1994).

Tanim 2.1.18. E™ n-boyutlu Oklid uzayinda, a:1 — E™ bir rektifiyan egri ise Vs € I
icin V,(s) ortogonal bileseni bir sabit nokta igerir. E™ de Oklid hareketi uyguladiktan sonra

sabit noktanin orijin oldugunu kabul edelim. Eger V,(s) in ortogonal bileseni
Vit(s) = {v € Vli(s) | (v, Vo(s)) = 0}

uzayinda yatiyorsa a egrisine rektifiyan egri denir (Cambie vd., 2016).

Tanmim 2.1.19. R" reel afin uzayi X = (x4, %2, ., Xpy) VE Y = (¥1, Y2, -» V) vektorleri

verilsin. Bu uzay lizerinde Lorentz skaler ¢carpimi1
n
Q?, V)= —xy1 + Z XiYi
i=2

seklinde ifade edilir. (R™,(, ).) ikilisine n-boyutlu Lorentz uzay1 denir ve L™ ile gosterilir.
L™ n-boyutlu lorentz uzayinda X = (xq,%5,, ..., X,) vektori

(i)  (X,X), <0 oldugunda X vektdrii timelike,
(i) X, X ). > 0 veya X=0 oldugunda X vektori spacelike,
(iii) (X,X), =0veX =0 oldugunda X vektorii null (yada light-like) vektdr denir.

X = (x1,%3,, -, xp) vektoriiniin normu ||)?||L = “()? X M | seklinde tanimlanir. Bu

nedenle (X ,X ), = +1 oldugunda X vektdrii bir birim vektordiir (Iyigiin ve Arslan, 2005).
Tamim 2.1.20. L™ n-boyutlu Lorentz uzayida

u—l) = (ull, Uq2,, ...,uln) ,u—z) = (u21, Uz2,, ...,u2n), ,u_n) = (unl,unz,, ...,unn)

seklinde ii¢ vektoriin vektorel ¢arpimi



_el ez e en

Uqq Uqy e Ugp
Uy X LUz Xp oo XUy = |Upy Upp = Uon
Uyr Upz o Unn

bi¢iminde tanimlanir, burada e;, 1 < i < n standart baz vektorleridir (Iyigiin ve Arslan,
2003).

Tammm 2.1.21. L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda a:I € R — L™ diferensiyellenebilir
fonksiyonu verilsin. a(I) € L™ noktalar kiimesine L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda bir egri
denir (ilarslan vd., 2000).

Tamm 2.1.22. M c L"egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € [ ya karsilik

gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {V; (s), ..., V,-(s)} olsun. Buna gore,
kil >R,1<i<r,
s = ki(s) =< Vi (), Viya(s) >

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin k;(s)

reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (ilarslan vd., 2000).

n-boyutlu L™ Lorentz uzayinda s yay parametreli bir egri a: 1 < R — L", olsun. Frenet-

Serret ¢atisinin birinci vektorti,

Vi(s) = a'(s)

seklinde tanimlanir.

V1 bir birim vektdr oldugundan,

(Vi(s), Vi(s) ) = & = %1 (2.1.1)

dir. (2.1.1) esitliginin s ye gore tiirevi alinirsa,

(Vi(s),Va(s) ). =0
elde edilir.



a egrisinin birinci egriligi

ki(s) = (Vi(s),V2(s) )

reel degerli fonksiyon ile tanimlidir. Her s € I igin k,(s) # 0 dir.

L™ n-boyutlu Lorentz uzayinin normal vektori

V,(s) = leg (2.1.2)

seklinde tanimlanir.

(2.1.2) nin asli normal vektoriiniin tiirevi yardimiyla, ikinci egrilik fonksiyonu

ky(s) = (V2(5),Va(s) 1o (2.1.3)

bigiminde tanimlanir. Bu reel degerli fonksiyona a egrisinin torsiyonu denir. a egrisinin i-

yinci binormal vektor alani,

78
Vi(s) = k—g (2.1.4)

seklinde tanimlanir. Bu V;(s) vektorii V; (s) ve V,(s) vektorlerinin her ikisine de diktir.

L™ n-boyutlu Lorentz i¢ carpimi tarafindan a egrisinin (n-1)-inci egriligi

kn-1(s) = (Vu_1(8), Vu (), (2.1.5)

seklinde tamimhdir. {V;(s),V5(s), V5(s), ..., V5 (5), k1(s), k5 (S), ..., kn_1(s) } kimesi a
egrisinin  Frenet-Serret elemanlar1 denir.  {V,(s),V,(s),V5(s),...,V,,(s) } vektorleri

ortonormal vektorlerdir. Dolayisiyla,
(ViuVidh =&, (Vo,Vo ) =&, (Va, V3 ), = &3, (V, Vi) = &,

(Vp v )L = (Vp V3 )L == <V1.Vi )L = 0,



(VZ'Vl )L = (Vz;V3 )L == (Vz»Vi )L =0,

(V3;V1 )L = <V3;V2 )L == (V3;Vi >L =0,

(Vn: 4} )L = <Vn; Vs, )L == (Vn; V-1 )L =0

dir. L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda a egrisi i¢in Frenet-Serret denklemleri

(Vi(s) = e2ky(s)V3(s),
L V1(5) = —e1ky (V3 (5) + 3k (s)V5(s),

va(s) = —gi_ ki 1 (S)Viey (5) + Ea1ki(5)Vige (5),
Vi (s) = —erky(5)Vi(s)

seklinde elde edilir (Iyigiin ve Arslan, 2005).

(2.1.6)

(2.1.7)



3. BOLUM
3.1. n- Boyutlu Oklid Uzayinda Rektifiyan Egrilerin Bazi Karakterizasyonlari

Bu boliimde ilk olarak E™ n-boyutlu Oklid uzaymndaki rektifiyan egrileri, egrinin egrilik

fonksiyonlar1 cinsinden karakterize edecegiz.

Tamim 3.1.1. E™ n-boyutlu Oklid uzayinda, a:I — E™ bir rektifiyan egri ise Vs € I igin
V,(s) ortogonal bileseni bir sabit nokta igerir. E™ de Oklid hareketi uyguladiktan sonra sabit

noktanin orijin oldugunu kabul edelim. V,(s) in ortogonal bileseni

Vit(s) = {v € Vli?s) | (v, Vo(s)) = 0}

uzayinda yatiyorsa @ egrisinin rektifiyan egri oldugu tanimlanmistir. E™ in bir « rektifiyan

egrisinin yer vektor,
a(s) = 21.(s)V1(s) + A2()V3(s) + -+ + A1 ()W () (3.1.1)
seklinde yazilabilir (Cambie vd., 2016).

Teorem 3.1.1. a(s), E™ n-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri ve k(s),
ky(S), ..., kn_1(s) de a nin sifirdan farkli egrilikleri olsun. Bu takdirde a nin bir rektifiyan

egri olmasi igin gerek Ve yeter sart

n-3

k ky
kn- 1(s)2un k() 5% "<k28>+ <un 2k(8) 5% k<k28>) 0 (3.1.2)
k=0

esitliginin saglanmasidir (Cambie vd., 2016).

Ispat: (3.1.1) esitliginin s ye gore tiirevini alinir ve gerekli islemler yapilirsa,

A(s)=1
A($)k1(s) — p1(8)kz(s) = 0
p1(s) — p2(s)ks(s) = 0 (3.1.3)

1i(8) = pip1(8)kiy2(s) + pi—1(8)kip1(s) =0
Un—2(S) + tp_3(s)k,_1(s) =0

10



esitlikleri elde edilir. Bu denklemden,

ki(s)(s + ©)
kz(S) '

ki(s) (s + o

"1
As) =s+c,c€ER Wy(s) = k,(s) ]k3(s)

uz(s) = [

elde edilir. Bu esitlikleri

_ k1(s) _ k1(s) ki(s)]
11() = o () 25 Ve ho(S) = hoo(8) 1S + 12 () |25

seklinde yeniden ifade edersek bu denklemlerden,

ok k4(s)

w(s) = Yzt ui,k(s)ﬁ(%) L i€(34..n—2) (3.1.4)

elde edilir. Buradan p;  (s) fonksiyonlari

( #1,0(5):5+C: CER
1 +c -
HZ,O(S) = @, H2,1(5) = :3(; LE {3;4'1 - n- 2} e
RO AOTEPNO)
Hio(s) = ki1 (S) '
3 i ki(S)Hi- i—1k— . .. 3.15
Wik(s) = e (S)kp 2(.:)(5)+u 1@ g {1,2,...,i — 3} igin (3.1.5)
i+1
_ #1{—1,i—2(5)+lli—1,i—3(5)
Mii—2 (s) = K (S) )
_ Hi—1,i—2(8)
L Wii-1(s) = TRl ()

seklinde tanimlidir.

Tersine, E™ n-boyutlu Oklid uzayinda herhangi bir birim hizli « egrisinin k,(s),
ky(s), ..., kn_1(s) egriliklerinin (3.1.2) denklemini sagladigin1 kabul edelim. a € L™ yer

vektoriiniin (3.1.1) seklinde yazilabileceginden

B(s) = a(s) = AsIVa(s) = ui($HV3(s) = = = pn—2(s)V(s)

egrisini tanimlayalim. Bu ifadenin s ye gore tiirevini alip Frenet denklemlerini ve (3.1.2)

esitligini kullanarak a nin bir rektifiyan egri oldugu aciktir.
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Teorem 3.1.2. E™ n-boyutlu Oklid uzaymnda sifirdan farkli k;(s), k,(s), ..., kn_1(S)
sabit egrilikli bir rektifiyan egri mevcut degildir (Cambie vd., 2016).

Ispat: E™ de k,(s), ky(S), ..., k,_1(s) egrilikleri sabit fakat sifir olmayan bir rektifiyan

egrinin mevcut oldugunu varsayalim. (3.1.3) tin birinci, ikinci ve tigiincii esitlikleri

k1<szz(zs)+ RPN O Cer

A() =s+c,pu(s) = ,
! k2 (S)ks(s)
(3.1.3) iin dordiincii denkleminden i € {2,3, ...,n — 3}

1 () + Wi—1()kiv1(s)

i+1(8) =
e Kira(5)
oldugunu biliyoruz. Tiimevarim yontemiyle
k1($)k3(s) ... kom—1(8)
_1(s) = (s+c¢) 3.1.6
Ham 1) = 2 (e (5) ~ eam(5) (3:16)
ve
; 2
Uy (5) = 71=1(Hf=1 kai—1(s) Hﬁj+1 kzt(S)) (3.1.7)
zm IAQLAC) N S ) o
oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.1.3. E" de sifir olmayan egrilikleri ile yay parametreli bir egri a olsun.k;(s),
ky(S), .., kn_2(s) sifir olmayan a ninilk (n — 2). egrilikleridir. @ nin bir rektifiyan egri
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1

kn—l(s) = i\m ) n(;lft l(;ln (318)
k,_,(s) =% hid n tek icgin .

Jas(s+2c)+b ’
olmasidir. Burada a; kq, ky, ..., kn,_, egriliklerine bagli olarak bir sabit ve b,c € R dir
(Cambie vd., 2016).
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Ispat: Kabul edelim ki, a egrisi ky, ks, ..., k,_, egrilikleri sifirdan farkl sabitler olan bir
rektifiyan egri olsun. (3.1.3) sistemlerinden
tn—3(8) + Hn_a(S)kn_2(s) >’
kn—1(s)
oldugunu biliyoruz. (3.1.6) ve (3.1.7) denklemleri g6z oniine alinarak (3.1.8) denklemleri

n—3()kn_1(s) = —tp_,(s) = —( (3.1.9)

elde edilir.

Teorem 3.1.4. E™ n-boyutlu Oklid uzaymda a(s), egrilikleri k;(s),
k,(s), ..., kn_1(s) sifirdan farkli birim hizli rektifiyan egri olsun. Bu taktirde

(1) Egrinin yer vektoriiniin teget bileseni,

(a(s),Vi(s)) = s+c, ceR,
dir.
(i) p(s) =lla(s)|l uzaklik fonksiyonu

p2(s)=s*+ ¢;s+ ¢y c1€R,c, €R
esitligini saglar.
(iii)  Egrinin yer vektoriiniin a"2®) normal bileseni sabit uzunluga sahiptir ve p(s)
uzaklik fonksiyonu sabit degildir.

(iv)  Egrinin yer vektoriiniin binormal bilesenleri i € {3,4, ..., n} i¢in

(a(s),Vi(s)) = wi(s)
seklinde verilir.
Tersine, E™ n-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli egri a(s), sifirdan farkli k,(s),
ky(S), ..., kn_1(s) egrilikleri (i), (ii), (iii) ve (iv) durumlarindan birini saglarsa, bu taktirde
a bir rektifiyan egridir (Cambie vd., 2016).

Ispat (i): Kabul edelim ki, a bir birim hizl1 rektifiyan egri olsun. A(s) = s + ¢ oldugu
g0z Ontine alinirsa (a(s),V;1(s)) = A(s) = s+ ¢, c € R elde edilir.
Tersine, (a(s),Vi(s)) = s+ c olsun. Bu esitligin S ye gore tiirevi alinir ve Frenet

denklemleri kullanilirsa,

ki(s)(a(s),V2(s)) =0
13



elde edilir. k;(s) # 0 oldugundan (a(s),V,(s)) = 0 bulunur. Buda a nin bir rektifiyan egri
oldugunu gosterir.
(if): « birim hizli bir rektifiyan egri ise (3.1.3) denklemler sisteminin tigiincii, dordiincii ve

besinci denklemleri kullanilarak u;(s) i € {1, 2, ..., n — 2} ile ¢arpip, taraf tarafa toplarsak,
n—2
PNICTHOR:
i=1

elde edilir. Bu nedenle a € R, igin Y7 u?(s) = a? dir.

Rektifiyan egri tanimindan

p2(s) = (a(s), a(s)) = A%(s) + = uf (s)
=(+c)2+a®= s>+ c¢;s+cy c;eR c, €R,
olur.

Tersine, p2(s) = (a(s), a(s)) = s?+ c¢;s + ¢, olsun. Bu esitligin s ye gore tiirevi iki
defa alinirsa ve (3.1.3) denklemleri kullanilirsa

ki (s)(V2(s), a(s)) =0

elde edilir. k;(s) # 0 oldigundan {(a(s), V,(s)) = 0 dir. Bu ise a nin rektifiyan egri oldugu
anlamina gelir.

(iii): a(s) = m(s)Vi(s) + a’2(s) oldugundan, bir rektifiyan egri igin a'2(s) =

/Z?z_lz uZ(s) = a? dir, Bdylece normal bilesen sabit uzunluga sahiptir. p*(s) uzaklik

fonksiyonunun sabit olmadigini (i1) den ispatlamistik.

Tersine,

a2l = lla(s) = (V1(s), a()HWVi (),

(a"2(s),a"2(s)) = a?
oldugunu biliyoruz. Bu taktirde;
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(a"2(s),a"2(s)) = (a(s) — (V1(s), a(s)HV1(s), a(s) — (V1 (s), a(s))Vy(s))

(a2(s),a"2(s)) = (a(s), a(s)) — {a(s), Vi(s))?

dir. Bu son denklemin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa

ki(s){a(s), Vi(s)Xa(s) ,V2(s)) =0
olur. Buradan k,(s) # 0,(a(s),V,(s)) # 0 oldugundan {(a(s),V,(s)) = 0olup, a bir

rektifiyan egridir.

(iv): Bir rektifiyan egrinin yer vektoriinii

a(s) = ASHT(s) + u($IV3(s) + -+ pn—2($)V ()

seklinde yazilabilecegini biliyoruz. Dolayisiyla

(a(s),V3(s)) = u(s) ve (a(s),Va(s)) = pz(s)

dir. {(a(s),V5(s)) = u;(s) oldugunu kabul edelim. s ye gore tiirev alinirsa ve Frenet

denklemleri kullanilarak,

ka(s)(a(s),V2(s)) = 0

k,(s) # 0 oldugundan (a(s),V,(s)) = 0 dir. Buda a egrisinin bir rektifiyan egri oldugu
anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanur.
Teorem 3.1.4 iin son durumunun tersini ispatlamak igin ilk iki V5(s),V,(s) binormal

bilesenleri esdegerdir.
Teorem 3.1.5. E™ de bir a egrisi a(t) = p(t)y(t) seklinde verilsin. Burada p(t) pozitif

keyfi fonksiyon ve y(t), S™ (1) birim hiperkiirede yatan yay parametreli bir egri olsun.

Bu taktirde a nin bir rektifiyan egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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p(t) =asec(t+t,) a€Ryvety €ER

olmasidir (Cambie vd., 2016).

Ispat: a(t) = p(t)y(t) ifadesinin t ye gore tiirevini alirsak,

a'(t) = p'(®)y(e) + p()y'(t)

|la’(t)|| = v olsun. Buradan

vV (t) = p'(O)y(t) + p(O)y'(t)

p'(t) p(t)

= Vi(t) = TY(t) + Ty'(t)

en son ifadenin tekrar t ye gore tiirevi alinirsa,

0,0 = (52) yo + (£2+ (52) )y + 25250

v

elde edilir. (y(t),y(t)) = (y'(t),y'(t)) = 1, T(¢t) nin ortanormal bazim {y(t),y’(t),
Y1(t), Y5 (t), ..., Yn_(t) } olarak alalim. Buradan

y"'(@) = (y(©), y" (©)y(®) + (y'(©), y" (©))y" () + (V1 (1), y" ()1 (6) + -
+ (Va2 (), y" ())Yy—2 ()

olur. Yay parametreli egriler igin (3.1.1) denklemi kullanilarak

'@,y ®)=1=>"®),y'®)+H'®),y"®)=0=('1),y" ) =0,
(@, y' (D)) = (p®Oy ),y (©)) = p®)y(),y' (®)) =0,

(y(©),y' () = 0= (y'(0),y" () +{y(0),y" (1)) = 0 = (y(t), y" (1)) = -1
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elde edilir. Yukaridaki esitlikler goz oniine alinirsa,

v = ((52) =22 )y + (52 + (22 (t)) )y
+29 (th) y"(t))Y(t))

olur. Bu denklemi a(t) ile i¢ ¢arpima tabi tutar ve a(t) = p(t)y(t) oldugu goz 6niine
alinirsa,

vkl(txvz(t),a(t»:((p i”) £ (t)) ®

bulunur. a rektifiyan egri oldugundan

((p’(t)> p(t )> © =0
v

olup diferensiyel denklemi ¢oziiliirse,

p(t) =asec(t+t,) a€Ryvety €ER

elde edilir.
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4. BOLUM
4. 1. n- Boyutlu Lorentz Uzayinda Rektifiyan Egrilerin Bazi

Karakterizasyonlari
Bu boliimde ilk olarak L™ n-boyutlu Lorentz uzayindaki rektifiyan egrileri, egrinin egrilik

fonksiyonlar1 cinsinden karakterize edecegiz.

Tammm 4.1.1. L™ n-boyutlu Lorentz uzaymnda bir egri a olsun. @ nin yer vektord,
V,(s) asli vektor alaninin V- (s) ortogonal uzayinda yatarsa, a egrisine rektifiyan egri denir.
Bundan dolay1 L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda bir a rektifiyan egrisinin se¢ilmis bir orijin

noktasina gore yer vektorii
a(s) = L(HVi(s) + 22(s)V3(s) + - + A1 ()W (9), (4.1.1)
seklinde yazilabilir.

Teorem 4.1.1. a(s), L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda birim hizli bir egri ve k;(s),

ky(S), ..., kn_1(s) de a nin sifirdan farkli egrilikleri olsun. Bu taktirde a nin bir rektifiyan

ok (k
(An_z,k(s)ﬁ<#8)>

egri olmasi igin gerek ve yeter sart
-3

n—4 ak k
Eukins ) In-sk9) 57 <k—8> +)
k=0

n
k=0

!

=0 (4.1.2)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat: Tanim 4.1.1 den (4.1.1) esitliginin s ye gore tiirevi alimir ve (2.1.7) Frenet

denklemlerini kullanilirsa,

a'(s) = L(HVI(s) + 21 (Vi (s) + A2(IV5(s) + A()V3(s) + -+ + A1 ()15 (s)
+ A1 ()Va(s)

Vi(s) = 21(s)Vi(s) + (11(5)52k1(5) — 54,(8)k; (5))V2 (s)
n-2

£ AWiaa(5) + 5D (i IViS) + Epakina (5Wiaz(5))
i=3

+ (—&n-1An-1()kpn_1())Vn_1(s) + A—1(S)V(5)
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Vi(s) = 21(s)Vi(s) + (/11(5)32k1(5) — &4,(8)k; (5))V2 (s)
n-3
£ D ) = A1) Etrakisa () + Aica (e ki(S)Viaa ()

+ (An=1(8) + endn_2(8)kn_1(s))Vr(s)

elde edilir. Buradan V;(s),V,(s),V5(s),...,V,(s) ile sirasiyla yukaridaki denklemi i¢

carpima tabi tutarsak,

A'(s)=1
A1 (s)exk1(s) — Ax(s)exky(s) = 0
A5(s) — €3A3(s)ks(s) = 0 (4.1.3)

A(8) = Aix1(S)€iv1kiv1(S) + A;_1(S)€41ki(s) = 0
/1;1—1(5) + endn_2(S)ky—1(s) =0

esitlikleri elde edilir. Bu denklemlerden,
A1) =1=1,(s) =s+c¢,

olur. Burada ¢ € R dir. Bu ifadeyi A,(s)eyk,(s) — A,(s)ek,(s) = 0 esitliginde yerine

yazarsak,

ki(s)(s +¢) = 2,(5)kz(s) = A,(s) = kl(li)z((ss)+ .

elde ederiz. Bu ifade (4.1.3) iin Giglincii esitliginde yerine yazilirsa,

A5(s) = e343(s)k3(s)

oldugundan,
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ki(s)(s + 01 1
k,(s) g3k3(s)

= A3(s) = [

olur. Ayrica i € {3,4,...n — 3} igin

YMOE IO AQ)

Eir1kiv1(S)

Air1(s) =

olur.

Yukarida tanimlanan fonksiyonlari, A; o (s) olarak yeniden ifade edersek,

(A(s) =s+c=240(5),

l k(s ) k1(s)
ML) =06+ ) —= &) 7—=
§ e Y 5E (4.1.4)
1 ki(s) (s+o)[ki(97 (s) ki(s)1
L As(s) = - - =208 7—7= 0 + A2,1(s) [1—
e3k3(s) ka(s)  e3ks(s) Lky(s) ka(s) k(s)
seklinde yeniden ifade edersek bu denklemlerden,
)\ .
?\(s)—ZAl lk()6k<1() ,i€{23,..n—1} (4.1.5)
elde edilir. Buradan 2; ;(s) fonksiyonlari
( Mo(s)=s+c, c€R
1 S+c . ..
)12’0(5) = m, )\2,1(5) = £k (5) 1 € {3,4‘, W n = 2} cin
_ Aoq () +eiki—1()Ai—z,0(s)
Aio(s) = gik;(s) ’
X Ay g (S)eikiog (A2 je()HA i1 o1 (5) 4.1.6
OER= e 1;iki(5§k ° Lk ( )
_ /12—1,i—2(5)+7\i—1,i—3(5)
Aii—2(s) = s :
i-1,i-2(8)
\ ll 1(5) - ;k—(';)s
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seklinde tanimlanir. (4.1.3) denklemler sisteminden (4.1.6) denklem sistemini yazariz.

(4.1.3) iin besinci esitliginden

An-1(8) + enkn_1()Ap2(s) =0

k M/l " (l©) A 0" (la ) ,—0 4.1.2
&n n—1kz=0 n—3,k(s)?<m>+kz=0 n—z,k(s)ﬁ<m> - ( L. )

Tersine, L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda herhangi bir birim hizli a egrisinin k;(s),
ky(s), ..., kn_1(s) egriliklerinin (4.1.2) denklemini sagladigini kabul edelim. a € L™ yer
vektorq,

a(s) = 1 (Vi(s) + 22(IV3(s) + -+ + A1 (SHVn(s)
(4.1.1) seklinde yazilabileceginden

B(s) = a(s) = L (HVi(s) = A(IV3(s) = -+ = Ap_1(S)Va(s)

egrisini tanimlayalim. Bu ifadenin s ye gore tiirevini alip Frenet denklemlerini ve (4.1.2)

esitligini kullanarak a nin bir rektifiyan egri oldugu agiktir.

Teorem 4.1.2. L™ n-boyutlu Lorentz wuzayinda sifirdan farkli  kq(s),
k,(s), ..., kn_1(s) sabit egrilikli bir rektifiyan egri mevcut degildir.

Ispat: L™ de kq(s), k,(S), ..., ky_1(s) egrilikleri sabit fakat sifir olmayan bir rektifiyan
egrinin mevcut oldugunu varsayalim. (4.1.3) iin birinci, ikinci, tiglincii ve dordiincii

esitlikleri

_ [ki(s) (s + ©) |
0= PR ame ocf

ki(s)(s + ©)
k,(s)

M(s)=s+c¢ A(s) =

A’i (s) + )\i—1(5)5i+1ki(5)
ir1Kiy1(5)

Aig1(s) =
oldugunu biliyoruz. Tiimevarim yontemiyle,
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ey (5)kes (5) oo kg
Aam(s) = ;giz);iz) ;Zng) (s+0), (4.1.7)
m ( 1 j m 2
R m) (Tl 1 kaima () TT7E 1 k2i())
Aamia(s) = () o () (+18)

oldugu gosterilebilir. Burada indeks 1 ile n-1 araligindadir. (4.1.7) ve (4.1.8) denklemlerinin
m=1 i¢in gegerli oldugu agiktir. m € {1,2, ... M} i¢in (4.1.7) denklemi saglaniyor ise;

A _ Ama1 () +Aam(S)ezmr2kam+1(s)
am+2(8) =
gamr2kame2(s)

_ ki (8)k3(s) ... kap-1(s) (s+0) Kkam+1(S)
Tk (9)ka(s) ko (s) kam+2(S)

_ k1($)k3(s)..kay-1(S)kam+1(S)
= ek ®) ke Oausa) S T

elde edilir. Bu ifade m=M+1 i¢in (4.1.7) denklemi ispatlanmistir. Ayrica m € {1,2, ... M}

icin (4.1.8) denklemi saglaniyor ise;

A (s) = am+2(8) + Aap1(S)eapmr3kanm2(S)
e Eam+3Kom+3(S)
_ k1 ($)k3(s) - kam+1(s) 1

B ko ($)ka(s) o koms2(S) Eamzkomes(s)

1 J M 2
J=1 (52j+1> (Hizl ka1 () Iizjua kZi(s)) E2m+3kam+2(S)
ki(s)kz(s) ..o kame1(S) Eam+3kams3(S)

+

_ (ki ks(s) e heamia ()
Eam+3k1(S)k2(S) v Kamy3(s)
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, 2
L (5) Mo eaina O T k() G (51)°
k1($)k2(S) ... kam3(s)

+

M+1 1 J M 2
~ Zj=1 (a) (Hi=1 kyi—1(s) Hi=j+1 kZi(S))
B ki(s)ky () ... kymes(s)

M=M-+1 i¢in (4.1.8) denklemi ispatlanmistir.
Tek n i¢in (4.1.3) iin besinci esitliginden A;,_;(s) + ey d,_2(s)kn_1(s) =0, (4.1.7) ve
(4.1.8) denklemleri kullanilarak (4.1.2) denklemine esdeger

5 (= )(n’f a0 TL2, k-(s))z
j=1 i=1"2i-1 i=j+1 "2

€2j+1

ki($)kz(s) . kn_2(s)

k1($)k3(s) ... kp_2(s)

ky(8)ka(S) o kp_1(8) =0

+ gnkn—l(s)

denklemine indirgenebilir. Ancak tiim egrilikleri sifirdan farkli sabitler kabul edildiginden
bu bir ¢eliskidir.

Cift nigin (4.1.3) iin besinci esitliginden A;,_;(s) — €pAn_2(S)kn—1(s) =0
(4.1.7) ve (4.1.8) denklemleri kullanilarak agagidaki gibi yazilabilir.

ky(s)ks(s) ... kp_3(s)
k2 (s)ks(s) ... kn_2(s)

(s + O)enky_1(s) =0

denklemine esdegerdir. Buradan bu bir ¢eliskidir, yani, teorem 4.1.1. kullanilarak tiim

egrilikleri sifirdan farkli sabitler i¢in rektifiyan egrinin var olmadig: ispatlanmuistir.
Teorem 4.1.3. L" de sifir olmayan egrilikleri ile yay parametreli bir egri a olsun. k4 (s),

ky(s), ..., kn_2(s) sifir olmayan @ nin ilk (n — 2). egrilikleridir.

a nin bir rektifiyan egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

23



1
JI=s2-2cs|lepen_1+b ’
(s+c¢)

JI-s2-2cs|lepA+D’

kn—l(s) ==

ncifticin

kn_1(s) == n tek igin

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki, a egrisi k;(s), ky(S), ..., ky_5(s) egrilikleri sifirdan farkli

sabitler olan bir rektifiyan egri olsun. (4.1.3) {in dérdiincii ve besinci esitliginden sirasiyla

A (s) + A—1(S)€41ki(s)
git1Kiy1(5)
M-1(8) + endn_2(S)ky—1(s) = 0

Ais1(s) =

)

ve

A;l_z (S) + }\n—3(s)€n—1kn—2 (S) )I (419)

Endn_2(S)kn_1(s) = —A5,_1(s) = —
ntn 2( ) n 1( ) n 1( ) < gn—lkn—l(s)
oldugunu biliyoruz.

(4.1.7) ve (4.1.8) denklemleri (n — 2) indeksi kadar gegerli olmaya devam eder. Bu nedenle

(4.1.9) denkleminde n ¢ift durumu i¢in;

k1($)k3(s) ... kp_5(s)
ko (s)ka(s) ... kpn_p(s)

(S + C)enkn—l (S)

/ n—4 1 . n—4 2

2 J . 2 ]
ket (5)ks (s) ...kn_s(s)+zf=1 (e,)( i=1"21—1<5mi=}-+1’<21<5)> .
_ ky(s)ka(s) ... kp_o(s) ki (8)k,(s) ... kp_3(s) En—1kn_2(s)

En—lkn—l(s)

denklemi elde edilir. Burada,
Ky (8)k3 () kn_3(s) _
Ky () ka(5) K g(s) T VE

n—4 1 . n-4 2

2 J . 2 ]

ki (5)ka(s) - kna(s) | 2= (e,)( =1 K2i-1(5) Hi:jﬂkzl(S)) .
kz($)ka(s) .. kp—2(s) ki (s)k,(s) ... kp—3(s) fn-1ftn-2(5) = 1
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m
olsun. —=0 alinirsa,

kpn-1(5)

ci(s+)een_q = k3—(s)
n—-1

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse,

1
k,_1(s) =+
nl J1—c15%2 — 2¢3s|epen_q + b

elde edilir. n tek durumu igin (4.1.9) denkleminden

n-3 n-3 2
2z (1 J ) i k1(9)k3(5)..kn—2(s) !
ke (ka2 (5).kn—2(s) prn-l Kn-1(s)
s, ; n-3 F
2,':21 (8 - )(Hizlkzi—1(5)Hi=2j+1k2i(5)>
olup bu 2j+1 — k1(s)k3(s)..kn—_2(s) b h —
b burada, Ky (k2 () o2 ) Ve k@ denae L V€ TTA
alinirsa,
s+c\
el 15 = (1)
n n 1( ) kn_l(s)

Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse,

+
() = £ ——— O
\/l—SZ — 2cs|le,A+ D

elde edilir.

L™ n-boyutlu lorentz uzayinda bir rektifiyan egrinin teget, normal veya binormal

bilesenleri asagidaki teoremde karakterize edilmistir.
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Teorem 4.1.4. Sifirdan farkli k,(s), ky(S), ..., kn_1(s) egrilikli a(s), L™ n-boyutlu
Lorentz uzayimnda birim hizli rektifiyan egri olsun. Bu taktirde

(1) Egrinin yer vektoriiniin teget bileseni

(a(s),Vi(s))=s+¢c, ceR
dir.
(i) p(s) = |la(s)|| uzaklik fonksiyonu

p3(s) =s?+ ¢;s+ cyc; €R R
esitligini saglar.
(iii)  Egrinin yer vektoriiniin a"2®) normal bileseni sabit uzunluga sahiptir ve p(s)
uzaklik fonksiyonu sabit degildir.

(iv)  Egrinin yer vektoriiniin binormal bilesenleri i € {3,4, ..., n — 1} i¢in

(a(s),Vi(s)) = Ai(s)

seklinde verilir. (58—1 =1)

Tersine, L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda birim hizli a(s) ki(s), ky(s), ..., kn—1(s)
sifirdan farkli egrilikli egri ve (i), (ii), (iii) ve (iv) durumlarindan birini saglarsa, bu taktirde

a bir rektifiyan egridir.
Ispat (i): Kabul edelim ki, a bir birim hizli rektifiyan egri olsun. 1;(s) = s + ¢ oldugu
g0z Ontine alinirsa (a(s),V,(s)) = 1,(s) = s+ ¢, c € R elde edilir.

Tersine, (a(s),V,(s)) = s+ c olsun. Bu esitligin s ye gore tirevi alinir ve Frenet

denklemleri kullanilirsa,
(@' (), Vi(s)) +(a(s), Vi(s)) =1
(a(s),Vi(s)) =0
(a(s), £2k1(s)V2(s)) = 0

&2k1(s){a(s), V2(s)) = 0
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elde edilir. &, # 0,k,(s) # 0 oldugundan {(a(s),V,(s)) =0 bulunur. Bu da a nin bir
rektifiyan egri oldugunu gosterir.
(ii): a birim hizli bir rektifiyan egri ise (4.1.3) {in tiglincii, dérdiincii ve besinci denklemleri

kullanilarak A;(s) i € {2, 3, ...,n — 1} ile garparsak sirasiyla

A2(s)(A5(8) — e343(s)k3(s)) = 0
A (8)(A(8) — Aip1(S)€ip1kiz () + A;_1(s)gi1ki(s)) = 0
An—z(s)(l;l—l(s) + gnln—z(s)kn—l(s)) =0

Bu denklemleri taraf tarafa toplarsak,

n-—1
D A =0

elde edilir. Bu nedenle a € R, igin Y7} A%(s) = a? dir. Rektifiyan egri tanimindan

p*(s) = (a(s), a(s)) = A4(s) + X5 27 (s)
=(+c)2+a?=s?+ ¢;s+cy, c;eR,c, €R,
olur.

Tersine,

p?(s) =(a(s), a(s)) =s*+ ;s + ¢,
olsun. Bu esitligin s ye gore tiirevi alinirsa ve (4.1.3) denklemleri kullanilirsa,

(a(s),a(s)) = (s> + ¢;s+ ¢3)’

(a’(s),a(s)) +(a(s),a’(s)) =25+ ¢,
2{a'(s),a(s)) =2s+ ¢,

27



elde edilir. Bu ifadeyi tekrar s ye gore tiirev alirsak
2({a’(s),a(s))" = (2s +¢1)’
2(a"(s),a(s)) + 2{a'(s),a'(s)) =2
(@"(s),a(s)+1=1
(a’(s),a(s)) =0 = (V,'(s), a(s)) = 0 = (ezky(s)V2(s),a(s)) = 0
= &k (s){(Vo(s),a(s)) =0

elde edilir. &, # 0, k,(s) # 0 oldigundan (a(s), V,(s)) = 0 dir. Bu ise a nin rektifiyan egri
oldugu anlamina gelir.

(iii): a(s) = m(s)Vi(s) + a"2(s) oldugundan, bir rektifiyan egri igin a'2(s) =

/Z?;zl A%(s) = a* dir, Boylece normal bilesen sabit uzunluga sahiptir. p?(s) uzaklik

fonksiyonunun sabit olmadigini (i1) den ispatlamistik.

Tersine,

a2l = lla(s) = (V1(s), a(HW2 (),
(a"2(s),a"2(s)) = a’

oldugunu biliyoruz. Bu taktirde;
(a2(s), a2 (s)) = (a(s) = (V1(s), a(s))V1(s), a(s) — (V1 (s), a())V1(s) )
(a2(s),a"(s)) = (a(s), a(s)) — {a(s), Vi(s))?
dir. Bu son denklemin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa;
(a"2(s),a"2(s) )’ = (a(s) , a(s)) — (als), Vi(s))?)’

0 =2(a’'(s),a(s)) = 2{a(s) , Vi(s){a(s) , Vi (s)) +(a'(s) , Va(s))]
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= 2(a'(s), a(s)) — 2{a(s) , Vi(s)){a(s) , & ki (s)V2(s)) + 1]

= 2(a'(s), a(s)) — 2(a(s) ,Vi(s))
= 2{a(s) ,Vi(s)Xa(s) , 2k1(s)V2(5))

= — 2(a(s) ,Vi(s)Na(s), e2k1(s)V5(5))

Buradan
xk1 ($){a(s), Vi(s)a(s),V,(s)) =0

olur. &, # 0,k,(s) # 0,{a(s),Vi(s)) # 0 oldugundan {(a(s),V,(s)) = 0 olup a bir
rektifiyan egridir.
(iv): Bir rektifiyan egrinin yer vektoriinil,
a(s) = 11 (Vi(s) + 22(V3(s) + -+ + An—1(S)Vn(s)
seklinde yazilabilecegini biliyoruz. Dolayisiyla
(a(s),V3(s)) = 22(s) ve (a(s),Vi(s)) = 43(s)

dir. (a(s) ,V3(s)) = A,(s) oldugunu kabul edelim.

ki(s)(s + ©)

(@(s), Vo)) = ==

denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa, (4.1.3) iin ikinci esitligi ve Frenet denklemleri

kullanilirsa yani;

!

ki(s)(s + c))

(@' (s),V3(s)) +(a(s), V3 (s)) = ( ka(s)

!

ki(s)(s + C))

(V1(5),V3(8)) + {a(s), =gk, (s)Vo(s) + €4k3(s)V4(5)) = ( k()
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—eaka(SHa(s)  Va($)) + eska(s)a(s) Va(s)) = [H2r )

—* =1 olup son denklemden

€3

—&2kz(s){a(s),V2(s)) = 0

ve g, # 0,k,(s) # 0 oldugundan (a(s),V,(s)) = 0 dir. Buda a egrisinin bir rektifiyan egri
oldugu anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.4 iin son durumunun tersini ispatlamak icin ilk iki V5(s),V,(s) binormal

bilesenleri esdegerdir.

Teorem 4.1.5. L™ de bir a egrisi a(t) = p(t)y(t) seklinde verilsin. Burada p(t) pozitif
keyfi fonksiyon ve y(t), S™ (1) birim hiperkiirede yatan yay parametreli bir egri olsun.

Bu taktirde a nin bir rektifiyan egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

p(t) =asec(t+t;) a€Ryvety ER.

olmasidir.

Ispat: a(t) = p(t)y(t) ifadesinin t ye gore tiirevini alirsak,

a'(t) =p' Oy +p®)y'(®)
||a’(t)|| = v olsun. Buradan
vV () = p' @y + p(O)y'(8)

:>V1(t)_p() p() ,

y'(®)

en son ifadenin tekrar t ye gore tiirevi alinirsa,

i = (22 v+ £2 0wy + (4 )> y'(©+ 22y

vk (DY (6) = (’)T(t)) y(®) + (”—()+< i)> )y'(t) #2890
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elde edilir. (y(t),y(t)) = (y'(t),y'(t)) =1, V;(t) nin ortanormal bazmi {y(t),y'(t),
Yi(t), Y5 (), ..., Yy (t) } olarak alalim. Buradan

y"'(©) = (@), y"(®))y @) + ' (©),y" Oy’ () +(Y1(), y" ()1 (t) + -
+ (Y2 (1), y" ()Y, 2 (1)

olur. Yay parametreli egriler i¢in (4.1.1) denklemi kullanilarak

Y@,y ®)=1=>"®,y'®)+ ' ®),y"'®)=0=('1),y"®) =0,
(a,y" () = (p(®Oy(©),y'(®)) = pO){y(®),y'(t)) =0,

@®,y' ) =0= (y'®),y"[®) +{y(©),y"(©) =0 = (y(®),y" () = -

elde edilir. Yukaridaki esitlikler goz oniine alinirsa,

p(®) RONIONW
) 5o (524 (57 o

2

(th) y"(t))Y(t))

vk (OV(8) = (( u
p(8)

olur. Bu denklemi a(t) ile i¢ ¢arpima tabi tutar ve a(t) = p(t)y(t) oldugu gbz Oniine
almirsa,

i @00,00) = ((52) -42) 00

v
bulunur. a rektifiyan egri oldugundan

((p’(t)) (t)> © =0
v
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olup diferensiyel denklemi ¢oziiliirse,

p(t) =asec(t+t,) a€Ryvety €ER

elde edilir.
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5. SONUC

Bu calismada diferensiyel geometrinin 6nemli konularindan biri olan rektifiyan egriler
incelenmistir. 3-boyutlu ve 4-boyutlu uzaylarda bu konuyla ilgili bir¢ok ¢alismalar
yapilmustir. Son olarak n-boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan egriler ¢alisilmustir.

Bu tezde, orijinal olarak, L™ n-boyutlu Lorentz uzayinda rektifiyan egrilere galisilmistir.
Egrinin yer vektoriine bagli olarak egrilikleri ile dogrudan bir iligki bulunmustur. Rektifiyan
egrinin egriliklerine bagl olarak sonuglar elde edilmistir. Son olarak da rektifiyan egrinin

birim hiperkiireye bagl olarak da parametrik gosterimi sonucu elde edilmistir.
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