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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci bolimde; Legendre denklemi, Legendre polinomlart ve eslenik Legendre
fonksiyonlari tammlanmig ve bunlara iligkin 6n bilgiler verilmistir. Tamm araliginin ug
noktalarinda tekillige sahip Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdegerleri, 6zfonksiyonlari,
normlastirici sayilar igin asimptotik formiiller bulunmugtur. Ayrica bu tiir denklemler
i¢in osilasyon teoremi ispatlanmigtir.

Ugiincii boliimde farkli potansiyellere sahip singiiler diferensiyel operatorler igin
déniigiim operatériiniin varhgt gosterilmigtir. Dolayistyla K(x,f) ¢ekirdegi i¢in elde
edilen ikinci mertebeden singiiler Hiperbolik denklem Euler-Poisson-Darboux denklemi
cinsinden yazilarak, Riemann yontemi ile ¢éziilmustiir.

Dérdiincii boliimde Marchenko teoreminin benzeri olmak iizere singiler Sturm-
Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonunun tekligi ispatlanmstir. Daha sonra’ters
problemin esas integral denklemi olarak bilinen Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi
bulunmustur.

Begsinci bolimde Kismen gakigmayan iki spektruma gore ters problem
incelenmigtir. Hochstadt yonteminden faydalanarak singiler diferensiyel operatorler

i¢in ¢ —q farkinin yapis: ile ilgili teoremin ispati verilmistir. Son olarak belirli kogullar
saglanacak bigimde ¢(x) potansiyelinin bir tek spektruma goére tamimlanmasi igin

yeterlilik teoremi ispatlanmugtir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, Ozfonksiyon, Spektrum, Riemann Metodu, Esas
Integral Denklem.
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This thesis is arranged in five chapters.

In the first chapter, basic definitions and theorems that are given.

In the second chapter, Legendre Equations, Legendre polinomals and conjugate
Legendre functions and informations of the relevant is given. Asiymptotic formulas for
the eigenvalues, eigenfunctions, normalized number of the Sturm-Liouville operator
that has singularity both ends interval are found. Furthermore, for these equations
Oscillation theorem is proved.

In the third chapter, for the singular differential operator having different
potentials, existence of the translation operator is given. Hence, second order singular
Hyperbolic equation which obtained for nucleus K(x,f) is transformed to Euler-
Poisson-Darboux equation and 1t is solved by Riemann method.

In the fourth chapter, on the point similiar to Marchenko theorem, uniqueness
spectral function of the singular Sturm-Liouville operator is proved. Later, Levitan-
Marchenko integral equation that known basic integral equation of the inverse problem
is obtained.

In the fifth chapter, Inverse problem with peculiarity in two partially non
coincided spectrum is examined. Using the proof of the Hochstadt method for singular

differential operator, concerning the structure of the difference q(x)—q(x) is given.
Finally, When the determined conditions is supplied for definiting potantial g(x)

according to the a single spectrum sufficent theorem is proved.
Key words: Eigenvalue, Eigenfunction, Spectrum, Riemann Method, Basic
Integral Equation.
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GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekanigin gesitli alanlarinda
geniy bir sekilde kullamimaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas
kaynaklar1 bir yandan lineer cebir olmak iizere diger yandan titresim teorisinin
problemleridir(telin titregimi, membran titregimi, vs.). Lineer cebir problemleri ve
titresim teorisi problemleri arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi ¢ok eskilere
dayanir.Integral denklemler teorisinde yapilan gahsmalarda bu benzerliklerden siirekli
faydalanan ilk olarak D. Hilbert olmustur. Bunlarin sonucu olarak énce £, uzay: daha

sonralan ise genel Hilbert uzay1 meydana gelmigtir.

Matematikte £, ve H soyut Hilbert uzay: tammlandiktan sonra H da lineer self

adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baglamigtir. XIX-XX asirlarda
matematikgilerin sayesinde bu teori mitkkemmel bir seviyeye ulagmigtir. Ozel olarak bu
¢aligmalarda 6zdegerler, ozfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirici sayilar, vs.
spektral veriler tammlanmg ve farkli yontemlerle bunlar i¢in asimptotik formiller
bulunmustur. Ayrica, spektral teorinin tamaminda 6nemli bir yere sahip olan spektral
acthm teoremi ispatlanmugtir. Belirli diferensiyel ve fark operatorleri igin spektral
acihmin uygun denklem ¢éziimleri vasitastyla ifade edildigi aragtinlmgtir.

Regiiler ve singiiler olmak tizere iki tir diferensiyel operator tammlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandiriimigtir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilan sirekli
fonksiyonlar olan diferensiyel operatoriere regiler; tamm bolgesi sonsuz veya
katsayilari(bazilari veya tamami) toplanabilir olmayan(veya her ikisi saglanacak
bigimde) diferensiyel operatorlere ise singilerdir denir. Ikinci mertebeden regiiler
operatorler igin spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. Ikinci
mertebeden diferensiyel operatorler igin XIX. asrin sonlarinda sonlu aralikta regiiler
simir  gartlann saglanacak sekilde keyfi mertebeden adi diferensiyel operatorlerin
ozdegerlerinin dagilim: Birkoff tarafindan incelenmigtir. Diskret spektruma sahip ve
uzayin tamaminda tammli operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum
mekanigi i¢in gok ilgingtir. Birinci mertebeden iki denklemin regiler sistemleri daha
sonraki yillarda ele alinmigtir. Singtiler operatorler igin spektral teori ilk olarak Weyl
tarafindan incelenmistir. Daha sonra Rietsz, Neumann ve diger matematikgiler

tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur.



VI

Hatirlatalim ki simetrik operatérlerin tiim self-adjoint genislemelerinin bulunmasi
problemi Neumann tarafindan bir siire sonra yapilmistir.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklagimi
[Titchmarsh,1958] vermigtir. Titchmarsh tarafindan dogru ekseninde taniml

azalan(artan) potansiyelli

2

d
L =*;lx—2+CI(x)

Sturm-Liouville operatorleri(son yillarda bu operatére sik stk bir boyutlu g(x)

potansiyelli Schrodinger denklemi de denir) igin Ozdegerlerin dagilimi formiili
bulunmustur. Aym zamanda bu c¢aligmada Schrodinger operatéri igin dagilim
formiiliinin gorintiist diizglin bir sekilde ifade edilmistir.

Singiiler diferensiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferensiyel
operatorlerin  spektral teorisinde Onemli bir yere sahip olan g¢aligmalar
[Levitan,1964,1978] tarafindan yapilmigtir. Levitan bu ¢aligmalaninda spektral teoriyi
esaslandirmak igin kendine has bir yontem vermistir. Farkli singiler durumlarda
diferensiyel operatérlerin spekiral teorisi, ozellikle ozdegerlerin, 6zfonksiyonlarin
asimptotikligine ve ozfonksiyonlarin tamhifina iligkin konular Courant, Carleman,
Birman, Salamyak, Maslov, Keldish vs. matematikgiler tarafindan geligtirilmigtir.

Lineer diferensiyel operatorler teorisinde spektral analizin ters problemleri
onemli bir yere sahiptir. Diferensiyel operatorlerin ters problemi agagidaki gekilde
tanimlanir.

1) Hangi spektral verilere gore operatériin kendisini bulmak(veya yapisim

kurmak) miimkiindiir?

2) Spektral verilere gore operator birebir olarak mi tammlamr?

3) Bu verilere goére operatorlerin tammlanmasi(kurulmasi) yéntemlerinin

bulunmasidir.

Ters probleme iligkin ilk sonug [Ambartsumyan,1929] tarafindan elde edilmistir.
Bu sonuca ilk once dikkati geken Isve¢ matematikgisi Borg olmugtur. Borg, genel
durumda Sturm-Liouville operatoriiniin bir spektrumla tanimlanmadigini gostermistir.
Aynca farkli simir gartlan saglanacak sekilde iki spektruma gore Sturm-Liouville
operatoriinin birebir olarak tanimlandigini gostermistir. Bu ¢aligmadan sonra 1949°da

potansiyelin( g(z — x) = q(x) ) simetriklik sartin1 saglamasi durumunda bir spektrumun



Sturm-Liouville operatorind tammladiini Levinson ispatlamigtir. Buna ilaveten,
Levinson negatif 6zdegerlerin mevcut olmadig durumda, sagilma fazimin, potansiyeli
birebir olarak tammladigim gostermigti. Daha sonra Gelfand ve Levitan spektral
fonksiyona gore potansiyel fonksiyonun tanimlanmasi problemini g¢6zmiiglerdir.
Operatorlerin spektral teorisinin ters problemi alamnda Marchenko, Krein, Delsart,
Lax, Faddeev, Gasymov ve diger matematik¢iler tarafindan onemli sonuglar elde
edilmigtir.

Sturm-Liouville denkleminin incelenme siirecinde kullamilan yontemlerden biri
de ters problemlerin ¢oziimlerinde 6nemli bir ara¢ olan Déniigiim operatérii kavrami
olmustur. Bu kavram operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde Delsart ve
Levitan tarafindan verilmigtir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in déniigiim
operatdriniin yapisimt kendi ¢aligmalarinda ilk olarak Povzner gostermigtir.

Sturm-Liouville denklemini inceleme siirecinde(6zellikle XX, Asnn ikinci
yansinda) kullanilan yontemler siirekli artmakta olmustur. Buna kanit olarak 1967°de
bir grup Amerikan Matematik ve Fizikgileri Gardner, Greene, Kruskal ve Miura
tarafindan bulunan baz1 kismi tirevli nonlineer evalusyon denklemleriyle Sturm-
Liouville operatorlerinin spektral teorisi arasindaki ilging bagintiy1 gosterebiliriz. Bu
konu giniimizde halen yogun bir sekilde Fizik ve Matematikgiler tarafindan
arastinlmaktadar.

Singiiler Sturm-Liouville operatorler ailesinden olan ve sifir noktasinda “5

seklinde tekillige sahip operatorler igin spektral fonksiyona gore ters problem
[Stashevskaya,1953] tarafindan ¢ozilmiigtiir. [Volk,1953] ise bu tiir operatorler igin
Riemann yontemiyle Doniigiim operatoriiniin varlifini incelemistir. Daha sonralan ise
iki spektruma gore ters problem Gasymov ve kismen ¢akigmayan iki spektruma gore
ters problemin gesitli sorunlar1 Penahov tarafindan incelenmigtir. Ayrica, Jeofizikte
birgok uygulamalani olan Bessel operatorleri i¢in Kuantum sagilma teorisinin ters
problemler Chadan, Sabatier, Korop, Sohin, Carlson vs. matematikgiler tarafindan ele
alinmug ve ¢oziilmigtiir.

Bu galigmalardan kaynaklanarak dogal olarak Legendre polinomlan igin spektral
teorinin diiz ve ters problemlerini incelemek bir ihtiyag olmustur. Sunulan bu tezde
Legendre ve Bessel operatorleri igin spektral analizin diiz ve ters problemleri

incelenmistir.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1. (Hilbert Uzay) x,y,z elemanlarindan olusan herhangi bir ciimle # olsun ve
agagidaki aksiyomlar1 saglasin:
1. H lineer kompleks bir uzay

2. H nin her x,y ikili elemanma kargilik gelen (x, y) kompleks says1 igin

a) (x,y)=(».%)
b) {x +%,,¥) =¥, ») + (%2, %) (x, %, € H)
¢) (Ax,y)=A{x, y)(Her A kompleks sayis1 igin)

SEREREY

3. d(x,y) = || x-y || metrigi anlaminda H tamdur.

@) (1,x)20; (5x) =0 x=0(

4. Her n dogal sayis1 igin H de n sayida lineer bagimsiz eleman vardur. Yani H sonsuz
boyutludur.

Bu takdirde, 1-4 sartlanm saglayan uzaya Soyut Hilbert uzayi, 1-3 sartlarm saglayan

uzaya ise Uniter Hilbert uzay: denir[Liusternik, Sobolev, 1961].

Tamm 1.2. X ve ¥ birer normlu uzay ve D(L) < X bir L operatoriniin tanim ciimlesi

olsun. Eger

2] < el

olacak gekilde bir c reel sayisi varsa L operatoriine smmirlidir denir [Kreyszig, 1978].

Tanmm 1.3. (Adjoint Operatér) H, ve H, iki Hilbert uzay1 ve L: Hi— H> sirh lineer
bir operator olsun.

Eger L' :H,—>H, operatérii <Lx,y>=<X, L'y> sartim saghyorsa L
operatériine L nin adjointi denir. Eger L= L’ise L operatoriine self adjoint operator

denir [ Kreyszig, 1978 ].

Tamm 1.4. a<¢<b olmak iizere L*[a,b] uzay,



b
L*[a,b] ={x(?): J.[x(t)]zdt <o}

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

b
S), gy = [ F(x)gle)e
seklinde tamimlanir(reel durumda g(x) = g(x)) [Kreyszig, 1978].

Tamim 1.5. L, D(L) tanim bélgesinde sinirli lineer bir operator olmak lizere
Ly =2y

esitligini saglayan y(x)=0 fonksiyonu mevcut ise 4 sayisina L operatoriiniin ozdegers,

y fonksiyonuna ise bir dzfomrksiyon denir [Kostyuchenko, Sargsyan 1979].

Tanmm 1.6. ( Parseval Esitligi ) H bir Hilbert uzay1 xe H ve (e,) ortonormal bir dizi

olsun. Bu durumda Parseval esitligi

m
b =Sk sesof

olarak tamimlamr[Kreyszig, 1978 ].

Tamum 1.7. p(x),g(x) ve s(x) fonksiyonlar: [a,b] aralifinda siirekli olmak tizere

L='§?( (x)—gc—}q(x)

seklinde tammh L operatériine Sturm-Liouville operatori,

L[y]+ As(x)y =0

seklinde tammli denkleme ise Sturm - Liouville diferensiyel denklemi denir. Sturm-
Liouville diferensiyel operatoriinin spektral ozellikleri arastmlirken genellikle

agagidaki Gi¢ gurup sinur sartlar ele alinir.



a) Ayrnlan Sinir Sartlan
y(a)cosa +y'(a)sina =0, y(b)cos B+ y'(b)sin f=0

b) Periyodik

ya)y=y(), y(a)=y'®)
ve Antiperiyodik Sinir Sartlari
y(@a)=-y(b), y(a)=-y')
¢) Uglan Baglanmig Siur Sartlar

y(@)=y®)=0,y(a)=y'(6)=0

Tanmm 1.8. x > iken Eger %%—)O ise f(x)=0{g(x)} ve x—>co iken ﬁ%

ifadesi siirh ise f{(x)=O{g(x)} olarak yazilir.

Tamm 1.9. Bir f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin keyfi bir zo noktasinin
en az bir§d komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse f(z) fonksiyonuna zp

noktasinda analitiktir denir.

Tamim 1.10. Bir f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik ise

S (2)ye tam fonksiyon denir.

Teorem 1.11. f(z) fonksiyonu G bolgesinde ve G nin sinin olan y egrisi iizerinde bire

bir ve analitik fonksiyon oldugunda

j F(2)dz =0

dir.
Teorem 1.12.(Liouville Teoremi) Bir f{z) tam fonksiyonu sinirl ise sabittir.



Tanim 1.13. (Mittag-Leffler Ac¢ilimi)
Bir f(z) fonksiyonunun sonlu dizlemdeki ayrk tekil noktalana,,a,

a,,a,,... noktalarindaki rezidileri 5,,5,,... olsun.

Bu durumda

f@)=FO+3 b=+ ]
dir [Baskan, 2000].

Teorem 1.14. (Rezidue Teoremi ) g, lar bir C boigesinde f{z) fonksiyonunun kutup

yerleri olmak iizere

[ f(2)de =2y, Res /(2)

olur. Ayrica

k-1

Resf(z) =

z=0;
dir [Bagkan, 2000].
Teorem 1.15. B, xoy dizleminde bir bolge ve C de bu bolgeyi ¢evreleyen pozitif

yonde yonlendirilmig bir egri olsun. P ve Q fonksiyonlan B iizerinde siirekli tiirevlere

sahip fonksiyonlar ise
oQ oP
fP(x ) +0(x, y)dy "H(————
dir.

Tamim 1.16. (Dirac-Delta Fonksiyonu) f{x) keyfi bir fonksiyon ve x bir bagimsiz
degisken olmak iizere

a) x#a igin §(x—a)=0



b) Tf(x)a(x—a)bmf(a)

sartlarini saglayan

1 sinfpr+D)x]
)= e sin(x)

fonksiyonuna Dirac Delta fonksiyonu denir.

Tanim 1.17. ( Hipergeometrik Fonksiyon) o, B, y sabitler olmak {izere

x(-x)y" +[y-(a+ B+ -aBy=0

seklindeki diferensiyel denkleme Hipergeometrik denklem, bu denklemin ¢6ziimii olan

N, aB al@+1)B(B+1) ,
y(a’ﬂ’y’x)_Hl.y o 127(y +1) ¥

seklindeki ifadeye ise Hipergeometrik fonksiyon denir [ Conddington and Levinson ,
[1955].

Teorem 1.18. f(x) surekli bir fonksiyon v,(x) ise Sturm-Liouville probleminin

6zfonksiyonlan olmak iizere
© b
> a,v,(x), {an =[£G, (x)dﬂv]
n=0 0

serisi [0, b] aralifinda diizgiin yakinsak ise f (x) fonksiyonu

7@ =Y aw,

n=0

seklinde bir gosterime sahiptir.

Ispat.

h(x)= F() - @, (x) (L1)
n=0



olsun. Hipotezden A(x), [0,b] araliginda siirekli bir fonksiyondur. Diger taraftan (1.1) de
iki taraf v, (x) ile ig garpima tabi tutulursa

2= [ 7O @t~ [, (03 @, (=0

olur. Simdi A(x) fonksiyonuna Parseval esitligini uygularsak

b

fhz(x)afx =0

0

olur. A(x) fonksiyonu siirekli oldugundan #(x) = 0 olup istenilen elde edilir.

Tanmim 1.19. (Euler-Poisson-Darboux Denklemi) «, £, y sabitler ve Ufx,y) iki
degiskenli bir fonksiyon olmak iizere

2 2
6U_6U+a6U+,36U 4

U=0
& Y x-y & x-y & (x-y)

seklindeki denkleme Euler-Poisson-Darboux denkemi denir [Mackie , 1965].

Lemma 1.20. (Riemann-Lebesque) g(x), [a,b] aralify lizerinde pargali siirekli bir

fonksiyon ve A ise herhangi bir parametre olmak iizere
b

lim _[g(x) sin Axdx =0
A->0 .

dir [Myint-U,1973].

Tamm 1.21. (Volterra Integral Denklemi) a bir sabit, K(x,y), 0<x<a, 0<y<x

boélgesinde ve f{x) ise 0<x <a arah@inda siirekli fonksiyonlar olmak iizere

u(x) = [ K(x, yyu(y)dy + /(%)

seklindeki denkleme Volterra integral denklemi denir.



Teorem 1.22. (Marchenko Teoremi) p(4),
¥ +A-qlx)ly=0
Y (©)-hy(0)=0

probleminin, o{1) ise
y'+[i-r(x)ly=0

»'(0)—h,y(0)=0

probleminin spektral fonksiyonlar1 olsun. ¢ bir sabit olmak {izere eger p(/?,)=ca(/1)

olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa bu durumda ¢(x)=r(x) ve A=A, dir [Levitan, 1964].

Teorem 1.23. (Hochstadt Teoremi)

Lu=-u"+q(x)u (1.2)
u(0)cosa +u'(0)sina =0 1.3)
u(l)cos f+u'(l)sin f =0 1.4

probleminin spektrumu {4,}, (1.4) yerine

u(l)cosy +u'(l)siny =0 (1.5)

alinmastyla elde edilen yeni problemin spektrumu ise {4} olsun. Diger taraftan

Lu=-u"+g§(x)u (1.6)
u(0)cosa +u'(0)sinax =0 (1.7)
u(l)cos f+u'(D)sin f=0 (1.8)

probleminin spektrumu {Z,.}, (1.6)-(1.7)~(1.5) probleminin spektrumu ise {ﬂ:’} olsun.
Ayrica A, Z, # A, sartim saglayan sonlu / lerin ctimlesi A ise Z, =], sartimt saglayan

sonsuz i lerin ciimlesi olsun. Bu durumda



q-4=2w,)
4o
dir. Ayrica A, bog ise g =g dir [Hochstadt,1973].

Tanum 1.24. (Doniisiim Operatdrii) E bir lineer topolojik uzay, 4 ve B ise £ den £ ye

tammlanan iki lineer operatdr olsun. Ayrica E, ve E,, E nin iki alt uzay: olsun. Eger
X: E, — E, operatori

a) X ve X 'operatorleri E de siireklidir,

b) AX = XB

sartlarin1 sagliyorsa bu operatore A ve B i¢in bir dowilsiim operatorii denir [Levitan,
1987].

Lemma 1.25. B operatériiniin A 6zdeZerine kars1 gelen 6zfonksiyonu ¢ € E; olsun.
Eger
B Qi = A D

ise bu taktirde 4 operatoriiniin A 6zdegerine kars: gelen 6zfonksiyonu
vi=X o

dir. Burada X doniigiim operatériidiir.

Ispat. AX = XB oldugundan

3

Ay =AX@p= XBps= AXp, = Ay,

olur. Bu da ispati tamamlar.
Lemma 1.26. 4, B, C lineer operatorleri £ uzayinda tamml ve £, , E;, E; ise E nin alt
uzaylan olsun. Xy : E; > E; , Xz - E; = E; olsun. Bu durumda

Xuc E; — E; operatorii

Xac=Xus - Xpc



seklindedir.

Ispat. Déniisiim operatoriiniin tammindan dolay1 AX,z = Xy 8B , BXsc = XacC ikinci
denklemden B=X,.CX. elde edilir. Bu ifadeyi ilk denklemde yerine yazarsak,

AXyp = X8 XB,C CXE,IC

veya

AXypXpc =Xap XpcC
olur. Bu da ispat: tamamlar.

Tanim 1.27. (Gamma Fonksiyonu) x>0 olmak tizere Gamma fonksiyonu

r(x)=[re"dt
0

seklinde tammlanir [Myint-U,1973].



2. SINGULER STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN OZELLIKLERI

2.1. Kiiresel Koordinatlarda Laplace Denkleminde Degiskenlerine Ayrilma

Metodu. Legendre Polinomlar: ve Eslenik Legendre Fonksiyonlan

Kiire igin tammh sinir problemlerinin ¢oziim yontemlerinden biri de

degiskenlerine ayirma metodudur. Bilindigi gibi

2 2 2
Au:O,(A=a 0 5]

6x2+ay2+622

Laplace denkleminin kiiresel koordinatlarda goriintiisti

o 1
Lrury + (sinBu}Y, +———u_ =0
r r- s

% si *sin’@ %
veya
2
E(,Z%)+J_ﬁ_(sm9§”_)+ 1 ou_, 2.1.1)
or or) sin@ 06 00, sin“0op

seklindedir. Bu denklemin tek degerli her u = u(r,0, ¢) ¢ozimi ¢ ’ye gore 2z

periyotludur. Bu ¢6ziimiin Fourier serisine agilimi

u= %ao (r,0)+ [a,(r,6)cosnp+ B,(r,6)sin np]

n=1

seklindedir. Bu agilim1 (2.1.1) de yerine yazarsak

l _a... rz_a__a_o +- .l i(sin&%)
2| or or ) sin@ 06 08

+i—a— rzaa" . 0 sint9aa'1 - a, |cosng
“~\ or or ) sin@ 06 060 ) sin’@ "




11

<[o(,08), 1 8(. 0B\ n 1. _
’é[ar(’ 6r)+sin989(sme aoj snTgPr [ =0

bulunur. Buradan «, ve S, katsayilarninin

_5__(’,2@)+ _1 ﬁ—(sineﬁ)— —v=0 (2.12)
or or) sin@ 06 06 ) sin@

denklemini sagladi3: gosterilebilir. Not edelim ki »=0 igin de a,, (2.1.2) denklemini

saglar. Bu denklemin ¢dziimiinii v = @(r)y(9) seklinde arayacagiz. Bu durumda (2.1.2)

denkleminin gorintiisii

d 26¢) 1 d ( ay/) n
LAY A PSS (Ll A ~0
Wdr(r o ) Psnea0\"" 50 ) sme” T

2
Ld(00) 11 d (i 00),
@ dr or) wsin@do 06 ) sin“@

olur. Son denklemi degiskenlerine ayirirsak, 4 sabit olacak sekilde

veya

li[,ﬂ ?ﬂ):g
pdr\ Oor
> (2.1.3)
2
l._._l_il_(sin ga_v{.]+ -n2 ==2
y sin6 do 08) sin“@ )

denklemlerini elde ederiz.
Simdi —1<x<1 (0<@ <7 oldudu i¢in) olacak sekilde yeni bagimsiz bir
x =cos@ degiskenini tammlayalim ve y = /() ele alalim. Boylece y, x in herhangi

fonksiyonu olur. (2.1.3) deki ikinci denklemden

2 2
c?sedy/+d !/{+ 1—.—}12— w=0 (2.1.4)
sinf d8 do- sin” @

denklemini buluruz. Ayrica y bu denklemi saglar. Gergekten,



ay

& & = —sin QQ
de dx dx

)

ve

Py d(dy & . dydx
—cosf _singl L&
0" de(dej O e M T de

2 2
=—x‘—iy—~+sin2 0—4—%=_xﬁj’_+(1_x2)i¥
dx dx -

dir. Turevler igin bu ifadeleri (2.1.4) de yerine yazarsak

2

(1- )y 2xdy+[/1— ~ly=0 (2.1.5)

-X

olur. n=01igin

2
(l—xz)gc—f—Zx%A-ﬂy =0

seklindeki bir Legendre denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢dziimii x in kuvvetlerine

gore bir seri seklindedir.

]
=Y ¢x*
k=0

olsun. Bu durumda
& PR k_ = k
2x-==2xY ke, x* =23 ke, xt =2cx+2) ke x
Ch k=1 k=1 k=2

olur. Ayrica

=(-x )Z k(k-Dc,x" 7 = ik(k ) ik(k e, x*

=2c, +6¢,x+ Y [(k+1D)(k+2)c,,, —k(k-1)c,]x*
k=0
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elde edilir. Dolayisiyla

2¢, +6c,x + Y [(k +1)(k +2)c,,, —k(k —)c, Ix* —2¢,x - 2ke,x*
k=2

k=0

Ac,+Ae +Y Ac,x* =0

k=2

olur. Katsayilarin esitliginden

2c,+4c, =0, 6c,+(4-2)c, =0 (2.1.6)

ve k=2 igin

_ k(k+1)-2 c

e = kD) @2.1.7)

bagintilanim elde ederiz. m negatif olmayan keyfi bir sabit tamsay: olmak {izere

A=m(m+1) ise c,,, =0 olur. Ayrica son esitlikten c,., =0,c,., =0,vs. elde edilir.

>V m+6

Boylece m bir ¢ift say1 olacak sekilde ¢, ,, den baslayarak ¢ift indisli katsayilarin tiimii

m+2

sifira esittir. m bir tek say: olacak gekilde ise ¢,,, den baslayarak tek indisli katsayilarin

m+2

timi sifira esittir. m bir ¢ift say1 olacak gekilde ¢, =0 ele alalim. Bu takdirde (2.1.6)

deki ikinci esitlikten ve (2.1.7) rekirans formiiliinden genelde tek indisli katsayilarin
sifira egit olacaklarim buluruz. Bu da Legendre denkleminin ¢oziimii olan kuvvet

serisinde sadece sonlu sayida katsayilarmin ozellikle, c,,c,,...,c,, sifirdan farkli olmas:

demektir. Yani bu kuvvet serisi
m
C,+CX+...+C,X

__ m(m+1)
2

seklinde bir polinom olur. Burada ¢, = ¢, dir. Diger katsayilar ise (2.1.7)
rekiirans formiiliinden bulunur. m tek say1 olacak sekilde ¢, =0 olsun. Bu durumda
(2.1.6) deki ilk egitlikten ¢, =0 ve (2.1.7) bagintisina gore ¢ift indisli katsayilarin

taminiin genellikle sifira esitligini elde ederiz. Bu durumda kuvvet serisi
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m
¢ +CX+...+C, X

seklinde bir polinom olur. (2.1.6) esitliginin birincisine gére ¢, = —2==2 bir sonraki
katsaytlar ise (2.1.7) bagintisindan bulunur. Boylece A =m(m+1) igin (2.1.5) Legendre
denkleminin ¢6ziimii m sayis1 ¢ifi(tek) olacak bigimde sadece gift(tek) mertebelerden
olusan m mertebeli bir polinomdur. Burada sadece c,(c,) katsayilan keyfidir. Bu

katsayilar x=1 noktasinda polinomun degeri 1 olacak sekilde segilir. Katsayilarin bu
sekilde segiminin sonucu olarak elde edilen polinoma Legendre polinomu denir ve
P (x) ile gosterilir. Boylece A =m(m+1) olmak iizere ve x =1 igin P, (1)=1 olacak
sekilde (2.1.5) Legendre denklemini saglayan m mertebeli polinoma Legendre
polinomu denir ve P, (x) seklinde gosterilir.

Simdi m=0,2,... i¢in Legendre polinomlarim bulalm. m=0 igin
Fi(x)=1(c,=1), m=1 igin Px)=x(c=1), m=2 igin Px)=
¢, +¢x> =¢,~3c,x* olarak hesaplamr. Boylece ¢, =-1 olup, dolayisiyla
P,(x)=1(3x*-1). Benzer sekilde m=3 iginde PB(x)=1(5x’-3x) oldugu
gortlebilir. Bu fonksiyonlarin grafikleri ise Sekil 2.1 de verilmistir.

Not edelim ki A #m(m+1) i¢in —1<x <1 araliginda (2.1.5) denkleminin sinirlt
¢Oziimleri mevcut degildir. A =m(m+1) durumunda ise ¢ bir sabit olmak iizere sadece
¢P,(x) polinomlan mevcuttur. Dolayisiyla kiire igin sinir probleminin ve matematik
fizigin bir ¢ok diger problemlerinin ¢oziimiinde bu 6zellik énemli bir yere sahiptir.
(2.1.6) ve (2.1.7) bagintilarina gore Legendre polinomlarinin hesaplanmasi hayli zor

oldugu i¢in daha basit yéntemler bulmak gerekmigtir. Bu yontemlerden biri de

1 4"
2" m! dx”

P.(x)= (=" (2.1.8)

seklindeki Rodrigues formiliidiir. Ayrica 4 =m(m +1) igin (2.1.5) denklemini saglayan

1 4"
2" m! dx”

P (x) = (1- x*)? P,(x) (2.1.9)

fonksiyonuna eslenik Legendre fonksiyonu denir. Bunu géstermek igin (2.1.5)
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denkleminde y = (1-x’ )% z dontigiming géz 6niine alalim. Bu esitligin iki tarafimn x’

e gore turevleri alinip (2.1.5) yerine yazilirsa z igin
(1-x*)z"-2(m+Dxz' +[m(m+ D) -n(n+1)z = (2.1.10)

denklemi elde edilir. A =m(m+1) i¢in P,(x) Legendre polinomu (2.1.5) den »=0 igin

elde edilen denklemi sagladiina gére
(1=x>)P(x)-2xP. (x)+m(m+1)P, (x)=0 (2.1.11)

olur. Bu denklemi » defa x e gore tiirevini alip iki fonksiyonun garpiminin tirevini

bulmak igin Leibnitz kuralindan faydalanirsak

dn+2P dn+1P P

(x) (1 x ) Ckn+2 -2nx dxn+1

n n+l n
d xP,:,(x)zxd ]:”’ +nd Ly
Lan ﬂ'” dxn

bulunur. (2.1.11) bagintisim1 7 defa tiirevledikten sonra son ifadelerini goz 6niine alirsak

yeni bir

dn+2P dn+lP an

(1-x)——=r T 2(n+1)x ot {m(m +1)— n(n + 1)} =0

n+l

n

Ozdesligini elde ederiz. Bu ise z = dcbcI:m fonksiyonunun (2.1.19) denklemini sagladigin

gosterir. Yani

a a d n
y=(1-x")z=(Q1-x" " P,(x)=PF"(x)

fonksiyonu gergekten A =m(m+1) igin (2.1.15) denklemini saghyor. P, (x) m
mertebeli polinom oldugundan n>m igin P” =0 olur. Aynica P, (x) Legendre

polinomu #n=0 halinde P{(x) eslenik Legendre fonksiyonunun 6zel bir halidir

[Levin,1959].
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Po(X)

Pi(x)

Py(x) Py(x)

-12

Sekil 2.1
Legendre Polinomlannin Geometrik Sekli

o
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2.2. Singiiler Sturm - Liouville Operatorii icin Asimptotik Formiiller

(-2h -2’ +Ay=0 -1<t<1 2.2.1)

seklindeki Legendre diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. Bu denklemde z = y(¢)

ve t =cosx degisken degistirmesi yardimiyla

é-—-ﬂﬂ:ﬂ(—ﬁinx)
dc dide di
Lz _dy 4

- < sin® x —~—=cosx
dx* dt dt

degerleri (2.2.1) denkleminde yerine yazilirsa,

z"+cotxz' +Az=0 (2.2.2)

olur. (2.2.1) denkleminin ¢oziimleri P,(f) oldugundan (2.2.2) nin ¢6zimi ise
z =P, (cosx) seklindedir. Ayrica (2.2.1) denklemi # min (-1,1) arah@indaki degerleri
i¢cin incelendiginden (2.2.2) nin ¢6ziimleri ise #=cosx donigimi yardimiyla x’in
(O, yz') araliindaki degerleri i¢in incelenecektir. Bilindigi gibi (2.2.1) denkleminin
¢Oziimiini olugturan P, (f) fonksiyonlari sonsuz bir seriden olusup 4 =n(n+1) olmas1
halinde birer polinom olurlar.

Simdi (2.2.2) de u= zsinx degisken degistirmesi yapip gerekli tiirevler

alindiktan sonra (2.2.2) de yerine yazilirsa

u"+[(n+%)z+ ,12 :|u=0 O<x<m (2.2.3)
- 4sin” x

denklemi elde edilir. Burada (n+%)2 =A+% dir. ¢ yeterince kiigik pozitif bir say1

olmak tizere O0<e<x <z —¢&<x araliindaki x degerleri ve blytk » ler igin " ixllz
s x

terimi (114—%)2 terimine gore ¢ok kiigiik oldugundan (2.2.3) denklemini

u+|(n+1) e =0 (22.4)
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olarak g6z Oniine alabiliriz. Bu sekildeki diferensiyel denklemin ¢ozimil ise
u=4, cos[(n + %)t + ¢,,]

seklindedir [Hochstadt, 1971]. Burada A, ve ¢, bulunmas: gereken sabitlerdir. Bunun

i¢in Legendre polinomlarinin normunu kullamrsak

2 . 1 2 - Tp2 .
ol :[Pn (t)dt = !P,, (cosx)sm xdx

T

= Ajj.cosz[(n+%)x+¢n]cbc

A4
2

A4,= /i
Tn

olarak bulunur. Ayrica Legendre polinomlann P, (—f) = (— 1) P,(¢) seklinde bir ozellige

NS

:i{l+c052[(n+%)x+¢”]}cb‘ = Ain

elde ederiz. Boylece

sahip oldugundan
P {cos[(r ~ x)]} = (~1)"P,(cosx)
cosf( + 1)z - x)+ ¢, = (< 1) cosf(n + L)x + 4,]

COS(nﬂ—-nx+%—§+¢n)=(-l)" COS[("*f%)"W»]

olup ¢, = ~% olarak bulunur. Dolayisiyla

P, = [Z cosf(n +1)x - =] (2.2.5)

seklinde elde edilir. (2.2.5) ifadesi A=n(n+1) olmas: halinde elde edilir. Dolayisiyla
bu ¢6ziim (2.2.4) denkleminin A =n(n+1) seklindeki dzdegerlerine kargilik gelen
ozfonksiyonlandir.
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q(x), [O,n'] arahiginda reel degerli ve siirekli bir fonksiyon olsun. (2.2.3) te
tanimlanan denklem [0, 71'] arahiginda singiiler olur. Dolayistyla bu denklemi #(0)=0
ve u'(m—¢&,A)+Hulr—&,1)=0 seklindeki sartlarla goz onine alacagiz. Burada &

yeterince kiigiik, pozitif ve H ise sifirdan farkli sonlu bir sayidir.

—u"—[ ‘12 ]u:luu (2.2.6)
4sin” x

(0) =0 2.2.7)
u'(r —&,A)+ Hulr — £,4)=0 (2.2.8)

probleminin goziimii u = P, (x) ve

Llul=-u" +|:q(x)— 7 ! - :lu = uu (2.2.9)
x

#(0) =0 (2.2.10)

u'(w—e,A)+ Hulr — ,A)=0 (2.2.11)

probleminin ¢6ziimii ise @(x,4) olsun. Burada (n+ —;-)2 = (A +%) = p dir. Bu gekildeki

problemin ¢oziimi ise
o(x, 2)= P,(x)+ [ K(x,7)P, (0)ar (2.2.12)

seklinde aranacaktir.
(2.2.9)-(2.2.11) probleminin 6zdegerleri (2.2.11) sartim1 saglayan A degerleri
oldugundan (2.2.12) yardimiyla bu denklemi A bilinmeyeni i¢in ¢6zmeye galigacagiz.

(2.2.12) ifadesinin x’e gore tirevi alinip (2.2.11) de yerine yazilirsa

~Ju —Sln(J_ﬂ 8)——)+H(cos(f(n g)-._)=

,/;sin[\/;(zr - g)-%j {—1+Hcot(\/—;;(7r—a)—%ﬂ =0
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olup boylece

A, =n +Z——i+0(-l—j (2.2.13)

olur. Simdi (2.2.13) asimptotik ifadesi igin bir terim daha bulmaya ¢aligalim. Bunun igin

Ju=n+1+8 olsun. (2.2.12) den

1
@, = P'(x, u)+K(x, x)P(x, )+ O(——J
Ju
degeri (2.2.11) de yazilip
sin(mr +Z+8,7— %) =(~1)"sind,7
cos(nrr + % + 8,7 —£)= (~1)" cos 5,7
oldugu goz oniine alinirsa
\/Ztan S,m=H+K(z,7)

olur. &, lerin kiigitk degerleri i¢in tand,7 = §,# oldugundan

_ H+K(r,7)

0 =2 27

" i

olur. Boylece (2.2.9)-(2.2.11) probleminin 6zdegerlert

}t+l:n+l+£+0(i2) (2.2.15)
4 4 n n



21

seklindedir. Burada a =ﬁ%ﬂ’) dir. Bundan sonra bu ozdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlan bulmaya ¢aligacagiz. Bunun igin tekrar (2.2.12) nin integral altindaki

terimine kismi integrasyon uygulanip 4 nin (2.2.15) deki degeri yerine yazilirsa

@,(x)= \/%{cos[x(n +144y %] + K(x,x)sin [x(n tet)- %] + O(—%)}

lia
n+3+ 32 n

olur. #’nin biiyiik degerleri i¢in cos(4)x —1 ve sin(4)x — 0 oldugundan

9. (%)=, 5’1— {[cos(n ++)x cos< x —sin(n +1)xsin £ x]cos%

+ [sin(n +4)xcosLx + cos(n +%)xsin %x]sin z

n

+K(x,x)sin[x(n+%+§)—-%]+O(_1_)}

(n+1+2) 2

yazilabilir. Boylece son ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa, (2.2.15) de tammlanan

ozdegerlere karsilik gelen dzfonksiyonlar

), SR
2.(0)= J‘Z {cos(n+ Ly singr+ %)HK(x,x)[cos(iH 1)x—sin(n+ 4)x] +0(i2)} (2.2.16)
n

n

olur. Diger taraftan ters problemin ¢éziimiinde kullamilan spektral parametrelerden biri

de ortonormallestirici sabitlerdir. Bu sabitler ise

al =| gl (x)d

© Gy

ay = %Z[COS(n + %)+ sin (n + %)]2 dx + O(an)

, 2
o, =—
n

+0(;1;) 2.2.17)

olarak hesaplanir.
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2.3, Ozfonksiyonlarin Sifirlani ve Osilasyon Teoremi

Bilindigi gibi g(x) = 0 iken

1
—u" - u=uu 23.1
asn’x @3.1)
u(0)=0, u'(n'—a,y)+Hu(ﬂ'—a,y)=0 (2.3.2)

probleminin ¢dziimii

u,(x)= \/% cosKn + %]x - %}

seklindedir. Burada A= n(n +1) ve bu ¢Ozim Ozdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlardir. Dolayisiyla agagidaki sartlan saglar.

a) n. dzfonksiyon (0,7) aralifinda tam » tane kioke sahiptir.

Ormegin; n = 2 igin,

”z(x)=\/1[cos£x—£j|=0:>5_x_£= 2k +1)x
|l 2 4 —

2 4 2

xk=M+£, k=012,...
5 10

sirastyla k=0 ve k=1 i¢in
3z 171
X, :Tae(o,zr), X, =-l-ae(0,7r)

olur.

b) n fonksiyonun ardigik iki sifin arasinda (#+1). 6zfonksiyonun bir sifin vardir.

Ornegin, n = 2 igin ux(x) 6zfonksiyonun ardigik iki sifint yukarida belirtildigi gibi 32 ve

7 . e _ ] _ (2k+)x T 3
IZ dir. Diger taraftan n=3 igin x, =—=—+Z formilinden x,=3%¢e(0,7),

= = 1L Z 3% jle 1z 5
x, =% e€(0,7), x, =4% e (0,7) olup bunlardan sadece %, <% ile 1% arahigindadur.
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Teorem 2.3.1.

u"+g(x)u=0 (2.3.3)

u"+h(x)u=0 (2.3.4)

denklemlerini g6z 6niine alalim. Eger [4,b] aralifimin tamami iizerinde g(x) < h(x) ise

(2.3.3) denkleminin agikar olmayan ¢oziimiinin ardigtk iki sifin arasinda (2.3.4)

denkleminin ¢dziimiiniin en az bir sifin vardir [Levitan, 1975].

Teorem 2.3.2. u(x), (2.3.3) denkleminin (2.3.2) sartlarim1 saglayan ¢6zimi, v(x) ise
(2.3.4) denkleminin aym sartlani saglayan ¢ozimii olsun. Ayrica [a,b] araliginda
g(x) < h(x) olsun. Eger u(x), a <x <b araliginda m tane sifira sahip ise ¥(x) nin de

aym arahkta sifirlar1 m den az degildir. ve v(x) in k. sifin #(x) in k. sifirtndan kiguktir
[Levitan, 1975].

Teorem 2.3.3. a<x, <b olmak iizere eZer xo, u(x,4,) fonksiyonunun bir sifin ise
yeterince kiigilk oyle £>0 ve & >0 sayilan vardir ki |ﬂ.—20| <d igin u(x,A)

fonksiyonunun |x— xol < ¢ aralifinda sadece bir tane sifin vardir [Levitan, 1975].

Teorem 2.3.4.(Osilasyon Teoremi)

" 1 _
-u +[q(x) 4sin2x} uu (2.3.5)
u(0)=0, u'(n' ~&, ,u)+ Hu(z -¢, ,u) =0 (2.3.6)

probleminin 4, 4,... seklindeki 6zdegerlerin artan ve sinirsiz bir dizisi vardir. Ayrica

L, Ozdegerine karsiik gelen ozfonksiyon O<x<7z arahfinda tam m tane sifira

sahiptir.



24

ispat. u(x, }.) (2.3.5) denkleminin #(0) = O sartim saglayan ¢6zimii olsun. Teorem
23.2 den A arttikga »’nun stfirlarinin sayis1 da artar. $imdi O<x <7 igin |q(x)| <c

olmak tizere (2.3.5) denklemini

4sin? x}y—,uy

, [ 1
-y +lc——
denklemi ile karsilagtiracagiz. Bu denklemin ¢oziimi

y(x)= COSWx ~z]- ﬂn[_‘/j‘:%cj_]

seklindedir. x mn negatif degerleri igin bu fonksiyon O<x <z aralifimn higbir
yerinde sifir olamaz. Boylece tekrar Teorem 2.3.2 den ayn1 A degerleri igin de u(x, )

fonksiyonu 0 < x <7z araliimn higbir yerinde sifir olamaz. Karsilagtirma amaciyla

. 1
-y +lq+c—— =uy
y [‘I 4sin? x}y H
denklemini g6z ontine alirsak pozitif ve sinirsiz olarak artan y degerleri igin u(x, 1)
nin sifirlaninin sayis1 (0,7) arah@gmda bulunurlar. Simdi u(x, 2)=0 denklemini goz
onine alalim. Teorem 2.3.3 den bu denklemin kokleri x# mn siirekli fonksiyonlaridir.
Diger taraftan Teorem 2.3.2 den u arttikga #(x, #) nn her kokii sola hareket eder ve

higbir kok sifir noktasim gegmez. Ayrica Teorem 2.3.3 den yeni sifirlar 7 noktasim
gegmez. 77, ,

u'(w — &, )+ Hu(w ~ &, 1) =0
denklemini saglayan u nin ilk degeri olsun. Boyle bir deger her zaman mevcuttur. 7,
aym denklemi saglayan g nin ikinci degeri olsun. Boylece 7,,7,... say: dizisi
“u'(z-e,m,)+Hulr—¢, 7,)=0 fonksiyonu (0,7) aralifinda tam m tane sifira
sahiptir” seklindeki 6zelligi saglar. Boylece (2.3.6) sart1 saglamir ve sonug olarak 77, ler

birer 6zdeger olur. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.



3. DONUSUM OPERATORU

3.1.Doniisiim Operatoriiniin Varhg

Bu bolimde ters problemin ¢6ziimiinde onemli bir yere sahip olan Doniigim
operatorii kavramu tanimlanmigtir. Bu operatér yardimiyla pertiirbe edilmis bir problem
ile pertiirbe edilmemis singiiler Sturm-Liouville problemlerinin ¢oziimleri arasinda bir
bagint: yazilabilir. Elde edilen bu bagnt1 ise ters problemin ¢éziimiinde énemli sik sik

kullamlmaktadir. Buna gore

dZ

=— - +g(x
dx® 4sin’x 9()
d* 1
B=-—g
dx® 4sin“x

operatorlerini gz oniine alalim.

Teorem 3.1.1. Kabul edelim ki (2.1.6)-(2.1.8) probleminin ¢6zimii P(x,z), (2.1.9)-

(2.1.11) probleminin ¢6ziimii ise ¢(x,z) olsun. Bu durumda X Doniigiim operatorii
X[Px, = plx, #)= Px, 1) + [K (5, P(E, pt (3.1.1)

seklindedir. Burada K(x,?) ¢ekirdek fonksiyonu

2
0 K(x,t)+ 1

2
0°K(x,t) N 1

K(x,t)-q(x)K(x,£) = - K(xt) (3.12)

ox? 4sin? x or? 4sin?
dK (x,x)
2——-—-’ = 3 13
—=4lx) (3.13)
K(x,00=0 3.14)

probleminin ¢6zamii olur.
Ispat. Teoremi ispatlamak igin Doniisim operatoriiniin ikinci  6zelliginden

yararlanacagiz. Oncelikle (3.1.1) ifadesinin x’ e gére iki kez tiirevini alirsak
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@' (x, ) = P'(x, )+ K (x, x)P(x, ) + = 6K(x p(e, )t

0" (e, 1= P, ) + S PG, )+ K ) G ) + D, u)‘

t=x

x 32K (x,1)

0

elde ederiz. Daha sonra 4 operatorii ve X doniigiim operatdrlerinin tanimindan dolay1

, 1
AX[P(x, )] = Ap=-9" - ———p +q(x)p
4sin” x
" dK (x,x oK (x,t
=P, 1)~ D pae ) P, K (r, 0) - 2D P,
dx ax t=x
x 92K (x,1) 1 1 =
— [Py, )t — P(x, u)— [ K (x,OP(t, p)dx
| == 7Pt = P H) = IR DR )
+q()P(x, 1)+ qQ[ K (%, 0P, p)dt (3.1.5)
olur. Diger taraftan
, 1 x 1
XB[P(x,2)]=-P"(x, ) -———P(x, 1)~ | K (x, ) ——— P(t, p)dt
4sin” x 0 4sin” x
- ;fK (x, OP"(t, p)dt
elde edilir. Son terime kismi integrasyon uygulanirsa
X 144 ’ 14 aK x)t
IK(x)P (t, )t =K (x,)P'(t, )| _ K (x,0)P'(t, ), — ——%P(t, )
t=x

107K (x,t
+ [T ple 2

0

olur. Elde edilen bu ifade yerine yazilirsa,
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GK (x,1)

XBIP(x, u)|=~P"(x, W= PEm-KEOP ) +— = P )
t=0
(3.1.6)
_K(x,1) _ x 92K (x, 0y
p —=2 P, )L) TK(x, t) ooy P(t w)dt— j—-—atz (, p)dt

olur. Boylece (3.1.5) ve (3.1.6) ifadelerini AX = XB esitliginde yerine yazarsak, X(x,?)

¢ekirdek fonksiyonu i¢in
O* K (x,1) 1 O*K (x,t) 1
>~ + K(x,H)-glx)K(x,t)= =+ K(x,t 3.1.7
e KEN-qK === 2 K5 (BL7)
hiperbolik denklemi ve
dK (x,x)
2——==gqlx 3.1.8
= =d(x) (3.18)
K(x,0)=0 (3.1.9)

siir kosullan elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Reel g(x) ve r(x) fonksiyonlari [O,ﬂ]' araliginda tammli ve toplanabilir olacak

sekilde iki singiiler
d2
=——= +q(x
dx* 4sin’x 96)
d2
=—— +r(x
dx® 4sin’x (x)

Sturm-Liouville operatorlerini gdz 6niine alalim.
Ay =y
denkleminin ¢(0, 1) =0 kosulunu saglayan ¢ézimii @(x, 1),

By =y
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denkleminin w(0, 4)=0 kosulunu saglayan ¢oziimii ise w(x, &) olsun. Bu takdirde

Teorem 3.1.1’e benzer sekilde agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2. 4 ve B operatorler ¢ifti i¢in X = X, , doniisim operatori

Xlg(x, )] =y(x, #) = 0(x, )+ [ K(x, (. )t (B.L1)y

seklinde gosterilebilir. Ayrica bu operatoriin K (x,?) gekirdegi

62K(;C, t) + 1 _ K(x l) q(x)K(x t) _ azK(x l) l : IZ(x, t)—p(t)l?(x, t)
Ox 4sin* x 4s1n t
denklemini ve
2KED _ e
K(x,0)=0

sartlarini saglar.
Tersine K (x, ) yukandaki kismi tiirevli denklemi ve sinir sartlarim sagladiginda
(3.1.1) ile tamml X operatorii 4 ve B operatorleri i¢in bir doniigiim operatoriidiir.

Ayrica,

d? 1
dx? 4sin’x

1
C=-ry— +p(x
dx®>  4sin’x px)

olarak alinirsa bu operatorler arasindaki Dontigim operatorleri
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X ua [P0 )= PCx, ) + TR G PG, it

Xpe [P Ox, )= Plx, ) + 1 H Gz 0P,

seklindedir. Diger taraftan X, = X, 5 X g - esitligi saglandigindan

XycP=X,pXpcP=X,p [P(x, 1)+ J(I;H(x, 1)P(z, #)d’]
= P(x, )+ [ H x, )P(e, sl + T K (x, t)[p(z, )+ L HG 2P, ,u)dr}dt
0 0 0
P )+ ] [:H(x, )+ K(x,0)+ K, (6, 0)K, (2, t)dr]p(t, )t
0 t

olur. Elde edilen bu ifade ise A4 ile C arasindaki doniigiim operatdriiniin seklini gosterir.

3.2. Riemann Metodu

Bu kisimda (3.1.7)-(3.1.9) problemini Riemann Metodu[Volk, 1953] ile
¢bzmeye galigacagiz. Bu metodun uygulanabilmesi i¢in bahsedilen denklemin lineer ve
ikinci mertebeden olmasi gerekir. Diger taraftan denklemin ¢6ziimii aragtirilirken
eslenik denklemin ¢6ziimii olan Riemann fonksiyonundan yararlanilmigtir. Bahsedilen

bu iglemler gergeklestirildikten sonra K{(x,f) igin aranan ¢oziim bulunmug olur.
(1-z3)y" -2z + Ay =0 (G.2.1)
seklindeki denklemi g6z6niine alalim. Bu denkleme
x=arcsinz+% , u= (l—zz)%y

donigiimlerini uygularsak

1 x> 1
u”+| — +—lu=Au, xe(-11
[41—x2 2} (-1
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denklemi elde edilir. Simdi

u”+[—‘1¥1f12 +ﬂu=ﬂu (322)
u(-1)=0 (3.2.3)
probleminin ¢oziimii P(x, 1),
u"+ [l X ~+q(x) + li}u =lu (3.2.9)
41- 2
u(-1)=0 (3.2.5)

probleminin ¢oziimii ise ¢(x, ,u) olsun. Béylece X bir doniigiim operatdrii olmak iizere

bu iki problemin ¢6ziimii arasinda

X [P (x, p)]=plx, u)= P(x, u)+j‘11<(x, 1)P(t, w)dt (3.2.6)

seklinde bir bagint: vardir. Oncelikle

2 2
A=—q'—2+—1- a 3
ax* 41-x

41X
et 41-x°

+4(x)

seklinde iki operator tammlayalim. Bu durumda K(x,#)’nin saZlayacaf: sartlar

aragtirlacaktir. Bunun igin (3.2.6) ifadesinin x’e gore iki kez tiirevi alinirsa

©"(x, ) =P"(x, )+ il{—%’i)f’(x, 1)+ K (x, x)P"(x, 1) + glg;—:’—q P(t, 1)

t=x

A2
+ ] §—§:—’QP(L u)dt

-1
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olur. X doniisim operatori oldugundan

2

AX[P(x,ﬂ)]=A¢=¢”+l ¥
41-x°

@

oK (x,1)

= P"(x, y)+£[-<—gc’—x)—P(x, 1)+P'(x, DK (x,x) + P(t, 1)

t=x

x 92K (x,1) 1 x?
+ j——a;Z—-P(t, y)arz+Zl —P(x, 1)

-1 —_

2 X
=X TR (0P, (3:27)
41-x"

olur. DiZer taraftan

x2

XBIP(, )= P, )4 P, 1)+ 4GP (3,2

t2
1-¢2

+ j-K(x, t)[% +q()P(t, ,u):ldt + j’K(x, P (¢, p)dt

elde edilir. Son terime kismi integrasyon uygulanirsa

_ K(x,1)

j‘lK(x, 0", udt =K (0P, ), =K (s, P, 1) oy =

P(t, p)

=X

x a2
Ty A I;(zx - pt, )it

olur. Bu integralin degeri yukaridaki denklemde yerine yazilip doniigiim operatoriiniin

ikinci 6zelligi g6z Oniine alinirsa K(x,?) igin

’K(x,n) 1 x* 0*K(x,t 1
aﬁz ) +21fo K(x,f)= at(z )+[zl_t2+q(t)]K(x,t) (3.2.8)

hiperbolik denklemi ve
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2%)— = q(x) (3.2.9)
K(x,~1)=0 (3.2.10)

sinir kosullan elde edilir. (3.2.8) denklemi x=¢=F1 noktalannda singiilerlige sahip
oldugundan asagidaki doniigimler yardimiyla bu denklemi Euler-Poisson-Darboux

denklemine donistiirmeye galisacagiz.

_ (x+1;+l)z 5= (x—;—l)2  K(x,0)= (- s)iU(z,5) (3.2.11)

olsun. Bu doniisimler yardimiyla

x® oz’ 4 28z  Ozos 4 os? 4 2 &

*°K _ °K (x+t+1) +lg+zazK [x2 —(t+1)z]+62K (x—z2-1) 1K

OK _OK (c+e+1f _Ii_zazK[xz—(t+1)2]+62K(x—t—1)2+l§£(_
o oz’ 4 20z 0zos 4 os’ 4 2 Os

seklinde elde edilen degerler (3.2.8) denkleminde yerine yazilirsa

0’k 1 x° 17
[x —(z+1)2]aas oKk k=0 (3.2.12)

olur. Diger taraftan

K(x,t)=(z- s)% U(z,s)

oldugundan
0’k 3 -2 s0U 1 -3 1 2 U
%‘—E( z-5)3U(z,5)+~ ( 5 _Z( - ) (Z S)

x=\/-z_+«/;,t=\/;—\/§—1,x2—(t+l)2 =44zs

degerleri (3.2.12) de yazilirsa
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U 1 U 1 oUu_ 1
0z0s Mz-s) 6z 4z-s) B 44zs

qU +R(z,s)U =0

denklemi elde edilir. Burada

R(z,5)=>|—1 1 [z« 1 [z-vs-of

8 G- Vo 1-[z o) Ve -z -5 -1)

dir. Ayrica (3.2.11) yardimiyla ¢ = -1 igin z = s olup bu dogru iizerinde denklem
tekillige sahip oldugundan £>0 yeterince kugik bir say1 olmak iizere z=s+¢

dogrusunu g6z Oniine alacagiz. Boylece (3.2.10) sart: yerine
Ulz,z-£)=0

elde edilir. (3.2.9) dan r =x i¢in

2
Lo (2x+]) =1
4 4

olur. Boylece

K(x,x)= (z - %)%U (z, —1-)

4

dK (x, 1 3 dz 1 dU
L 4 N

&8
S

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa (3.2.9) yerine

dU+ v _ q
dz  4z-1) \/;(Z_%)%

sart1 elde edilir. Boylece U igin
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. Z=ste
A z=s / .~
" | B(zo,20€)
Q
" AlsoT8,80) ¢
'
rA
Sekil 3.1

o1 _aUu 1 8U_ 1
020s Mz~s) &z 4z-s) s 4yzs

qU +R(z,5)U =0 (3.2.13)

U(z,z-£)=0 (3.2.14)

dU+ v _ q
z  Hz-}) \/;(z—;lt-)%

(3.2.15)

seklinde Euler — Poisson — Darboux problemi elde edilir. Bundan sonra elde edilen bu

problemi Riemann metoduyla ¢gozmeye calisacagiz. Bunun igin

2
U__1 U, 1 U ey

e P Y S -

oV 1 oV 1 oV 14

Ll- ozs Az-s) oz 4(z-s)os 2(z - s)’

+R(z, sV

seklinde iki operator tamimlansin, Burada L* operatorii L nin adjoint operatorii olup
I*[a,b] uzayindaki ig garpim tammi kullanilarak elde edilebilir. ilk olarak yukaridaki
ifadelerden birincisi ¥, ikincisini U ile garpip taraf tarafa ¢ikardiktan sonra Sekil 3.1 de

belirtilen Q boélgesini goz oniine alalim. Elde edilen ifadeye bu bolge tizerinden Green

teoremi uygulanirsa,
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[[rio)-or o= 13 2 o L
*I,,Ia[%(”w Uy ﬂdz”“

= I _1 V%_U%__l__yydz
2\ Oz oz 2(z—s)

AMBA

pU_ g1 yylas
20 Os as  2(z-s)

olur. Diger taraftan Sekil 3.1 de goruldigi gibi AM ve MB dogrulan uzerinde sirast ile s

ve z sabit oldugundan

[

{V@-—U%— ! UV}I;:O
b s Os os 2(z—s0)

[-= yOU g, 1 uylz=o
2| Oz oz 2z, -s)

ve

olur. Aynica
[ au v 1 1 1 v__v
L‘E[”?Ua*mw}” R +ALU[5-4Z_SO)}2
ve
oU v 1
iz[”‘a;“"g ) [ BT JU{ e —SJJ

olur. Elde edilen bu degerler son ifadede yerlerine yazilirsa,

v v w ], [ eu_ . U
U v - as—~ly g
an= ,,Lz[ s U 2(z—s)}s 2[ & e 2z- )}dz
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LUV +UVB) | f e
2 az 4z- so)
V -
- | U[ =~ 4(20 - s)}f; + g (VLIU]- UL’V ]}dzds (3.2.16)

elde edilir. Sag taraftaki ifadede AM ve MB lizerindeki integrallerin degeri bilinmiyor.
Ayrica bu dogrular tizerinde U # 0 oldugundan

L'rj=o0
PV 0, AMuzerinde
oz 4z-sp)
oV V

~—+———=0, MBiizerinde
as  4(zg-s)

V =1, Mnoktasinda

sartlarini saglayan bir ¥ fonksiyonunu bulmamz gerekir. Bu sartlan saglayan fonksiyon

V(z,8,24,5,) = (s-2): T F(l i1 0')
[(s0 — 2)s - z0)]’

seklindedir [Mackie, 1965]. Burada F fonksiyonu

(S Soxz zo)
7T =20 )z —50)

olmak tizere
11
Ft11 a)=1+ﬁa+---

seklinde bir Hipergeometrik seridir. Diger taraftan (3.2.16) nin sag tarafinda BA
tizerindeki integrale kismi integrasyon uygulayip (3.2.14) goz 6niine alimirsa bu integral

sifir olur. Boylece
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vary=LA ;’ Uv(B) , z}”irfﬂ‘{‘%@)z/dzds (3.2.17)

olur. Elde edilen bu integral denklem ise ardigtk yaklagimlar metodu ile kolayca
¢oziilebilir[Volk, 1953].



4. SPEKTRAL FONKSIiYONUN INCELENMESI

4.1. Sonlu Diizlemde Singiiler Sturm-Liouville Operatorii icin Spektral Fonksiyon

1
4sin? x

~u'+ gl

:‘uzyu, O<x<rx 4.1.1)
denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemin
u(0,u)=0 4.12)

sartim saglayan ¢ozimi @(x, 1) olsun. Diger taraftan her f(x)<L*[0,#] i¢in en az bir

p(u) fonksiyonu vardir 6yle ki

Fl)= i | el )

olmak tizere

172 () = TF2(u)dp(u) 4.1.3)

seklindeki Parseval egitligi saglanir. Burada p(u) ile gosterilen spektral fonksiyon

o= —

Ha<p &,

seklinde tanimlanir. Ikinci boliimde hesaplanan a: degerlerinin yardimiyla

ﬂ‘%+o_(”), 4=0
plp)={ 4 (4.1.4)

0

u<0

2

bigiminde oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica g(x) € L* [0,1] olmak iizere
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Glu)= ng(x)q;(x, Y

olsun. (4.1.3) ifadesini f(x)+g(x) ve f(x)—g(x) i¢in yazip bu iki ifadeyi taraf
tarafa gikarirsak

zf(x)g(x)dx=zF(ﬂ)G(ﬂ)dP(ﬂ) (4.1.5)

elde edilir.

4.2. Spektral Fonksiyon Yardimiyla Esas integral Denkleminin Elde Edilmesi

f o(x, 1) oy, wdp(u) = 5(x- ) 4.2.1)
ve
(j)cos(ux - %)cos(,u y— %)dpo (p)=6(x-y) (42.2)
A1
olsun. Burada, p,(u)= > 7 fonksiyonu
T 4sin> xu B
u#(0) =0

probleminin spektral fonksiyonudur. (4.1.1) denkleminin (4.1.2) sartim saglayan

¢Ozuma

olx, ) = 1’—2— cos(ux—— %)+TK (x,0) cos(ut —%)dt (4.2.3)
m 0
seklindedir. Ayrica

\/% cos(ux — §) = olx, p)+ zKl (x,Dplt, p)dt (4.2.4)
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ifadesi (4.2.3) denkleminin ters Volterra integral denklemidir. Burada K ve K, siirekli
tiirevlenebilen fonksiyonlardir. Boylece (4.2.1) ve (4.2.4) birlikte g6z6niine alinirsa,
0 <y<xigin

\/% Zco(x, u)[cos(.uy - ﬁ’-)]dp(u) =0

olur. (4.2.3) teki ifade son denklemde yerine yazilirsa,

Zcos(u y- %){cos(‘ux —x)4 IK(x, £)cos(ut - %)a’t]dp(y) =0
ZI:COS(W — &)cos(px —£)dp(u) + ZCOS(HJ/ ~z) EK (x, ) cos{ut - %)dt}lp(ﬂ) =0
Ty~ o2 T s 2t
+Jeos{ay £ K (e, ) ot ~ )t dpy ()
+ Zcos(,u y- %):;: K(x,)cos(ut - £)dtdo () = 0
8(e~3)+ F(x,y)+ Tfcosey ~£)eos{ut ~ 2K (s, ) aldpy 1)
+ :j:z cos{uy — 2 )cos(ut - Z)K (x, tydtdor (1) = 0

S(x—-y)+ F(x,y)+ EK (x, t)[;fcos(y y— —’;—)Cos(,ut - %:—)dpo (y)}dt

+ chK (x, t‘)?cos(a Y~ %)cos(ut - {—)da(y)dt =0
0 0
ve sonug olarak,

F(x,y)+K(x,y)+ j’K(x, NE@E,y)dt=0 (4.2.5)

seklinde genel integral denklemi elde edilir. Daha 6nce regiler Sturm-Liouville
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problemi igin de elde edilen bu denklem Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi olarak
bilinir. Burada,

F(x,y)= Icos(px - %)cos(uy - %)a'a(,u)

ve

P -po()  #20,
o(u)= { 0 1 <0,

seklindedir.

Teorem 4.2.1. f(x), [’[0,7] araliinda keyfi bir fonksiyon ve

E(u)= Z f(xycos(ux - Z )k (4.2.6)
olsun. Bu durumda TE 2(u)dp(u) =0 ise f(x) =0dr.
0

Ispat.
cos{ux ~5)= ol )+ [ K, gl

ifadesini (4.2.6) da yerine yazarsak,
E(p)= Zf(x)[sv(x, p)+ EKI (x.00lt, ﬂ)dt]dx

=70l ) + T 7K s 9l )t

olur. Son esitlikte ikinci terimde integrallerin siirlan 0 <x < zve 0 <t <x olarak
degismektedir. Integral'de simir degistirme goz Onine almp x ve ¢ nin rolleri
degistirilirse

B =]/l e+ Tols, W) K (6, %)/ (t)dak

= :I:qo(x, u)[f (x)+ TK &,x)f (t)dt]dx
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elde edilir. Dolayisiyla E(u), f(x) +IK (t,x)f(t)dt fonksiyonunun bir Fourier
dontigtimidir. Dolayisiyla, Parseval esitliginden,

4

Fi4 2
."{f(x)*‘J‘Kl(t, x)f(t)dt} dx=0

0

Fo)+ TKl t,x)f (O)dt =0 4.2.7)

olup, bu denklem Volterra integral denklemi oldugundan f (x) = 0 seklinde agikar bir

¢Oziime sahiptir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.



5. KISMEN CAKISMAYAN IKi SPEKTRUMA GORE SINGULER STURM -
LIOUVILLE OPERATORU iCIN TERS PROBLEM UZERINE

5.1. Hochstadt Yéntemiyle Ters Problemin Incelenmesi

Bu bolimde daha 6nce [Hochstadt,1973] tarafindan regiiler Sturm-Liouville
problemi igin verilen bir metodun Singiiler Sturm-Liouville problemine uygulamasi

verilecektir. Bunun igin

L[u]:—u"+{q(x)—4 .12 iiu:yu, O<x<m—-¢ (5.1.1)
sin” x

u(0)=0 (5.1.2)

u(w—g,pycosf+u'(r—¢g,u)sin f=0 (5.1.3)

seklindeki problemi g6z 6niine alalim. Bilindigi gibi eger g(x) regilerlik sartlarim
saglarsa uygun diferensiyel operatér Self-Adjointtir. Asagida verilen teoremde, farkli
potansiyellere sahip iki singiiler Sturm-Liouville operatoriiniin potansiyeller farkinin
bulunacagina dair belirli bir formiil bulunacaktir. Hatirlatalim ki benzer bir formiil farkli

bir yontemle Bessel tiirii operatorler i¢in ele alinmis ve ispatlanmigtir [Panakhov,1980].

Teorem 5.1.1.

L[u]=—u”+l:q(x)—- — ]u = uu (5.1.4)
4sin” x
#(0)=0 (5.1.5)
u(w—g,p)cos f+u'(mr—¢,u)sin f=0 (5.1.6)
probleminin spektrumu {4,}, (5.1.6) yerine
u(mw—g,u)cosy +u'(w—e,u)siny =0 5.1.7)

alinmasi ile elde edilen yeni (5.1.4), (5.1.5), (5.1.7) probleminin spektrumu ise {l,}

olsun. Diger taraftan q(x), g(x) fonksiyonu ile ayn1 sartlar saglamak iizere
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Zu:—u”+[47(x)— ,12 }u:pu (5.1.8)
4sin” x

u(0)=0 (5.1.9)

u(r—¢g,u)cosB+u'(m—g,u)sin f=0 (5.1.10)

probleminin spektrumu {Zi}, (5.1.10) yerine (5.1.7) alinmasi ile elde edilen yeni
(5.1.8)-(5.1.10) probleminin spektrumu ise {/T,.'} olsun. Aynca A,; 4, ¢/?~,,.
(i=12,...,N) sartim saglayan sonlu i lerin cimlesi, A ise 4, =ﬂ~.,. (i>N) sartim

saglayan sonsuz 7 lerin ctimlesi olsun. Bu durumda

q—§=§(§5ﬂ¢n)' (5.1.11)

olur. Burada ;Z,, ve @, sirastyla

" 1
¢,+{yn—q(x)+ : }%:o

4sin” x

denklemlerinin ¢oziimiidiir. Ayrica eer A, bosise ¢ =g dir.
Ispat. (5.1.4) denklemini (5.1.5) ve (5.1.6) sartlan ile gdzoniine alalim. Bu problemin
Ozfonksiyonlarinin  ciimlesi {%} (p, =@(x,u,))ve (5.1.8)-(5.1.10)  probleminin

6zfonksiyonlarimn ciimlesi ise {&, } (@, = #(x, 1,)) olsun. $imdi I*(0,7) uzaymmn

H={feLOn)|< f.p>=0, i) (5.1.12)

B={feLn)|<f.5>=0 ich} (5.1.13)

seklinde iki alt uzayim ele alalim. Boylece hipotezden L nin spektrumu H uzayina, L

min spektrumu ise H uzayina sinirlanmig olur. // dan H ya

Tp, =9, neA (5.1.14)
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seklinde bir T operatorii tammlayalim. f € H olmak iizere f nin {¢,,} ozfonksiyonlan

cinsinden agtlim

f=2fu®n (5.1.15)
A

olsun. Egeru kompleks diizlemde tim ozdegerlerden farkl bir eleman ise g bir

regiiler deger olup (u —L)_1 operatori mevcut ve simrhdir [Kreyszig,1978]. Boylece
(5.1.15) ve Lo, = u, ¢, bagintisindan

Z (y ,Un)f P

A (,“ .Un)

L 1P, — 8.1,0,
Z -1,

ufe,-Lf,9,

T (e-n,)
_s w-L)f,e,
> (u-p,)

olur. Son esitligin her iki tarafina T operatorii uygulanirsa

elde edilir. Daha sonra (5.1.16) esitliginin her iki tarafina (/.t - Z) uygulanirsa, (5.1.15)
ve Ly, = p,p, bagmtisindan

(u-E)r(u-1y's - z‘” e,

A ﬂ Aun)

< uf.p,-Lf.®,
DD




_ N 4S8~ B, P,
; (u-u,)

buluruz. Sonug olarak
(u-D)r(u-1)' 7 =11
olur. Her f i¢in bu esitlik gergeklendiginden
(w-I)r(u-L)y' =T (5.1.17)

elde edilir.
Ispatin bu agamasina kadar sadece bir tek spektrum kullanildi. Bundan sonra
ikinci spektrum grubunu kullanarak 7 nin yapisim bulmaya g¢alisacagiz. Cinki T

operatdriiniin yapis: bulundugunda teoremin ispat1 daha kolay elde edilebilir.

co”-{q(x)— .]2 }¢n+u¢=0 (5.1.18)
4sin”x
p(0)=0 (5.1.19)

probleminin ¢éziimii @(x, 1) olsun. Bilindigi gibi bu ¢oziim

@, (x)= \/%[ cos(n + %)x +sin (n + %)x] + O(;‘;) (5.1.20)

seklindedir. Sinis ve Kosiniis fonksiyonlan O<x<z arah@inda siirekli

fonksiyonlardir. (5.1.6) ve (5.1.7) yardimiyla g parametresine bagli olarak
o(r — &, )cos B +@'(x - &, w)sin B =W (r) (5.1.21)
@(x — &, p)cosy +¢'(m — &, w)siny = x(u) (5.1.22)

seklinde iki fonksiyon tammlayalim. (5.1.20) de verilen asimptotik form goz 6niine

alimirsa @ ve @' ¢oziimleri 4 min tam fonksiyonlaridir. Dolayisiyla W(y) ve y(u)
birer tam fonksiyondur. Ayrica W () min sifirlan (5.1.4)-(5.1.6) probleminin
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ozdegerleridir. Dolayisiyla derecesi <1 olan bir tam fonksiyon

w(a)= aﬁ(l - %) (5.1.23)
2( A
2(2)= bEO[ (17,-) (5.1.24)

seklinde yazilabilir [Levin,1964]. Burada a ve b sayilan birer sabittir. Benzer sekilde

P(r — &, pycos B+ @' (zm — &, w)sin B =W(u)
@(r — &, m)ycosy +&'(w — &, p)siny = 7(u)

esitlikleri ile tammb fonksiyonlar igin

w(r)= aﬁ (1 —;’%—] (5.1.25)

7(4)= 1712[(1—-—%) (5.1.26)

formiillerini yazabiliriz. Teoremin hipotezinde belirtildigi gibi ilk spektrumlarin tamami

¢akigik ikinci gurup spektrumlarnn ise ilk N tanesi farkli olup geriye kalanlar birbirinin
aymdir. Bu sebepten

ve

orani ise bir rasyonel fonksiyon olarak elde edilir. $imdi
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Te,=o, (5.1.27)

seklinde tamimli operatoriin siirli ve tersinin mevecut oldugunu gosterelim. Bunun igin
(5.1.20) ifadesinin x’e gore tirevi alinip (5.1.21) de degeri yerine yazildiktan sonra elde

edilen ifade A i¢in ¢oziiliirse

A, =n(n+1) (5.1.28)

ve

,(x)= \/%[ cos(n + %)x +sin(m+ %)x] + 0(%) (5.1.29)

olur. Boylece normallestirici sabitler igin

@, = [ @2 (x)x = %+0(nl—2) (5.1.30)

asimptotik formiiliinii buluruz. Ayrica

~ 12 ”~ 2 1 1
= =240 — 5.1.30)
fpf, j;% (o)t ~+ (nz) (5.1.30)

dir. Boylece (5.1.30) ve (5.1.30)' den

|,

elde edilir. Ayrica, Tp, = @,, n € A oldugundan

[7e.l _

=1 (5.131)
loa]

olur ki bu da T operatoriiniin sinirli oldugunu gosterir.

f, H uzayinda keyfi bir fonksiyon olmak tizere

f=2 1.0,
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olsun. Iki tarafi @, ile garparsak

f,==L8 2 s ’¢;‘ - (5.1.32)
P

olur. Diger taraftan sag taraftaki toplam ifadesine (i — 4, ) uygulamrsa

(4 - 1,)f, 2,
bV s

B n®n = B S 2 Pn
—; (u-p,)

= .L#n¢n —Lfn¢n
§ (ﬂ-ﬂn)

(u-LY' f= Z—(-#f—jq—’;—) (5.1.33)

olur. ki tarafa T' operatorii uygulanirsa

T(u-L)' f = Z(f"’") (5.1.34)

elde edilir. Son ifadenin iki tarafina (,u -I ) uygulanirsa

0 HP, LB, - p,)f P,
L)1) ; (-n) ; (u-u,)

(e-I)(u-1)" 7=
bulunur. Son esitlik her £ i¢in saglandigindan

w-Dr(u-Ly' =7 (5.1.35)

olur. Ispatin bundan sonraki kisminda T operatorii igin farkli bir gosterim bulmaya
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calisacafiz. Bunun igin de diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullamlan Green

fonksiyonundan yararlanacagiz.

¢,_[q(x)_4_ : }¢+ﬂ¢:o (5.137)
s x

¢(7[- 87#) = —sin ﬂ) ¢'(7[ —guu) = COSﬂ

probleminin ¢éziimi ¢(x),

u”—[q(x)— 4Si:12x]u+,uu=f(x) (5.1.38)

denkleminin ¢6ziimii ise
7
u(x, )= [G(x,0)f (t)at
0

olsun. Burada G(x,f) Green fonksiyonu olarak tanimlanir.

L[u] =-u"+ [q(x) - 4sir11 = x]u

olarak alinirsa

(u- L) G, ) f )y = f(x) (5.139)
0

olur. Diger taraftan (5.1.38) denklemi parametrelerin degisimi metodu ile ¢oziiliirse

¢(V;)(¢()y) X<y,

_ u

G(x,y) = 2(1)$(x) oy (5.1.40)
W) ’

olarak elde edilir. Burada @(x) (5.1.18)-(5.1.19), ¢(x) (5.1.37) denkleminin ¢6ziimii,

w(u) ise (5.1.21) ile tammlanan ifadedir. Kolaylik olmasi bakimmdan
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x< = min( x’ y)
x, = max(x, y)

olmak tlizere

G (x,y) = ZEII0)

5.1.41
W) ( )

olsun. go(x) ve ¢(x) igin verilen asimptotik formlar gozéniine alinirsa G(x,y) nin pay ve
paydast ¢ nin tam fonksiyonlari olup bu fonksiyon sinirlidir.

C,, Sekil 5.1 de gosterildigi gibi pozitif x ekseni iizerinde 4, ile 4,,, arasinda
kesigen orjin merkezli gemberlerin bir dizisi olsun. G(x,y) fonksiyonu sinirli oldugundan
Glx,

—l—_,’;—) fonksiyonu C, ¢emberleri tizerinde analitik olup Cauchy integral teoreminden

dolay1 [Baskan, 2000]

lim _[Mdn= 0 (5.1.42)
n—>aw c Z—n

olur. x# mn bir fonksiyonu olarak G(x, y) nin Mittag - Lefler agilimi ise

_ & ox v, (x,)
G(x,y) = ZO TR (5.1.43)

olur.

Sekil 5.1.1
C, Cemberler Dizisinin Geometrik Sekli
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Diger taraftan ¢, (x) ve ¢,(x) coziimleri basit 6zdegerlere kargilik geldiginden lineer
bagimlidiriar. Dolayisiyla

k@, (x) =9, (x) (5.1.44)

olarak yazabiliriz. Iki taraftan x =z — & olarak alinirsa

= ¢n(ﬂ_€)
" p.(m-8)

bulunur. B =0 iken ¢,(7 — €) = —sin # olduundan

__—snp
" o@,(m—8)

elde edilir. (5.1.44) in iki tarafinin tiirevi alinirsa,

k = ¢, (x)
@, (%)

olur. B = Oicin yine yukandaki islemlere benzer sekilde x =z ~ ¢ olarak alinirsa

g, (x—g)=cosf=1

oldugundan
—-sin ’ B0
k, = “’"(’i"") (5.1.45)
— B=0
@, (r—¢)

elde edilir. Boylece (5.1.43) yardimyla,

k0, ()0, (0)f (V)

TZ PN

(u-LY'f= z (5.1.46)

olur. Diger taraftan (5.1.32) yardimiyla
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[ 700,00y
A -
A

degeri (5.1.33) de yerine yazilirsa

2,0)[ 0, 0) )y
(u-n,)

W-1y'f =%

A

0
P

bulunur. Elde edilen bu ifadeyle (5.1.46) nin sol taraflar: esit oldugundan sag taraflari
da esittir. Dolayisiyla,

W, () (5.1.47)

2
“¢” “ - k

olur. Ayrica (5.1.40) ifadesinden kolayca goriilebilir ki,

(u-L)" 1 =[Gl y)f )y

8lol) 0y + ol 90N )y

() (5.1.48)
dir. Bundan sonraki asamada
3.0, 0)7 )y + 5, ()i 8, 0)F )y
T(,u—L)'lf=§ 0 G )(u—u3 (5.1.49)

esitliginin saglandigini ispatlamaktir. Bunun igin (5.1.34) ile (5.1.49) un sag taraflarinin
esit oldugunu gostermemiz gerekir. Ilk olarak (5.1.44) e benzer olarak

k,&,(x)=4,(x) (5.1.44)

esitligini ele alalim. Burada Z,, ve @, sirasiyla (5.1.18) ve (5.1.37) denklemlerinde
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g yerine ¢ yazilmasiyla elde edilen problemlerin ¢oziimleridir. (5.1.44)" esitligini goz

Ontne alirsak (5.1.49) un sag tarafim

£5.0] 0,00/ 0)b +5,5,0)[ 2,0)1 )y

5.1.50
2 W (s, Nt — 12, G139

seklinde yazabiliriz. k, =k, oldugu icin(ileride gosterilecektir) (5.1.50) ifadesi (5.1.47)

yardimiyla

65,0000 0 7,6fe.0)0M

- = S (5.1.51)
; W(;unXAU—:un) ; "¢n (&u_:un)
seklinde olur. (5.1.32) den
j'f e, ()dy
fn = 2 2
.|
oldugundan
P ,(0)| 2, (0)f )y
T([.l _ L)—l f= n¥n__ _ 0
2 Tumu) 2 loall* (- 2,)

olur. Bu da (5.1.51) in sag tarafi dolayisiyla (5.1.49) un sag tarafidir. Béylece &, = I?,,
oldugu gosterilirse, (5.1.49) ifadesinin saglandig1 gosterilmis olur. Bunun igin u = g,

olsun. Bu durumda W(u,) = 0 oldugundan
@,(r—-&)cos f+@,(x—¢&)sin f=0 (5.1.52)
@,(r—¢&)cosy + o, (r—-¢€)siny =9(u,) (5.1.53)

olur. Bu iki denklemden
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fpn(ﬂ—a)=§;in€—'é‘9£—;;f’)—) (5.1.54)
elde edilir. (5.1.45) den 8 #0 igin
k, = S—i%(y(ﬁ) (5.1.55)
ve benzer sekilde
k, = %)ﬁ) (5.1.56)

olarak buluruz. .9(,un) ve §(,u,,) fonksiyonlan ayni sifirlara sahip tam fonksiyonlar

oldugundan aym asimptotik formlari saglarlar. Boylece VneN igin £, =I?n olur.

Dolayisiyla (5.1.49) ifadesi gosterilmis olur. Bu ifadeyi (5.1.35) de yerine yazarsak

s, (x)}:co,, IO + 5,08, 0V fF )y

b-Ds Wt 1) A 7
elde edilir.
() Wy + (=) 9()f )y
glx)=—-2 70) x (5.1.58)

olsun. Bu fonksiyonun Mittak - Leffler agilimy,

7 (0.0 013, (0, 0)1 0
g)=1 X7

50,01 OW+ 5,601 O

5.1.59
vx w(u, Kt = 1) (51.59)

seklindedir. Sag taraftaki ikinci toplam (5.1.49) ile aymdir. Ilk toplamdaki # (x) ve
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Z,(x) sirasiyla é (x) ve ¢(x) nin g= g, noktalarindaki degerlerine karsihik gelen
fonksiyonlardir. Béylece (5.1.57) ve (5.1.59) dan

) R L
~H) =gk ZZ S P N

buluruz. Sol taraftaki ifade (u—ZL) operatorinin tamm bolgesi, dolayisiyla sag
taraftaki ifadenin de tanim bolgesidir. Boylece sag taraftaki ifadenin birinci ve ikinci
tiirevleri mevcut ve siireklidir. (5.1.60) ifadesinin iki tarafina (u—1I) operatori

uygulayip gerekli islemleri yaparsak,

~

¢'(¥)p(x) - §'(x)$(x) i, (x)p,(x)-Z,(x)8,(x)
Tf = -
/ [ W (1) % W', e~ 12,) ]f(x)

#,()[ 0, f )y +Z,(0)[ 8,0 f )y

- 0 x 5.1.61
; w'u,) GLen

elde edilir. ¢ ve ¢ fonksiyonlarinin asimptotik formlan goézoniine alimirsa parantez

icindeki ifade birim olur. Ayrica, toplam altindaki ifadeyi daha da basitlestirmek i¢in

¢n = kn¢n

ve

T
[e.00f )y =0, neA,
0

oldugu g6z dniine alinirsa

T, ()] 0, )V f )y + b, Z, ()0, () f D)y
If =f -2 — ; :
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7, <x)§¢,, DO~k 2, ()] 0, (y)f(y)aw’g’w,, D) )y

.—.f-% wW'u,)

=73 (";,‘(fl) (x) [0, 0) 70X

elde edilir. Béylece

ﬁn(x) -—]ann(x) — _l g
W’(ﬂn) - 2 ¢n (X)

olmak tizere
I = f -3 28] 0,00/ )y
Ao 0

sonucuna varthir. Diger taraftan
LTf =TLf

esitligini yazabiliriz. Boylece

ZTf=—~(17)"+{?i(x)— L }Tf

4sin” x
1

- —[f ST, cy)f(y)dyJ
4 0

+[c.7(x)— . ][f—%%f&:(x)f% (y)f(y)dy}

4sin® x

ve benzer gekilde

4sin’ x

nf—-—T{~ f”+[q(x)— ‘ }f}

=~f "+[q(x)—

1
4sin’ x

}f——;-zi,,u)fco,,(y){— f"+[q(x)—
A 0

(5.1.62)

ol
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ifadeleri son esitlikte yerlerine yazilirsa,
@-D =Y [,90,0)] (5.1.63)
Ag

elde edilir ki bu da ispati tamamlar. Diger taraftan A, ciimlesinin bog olmas1 yani her

iki grup spektrumun gakigik olmast halinde ise (5.1.62) den ¢ =4 oldugu agiktir.

Teorem 5.1.2. g(x) = q(x — x) olmak iizere

Lu:——u”+[q(x)— Ju:‘uu (5.1.64)

4sin? x
u(0)=0

u(mr—g, pycosf+u'(mr—¢g,u)sin f=0

probleminin spektrumu {4,} olsun. Benzer sekilde

Zu=—u"+{c7(x)— = }uw

4sin‘ x

denkleminin aym simir sartlan ile birlikte olugturdugu problemin spektrumu ise {Z,.}

olsun. Ayrica A, ve A Teorem 5.1.1 deki gibi tanimlansin. Bu durumda

(q—q>=§[$,. ®e, ]

ve A, ciimlesi bogise g=¢g dir.
Ispat. ¢(x) ve ¢(x) srast ile (5.1.18) ve (5.1.37) nin ¢oziimleri olsun. & =kz olmak

iizere & =—f8 olarak alimirsa @(x) ve ¢(x) goziimleri arasinda
#(z —x)=p(x)

seklinde bir bagnt1 vardir. Teorem 5.1.1 de bir tek spektrum sadece &, = En nin



ispatinda kullamldi. Dolayisiyla
¢n (x) = kn¢n (x) =9, (7[ - x)

olur. Ayrica &, =F1 oldugu kolayca gorulebilir.

2 _Wiw,)

o,

oldugundan

k,=sgno'(u,)

(5.1.65)

olur. Benzer sekilde &, =sgn @ (u,) olup @' ve @ g¢ozimlerinin asimptotik formlart

gdzonine alimirsa &, = I;,, sonucuna varihr. Ispatin bundan sonraki kismi Teorem 5.1.1

ile aynidrr.

Sonug 5.1.3. Teorem 5.1.1 deki hipotezleri géz 6niine alalim. Yalmzca A, ciimlesi

sadece {0} elemanindan olugsun. Bu durumda g =¢q dir.

Sonug 5.1.4. Teorem 5.1.2 deki hipotezleri goz oniine alahm. Yalmzca A, cumlesi

sadece {0} elemanindan olugsun. Bu durumda g =g olur.
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3.2. x=0 Noktasmda Tekillife Sahip Diferensiyel Operatdrler icin Hochstadt
Yontemiyle Ters Problemin Incelenmesi

Bu bolimde daha once[Hochstadt, 1973] tarafindan regiler Sturm-Liouville
problemi igin verilen bir metodun x =0 noktasinda tekillie sahip bir Sturm-Liouville

problemine uygulanmasi verilecektir. Bunun igin

I(7+1

x2

Lju]=-u"+ [q(x) + ]u =An, O0<x<l1 (5.2.1)

m u(x, A) _ 1

1

1 (5.2.2)
= x i+ d)

(L, A)cos B+u'(1, A)sin f =0 (5.1.3)

seklindeki problemi géz Oniine alalim. Bilindigi gibi eger g(x) regiilerlik sartlannt
saglarsa uygun diferensiyel operator Self-Adjointtir. Asagida verilen teoremde, farkh
potansiyellere sahip iki singiiler Sturm-Liouville operatériiniin potansiyeller farkimin

bulunacagina dair belirli bir formiil bulunacaktir.

Teorem 5.2.1.

L[u] =-u"+ [q(x) + l(l-;l):]u =Au, O0<x<l1 (5.2.4)
x

lim ”(x;;“) -1 (5.2.5)

= (e )

u(l, A)cos f+u'(},A)sin =0 (5.2.6)
probleminin spektrumu {4}, (5.2.6) yerine
u(l,)cosy +u'(L,A)siny =0 (5.2.7)

alinmast ile elde edilen yeni (5.2.4), (5.2.5), (5.2.7) probleminin spektrumu ise {/1',.}

olsun. Diger taraftan g(x), q(x) fonksiyonu ile ayn: sartlar1 saglamak tizere
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Zu=—u'+[ )+ (’“)} = Ju (52.8)

fim u(x,ll) _ 1

, (5.2.9)
=0 X gMir(+d)

u(l, A)cos B+u'(L, A)sin B =0 (5.2.10)

probleminin spektrumu {Z,.}, (5.2.10) yerine (5.2.7) alinmas: ile elde edilen yeni
(5.2.8)-(5.2.10) probleminin spektrumu ise {4/} olsun. Ayrica Ay A, # 4,

(i=12,...,N) sartim saglayan sonlu 7 lerin ciimlesi, A ise 4, =Z,. (i>N) sartimi

saglayan sonsuz 7 lerin ciimlesi olsun. Bu durumda

q—67=2(5,.¢n)’ (5.2.11)
A,

olur. Burada 5,, ve @, sirastyla

[~( )+ l(l+l)] L3

i -[a)+ Lo s,
0+ )

denklemlerinin ¢ozimiidiir. Ayrica eger A, bogise g =q dir.
Ispat. (5.2.4) denklemini (5.2.5) ve (5.2.6) sartlan ile gz dniine alalim. Bu problemin
ozfonksiyonlarmin  ciimlesi {p, } (9, = @(x, 1,))ve  (5.2.8)-(5.2.10)  probleminin

ozfonksiyonlarinin ciimlesi ise {an} (@, = @(x,1,)) olsun. $imdi L’ [O,l] uzayinin

H={feL,ll]|<f.p >0, icd,} (5.2.12)

H={feL,D1)|<f.3>=0, ieA} (5.2.13)

seklinde iki alt uzayin ele alalim. Béylece hipotezden L nin spektrumu H uzayma, L

nin spektrumu ise H uzayna sinirlanmig olur. A dan H ya
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Tp, =9, neA (5.2.14)

seklinde bir T operatérii tammlayalim. f € H olmak iizere f nin {ga,,,} ozfonksiyonlart

cinsinden agilim1

=2 1a®n (52.15)
A

olsun. Eger 4 kompleks diizlemde tim 6zdegerlerden farkli bir eleman ise A bir regiler
deger olup (/1 —L)~l operatorii meveut ve simirhdir{Kreyszig, 1978]. Boylece (5.2.15)
ve Ly, = A,p, bagintisindan

(A-L)f.0,
o et

olur. Son esitligin her iki tarafina 7 operat6rii uygulanirsa

/@,

= (5.2.16)

T(A-L)' f= Z G

elde edilir. Daha sonra (5.2.16) esitliginin her iki tarafina (Z - Z) uygulanirsa, (5.2.15)

ve Ly, = 4,0, bagintisindan

(l—Z)T(A—L)“f=§(i(_;§:)_ﬁ":f)ﬂ
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< M.8, - Lf.P,
- Zl (2‘ - z'n)

A L8, - 24,10,
—; (ﬂ‘_ln)

buluruz. Sonug olarak
(-Dr@-r)y' s=17
olur. Her f i¢in bu esitlik gergeklendiginden
(-IxG-Ly' =1 (5.2.17)

elde edilir.
Ispatin bu asamasina kadar sadece bir tek spektrum kullamidi. Bundan sonra
ikinci spektrum grubunu kullanarak 7T nin yapisim bulmaya galisacagiz. Cinku 7

operatoriiniin yapist bulundugunda teoremin ispat1 daha kolay elde edilebilir.

(o,_{ o)+ l_(%l)}p g (52.18)

lim 204 1 (5.2.19)

=0 x! M (e 3)

probleminin ¢6ziimi q)(x, )») olsun. Bilindigi gibi J,(x) Bessel fonksiyonlar

J, = \/% cos[(sx - -‘-’23 - %) + O(%H (5.2.20)

seklinde olup v =7+ 1dir. Siniis ve Kosints fonksiyonlar1 0<x <1 aralifinda siirekli

fonksiyonlardir. (5.2.6) ve (5.2.7) yardimiyla A parametresine bagli olarak

o1, A)cos B+ ¢'(1, A)sin B =W (1) (5.2.21)

o(1,A)cosy +@'(1, A)siny = ;((/1) (5.2.22)
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seklinde iki fonksiyon tanimlayalim. (5.2.20) de verilen asimptotik form goz Oniine

alimrsa @ ve @' ¢oziimleri A min tam fonksiyonlaridir. Dolayisiyla W(l) ve y(4)
birer tam fonksiyondur. Ayrica W(/l) mn sifirlart (5.2.4)-(5.2.6) probleminin

ozdegerleridir. Dolayisiyla derecesi <1 olan bir tam fonksiyon

w(i)= aﬁ[l - %} (5.2.23)
2(A)= bﬁ (1 - 7’;“—) (5.2.24)

seklinde yazilabilir [Ulugay, 1978]. Burada a ve b sayilar1 birer sabittir. Benzer gekilde

@(1, A)cos B+ @'(1, A)sin B=W(A)
(L A)cosy +§'(1, Asin y = Z(2)
esitlikleri ile tammh fonksiyonlar igin

w(i)=a : [1—%} (5.2.25)

#2)=5] (l ——’1—] (5.2.26)

formiillerini yazabilirz. Teoremin hipotezinde belirtildigi gibi ilk spektrumlarin tamami
cakigik ikinci gurup spektrumlarin ise ilk N tanesi farkli olup geriye kalanlar birbirinin

aynidir. Bu sebepten

8

bn(l——)

= sbt.

ve




oran ise bir rasyonel fonksiyon olarak elde edilir. $imdi
To, =3, (5.2.27)

seklinde tanimli operatdriin sinirli ve tersinin mevecut oldugunu gosterelim. Bunun igin
(5.2.20) ifadesinin x’e gore tiirevi alinip (5.2.21) de degeri yerine yazildiktan sonra elde

edilen ifade 4 i¢in goziiliirse

A, = (n +ij P 0(%) (5.2.28)
2 n n
ve
o, (x)= cos(mzx L E) + O(l) (5.2.29)
2 4 n

olur. Boylece normallestirict sabitler igin

le.

: _ II 0. (e = % N O[i—) (5.2.30)

asimptotik formilini buluruz. Benzer sekilde

1
) =] af(x)zbc=l+0(l] (5230
5 2 n

dir. Boylece (5.2.30) ve (5.2.30)'den

. ||Pn
limi—r=1
=,

elde edilir. Aynca, Tp, =¢,, n € A oldugundan

7oA ~1 (5.2.31)

lea]

olur ki buda 7 operatdriiniin sinirli oldugunu gosterir.

¢, IREEKDERETT] KIHOLY
’;rivﬁmmm@w@m PR
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f, H uzayinda keyfi bir fonksiyon olmak tizere
=210
A
olsun. Iki tarafi ¢, ile garparsak

=1 2P > (5.2.32)
?,

olur. Diger taraftan sag taraftaki toplam ifadesine (1 ~4,) uygulamip Lo, =41,0,

oldugu g6z dniine alinirsa
(A-21,)1,9,
722G

M9, - A 12,
‘; (A-4,)

_~ 49, - Lf,0,
‘§ (A-4,)

(1-Df.e,
Dy

(A-L)'f= Z(lf q)/{) (5.2.33)

olur. iki tarafa T operatérii uygulanirsa

TA-LY' f= ( /1f "_‘”/{ (5.2.34)

3
j—

elde edilir. Son ifadenin iki tarafina (ﬂ. - Z) uygulanip L&, :Z”(Z,, oldugu goz Oniine

alinirsa

(-I)rG-1) - 3 Af,,g,._—ff)m -3 (4 (,f lf)%

-TkG-1y s =17
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bulunur. Son esitlik her f i¢in saglandigindan
(A-L(a-r)y' =T (5.2.35)

olur. Ispatin bundan sonraki kisminda 7 operatorii igin farkli bir gésterim bulmaya
calisacagiz. Bunun i¢in de diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan Green

fonksiyonundan yararlanacagz.

. { 4)+ Kl;ii)}p Y (5.2.37)

p(LA)=-sin B, ¢'(1,A)=cospf

probleminin ¢éziimii ¢(x),

u"—[q(x)+£(lt—12}u+ﬂu = f(x) (5.2.38)
x

denkleminin ¢6ziimii ise #(x) olsun. (5.2.38) probleminin ¢6zimiinii parametrelerin
degisimi metodu ile
u(x) = a(x)p(x) + b(x)p(x) (5.2.39)
seklinde arayacagiz. Son esitlikte iki tarafin x e gore tirevi alinirsa
u'(x) = a'(x)p(x) + a(x)p'(x) + b'(x)¢(x) + b(x)¢'(x)
olur. Diger taraftan
a'(x)p(x)+b'(x)p¢(x)=0 (5.2.39)
olsun.
u"(x) =a'(x)p(x) + a(x)p"(x) + b'(x)¢'(x) + b(x)¢" (x)
olup bu ifade (5.2.38)' de yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
a'(x)e'(x) +b'(x)¢'(x) = f(x) (5.2.39)"

olur. (5.1.39) ve (5.1.39)" denklemleri bilinmeyen a'(x) ve b'(x) ifadeleri igin

¢oOziiliirse
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_ SO _tfOey)
i AL I

olarak bulunur. Bu degerler yerine yazilirsa

u(x)= [G(x, y).f )y

olup, G(x,y) Green fonksiyonu

Ry L
N e |
CENN o0 L
W) |

seklindedir. Burada ¢(x) (5.2.18)-(5.2.19), ¢(x) (5.2.37) denkleminin ¢dziimd, W(/l)

ise (5.2.21) ile tanimlanan ifadedir. Boylece
1
(- L) G y) f D)y = £ (x) (5.2.40)
0

sart1 saglanir. Kolaylik olmas: bakimindan

x. =min(x, y)
x, =max(x, y)

olmak tizere

_9(x)80.)

G(x,y) WA

(5.2.41)
olsun. ¢(x) ve ¢(x) icin asimptotik formlar g6z ontine alinirsa G(x,y) nin pay ve
paydast A nin tam fonksiyonlar1 olup bu fonksiyon sinirlidir.

C,, Sekil 5.2 de gosterildigi gibi pozitif x ekseni tizerinde A, ile 4,,, arasinda
kesigen orjin merkezli gemberlerin bir dizisi olsun. G(x,y) fonksiyonu sinirli oldugundan
G(;

7‘71)’_) fonksiyonu C, ¢emberleri tizerinde analitik olup Cauchy integral teoreminden
-7

dolayi[Baskan, 2000]
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Sekil 5.2.1

C, Cemberler Dizisinin Geometrik Sekli
n—->« 17

lim j%fx’—y)dmo (5.2.42)
c, 7

olur. 4 mn bir fonksiyonu olarak G(x, y) nin Mittak - Lefler agilimi ise

J . ¢’l (x< )¢n (x>)
G(x,y) = 2; YA ) (5.2.43)

seklindedir. Diger taraftan ¢,(x) ve ¢,(x) ¢ozimleri basit 6zdegerlere karsilik

geldiginden lineer bagimlidirlar. Dolayisiyla

kn, (%) =4, (x) (5.2.44)

olarak yazabiliriz. Iki taraftan x =1 olarak alinirsa

h:mm
®,(1)

bulunur. g #0 iken ¢,(1) =—sin # oldugundan

k== sin 3
?,(1)

elde edilir. (5.2.44) Un iki tarafinin tiirevi alinirsa,
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Ac)
@ (%)
olur. B =0igin yine yukaridaki islemlere benzer sekilde x =1 olarak alinirsa

¢,()=cos B =1

oldugundan

—sin B0

k= ‘/’"1(1) ’ (5.2.45)

2,0

2

elde edilir. Boylece (5.2.43) yardimiyla,

k0,9 0,0)/ )y
@a-ry'fr=x

A W'(ﬂ'n )(2' r Z'n ) (5246)

olur. Diger taraftan (5.1.32) yardimiyla

[/0)e, 0
s, =t

lo. 1"

degeri (5.2.33) de yerine yazilirsa

0, 0, 0)7 )t

(A-4,)

CEDNED)

A

?,

bulunur. Elde edilen bu ifadeyle (5.2.46) nin sol taraflar1 esit oldugundan sag taraflari

da esittir. Dolayisiyla,

(5.2.47)
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olur. Ayrica (5.2.40) ifadesinden kolayca goriilebilir ki,

(1-1) £ = [Gle. )1 )y

()] o) G + (2] 4017 )

w(4)

(5.2.48)

dir. Bundan sonraki asamada

X)J'con )y +, x)j¢ W)y

w'(A, A - A)

T(A—L)‘1f=z

(5.2.49)

esitliginin saglandigini ispatlamaktir. Bunun i¢in (5.2.34) ile (5.2.49) un sag taraflarimn
esit oldugunu gostermemiz gerekir. Ilk olarak (5.2.44) e benzer sekilde

k,@,(x)=6,(x) (5.1.44)

esitligini ele alalim. Burada 5,] ve @, sirasiyla (5.2.18) ve (5.2.37) denklemlerinde ¢
yerine ¢ yazilmasiyla elde edilen problemlerin ¢oziimleridir. (5.1.44)" esitligini goz

oniine alirsak (5.2.49) un sag tarafimi

k.3, (x)_f L0y +7,,(x I% W)y
= ZZ oW

(5.2.50)

seklinde yazabiliriz. %, :1;,, oldugu icin(ileride gosterilecektir) (5.2.50) ifadesi (5.2.47)

yardimyla

k3,000 7,00, 0)f )
2. W'()(z,,)(/l—an) =y —= (5.2.51)

A A ”@n (Z - Z’n)

seklinde olur.



[f0e.(dy
fn = <

2

P

oldugundan

Py @, (x)lffon ) &)y
T(/l-—L)_lf=§ 7P :Z 0

(A-4,) 4 le. |’ (A~ 4,)

olur. Bu da (5.2.51) in sag tarafi dolayisiyla (5.2.49) un sag tarafidir. Béylece %, :En
oldugu gosterilirse, (5.2.49) ifadesinin saglandigi gosterilmis olur. Bunun igin 1 =1,

olsun. Bu durumda W(4,)=0 oldugundan

@,(1,A)cos B+ (LA)sin f=0 (5.2.52)
@, (LA)cosy + @, (1, A)siny =HA4,) (5.2.53)
olur. Bu iki denklemden

_sin BI9(4,)

?,()=—F—% (5.2.54)
sin(8 - )
elde edilir. (5.2.45) den £ #0 igin
k, = sin(y ~ B) (5.2.55)
9(2,)
ve benzer sekilde
x = sin(y - ) (5.2.56)
8(4,)

olarak buluruz. §(1,) ve .57(/1") fonksiyonlani aym sifirlara sahip tam fonksiyonlar

oldugundan aym asimptotik formlari saglarlar. Boylece VneN igin %, =I;n olur.

Dolayisiyla (5.2.49) ifadesi gosterilmis olur. Bu ifadeyi (5.2.35) de yerine yazarsak
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j 0. NS ()dy +3,(x j 8,0\ f )y

(ﬂ—L); TRy =Tf (52.57)

elde edilir.

50N o) Oy + 5[ 60) 7 Oy

glx)=—= 6 (5.2.58)
olsun. Bu fonksiyonun Mittag - Leffler agilim,
x)f 0,0 WMy +Z (x)f 8,0 )y
TS
(x)j 0, () )y + 3, (x)f¢ B)f )y
(5.2.59)

22 WY~ 2,)

seklindedir. Sag taraftaki ikinci toplam (5.2.49) ile aymdir. Ilk toplamdaki #,(x) ve
Z (x) swrasiyla ¢7 (x) ve @(x) nin A =24, noktalarindaki degerlerine kargilik gelen
fonksiyonlardir. Boylece (5.2.57) ve (5.2.59) dan

N 7,6] 0, ) OMy + 2,0 4, 0)7 o)y
(-I)' T =g(0)-T— =) (5.2.60)

Ay

buluruz. Sol taraftaki ifade (A—L) operatorinin tamm bolgesi, dolayisiyla sad
taraftaki ifadenin de tanim bolgesidir. Boylece sag taraftaki ifadenin birinci ve ikinci
tirevleri mevcut ve sireklidir. (5.2.60) ifadesinin iki tarafina (zl—-Z) operatorii

uygulayip gerekli islemleri yaparsak,

F'(X)p(x) - F'()P(x) < ()0, (X) = Z,(x)8,(x)
W) % WA 1) )

2
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7,(9[0,0)f W)y +E, ()] 8,00 f ()y

- 5.2.61
% w'(4,) 26D

elde edilir. @ ve ¢ fonksiyonlarimin asimptotik formlari goz 6niine alinirsa parantez

i¢indeki ifade birim olur. Ayrica, toplam altindaki ifadeyi daha da basitlestirmek igin

¢, =k,p,

ve

[e.00fdy =0, ne a4,

bagintilarimi oldugu g6z 6niine alinirsa

7,9 0, (N ey + k.2, (9] 0,0)f )
T =f- ° :
y=/-3 o

7, [ 0.0V F Dy k.5, (9| 0,0) f 0)ey + [ 0,00 f )by
=f _Z 0 x 0

% w'(4,)

u,(x)-k z (x)7
—f-Y L ELO [y )
2 a1

elde edilir. Boylece

ﬂn(x)—knzn(x) _l~

) 2 ¢, (x)
olmak tzere
1 = £ -3 26,09[ 0,007 0)ey (5:262)
Ag 0

sonucuna varilir. Diger taraftan

LTf =TLf



esitligini yazabiliriz. Boylece

L1f =~y + {zi(x)+ %i)}zf

[f——zqs @] %(y)f(y)a?}

+[2j(x) dlhs D}[f——zqﬁ ol (ﬂn(y)f(y)dy}

ve benzer sekilde

11 =T{—f”'+[q(x)+ ’(’x ! DH

7"+ a2 o] ¢,,(y){- f”+[q( > 2 ”Jf(y)}dy
Ay 0

ifadeleri yerlerine yazilirsa,

G- =Y .. (5.2.63)
4

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. Diger taraftan A, ciimlesinin bog olmasi yani her
iki grup spektrumun ¢akigik olmasi halinde ise (5.2.62) den ¢ =¢ oldugu agiktir.

Teorem 5.2.2. g(x)=q(1—x) olmak izere

Lu=-u"+ {q(x) + M}u =Au (5.2.64)
e

u(0)=0

u(1,A)cos f+u'(1,A)sin f=0

probleminin spektrumu {4} olsun. Benzer sekilde
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(I+1)

2
X

Lu= —u”+{2j(x)+ }u = Au

denkleminin aym sinir sartlan ile birlikte olugturdugu problemin spektrumu ise {ﬂ:}

olsun. Ayrica Ay ve A Teorem 5.2.1 deki gibi tanimlansin. Bu durumda

(q—ci)=§[$,, ©)@, ()]

ve A, cimlesi bogise g=¢q dir.
Ispat. (p(x) ve ¢(x) sirast ile (5.2.18) ve (5.2.37) nin ¢oziimleri olsun. @ =kz olmak

iizere o = —f olarak aliirsa ¢(x) ve ¢(x) goziimleri arasinda
#(1-x)=p(x)

seklinde bir baginti vardir. Teorem 5.2.1 de bir tek spektrum sadece k, :En nin

ispatinda kullanildi. Dolayisiyla
8,(x)=k,0,(x)=0,(1-x) (5.2.65)

olur. Ayrica %, =1 oldugu kolayca gorulebilir.

. _WiA,)
o ===

n

oldugundan
k, =sgng’(1,)

olur. Benzer sekilde ;" =sgn@’(1 ) olup ¢’ ve @ goziimlerinin asimptotik formlar

goz 6nuine alinirsa &, =k, sonucuna vartlir. Ispatin bundan sonraki kismi Teorem 5.2.1

ile aynidir.

Sonug 5.2.3. Teorem 5.2.1 deki hipotezleri g6z oniine alalim. Yalmzca A, cimlesi

sadece {0} elemanindan olugsun. Bu durumda g=4q dir.
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Sonu¢ 5.2.4. Teorem 5.2.2 deki hipotezleri g6z 6ntine alalim. Yalmzca A, cimlesi

sadece {0} elemanindan olugsun. Bu durumda ¢ =g olur.

5.3. Bir Tek Spektruma Gore Ters Problem Uzerine

Bilindigi gibi regiiler Sturm - Liouville problemi i¢in iki spektrum grubunun
verilmesi halinde q(x) fonksiyonu tek olarak hesaplanabilir. Bu bolimde ters singiiler
Sturm - Liouville problemi igin farkhi bir yaklagim verilmistir. Oyle ki g(x)
fonksiyonunu hesaplamak i¢in ikinci bir spektrum grubuna gerek olmayacaktir. Fakat
araligin belli bir kisminda g(x) ile g(x) fonksiyonu tamimh olacaktir.

Teorem 5.3.1.

L[u] = -—u”+[q(x)- G }u = uu (5.3.1)
4sin” x
u(0)=0, u(z,u)=0 (5.3.2)
ve
Z[u] =-u" +|:'cj(x) o — ]u = pu (53.3)
4sin” x
u(0)=0, u(z,p)=0 (5.3.4)

probleminin spektrumu {A,} olsun.0<a<nz olmak iizere her (a,7) araliginda

q(x)=¢q (x) ise (0,7) araligimin tamami iizerinde g(x)=¢ (x) dir.

ispat. Teoremin ispatina gegmeden 6nce gerekli olan bazi ifadeleri verelim. Bunun igin

L[u]z—u”+[q(x)—— — }u:yu (5.3.5)
4sin” x
u(0)=0 (5.3.6)
ve
f[u]z—u"+[?j(x)— — }uz,uu (537
4sin” x
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#(0)=0 (5.3.8)

problemlerini g6z oniine alalim. Boliim 2.1 den biliyoruz ki (5.3.5)~(5.3.6) probleminin

asimptotik ¢ozimi

0,(x)=yZ{coslln + )x - £]+ O1)} (53.9)

seklindedir. Ayrica (5.3.7)-(5.3.8) problemi i¢inde benzer ¢ozimii yazabiliriz. Yine
Boliim 3.1. den biliyoruz ki K(x,7), (0,7)x(0,z) bolgesi tizerinde siirekli bir fonksiyon

olmak lizere
olx, )= P(x, 1) + [ K(x,0)P(t, po)t (5.3.10)
B(x, )= Px, ) + [ K (x,)P(t, o)t (5.3.11)

dir. Burada K(x,7) ve K(x,t) sirasi ile

XK (x,1) 1 0K (x,1) 1
=+ K(x,t)—qg(x)K(x,t)= "+
7, (x,8)— g(x)K(x,1) o7 A’y

K(x,t
ox? 4sin (1)

g5
0 K(x,t)+ 1

K (x,1) 1
ox? 4sin? x "

K(x,t
or? 4sin?¢ (x:2)

K(x,t)-Gx)K(x,1) =

denklemlerini saglar. Simdi (5.3.10) ve (5.3.11) ifadelerini taraf tarafa garpip gerekli
diizenlemeleri yaparsak,

PP :_;ln_{[l +cos2((n+1)x - z)]+

O Sy

K (x,7)cos2((r+ L e - %)dr} (5.3.12)

olup burada
x-27

I%(x, r)=2{K(x,x—21)+IZ(x,x—27)+ ]"K(x,s)lz(x,s—Zr)dH J.K(x, s)I?(x,s+21)ds]

-x+27

seklindedir. Diger taraftan (5.3.2) yardimiyla
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W(A) = o(x,A) (5.3.13)

fonksiyonunu tanimlayalim. W(A1) fonksiyonunun sifirlart (5.3.1)-(5.3.2) probleminin
Ozdegerleri olup bu 6zdegerler

A =n +£—-i+0(—1-j

2 16 n

seklinde asimptotik forma sahiptir. Ayrica bu fonksiyon u parametresinin bir tam

fonksiyonudur.

~

(5.3.5) ifadesini @, (5.3.7) ifadesini ise ¢ ile garpip taraf tarafa ¢ikardiktan

sonra (0,7) aralifinda integral alinirsa
(@o'-5'0); +[(@-qlpiax =0
0

(a,7) araliginda g =4 oldugundan

G(r, 1)o' (7, 1) = @'(7, @7, 1) + I({? ~q)pPdxc =0 (53.14)
elde edilir.
0=q-9g (5.3.15)
ve
H(u)= IQ(x)de (5.3.16)

ile gosterelim. ¢ ile § ¢oziimlerinin asimptotik formlan goz oniine alimrsa H(x) bir

tam fonksiyon olur. Yine u = u, olarak alinirsa (5.3.14) tn ilk terimi sifir olur. Boylece
H(u,)=0 (5.3.17)

olur. Ayrica (5.3.10), (5.3.11) ve (5.3.16) dan
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\H ()| <M (5.3.18)
olacak sekilde bir M sayis1 vardir.
H(p)
¥Y(u)=——< 53.19
(&) () ( )

seklinde bir rasyonel fonksiyon tammlayalim. (5.3.13) ve (5.3.18) den u mn biyik
degerleri i¢in

[#(u}=06)
elde edilir. Liouville teoreminden sinirh ve bir tam fonksiyon sabit oldugundan

¥ (u)=0

olup

H(w)=0 (5.3.20)

bulunur. Béylece (5.3.12) degerini (5.3.16) da yerine yazarsak

~j‘Q(x){[1 +cos Z[n + }x - —] !'1? X, r){cos Z(n + —;—jr - ﬂdr}dx =0

elde edilir. Integraller i¢in simir degisimi goz 6niine alinirsa,
f Q) + j cos ZKn + %)x - -Z—][Q(r)+ J'Q(x)l?(x, z-)dx]dz- =0
0 0 T

bulunur. # — « i¢in son ifadede Riemann-Lebesque lemmasini goz oniine alinursa,

O =0

O Gy D

Ve

;[ °052[("+%)x—ﬂ[Q(T)+EQ(x)I§ (. T)dx]dr =0 (53.21)
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olur. Integral altindaki cosiniis terimleri tam fonksiyonlar sistemi oldugundan

o)+ jQ(x)I?(x, 7)dx =0 (5.3.22)

seklinde homojen Volterra integral denklemi elde edilir. Bu gekildeki integral denklem

sadece agikar ¢oziime sahip oldugundan,
9(x) =4 (x)

elde edilir ki, bu da ispat1 tamamlar.
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