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OZET
ROBOTIK HAREKETLERDE LIiE GRUPLARI VE LIiE CEBIRLERI
Muhammed Talat SARIAYDIN

FIRAT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2012, sayfa 57

Kinematik, kuvvet ve kitle kavramlarini icermeyen Mekanigin bir dalidir. Yani
Kinematik, sadece bir nokta veya nokta sisteminin (cisim) zamana bagll olarak yer
degistirmesini inceler.

Robotik biliminin analitik araglarinin en o6nemlilerinden biri olan kinematik
modelleme, robot biliminin bir¢ok alaninda kullanilmaktadir. Bunlarin baglicalart:
Mekanizmalarin, hareket ettiricilerin ve algilayicilarin modellenmesi, es zamanli robot
kontrol uygulamalari, robot similasyonu ve es zamansiz programlama islemleridir.
Robotlarin kinematik modelinin ¢ikarilmasi robot ¢aligmalarinin en 6nemli agsamalarindan
birini olusturmaktadir. Robotlarin kinematik modelini ¢ikarmak amaciyla birgok yontem
gelistirilmistir. Kartezyen dizleminde, matris veya vektorler gibi doniisim operatorleri
kullanilarak kinematik model ¢ikarildigindan bu yonteme nokta dontsim denmisgtir.
Ayrica dogrusal vektorler ve doniigim operatorleri kullanildiginda ise, bu yonteme
dogrusal donisim yontemi denir. Maxwell vektorlerin  Kartezyen dizlemindeki
donigimlerin kullanarak 4x4 homojen doniisim matrisini tanimladi. Denavit-Hartenberg
bu homojen doénisiim matrisini kullanarak bir koordinat sisteminin yonlendirmesini ve
konumunu bagka bir koordinat sistemine gore tanimladi. Bir koordinat sisteminin bagka bir
koordinat sistemine gore donisim matrisi vida hareketiyle ifade edilebilir. Dogrusal
dontisim olarak ifade edilen bu yontemde, ayn1 eksen iizerinde hem bir Steleme hem de
donme gerceklesmektedir.

Bu caligmada ise biz daha 6nce yapilan bu ¢alismalari goéz 6niinde bulundurup farkls
olarak robotik hareketleri Lie gruplar ve Lie cebirleriyle ve sinirli vida hareketiyle beraber

inceleyecegiz.

Anahtar Kelimeler: Lie Grup, Lie Cebiri, Robotlar, Hareket, Donme



ABSTRACT
LIE GROUPS AND LIE ALGEBRAS IN ROBOTIC MOTIONS
Muhammed Talat SARIAYDIN

FIRATUNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
2012, pages 57

Kinematics is a branch of mechanics that does not contain the concepts of force and
mass. That is, Kinematics just examines the time dependent change in the location of
appoint or appoint system (the body).

Kinematic modeling which science of robotics is one of the most important
analytical tools are used in many fields of science of robotics. In particular: Mechanisms,
modeling of sensors and actuators, concurrent robot control applications, robot simulation
and programming asynchronous transactions. Robot kinematic modeling of robots is one of
the most important stages of the work of robotics. Cartesian plane, using conversion-
operators such as matrix or vectors, was called point conversion to this method is removed
from the kinematic model. Further, If linear transformation vectors and the operators are
used, then this method is called a linear transformation method. Using transformation
Cartesian plane of vectors, Maxwell described the 4x4 homogeneous transformation
matrixes. Denavit-Hartenberg, using the homogeneous transformation matrix, orientation
and position of a coordinate system defined by the coordinate system to another.
According to a coordinate system to another, transformation matrix can be expressed the
movement of the screw. In this method expressed as a linear transformation takes both a
displacement and rotation on the same axis.

In this study, we made mind earlier these studies, differently, Lie groups and Lie
algebras in robotic motions and will explore with the limited movement of the screw.

Keywords: Lie Group, Lie Algebra, Robots, Motion, Rotational
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1. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

TANIM 1.1 : G, bostan farkli bir cimle ve -:GxG — G de bir ikili islem olsun,
eger bu ikili iglem
Ya,beG i¢in a-(b-c)=(a-b)-c

ozelligini saglarsa G ye yar grup denir, [1].

TANIM 1.2 : G, bostan farkl1 bir ciimle olsun
GxG—>G

(x,y)—>x-y
islemi asagidaki 6zellikleri saglarsa (G,-) ikilisine bir grup denir.

DVx,y,zeG i¢in (x-y)-z=x-(y-2),
ii)Vx e G i¢in e-x =x-e=x olacak sekilde G de bir tek e birim elemani vardir,

iii)Vxe G i¢in x-x'=x"-x =e olacak sekilde G de bir tek x" inversi vardir, [2]

TANIM 1.3 : (G,-) bir grup olsun G grubu “-” iglemine goére degisimli ise, yani
Vx,ye G i¢gin x-y=y-x saglaniyorsa, G ye degisimli grup denir, [3] .

TANIM 1.4 : (G,-) bir grup ve H# @, H G olsun. (H,-) bir grup ise bu gruba
(G,*) grubunun bir alt grubu denir ve H <@ ile gosterilir, [2].

TANIM 1.5 : (G,") bir grup, H <G olsun. VxeG, Vhe H igin

xHx
onermesi dogru ise H altgrubuna G grubunun normal alt grubu denir ve H <G ile
gosterilir, [3]

TANIM 1.6 : V' bos olmayan bir cimle ve C de keyfi bir cisim olsun, /' tzerinde
tanimlanan

+:VxV >V S CxV >V
(x,y)>x+y (a,x)—>ax

islemleriyle birlikte Vx, y,zeV ve A4, € C i¢in

i) (x+y)+z:x+(y+z),
ii) x+y=y+x,



iii) x+8 = x olacak sekilde V' cuimlesinin sifir elemani diye adlandirilan bir @<V

eleman vardir,
iv) Her bir xeV i¢in x elemaninin toplamaya gore tersi veya negatifi diye

adlandirilan ve x+(—x) =6 esitligini saglayan bir —x e elemam vardr,
V) l(x+y):lx+ﬂy ,
vi) (A+p)x=Ax+px,
vii) A(ux)=(Au)x,
viii) l.x=x

ozelliklerini saglayan 7 ciimlesine bir vektor uzay: denir, [20].

TANIM 1.7 : 4= bir cimle ve bir vektér uzayt ¥ olsun
WiAXA—>V

(P.0)—>y(P,0)=PO

doniigimii agsagidaki sartlart saglarsa A ciimlesine V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir,
[17].
)VP,OQ,R € A4 igin PR=P0O+Q

ii)VPe A ve Va eV igin PQ=a olacak bigimde bir tek O € A noktasi vardir.

TANIM 1.8: X bos olmayan bir cimle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet cimlesinin
herhangi bir alt cimlesi olsun, eger 7 — P(X) asagidaki ozellikleri sagliyorsa 7 ya X

tizerinde bir topoloji, (X,7) ikilisine bir topolojik uzay denir, [7] .

NX,Jer
ii)7 da alinan her sayida elemanlarin birlesimi 7 ya aittir; yani, / herhangi bir indis

cuimlesi olmak lzere V{Ai}i»:/ €7 1¢in, ku]A, et dir.

iii)7 da alinan her sonlu sayida elemanlarinin kesisimi 7 ya aittir; yani, J sonlu

indis ciimlesi olmak tizere V{AI.}H et igin N4 e7 dir.
= icJ

TANIM 1.9: M bir topolojik manifold ve 4,B€M olsun, a:1—> M surekli
doniisimine M de 4 dan B ye bir egri denir. Burada o (0)=4 ve a(1)=B dir, [6]

8

TANIM 1.10: M ve N, R® uzayinda yiizeyler olmak tizere f:M — N
fonksiyonu birebir, érten ve diizgiin bir fonksiyon olsun M igindeki her a:[c,d]—>M



egri pargast i¢in foe egrisinin uzunlugu o mnin uzunluguna esit ise f:M —> N

fonksiyonuna M den N ye bir izometri denir, [19].

TANIM 1.11 : E" nin bir izometrisi f olmak tzere f(O)zO, O e E" olacak
sekilde bir O noktast mevcut ise f ye O etrafinda bir donme denir, [17].

TANIM 1.12: /', E" nin bir izometrisi ve eger X:(x],xz,...,xn)eE" icin
f(x):(x] +1,%, +,,.,X, +tn), teR 1<i<n
ise f ye E" debir oteleme denir, [17].

TANIM 1.13: (G,:) ve (H,o) iki grup f:G—>H fonksiyonu Va,beG igin
f(a-b)=f(a)e f(b) ozelligini sagliyorsa, [ fonksiyonuna G den H a bir

homomorfizm denir, [2] .

TANIM 1.14: f:G—>H homomorfizmi 1:1 ve orten ise bu homomorfizme

1zomorfizm denir, [5] .

TANIM 1.15: f:G — G izomorfizmine G nin otomorfizmi denir, [6]

TANIM 1.16: X bir topolojik uzay olsun. Farkli iki p,q € X noktalarinin X deki
acik komguluklarn sirasiile U ve V' olsun, eger U ve V yi UV =& olabilecek gekilde
secmek mimkiin ise X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay: denir, [8] .

TANIM 1.17: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar, bir f: X — Y fonksiyonu i¢in,

i) f surekli,
ii) £~ mevcut,
iit) £ surekli,

ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomorfizm denir, [9]

TANIM 1.18: M bir topolojik uzay olsun, eger

i)M bir Hausdorff uzay,

ii)M nin her bir agik alt cimlesi E" e veya E" nin agk alt cimlesine
homeomorftur,
iii)M sayilabilir ¢oklukta alt cimlelerle orttlebilir,

onermeleri saglaniyorsa M ye n—boyutlu topolojik manifold denir, [9] .

3



TANIM 1.19: E” in iki alt cimlesi U ve V' olsun, bir ¥:U — ¥ fonksiyonu ig¢in:

HYeC(UYV),
WYV sUY ' eChV,U),

onermeleri saglaniyorsa ¥ ye C* sinifindan diffeomorfizm denir, [10].

TANIM 1.20: M bir topolojik manifold olsun, M uzerinde C* simfindan
diferansiyellenebilir yapi tanimlanirsa M ye C* simifindan diferansiyellenebilir manifold
denir, [10].

TANIM 1.21: k <n olmak lzere, M bir k—manifold ve M’ de bir n—manifold
olsun, Vp € M noktasi igin M’ de bir U’ ve M debir U koordinat komsulugu var ve

U={meU'/x, (m)=..=x,(m)}
ise M ye M’ nin bir alt manifoldu denir, [10].

TANIM 1.22: (V,®D,F,+,-,©) olmak lizere V' cumlesi F' cismi iizerinde bir vektor
uzayi olsun ve ® islemi

&V xV >V
(a, f)>a®p
olmak tizere
HVa,BeV ve VaeF igin (a0a)®B=a0(a®f)
iV, B,y €V igin (a®p)Qy=(a®y)®(By)
i)V, B,y eV i¢in a@(BOy)=(a®@p)O(a®y)

ozellikleri saglaniyorsa (V,G—),F ,+,5, 0, ®) yapisina cebir denir. Eger Ve, B,y €V igin

o ®(,B & 7/) = (0{ ®,B) ® y saglaniyorsa V' ye birlesimli cebir,
i)y ®pP =LAy saglamyorsa V' ye degisimli cebir,
i)y ®e=e®y =y saglanyorsa V' ye birimli cebir denir, [1] .

TANIM 1.23: T, (p) tanjant vektorlerinin ciimlesi olsun,
®:T, (p)xT,(p) > T, (r)
®:T, (p)xR—)]jw (p)



olmak tizere {T e ( p),@,R +,-,®} vektor uzayina, A4 afin uzayinin p € 4 noktasindaki

tanjant uzay1 denir, [9] .

TANIM 1.24: Bir M diferansiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun,
eger asagidaki ozellikler saglaniyorsa (M, G) ikilisine bir Lie grubu denir, [8]

i)M nin noktalart G nin elemanlan ile ¢akisir.

ia,:GxG—>G
(a ,b)—>ab™

doniisimu diferansiyellenebilirdir, [6].

TANIM 1.25: Bir 3 cismi tzerinde determinant: sifirdan farkli olan butin nxn
matrislerin climlesi matris ¢arpimi islemine gore bir gruptur, bu gruba genel lineer grup

denir ve GL(n,3) ile gosterilir, [10].

TANIM 1.26: GL(n,3) iginde determinant: bir olan biitiin nx 7 matrielerin cimlesi
carpma islemine gore bir gruptur. Bu gruba o6zel lineer grup denir ve SL(n,S) ile

gosterilir, [10].

TANIM 1.27: n—boyutlu bir reel vektor uzayt V' olsun. Butin eV vektorleri
icin

<A(a), A(a)> = <a,a>

seklinde tanimlanan biitin A4:7V —V donigimlerinin cimlesi ¢arpma islemine gore bir
gruptur. Bu gruba ortogonal grup denir ve O(n) ile gosterilir, [10].

TANIM 1.28: V' bir K cismi Uzerinde vektor uzayi ve [,] VxV =V donigimi

i) Bilineer,
ii)Vx,yeV i¢in [x,y] :—[y,x],
ii)Vx,y,z €V igin [ x,[y.z] |+ y.[z.x]]+] z.[x. ¥]] =0,

sartlarini sagliyorsa [,] doniigimiine 7 ustiinde bir Lie (parantez) operatori denir, [9] .

TANIM 1.29: {[%} la; € R} matris uzayinin bir alt manifoldu matrislerin ¢arpma

nxn

islemine gore bir grup ise bu gruba matris Lie grubu denir, [18] .



TANIM 1.30: Karakteristigi sifir olan bir K cismi tzerinde Lie operatort ile
tanimlanan lineer bir uzaya Lie cebiri denir, [8] )

TANIM 1.31 : M bir C* manifold olsun, M iizerinde vektor alanlarinin uzayi
x (M) vereel degerli C” fonksiyonlarinin halkast C* (M,R) olmak iizere

(y:x(M)xx(M)—C"(M,R)
i) Simetrik; Vpe Mve X .Y € y(M) igin

(X, 7,)=(¥,.X,)
ii) Bilineerlik; Vpe M , a,bcRve X,,Y W ,Z € y(M) igin

ST p?

<aXp +pr’Zp> :a<Xp’YP>+b<YP’ZP>
ve

p° p’

X ,aW, +bZ VY=a(X W \+b(X ,Z
p p P P P

iii) Pozitif tanimlilik;
a)X, =0 igin (X,,X,)>0
b) X, =0 ise <XP,XP>:0
ozellikleri saglaniyorsa <,> ye M izerinde Riemann i¢ ¢arpimi denir. M {tzerinde bu

Riemann i¢ c¢arpimininin tanimlanmasiyla elde edilen (M ,<,>) ikilisine Riemann

manifoldu denir, [9]
TANIM 1.32 : M bir manifold olsun, eger M 1tzerinde bir p € M noktasi i¢in
g:M—n(1,(p)x1,(p).R)
pP—8,

seklinde simetrik, pozitif tanimli bir lineer form tanmimlanmis ise g ye M Ttzerinde
Riemann metrigi denir.

Eger bir M manifoldunun Vpe M noktasinda bir U komsulugu tzerinde g

formu C" simifindan ise g Riemann metrigi C” sinifindandir denir, [8]

TANIM 1.33 :

a) G bir Lie grup olmak iizere belli bir g, € G noktasinda
L :G—>G

dénigimt VgeG igin L, (g)=g,g seklinde tanimlanir ve sol Gteleme adint alir, [8] )
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b) G bir Lie grup olsun, belli bir g, € G igin
R, :G—>G
déniisimii VgeG i¢in R, ( g): gg, seklinde tammlanmir ve G TUzerinde sag Oteleme

adin1 alir, [8] X

TANIM 1.34 : g bir Lie cebiri, b de g nin bir alt vektor uzay1 olsun, X eb, Yeg
olmak tizere [ X,Y]€b saglaniyorsa b ye g nin ideali denir, [16].

TANIM 1.35: 3cismi uzerindeki n—boyutlu bir vektér uzayr 7 olsun. Bir
A:V —V lineer donisimiiniin matrisi A:[ai]]e 3 ise A nin iz

IzA=Y a,

i=1

toplamina denir, [10].

TANIM 1.36: U <R" ve Ve R" kiimeleri verilsin, f/ nin tim kismi tiirevleri var ve

siirekli ise f:U — ¥ donigiimiine diizgin donisiim denir, [21].

TANIM 1.37: M bir n—boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt
cimlesi olsun. O zaman U bir ¥ homeomorfizmi ile M nin bir W alt ciimlesine
eslenebilir. Bu durumda

wv.UCE'->WcM
donusimini saglayan (y, ) ikilisine M de bir harita denir, [9].

TANIM 1.38: M bir n—boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisii
{U,} olsun U, acik ciimlelerinin « indislerinin ciimlesi 4 olmak tizere {U,} ortisi

icin {Ua}ae , yazilir. E" de U, ya bir i, homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik
cimle U, olsun. Boylece ortaya ¢ikan (y,,U,) haritalarmin {(‘//an )}DH

koleksiyonuna bir atlas denir, [9] .

TANIM 1.39: R” e homeomorfik olan bir M kiimesi n boyutlu bir manifold
olsun. Bir sabit koordinat ekseni olan ¢, U — M kimesinden R" in bir agik alt kiimesine

noktalart doniistiren fonksiyon olmak tlizere (¢,U ) yi bir sabit koordinat ekseni olarak

alalim. Eger v 'o¢ bir difemorfizm ve (¢,U ), (¢,V) koordinat eksenleri ¢akisiyorsa



C” la iligkilidirler denir. O halde U nun alt kiimesi olan bir M kiimesi toplama 6zelligi
ile (¢,U) ve (¢,V) eksenlerinin bir koleksiyonuna bir diizgin atlas denir, [21].

TANIM 1.40: n—boyutlu bir dizgiin manifold olarak M ve M de bir nokta olarak p yi
alalim. M nin tanim kiimesini p nin bazi agik komsuluklarini igermek tizere M deki reel

degerli fonksiyonlar kiimesini C”(p) olarak yazabiliriz. Vo, FeR ve f,geC”(p) igin
eger X, asagidaki ozellikleri sagliyorsa X, :C” ( p) — R dénisimine tirev donisimi
denir, [21].

D X, (af+Bg)=a(X,f)+B(X,g)
i) X, (&) =(X,/)+/ (p)(¥,g)



2. BOLUM
2.1. Kat1 Cisim Hareketi

Oklid uzayinda hareket eden bir cismin konumu sabit kartezyen koordinat ekseninin
elemanlariyla tanimlanir. Cismin bu hareketini tanimlamak igin ti¢ ortonormal eksen segilir

ve cismin konumundaki her bir noktanin izdiigiiminii ortonormal eksenlerde (x,y,z) e R’

elemani kullanilarak tanimlanir. Bu sekildeki bir cismin yoni

p(t)= (x(t),y(l),z(t)) eR’
ile parametrize edilmis egri tarafindan temsil edilir.

Robotik hareketlerde birbirine bagli hareketler disindaki hareketlerde pargalarin
teker teker hareketiyle ilgilenmeyiz. Daha genel olarak bir kat1 cisim, cismin hareketine
yada cisme uygulanan giice bakilmaksizin herhangi iki nokta arasindaki farki koruyan
cisimlerin bir birlesimidir. Bu tanim goz 6niine alindiginda kati cisim tizerinde herhangi p

ve ¢ noktalar i¢in

||p(t) —q (t)” = ”P (0) —q (0)” = sabit

dir.

Bir katt cismin hareketi herhangi iki cisim arasindaki farkin her zaman sabit kaldig
surekli hareketidir. Genel olarak kati cisim hareketi kati bir cismin bir yerden bagka bir
yere hareketine denir ve genelde bu hareket cismin hem &teleme hemde dénmesinden
olusabilir.

R* iin bir O alt kiimesi olarak tanimlanan bir cismin kat: hareketi sabit kartezyen
koordinat ekseninde zamana bagli bir fonksiyon olan ve cismin pargalart arasindaki farki

koruyan g(¢):0—R’ donisiimlerinin bir sirekli ailesidir. Yani bir yoriinge pargast
boyunca bir cismi hareket ettirirsek g(¢) donisimi cisim tzerindeki bir noktanin

baslangi¢ koordinatlarint ayni noktanin t stire sonraki koordinatlarina déniistirir. Bu
durumdaki kat: cisim hareketi bir tek g:O — R’ doniisimiiyle temsil edilir.

p,q €0 noktalarini ele alalim p ve g nun birlesiminden olusan ve R’ vektori
p den ¢ ya dogru yonlendirilmig dogru pargasi olarak tanimlanir. Koordinat ekseninde bu

veR? vektorii p,qeR olmak iizere v=qg— p olarak yazlabilir. Noktalar ve vektorler
siralt tgliler ile temsil edilmelerine ragmen her ikisi kavramsal olarak olduke¢a farklidirlar.
Cunki bir vektor bir yon ve bir bityiikliige sahiptir ( Bir vektoriin buytklugi onun Oklid
normudur). Fakat bu vektor cisme eklenemez ¢lnkii cisim Uzerinde noktalarin bagka
ciftlerine de esit olabilir. Ornegin » ile s yi birlestiren aym v vektori alirsak bunu
q— p =s—r olarak yazabiliriz.



Noktalar uzerindeki bir kati cisim hareketini vektorler uizerinde bir hareketle
gosterebiliriz. Bir kat1 cisim hareketini temsil eden g:0 — R’ doniigiimiini ele alirsak bu
vektorleri

g.(v)=g(q9)-g(pr)
olarak yazabiliriz.

Bir kati1 cisim tuzerinde ki noktalarin arasindaki fark kati cismin hareketiyle
degismedigi igin bir kati cisim hareketi tanimlamak istersek g:0 —R* doéntsimii igin
gerekli kosul noktalar arasindaki farklarin g:0 —> R’ doniigiimi tarafindan korunmasidir.

Fakat bu kosul yeterli degildir ¢iinkii fiziksel olarak gerceklenmeyen i¢ yansimalar vardir.
Yani bir doéniisimde noktalar arasindaki fark korunur fakat yoén korunmaz. Ornegin

(x,»,z) >(x,y,—z) doénusimi uzakligt korur fakat xy ekseni etrafinda cisimdeki

noktalart yansitir. Bu ihtimali yok etmek igin cisimdeki vektorlerin vektorel carpimi
saglamasi gerekir.

TANIM 2.1: g,:R’ — R’ doniisiimii asagidaki ozellikleri sagliyorsa bu doniisiime
katt cisim hareketi denir.

i) Uzaklik korunur: Vp,q R’ igin ||g(p) —g(q)" =|lr—4|
i) Vektorel garpim korunur: Vv,weR® i¢in g.(vxw)=g.(v)xg.(w)

Bu tammdan su sonucu ¢ikarabiliriz. I¢ ¢arpim kati cisim hareketini korur. Bunu
gostermek i¢in polarizasyon esitligini kullanirsak

""1 + Vz" =

g (n)-g ()

8« (V1 ) T &« (Vz )" ve ""1 V2 " =
olacak sekilde

1
VlTvz = Z("vl TV ”2 a "vl ) ||2)

yazilabilir. Bu ifadeyi tekrar diizenlersek

T T

ViV, =8« (Vl) 8+« (Vz)
elde edilir. Buradan ortogonal vektorlerin ortogonal vektorlere donistigini ve tanimin
ikinci oOzelliginden de kati cisim hareketlerinin vektorel ¢arpimi korudugunu gosterir.

Buradan kat1 cisim hareketlerinin ortonormal koordinat ekseninden ortonormal koordinat
eksenine donustigi de elde edilir.

2.2. R’ deki Donme Hareketi

Bir cismin sadece donme hareketini gergeklestirdigini diisiinerek katt cisim hareketini
aragtirmaya baglayalim ve tim koordinat eksenlerinde aksi belirtiimedik¢e saga doénen
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eksenleri alalim. Cisme ekli bir ¢ati ile sabit bir ¢at1 arasindaki yonii tanimlayarak cismin
yonini elde edebiliriz. Hareketsiz gati olarak 4 y1, cisim ¢atist olarakta B yi ele alalim ve
Sekil (2.1) de goruldugi gibi B catisindaki cismin A c¢atisindaki baglangi¢ koordinatlart

olarak x,,v,,,z,, € R’ i ele alalim.

£ Yab

Sekil 2.1
Bu koordinat vektorlerini yan yana yazarak 3x3 tipinde donme matrisi
R, = [xab Yab Zab]
olarak elde edilir.
2.2.1. Dénme Matrisinin Ozellikleri

Bir donme matrisi iki ana 6zellige sahiptir. R e R™® olan dénme matrisini ve onun
situnlart olan 7,7, € R’ 0 ele alalim. R nin situnlart Karsilikli olarak ortonormal
oldugu i¢in

J

. 0, i#jise
L= L
I, i=jise

yazilabilir ve R matrisi i¢in

RR"=R'R=1 2.1

kosulu saglanir. Buradan
detR=+1

sonucuna vartlir. R nin determinantinin igaretini belirtmek i¢in
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detR=r"(r,xn)

oldugunu kullanirsak ve koordinat sistemi saga dogru dondiigii igin 7, x7; =# oldugundan

det R=7"r, dir. Bu yiizden saga dogru dénen catilara kargilik gelen koordinat eksenlerinin
determinant: bire esit olan ortogonal matrislerle temsil edilir. Bu iki 6zelligi karsilayan tim
3x3 tipindeki matrislerin kiimesi SO(3) ile gosterilir. Daha genel olarak

SO(n)={ReR"":RR" =I,detR=1} 2.2)

kiimesiyle R™" de donme matrislerinin uzayini tanimlayabiliriz.

SO(3)cR* matris ¢arpim islemi altinda bir gruptur. Eger G asagidaki
aksiyomlar1 sagliyorsa G nin elemanlarinda tanimli o ikili iglemi ile birlikte G bir
gruptur.

i) Kapalilik: Eger g,,g, €G ise g og, € dir,

ii) Birim: Vge G igin goe=¢og =g olacak sekilde bir tek e birim eleman:
vardir,

iii)Invers: Vge G igin gog' =g 'og=e olacak sekilde bir tek g ' € G inversi
vardir,

iv) Gegisme: Eger g;,g,,2, €G ise (g,°8,)° & =& °(g,°g,) tir,

Bunlar SO(3) icin incelersek

i) Eger R,R, €S0(3) ise
T
RR, (R]RQ) =RRR'R"=RR" =1

det(RR,)=det(R )det(R,)=1
oldugundan RR, € SO(3) tr,

ii) Birim matris birim elemandir,
iii) (2.1) denkleminden R e SO(3) un tersi R" € SO(3) tir,
iv) Grup isleminin ge¢ismeli olmasi matris ¢arpimi gegismeli oldugundan saglanir
yani
(R|R2 )R3 =R (R2R3)

yazilabilir.

Bu yiizden SO(3) iin grup islemi olarak matris ¢arpimini birim eleman olarak ta /

kullanirsak SO(3) bir gruptur. Bu durumda R’ iin dénme grubu olarak SO(3) alinir.
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Bir Re SO(3) donme matrisi bir catidan digerine bir noktanin koordinatlar
dontgtiren bir doniisim olarak kullanilir. Sekil (2.1) de goriilen g noktasini digiinelim, B
¢atisinda ¢ nun koordinatlarim g, =(x,,,,z,) olarak alirsak x,,y,,z, € R B catisinda ¢

nun izdiigiimii oldugu i¢in ve bunlarn 4 daki izdigimleri x,,y,,,z, € R’ olmak tizere 4

ab

catisinda g noktasinin koordinatlar

90 = XaXp T VarVp T ZapZ
olarak hesaplanir. Bu denklemin matris formu da

Xp
qa = [xab yab Zab] yb = Rabqb

Zp

olarak yazilabilir. Diger bir degisle R,:R’— R’ olarak disiinildiigi zaman R,, B
catisindaki bir noktay1r 4 catisindaki bir noktaya donuistiirir.

Bir noktanin donme matrisinin hareketi bir vektorin donme matrisinin hareketini
tanmimlamak i¢in kullanilabilir. v, =¢q, — p, olarak tanimlanan ve B c¢atisinda bir vektor

olan v, yi ele alalim o halde
Ry, (v,)=Rudy = RoyPy =4, = Pu =V,
yazilir. Matris ¢arpimu lineer oldugundan ve v, =¢q, — p, =s,-7, ise
RS, —Ry1, = Ryqy —RyD, =V,
clde edilir.

Donme matrisleri ve matris c¢arpimi  kullanilarak yeni donme matrisleri
olusturulabilir. Yani eger bir C gatisindan bir B ¢atisina ddnme matrisi R, yOniine sahip
ve B catisindan diger bir 4 catistna R, yonine sahip ise C ¢atisindan A ¢atisina
dogru donme matrisi

R =R.R (2.3)

ac ab™ “bc

olarak tanimlanilir. Bu matrise dénme matrislerinin birlegim kurali denir.

R, R’ den R’ e bir donigim olarak dagiinildigi zaman R, ilk olarak C

catisindan B ye sonra B c¢atisindan 4 ya dogru donderilerek C c¢atisindan A ¢atisina bir
noktanin koordinatlarinin déniigimiini tanimlar.

Bir donme matrisi bir katr cisim doniigimini temsil eder. Bu demektir ki donme
matrisi uzakligr ve yoni korur. Boylece iki vektor arasindaki vektorel ¢arpim igleminin
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bazi cebir ozellikleri kullanilarak kamitlanabilir. a,b <R’ vektorleri arasindaki vektorel
carpim

a,b; —a.b,
axb=|ab —apb,

ab, —ayb,
olarak yazilabilir.

a nin vektorel ¢arpimi lineer bir operatér oldugu i¢in b —axb donisimi bir
matris formunda

0 -a, a 24
(a) =la; 0 —q (24)
-a, a 0

seklinde yazilabilir. a x5 matris formu ve (2.4) denklemi birlikte disintldiginde

A

axb=(a) b 2.5)

olarak yazabiliriz. (a)A notasyonu a olarak da kullanilabilir.
ONERME 2.1:
ReSO(3) ve vxwe R? olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler dogrudur.
R(vxw):R(v)xR(w) (2.6)

R(w) R" =(Rw)’ 2.7

Onermenin ilk ozelligi iki vektoriin vektorel carpiminin donmesi R dénme matrisi
ile vektorlerin her birinin dénmesinin vektorel ¢arpimina esittir. Ikinci 6zellik hemen eski
haline gelecek olan ani donmedir.

ONERME 2.2: Dénmeler Kati Cisim Déniisiimleridir

Bir R € SO(3) dénme matrisi bir kati doniisimidir yani;

i) R noktalar arasindaki farklar korur : Vp,q € R’ igin"Rq —Rp" =llg— 7|

ii)R vektorlerin yonlerini korur: Vv,we R® igin R(vxw)=Rvx Rw

ISPAT: i)
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|Rg—Rp||" =

R(¢-p)) (R(¢-P))

g-p) R"R(q-p)

I

olarak kanitlanir.

ii) Denklem (2.6) den agiktir.

Sekil 2.2

2.2.2. Dénmeler icin Ustel Koordinatlar

Robotlarda karsilasilan en yaygin hareket belirli bir miktarda ve verilen bir eksen
etrafinda bir cismin donmesidir. Ornegin Sekil (2.2) de gordigi gibi sabit bir eksen
etrafinda bir robotun kolunun dénmesi tanimlanabilir. Donme yontint belirten birim vektor

olarak we R’ ii ve donme acist olarakta @R vyi ele alalim. Cismin her donmesine
karsilik bir RESO(3) matrisi geldigi icin w ve @ ya bagl bir fonksiyon olarak R yi

yazmaya ¢aligalim.

Doénen cismin tzerinde bir ¢ noktasinin hizi olarak ¢ nun turevini alirsak ve w

ekseni etrafinda devamli cismi donderirsek , ¢ noktasinin hizi
g(1) =wxq()=wq(2)
olarak yazilabilir. #=0 aninda ¢(0) baslangi¢ konumu ve

~ 2 ~ 3
e’ :I+fv0+—(wg) +—(W6) +
2! 3!

uistel matris olmak tizere (2.8) denkleminin integrali alinirsa
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q(t)=¢"q(0)

elde edilir. Buradan su sonug ¢ikarilir; Eger bir cismi @ stresince birim hizla w ekseni
etrafinda donderirsek donme matrisi

R(w,0)=e" (2.9)

olarak elde edilir. Bu tanimdan kolaylikla goriliar ki w matrisi ters simetrik matristir. Yani

~

T
w =—w dir.

Tum 3x3 tipindeki ters simetrik matrislerin vektor uzayr so(3) ile gosterilir. Daha

genel olarak nxn tipindeki ters simetrik matrislerin uzayini

So(n) :{S eR™ . 8" :—S} (2.10)

olarak yazabiliriz. so(3)cR*’ kiimesi reel sayilar Gzerinde bir vektér uzayidir. Bu
yizden so(3) un iki elemammn toplami yine so(3) un bir elemamdir ve so(3) in
herhangi iki elemaninin ¢arpimida 50(3) in bir elemanidir. Ayrica (2.4) denklemini ve

(v+ W)A = v+ esitligini ele alirsak R* de so(3) 1 tammlayabiliriz.

Birim ters simetrik matris ve bir reel sayimin carpimi bir ters simetrik matrise
karsilik gelir. ||w|| =1 ve 6 € R olmak tzere bir fveso(3) matrisi verilsin o halde W& nin

usteli

*w*  *w’
_l’_
3!

exp(n8)=e" =1+6w+ o (2.11)

olarak yazilir.

(2.11) denklemi bir simirsiz seridir ve bu yiizden kullanigh degildir. Bu yiizden
exp(ﬂzt) nin kapali formunu elde etmek i¢in asagidaki énermeyi yazabiliriz.

ONERME 2.3: Eger a < so(3) ise asagidaki esitlikler dogrudur.

a’=aa" —||a||2 I (2.12)

24 (2.13)

@ =~]dl

ve a mn yiksek dereceleri benzer yolla hesaplanabilir.

||w|| =1olmak tizere a =w@ ile 6nerme 2.3 U kullanarak (2.11) denklemi ele alinirsa
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bulunur. Bu yiizden
e’ :]+fvsin9+fvz(l—cos€) (2.14)

elde edilir. ||w|| #1 oldugu zaman

~2

e = 1+ sin (] 0) + (1 cos(|w]6))
[

2
[]
oldugu bulunmus olur. Simdi exp(\w) nin bir donme matrisi oldugunu ispatlayalim;

ONERME 2.4: Ters Simetrik Matrislerin Usteli Ortogonaldir.
Bir ters simetrik we so(3) matrisi ve 8 € R verilsin, o halde

e € SO(3)
dir.

ISPAT: R =exp(n0) olarak tanimlayalim. detR'R =1 ve detR=+1 oldugunu
gostermeliyiz. 1k 6zelligi kamitlamak igin (2.14) denklemini kullanarak

~ -1 ~ AT ~ T
e 2 X > 4 —{e 4
( \ ) we w e ( M@)

oldugu goriilebilir. Bu yiizden R =R” yani detR"R=1 dir. Bu son esitlikten det R =+1
oldugu goriliir. detexp(0)=1 oldugu kullanilarak detR =-+1 bulunmus olur.

ONERME 2.5: SO(3) de Ustel Déniisiim Ortendir.
R SO(3) verilsin |w]=1 iken

R =exp(w0)

olacak sekilde weR® ve 8 e R vardir.

ISPAT: R ve exp(w¥) nin ifadeleri esit ise

W ha hs
R=|ry ny I3 (2.15)
12 12 12



olarak R donme matrisini ele alalim ve v, =1-cos@, ¢, =cosé, s, =sin@ y1 gostermek
tizere (2.14) denkleminden

e =I+wsind+w’ (1-cosb)

1-v Wz-i-W2 WW,V, —W,§ WwwW,v, +w,s
o\"™2 3 17270 399 1"3%e 220

WW,V, +W,S 1-v Wz-i-W2 WoaW,V, — WS
1"2%e 399 o™ 3 2"3%e 1°9

(2.16)
2 2
WWyV, —Wys,  wWaw v, tws,  1-v, (w1 +w; )
2

WV, tc, WW,V, — WS,  WW;V, +W,8,
— 2
= ww,v, +ws, WiV, +¢, Wy WV, — WS,

2
WW,V, —W,S,  W,WyV, + WS, WV, +c¢,

bulunur. (2.15) ve (2.16) birbirine esit oldugundan
iz(R)=r, +n, +1r, =1+2cos@
elde edilir. Bu denklemin bir ¢oziime sahip oldugunu dogrulamak i¢in, R nin izi R nin

Ozdegerlerinin toplamina esit oldugu, R donme matrisinin uzunluklart korudugu ve
det(R) =1 sagladig i¢in R nin 6zdegerlerinin biyikliigii 1 dir ve bu 6zdegerler kompleks

eslenik iftler olurlar. —1<iz(R) <3 oldugundan
z(R)—1
0 =cos ' (zz(—)j (2.17)
2
yazilabilir. Burada € nin degerinde bir belirsizlik vardir. En genis anlamiyla 8+ 27zn yada
—0+27n secilebilir.
Simdi R ve exp(ﬁﬂ) nin késegen olmayan terimlerini kiyaslarsak

By~ Ty = 2w,
Ky Ty = 2W,8,

Hy—h, = 2W3S@

bulunur. Yani eger 6 =0 ise

| Ty =1y
e (2.18)
So
-
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yazilabilir. Eger 27—6 ise (2.17) denklemi ele alinirsa donme ekseni —w olur. Eger
R=1 ise iz(R)=3 ve bu yiizden =0 ve w ise keyfi segilebilir. Eger R#1 ise (2.17)
ve (2.18) denklemlerinden

R =exp(w0)
olacak sekilde iki farklt w ve 8 €[0,27) vardir.

TEOREM 2.1: Herhangi bir yondeki R e SO(3) matrisi bir 8 €[0,27) acis1 kadar

sabit bir we R’ ekseni etrafinda ki bir dénmeye karsilik gelir.

2.3. Euler Acilan1 Bir B catisindan diger bir 4 c¢atisina dogru cismin yoniini
aragtiralim. A catist ile ¢akigik olan B catist ile baglarsak ilk olarak bir « agist kadar B
catistnt z ekseni etrafinda donmesinden sonra, £ ac¢isi kadar B catisitmin y ekseni

etrafinda dénmesi ve sonra bir ¥ agist kadar B catisinin z ekseni etrafinda donmesidir.
Bu donme R, (a, B,7) yonindedir ve (o, 3,7) agt tlisi bu donmeyi temsil etmek igin
kullanilir. Bu (oc, ,B,}/) acilarina ZYZ euler agilart denir. Tim donmeler hareketli ¢atinin

etrafinda oldugu i¢in X, y,z eksenleri etrafindaki temel donmeler

1 0 0
R (8)=¢"=|0 cosd -sind
0 sind cosé
cosf 0 sinf
R(f)=€"= 0 1 0
—sinff 0 cosf

cosa —-sina 0
R (a)=¢€’=|sina cosa 0
0 0 1

olarak yazilabilir. Sabit olarak B ¢atist dusinildiginde A c¢atist i¢in dénmelerin uygun
sirasi

R, =R (-1)R,(-B)R.(-<)

olarak elde edilir. Bu ifadenin tersi B c¢atisindan A c¢atisina doénme matrisi
¢, =cosa,s, =sina yi temsil etmek tizere

R, =R ()R, (B)R.(n)

CuCyCp —S,S,  —C,ChC, —58,8, C,Cph
=1 8,64C, +C,S8,  —S,CpS, +C,C, 5,8, (2.19)
—S5Cy SpSy Cp
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olarak yazilabilir. Buradan (2.19) denkleminin ortogonal matris oldugu agiktir. R e SO(3)

donme matrisi verilsin sin ##0 igin atan2[z) tan ' [Z

X X
euler agilari i¢in (2.19) denkleminin ¢éziiminden

ﬂ=atan2(\/rﬁ +r322,r33)

o= atan2[r3—3,r‘—3j
s Sp (2.20)

J 1 gostermek tzere a, 5,7

elde edilir.

Catilarin ¢akisik oldugu durumlarda parametrelerdeki esliklerde R =1 olur. Ozellikle
(¢,0,—cr) formundaki (e, B,77) uglusiinden R, (c,0,—a)=1 elde edilir. Euler agisinin
parametrelenmesinde ki diger durumlar, dénme eksenleri farkli sirali kiimelerini kullanarak
yapilabilir. Bu duruma en ¢ok kullanilan ZYX eksenlerini ve YZX eksenlerini igerir. ZYX
euler agilann yaw, pitch ve roll agilan olarak ifade edilir. R, de roll ile x ekseni

etrafindaki dénmeyi pitch ile y ekseni etrafindaki dénmeyi, yaw ile de zekseni

etrafindaki donme tanimlanir. Hem ZYX hem de YZX euler acilarinin parametreleri birim
yonde bir tekillige sahip degillerdir. Ornegin ZYX euler agilarinin olusumundan

R, =R (V)R ,(O)R (p)=c"e"e”

bulunur. Burada 8 = —% oldugu zaman matris singtlerdir.

Gab

Sekil 2.3
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2.4 R? de Kati1 Hareket

Bir kati cisim hareketi noktalar arasindaki uzakligi ve vektorler arasindaki agiyi
korur. Bir hareketsiz diizlemde bir cismin koordinat eksenindeki anlik konumunu ve
yonini tanimlamak i¢in kati cisim hareketlerini kullanarak bu kati hareketleri
tanimlayabiliriz.

Genelde kati hareketler donme ve otelemeden olusurlar. Simdiye kadar sadece

donme hareketlerinin temsilini arastirdik. Sadece oteleme hareketi igin ise cisimde
herhangi bir nokta secilir ve bilinen bir eksene gore noktanin koordinatlar takip edilir. Bu

durumda katt cismin yoni ¢ e [0, T ] olacak sekilde bir p e R® egrisine karsilik gelir.

Genel bir kat1 cismin hareketi hem o6teleme hemde donme igerir. Sekil (2.3) de
gordugimiiz gibi cisme ekli bir B ¢atisindan sabit A4 ¢atisina cismin yonini ve
konumunu tanimlayabiliriz. 4 ¢atisinin orjininden B ¢atisinin orjinine konum vektori

olan p, € R’ ve B catisindan A gatisina dogru yoni gosteren R, € SO(3) matrisini ele

alalim. Bu sistemin bir konumu (p,,,R,,) ciftinden olusur. Bu durumda R’ ile SO(3) iin
garpim uzay!

SE(3)={(p.R)/ peR’ . Re SO(3)} =R’ x SO(3) (2.21)
olarak yazilir.
SE(3) bir grup oldugundan SO(3) iin durumunda oldugu gibi
SE(n) =R"xS0(n)
n —boyutlu genel durumunu yazabiliriz.
Doénme durumuna benzer olarak bir (p,R)€ SE(3) elemant hem bir kat cismin

konumunu belirten hemde bir ¢atidan digerine bir noktanin koordinatlarini dontstiren bir
donigimdur. Daha genel olarak A4 ve B catilarinda bir ¢ noktasinin koordinatlar

q,.q, € R® olsun. B catisindaki ¢ noktasinin koordinati ¢, ve B catisindan A4 catisina

yoni belirten g, =(p,,,R,,) i¢in
9, = Pa+ Ry, (2.22)
yazabiliriz. Bir noktanin bir kati hareketi i¢in ¢, = g,, (g,) olacak sekilde
g(q)=p+Rq

olarak yazilabilir. Bir v=s—r vektdri iizerinde bir g €(p,R) kati cisim hareketini
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£.(")=2(s)-2()=R(s—r)=Rv
olarak elde ederiz. Bu doniigiim bir vektorin donme dénigimidir.
2.4.1 Homojen Temsil

Kat1 cisim hareketlerinde noktalarin ve vektorlerin homojen temsilini yaparken
herhangi bir ¢=(q,,9,,¢,) noktasindan R* de bir vektdr elde etmek i¢in bu noktanin

koordinatlarina 1 eklenerek
q
q,

q;
1

6:

elde edilir ve g ya g noktasinin homojen koordinatlari denir. O halde orjinin
koordinatlarinida

Qi
I
- O O O

olarak yazabiliriz. Benzer sekilde herhangi bir v=(v,,v,,v;) vektoriinden R* de bir vektor

elde etmek i¢in bu vektoriin koordinatlarina O eklenir ve

<l
I

olarak yazilir. Homojen temsilde vektorlerin sekli noktalarinkinden farklidir ve dérdiinci
bilesenleri verilen sirayla O ve 1 dir. Bu nokta ve vektorler asagidaki 6zellikleri saglarlar;

i) Vektorlerin farklart ve toplamlar vektorlerdir,
ii) Bir vektor ve bir noktanin toplami bir noktadir,
iif) 1ki nokta arasindaki fark bir vektordiir,

iv) 1ki noktanin toplami anlamsizdir.

(2.22) denkleminde verilen ¢, =g, (¢,) donisimiini tekrar ele alirsak

q — qa — Ra/) pab qb :g q
a 1 0 1 1 ab™1b
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olarak lineer formda yazabiliriz.

4x4 tipindeki g, matrisine g, €SE(3) iin homojen temsili denir. Genelde
g:(p,R)eSE(?)) ise

_ (R p
=0 1 (2.23)

dir.
Kat1 cisim hareketleri birlestirilerek yeni kat1 cisim hareketleri olusturulabilir. Bir

C catisindan B ¢atisina konumu gosteren g, €SE (3) i ve B catisindan diger bir A4

catisina konumu gosteren g, vyi ele alalim, (2.23) denklemini kullanarak C den A4 ya
dogru cismin konumu

R,R,. R,p,+ pabj (2.24)

gac :gabgbc :( 0 1

olarak elde edilir. Bu sekilde elde ettigimiz (2.24) denklemi kat1 cisim hareketleri igin
birlesim kuralini verir. Buradan da homojen temsilleri kullanarak kati hareketlerin grup
oldugu gosterilebilir. Yani

i) Eger g,,g, € SE(3) ise g,g, € SE(3) dir,
ii) 4x4 tipindeki birim eleman [, SE (3) un elemanmidir,
iii) Eger geSE(3) ise g nin tersi ters matris tarafindan belirtilir.

g ' = (—RT J2 RT) olmak tizere

dir,
iv) Kati cisim dontisimleri i¢in birlesme kurali gegismelidir.
Bir v=s—r vektorini ele alalim homojen temsili kullanarak g nin homojen

temsili ile v nin homojen temsilini ¢arparak v nin bir kat1 cisim hareketinin homojen
temsilini elde ederiz.

Vl
e —fy—\ —y— [R P}V
g*v:g(s)—g(r):(o lj v2
3
0
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Sekil 2.4

ONERME 2.6: SE(3) iin Elemanlar1 Kati Déniisiimlerdir.
Herhangi g € SE(3) bir kat1 cisim déniisiimi ise agsagidaki sartlar saglanr.

i) g noktalar arasindaki uzakligi korur: Vg, pe R’ i¢in |gg—gp|=|q—p| dir.

ii) g vektorler arasindaki yoni korur: Vv,we R’ igin g.(vxw)=gvxg.w dir.

ISPAT: Ispatlar dogrudan dénme matrislerine karsilik gelir.

"g% _gQ2|| :”R% _RQ2|| :"% _Q2||
g*vxg*w:vaRw:R(vxw)

ORNEK 2.1: Bir Eksen Etrafinda Dénme

Sekil (2.4) de gordugimiz gibi bir (0,/,,0) R’ noktasindan gegen z yoniinde bir

eksen etrafinda donen bir kati cismin hareketini digiinelim. Eger donme miktar olarak &
y1 alirsak B catisindan A4 ¢atisina dogru cismin yonu

cos@ —sinf@ 0
R, =|sin@ cos@ 0
0 0 1

olarak yazilabilir. Burada B ¢atisinin orjininin koordinatlari

0

~~

pab:

1

o

dir. Bu durumda bu kati cismin konumunun homojen temsili ise
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cosé -—sind 0 O

sin cos@ 0 [

a(0)=] 0 1 0
0 0 0 1

olarak elde edilir. € =0 oldugu zaman iki diizlem arasindaki otelemeyi gosteren g, (0),

y ekseni boyunca bir 6telemedir.

= W B ’ :
il
i \.-I \ \\'u
? ‘ . 7 p
I,-";l \I I] { f} I,-'.. . ':J p { f—}
i P p
Sekil 2.5.a Sekil 2.5.b

2.4.2. Cisim Hareketi ve Twistler i¢cin Ustel Koordinatlar

Sekil (2.5.a) da gorildugn gibi tek kollu robotlarin 6rnegini ele alalim. Donme
ekseni ||w|| =1 olacak sekilde we R’ ii ve eksen lizerinde bir nokta olan ¢ € R* ele alalim

ve kolun birim hizla déndiigiinii varsayalim. O halde p(r) noktasin hizint
j)(z‘):wx(p(t)—q) (2.25)

olarak yazilabilir. v=-wxgqg ve
s (wov
¢= 0 0 (2.26)

olacak sekilde 4x4 tipindeki ¢ matrisini tamimlayarak bu denklem homojen

oo o)

koordinatlarda

olarak yazilabilir.
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(&)

& _ 2
e =l+&t+——+---
d 2!

ile tammlanan 4x4 tipindeki &t matrisinin usteli ve ¢ skaleri toplam dénme miktari
olmak tizere bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii

p(1)=¢"5(0)
olarak elde edilir. exp(ft) donigimi ¢ miktarinca donmeden sonra bir noktayr ilk
konumundan son konumuna dontstiirir.

Benzer bir dugstinceyle 4x4 tipindeki bir matrisin tsteli olarak 6teleme hareketiyle
kati1 cisim hareketi temsil edilebilir. Birim hizla hareket eden bir prizmatik kola ekli bir
noktanin hiz1 da

plt)=v (2.27)

olarak yazilabilir. ¢ toplam oteleme miktar1 ve

é— 0 v
o o (2.28)

olmak tzere (2.27) denkleminin ¢éziimiinden exp(ét)l_)(O) olarak yazilabilir. Boylece

so(3) un tanimina benzer olarak
se(3) = {(v, w):veR* weso (3)} (2.29)

kiimesi yazilabilir. Homojen koordinatlarda
s (w v
— c R4><4

olarak c_,ée se(3) un bir elemanini yazabiliriz. Se(3) iin bu elemanina bir twist denir. Bir

twist parametrelenmesinde 6-boyutlu vektor etmek i¢in \/(vee) operatori

v?/vv_v 530
0 0) |w (2.30)

olarak tanimlanir ve & nin twist koordinatlar f:(vxw) olarak gosterilir. A invers

operatoriide
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vY (wov
46

R® da verilen se(3) tn bir matris formudur. Bu yizden £ e R® olmak iizere ¢ e se(3)
twist koordinatlarini temsil eder.

ONERME 2.7: se(3) den SE(3)e Ustel Doniisiim
e Se(3) ve @R verilsin é@ nin Usteli SE(3) iin bir elemanidir. Yani

¢’ e SE(3) (2.32)
dir.
ISPAT:
s (w v
“(0
olack sekilde yazilan & twisti igin exp(f&) y1 hesaplayacagiz.

1.DURUM (w=0): w=0 igin exp(f&)zl +f€ esitliginden faydalanarak £ nin

kuvvetleri

olarak hesaplanabilir. SE(3) de &6 nin ustelide
: I Vo

olarak yazilabilir.

I wxvy
2.DURUM (w=0): Varsayalimki ||w||:1 olsun o halde g:(o | j olacak

sekilde bir kat1 doniigim tanimlayalim. ||w|| =1 ile 6nerme 2.3 i goz 6niine alirsak 1 =w'v

olmak uzere
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(1 —wxv w v\l wxv

o1 0 0)\0 1

(w ww' v (2.34)
0 0

B W hw

Lo o0

hesaplanabilir. Bu durumda
e :eg((’w@)gi :ge"e"gg" (2.35)

ozdesligi kullanilarak exp (é '0) y1 hesaplayabiliriz. Yani ww=wxw=0 oldugundan

RN E

eé/@ B ev’@’@ hW0
0 1

esitligini ve (2.35) denklemini kullanarak SE (3) in bir elemant olan

wo _ Wwo T
o :(e (1 e )(wxv)+ww vﬁ} w20 (236)
0 1

yazilabilir. Buradan

elde edilir.

ONERME 2.8: SE(3) de Ustel Doniisiimiin Ortenligi
g€ SE(3) verilsin g =exp (é&) olacak sekilde & e se(3) ve 6eR elemanlan

vardir.
ISPAT: peR ve Re SO(3) olmak tizere g :(R,p) olsun 8 =0 ve keyfi 92 i¢cin

(R,p)=(1,0) durumu asikdr oldugundan diger durumlarda onermenin saglanip
saglanamayacagini aragtiralim.

1.Durum R =/ : Eger donme hareketi yoksa
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o £
= |p|| ve 0=|p| (2.37)
0 0

yazilabilir. Denklem (2.32) yi goz ontne alirsak exp(f&)z([ ,p)=g oldugu bulunmus
olur.
2.Durum R=1: ¢ =(v,w) oldugunu bulmak igin

B (e'w (I—e'w)(wxv)erwTvHJ
e pu—

0 1

olan (2.36) denklemini ele alalim. Bu denklemdeki w ve 6 elemanlan exp(w,@):R

donme denkleminin v i¢in ¢ézilmesiyle
(1 —e'w)(wxv)Jr ww'v@ = p (2.38)
denklemi bulunur. O halde ispati tamamlamak i¢in
A :(]—e‘w)v?hL ww'@
matrisinin V8 € (0, 27[] icin singuler olmadigini gostermek yeterlidir. Cunki =0 (ve

R#1) oldugu zaman A ortogonal uzaya sahiptir. Bu yizden 4v=0<>v=0 bulunmusg
olur.

_________________

I
Sekil 2.6

ORNEK 2.2: Bir Dogru Etrafinda Twist Koordinatlarimin Dénmesi

Sekil (2.6) da gorildigi gibi uzayda sabit bir eksen etrafinda donerek olusan kati
cisim hareketini digiinelim. O halde B ¢atisinin konumu
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cose —sina 0 —Isinx
sinad  cosa 0 [ +[,cosax
0 0 1 0
0 0 0 1

seklinde yazilabilir.

B catisindan A4 c¢atisina dogru cismin konumuna karsilik gelen twist
koordinatlarin1 hesaplamaliyiz. g, yi olusturan twisti hesaplamak i¢in; (2.8) dnermesinin

ispatini, R # [ oldugunu ve o =0 yi1 ele alalim. Cisim z ekseni etrafinda donderildigi i¢in
exp(w,0) =R, i saglayan weR* ckseni ve R agisi igin

esitlikleri yazilabilir. v yi bulmak i¢in
[(1 - e‘w)ﬁﬂr WWT9:|V =0
denklemini ele alalim @ = o dersek

sine cosa—1 0 —I,sina

l-cosaa sina 0 |v=|[ +l,cosx

0 0 o 0
olarak yazilabilir ki buradan
sina 1 0 L -1,

2(1-cosr) A . 2
/ sina 0 l;lzl S::r;ja (4, +1)sina
V= - _ = —_—
2 2(1-cosa) ' 20 2(1-cosa)

0 0 v 0

elde edilir. Bu yiizden g, nin twist koordinatlar
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L +1,
2
(I, +1,)sinc

E= 0 ,O0=a+#0

0
0
1
olarak bulunur.

2.4.3. Vidalar: Twistlerin Geometrik Anlami

Vida hareketleri ad1 verilen kat1 cisim hareketlerinin 6zel bir sinifin1 tanimlayarak
baglayalim ve sonra bir twist ile bir vidanin iligkili oldugunu gosterelim. Sekil 2.7.a da
gorildagu gibi bir d miktarinca ayni eksen etrafinda 6telemenin ardindan & agist kadar
uzayda bir eksen etrafinda donmesinden olugan bir katt cisim hareketini (twist hareketini)
disinelim. Bir vida dondigi zaman ayni eksen boyunca otelenir. Bu durumu ele
aldigimizda @ =0 igin

\ r:: s
J‘-::';»_'" _N\iwrld AP+
/‘_,»" ‘? “m - J’,,-"J-
p*
Sekil 2.7.a Sekil 2.7.b

h:% vidanin oteleme miktaridir ve buna vida adimi denir. Bu yizden 6 kadar

donderildikten sonra 6teleme hareketi 26 dir. Bir noktadan gegen yonlendirilmis dogru bu
hareketin eksenini temsil eder. Eksen tizerinde ¢ € R’ noktasim ele alalim o hade bu eksen

I={q+Aw: 1R} (2.39)
noktalarindan olusur.

Doénme olmadigi zaman vidanin ekseni farkli bir sekilde tanimlanmalidir. ||v|| =1

olan bir vektor olmak tizere v yonunde orjinden gegen dogruyu eksen olarak alalim sekil
2.7b de oldugu gibi vidanin adimi sonsuz ve buyukligi, v yoninde ki otelemenin
biyiikligidir.
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f ™ e
p—a/ \ g5\
/x> #qt+e”(p—q)+ hbw
’.,,-"' \"\\ :. ,r
/‘:"ﬂ' e SRR /
> S
/__,-f q + C.:L'r:‘{p sy {}J
Sekil 2.8

TANIM 2.2: Bir S vidasi bir / ekseni bir 4 vida adimi ve M buytkliginden
olusur. Bir vida hareketi / eksenine paralel olan 46 miktan kadar 6telemenin ardindan /
ekseni etrafinda 6 =m miktart kadar donmeyi temsil eder. Eger 2 =00 ise karsilik gelen
vida hareketi bir M buyukligi kadar vidanin ekseni etrafinda saf 6telemeden olusur, [21].

Bir vida ile ilgili kat1 cisim hareketini hesaplamak i¢in gekil 2.8 de goruldigi gibi
bir p € R’ noktasinin hareketini incelersek

qp:q+e‘w (p—q)+h9w

denklemi bu noktanin son konumunu ifade eder. Bu esitligi homojen koordinatlarda

g (p j - (ew (1-¢")q+ hHwJ (p j (2.40)
1 0 1 1

(2.40) denkleminde verilen kat1 cisim hareketi (2.36) denklemiyle verilen bir twistin
usteli ile ayn1 denkleme sahiptir. Yani

S _ (e‘w (I —e" )(w>< v)+ waVHJ

0 1

olarak yazabiliriz.

dir. Gergekten v=—wxg+hw segersek ve |w|=1 6=0 olmak tzere &=(v,w) (2.40)

denklemindeki vida hareketini verir. 2#=0 ise bir vida hareketi ile ilgili twist basitce
& :(—wx q,w) esitligiyle yazilabilir. Otelemenin miktari olarak & y1 alirsak bu vidanin

karsilik geldigi kat1 cisim hareketi
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(1 v
g, | (2.41)

olarak yazilir. Bu ylizden bir vida hareketi vidanin biyikligiine esit olan bir buyuklikte
surekli twistin hareketine karsilik gelir. O halde her twist ile ilgili bir vida adimi
tanimlayabilecegimiz sonucuna variriz.

TANIM 2.3:

T

h=—5 (2.42)
Il

Bir twistin vida adim1; donme hareketine 6teleme hareketinin oraniyla bulunur. w=0
olmasi ¢ twistinin sinirsiz vida adimina sahip oldugu anlamina gelir, [21].

TANIM 2.4: Bir noktadan ge¢en dogrunun yonii olan / ekseni

{WX:Jrﬂw:ﬂeR} w# Qise
I=5 10

{0+Av:AeR}  w=0ise

(2.43)

.. X . o
olarak tanimlanir. w=0 i¢in eksen WXV hoktasindan gecen w yoninde bir dogrudur.

2
w

w =0 i¢in eksen orjinden gegen v yéniinde bir dogrudur, [21].

TANIM 2.5:

||w|| w# Qise
M = (2.44)
||v|| w=0ise

Vidanin buytkligi net donmeye esittir. Eger hareket donme bileseni igerirse ||w|| =1
olacak gekilde secersek (yada ||v|| =1,w=0 oldugu zaman) bir §A¢9 twisti M =86
buyukliigiine sahiptir, [21].

ONERME 2.9: Twistlere Karsilik Gelen Vida Hareketleri

[ ekseninin yoniinde 4 vida adimi kadar ve M buyukliginde bir vida verilsin. Bu
durumda vida ile olusan bir kati1 hareket M& twisti olmak tizere birim buyiiklikte bir &

twisti vardir.
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ISPAT:
LDurum: h=o: [={g+Av:|y|=1LAcR} ve =M alahm ve twisti
é— 0 v
Lo o
seklinde tanimlayalim o halde exp(f&) kat1 cisim hareketi # miktarinca vida ekseni

etrafinda ki otelemeye karsilik gelir.

2.Durum / smirhysa: / ={q+Aw:|w|=11eR} ve =M alahm ve

£ W —wxqg+hw
Lo 0

olarak tanimlanan twist ile exp (f&) kat1 cisim hareketi vidanin hesabiyla bulunur.

ONERME 2.10: Her kat: cisim hareketi bir eksen etrafindaki dénme ve bu eksene
paralel bir 6telemenin birlesimiyle olusur.

Sekil 2.9
ORNEK 2.3: Bir Eksen Etrafinda Dénme

Sekil 2.9 da goruldiigi gibi uzayda bir eksen etrafinda donen bir kati cismin hareketini
disiinelim. Bu hareket ¢=(0,/,0) noktasindan gecen w=(0,0,1) yoniinde bir eksen
etrafinda sifir adiml1 bir vidaya kargilik gelir.

Bu vidaya karsilik gelen twist
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=~

r
Il
|
z
9
e S
Il
—_ o O O O

cosd -—sinfd 0 [;sin@
o R ([_e»t@)(wxv) sind cos@ 0 [ (1-cosd)
0 0
0 0 0 1

—
e

olarak elde edilir.

B catisindan A4 c¢atistna  dogru noktalari  donistiren katt  donigimler

0
I l] ..
2., (0)= 0 olmak tizere
0 1

2, (0)=exp(£0)zg,, (0)

denklemiyle yazilir. Bu denklemdeki tistelin alinmasi ve matris ¢arpiminin yapilmasiyla

cosé —sind 0 O
_|sind  cos€é 0 |
Ea =1 0 10
0 0 0 1
elde edilir.
2.5. Kat1 Cismin Hizi

2.5.1. Dénme Hiz1 Ik olarak R* de saf donme hareketini diisiinelim ve B bir cisim
uzerindeki ¢ati ve A da bir sabit ¢at1 olsun. Bir B catisinin hareket yontne kargilik gelen

bir egri olarak R, () € SO(3) u alalim ve g, koordinatlarinin sabit gatiya gore konumu

q,(t)=R,(1)q, (2.45)
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denklemiyle ifade edilir. R, bir noktanin cisim koordinatlarini bu noktamn konum hizina
donustiren dontsim olmak tizere sabit ¢atidaki bu noktanin hizi

d .
v, (1)=—-a, (1) =R, (1)4; (2.46)

olarak elde edilir. (2.46) denklemini tekrar diizenlersek cismin hizini
v, ()=R, ()R, (©)R ,()q, (2.47)
olarak yazabiliriz.

ONERME 2.11: R(t)eSO(3)verilsin R(1)R"'(1)eR** ve R'(t)R(1)eR* ters

simetrik matrislerdir.

ISPAT: R(t)R(t)T =] oldugunu biliyoruz Burada matrislerin ¢ ye bagimliligini

kaldirirsak ve RR” = —( Rt )T oldugunu goz oniine alirsak
RR" +RR" =0

yazabiliriz. Bu yizden RR™ = RR” bir ters simetrik matristir.

Sekil 2.10

ORNEK 2.4: Sekil 2.10 da goriildigii gibi bir eklemli manipulatoriin donme
hareketini digiinelim ve Q(t) yide donme agist olarak alalim o halde bu manipiilatoriin

yonu
cos@(r) —sinf(r) 0

R(t)=|siné(t) cosf(t) O
0 0 1

(2.48)
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olarak yazilir. Bu durumda sabit ¢atida bir noktanin hizin

—0sinf —Bcosf® 0) cosf sinf 0 0

-0 0
W' =RR" =| Ocosd —0sind 0] —sind cosé 0|=|6 0 0 (2.49)
0 0 0 0 0 1 0 0 O

olarak yazabiliriz. O halde

0
w =0 (2.50)
6
olarak yazabiliriz. Cismin hizi ise
0 -6 0 0
W=R'R=|6 0 0]yadaw’=|0 (2.51)
0 0 0 0

dir.

2.5.2. Kat1 Cisim Hiz1

. (z‘) € se(3) seklindeki bir kat1 cismin yontnt tanimlayan bir parametreli egrinin
genel durumunu diigtinelim.

g, (t)= {Rab (*) pabl(t)j

0 (2.52)

esitligini goz ontine alirsak

s g—lz Rab Pas RaTb _e;pab _ Rab ej; _Iéab]e;pab—’_pab
S ) BV | W) 1 0 0

seklinde bir twist denklemi elde edilir. Donme hizina benzer olarak I}a}) € se(3) konum

hizini
s ~R,R" p +f
Vf\vs — 5 - V'Y _ Vab _ ub abpab pab (253)
ab gubgab 2 ab s . 7\
Wab (Rak Rab )

olarak tanimlariz. I}a‘b konum hiz1 sabit catidaki bir noktanin hizint bulmak ig¢in
kullanilabilir. Sabit catidaki kat1 cisme ekli bir ¢ noktasinin koordinatlari
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4. (t):gab (I)%

denklemiyle elde edilir. Buldugumuz bu denklemleri beraber diginiirsek

Vao = 9. = Eally = gabg;blqg

a

denklemi elde edilir ve buradan

V, =V, =W X4, +V,, (2.54)

yazilabilir. w’, agisal hiz bileseni sabit gatida oldugu gibi cismin anlik agisal hizidir. v},
bir ¢ aninda sabit ¢atinin orjininden gegen kati cisim tizerinde ki bir noktanin hizidir.

Cisim uzerindeki c¢atiya gore bir katt cismin hizim1 belirtmekte mimkindur.
g.» € SE(3) kati cismin hareketi olmak tizere kati cismin hizi

. T 7 T . b RaTli)aL
Va/;) :g;b]gab :[RabRab Rabpab} Va/;) :{Vabj: bt ab (2.55)

0 0 w, ( R'R, )\/

olarak yazilabilir. Cismin Gizerindeki ¢atida bir noktanin hizi ise
-1 -1 - b
Vq,7 = gabvqa = gubgabqb = I/:zb (t)qb
denklemi ile elde edilir Bu yizden F’ nin hareketi bir ¢, noktasinin cisim
koordinatlandir ve tersine bu noktanin hizini v, = cismin tzerindeki ¢atida
b b
Vo, = Vardy = Wfb Xy +V (2.56)
olarak yazilir.

Kati hareketlerin konum ve cisim hizi benzer doniisimlerle yazilabilir. Bu
benzerligi hesaplamak i¢in

s - -1 _ -1 - -1 _ Sh -1
V:Jb =8a8s = 8a (gabgab )gab - gabV:zbgab

denklemini ele alalim. Bu denkleme benzer olarak

s b
Wab - abWab

s s - _ b b
Vab = Wap X Papy T Par = Pap * (Rabwah ) TRV
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denklemlerini yazabiliriz. Bu denklemleri goz oniine alirsak
(v R, DPu,R, NV
Vs = ab | _ ab ab™"a ab
” {ijj ( 0 R, W, (237

Bir ¢atidan diger bir gatiya twistlerin doniigimleri olan 6x6 tipindeki matrise Ad,

yazilabilir.

seklinde yazilan g nin adjoit dontsimi denir. Bir koordinat sisteminden digerine

doniisim olan g € SE(3) verilsin 4d_ :R° —R® dontsimii
g

(R PR
Ad, = 0 R (2.58)

olarak yazilir. Bu adjoit doniisimun tersi ise

Ad?] LRT (RTp)ART}[RT _RTﬁj:Adl

“lo RT 0o R ¢

esitligiyle elde edilir.

ONERME 2.14: Eger £ ese(3) £ <R da bir twist ise herhangi g € se(3) igin
gég, Ad & € R® olan bir twisttir.

geSE (3) konumu ile tanimlanan bir kati cismin konum hiz1

. Y [-RR p+p
Vs = gg_1, VS = V‘ = A v (259)
W) (RR)

olarak yazilabilir. Bu kati hareketin cisim hiz1 da

. b R'p
V/) — g*]g) VL‘ — {Vbj = N (260)
w ) | (R'R)

olarak elde edilir. Bu durumda (2.58), (2.59) ve (2.60) denklemleri goz ontine alinirsa

Ve =AdV’ (2.61)

elde edilir.
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. ‘ N 1
I '
Sekil2.11

ORNEK 2.5: Sekil 2.11 de goriildiigii gibi bir B catisindan A4 sabit catisina gore
cismin konumu

cos@(t) -sinf(¢) 0 —I,sinf(¢)
sin@(r) cosf(t) O [ +1,cos6(r)
0 0 1 I
0 0 0 1

g(t)=

denklemi ile verilir. Bu durumda v/ =—RR" +p ve w' :(RRT )V olmak iizere donen

cismin konum hiz1

olarak elde edilir. Ornek 2.4 de w* igin yaptigmiz hasaplamalan kullanarak

160 0
vi=l 0 |vew =|0
0 2

elde edilir. Burada v' A gatisinin orjininden gegen hareket oldugu igin v’ kati cisim

iistendeki bir noktanin hizidir. v =R" p ve w’ = (RTR)T esitliklerinin hesaplanmasiyla

-10
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elde edilir. O halde cismin hizi ise

b
b 1%
V _(ij

olarak yazilabilir. Bu durumda cismin hiz1 B ¢atisinda oldugu gibi, B catisinin orjininin
hiz1 olarak yorumlanabilir. Bu ytzden lineer hiz genellikle —x yoniinde ve agisal hizda
genellikle z yontndedir.

2.5.3. Vida Hareketinin Hizi

Ornek (2.5) te hesapladigimiz exp(f&) ile gosterilen bir vida hareketi ile olusan bir

cisim hareketinin konum hizin1 ve Ornek 2.3 @ ele alalim. Bu durumda V° konum hizi
0 =1 oldugu zaman ¢ le aynidir. Oyleise B gatisindan A catisina gore cismin konumunu
gOsteren

2, (0)=¢"g,,(0)
denklemini ele alalim

%(eég ) = £’

olacak sekilde bir stirekli £ twistini kullanarak bu kati cisim hareketinin konum hizi
V=8 (0)82(6)

(60¢7 2, (0))( . (0)¢ )

o

olarak yazilabilir. Boylece bu harekete karsilik gelen konum hizi vida hareketiyle olusan
hiza esittir.

Benzer dustnceyle vida hareketinin cisim hizi

Vi =22 (0)£.,(9)

olarak hesaplanabilir. 0 =1 icin I}ah hareketli catida strekli bir vektordir. Twistin cisim

hizinin yénii ise kati cismin baglangig konumu olan g, (0) nin ortaya ¢ikan adjoit
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donisiimidiir. Ozellikle g, (0)=/ ise yani =0 da cisim iizerindeki cati ve sabit gati
cakisik ise
Vay =Vay =0

elde edilir. Burada ¢ vida hareketi ile olusan siirekli twisttir.
2.6. Koordinat Doniisiimleri
2.8y €SE(3) ile verilen donisimleri kullanarak g, €SE(3) @ bulabiliriz. Kati

cisim donisimlerinde oldugu gibi ilk ¢at1 ile ikinci ¢ati sonra ikinci ¢att ile Uglinci gatt
arasindaki hizlar birlestirilerek ilk ¢atidan son gatiya cismin hizint belirtmek mimkiindir.

ONERME 2.13: Konum Hizlarmin Déniisiimii
A, B, C catilarini ele alalim. Bu ¢atilarin birbirlerine gére konum hizlar igin
Vo=V, s Ad,
esitligi yazilabilir.
ISPAT: C catisindan A4 catisina dogru cismin konumu
8ae = 8ub8ie

olarak yazilabilir. Zincir kurali geregince C catisindan A4 ¢atisina dogru cismin konum
hizi

Vi=8.8"
= (gu.,’,g.,’,c + gabgbc ) (g_ll7cg71ub )

=1

=88 0t & (gbcgilbc )g ab

1

= I/;b +gabI/bi'g7 ab
olarak elde edilir. Bu durumda twist koordinatlarindaki konum hizlar arasindaki iligki
Vi =Vi+Ad, Vi

olarak elde edilir.

ONERME 2.14: Cisim Hizinin Déniisiimii

A, B, C catilarinin hareketini diigiinelim. O halde bu ¢atilarin cisim hizlar i¢in
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b_ b, b
Ve =Ad o Vao + Ve

esitligi yazilabilir.

Farkli catilar arasinda bir kat1 cismin hizzmt doniigtirmek i¢in kullamlan (2.13) ve
(2.14) onermelerini ele alalim. 4 ve B her biri sabit olan iki hareketsiz ¢at1 ise bir C
catisinin konum hizi

Ve=A4d, V, (2.62)
ile yazilabilir. O halde Bu cisim hizlarinin birbirlerine gére durumu
vh =yt (2.63)
dir. Clinki cismin hizi, cisim hizinin 6l¢iilmesinde sabit catidan bagimsizdir.

(2.13) ve (2.14) onermeleriyle verilen dontsim kurallart strekli twistlere
uygulanabilir. Eger vidanin hareketini temsil eden bir twist & ise ve g € SE (3) kat1 cisim
hareketini uygulayarak viday: hareket ettirirsek (2.62) denklemini kullanarak yeni bir twist
elde ederiz. Bu dururmda bir konum hiz vektorii olarak bir tek olan ¢ twistini ve sabit kati
hareket olarak da g YI diisiinebiliriz. O halde ¢ =0 olarak bulunmus olur.

lo|
I I |
1

Sekil 2.12
ORNEK 2.6: iki Eklemli Mekanizmanin Hizi

Sekil 2.12 de gordigimuz gibi C catisindan A4 c¢atisina dogru cismin hizini

0 0
bulmaliyiz. Burada her hareket bir vida hareketi oldugu i¢in v, =| 0 | ve w, =| 0 | olmak
0 1

uzere

43



A 0
olarak, v, =| 0 |, w,. =| 0 | olmak tizere
0 1

K Vbc ]
I/bc = 02
Wbc

olarak yazabiliriz. Bu durumda 4d, ~de

olarak bulunur. Onerme 2.14 i kullanarak bu hizlar ve Ad, dontstim arasinda

[, cos 6,
[, sin6,

) A N 0
I/ac = de + Adga,,l/bc =

- o O o o O

0
0
1

esitligi elde edilir.
ONERME 2.15: Kat1 Cisim Hizinin Ozdeslikleri

Bir koordinat ekseninden digerine hizlar i¢in agsagidaki iliskiler elde edilir.

V=,
b b
I/ab = _Adg,m I/ba
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3. BOLUM

3.1. Lie Gruplari ve Lie Cebirleri

Bir Lie grubu hem bir diizgiin manifold olarak hemde (g,h) —>gh ve g —>g ' grup
islemleri diizgiin olan bir G grubu olarak tanimlanabilir. Eger Vg,h e G i¢in gh=hg ise

bu Lie grubuna abel grup denir.
VgeG ve 3heG igin L, (h)=gh ile verilen L, :G —G doénisiimiine g nin sol

otelemesi denir. Benzer sekilde g nin sag Gtelemesi R, (h)=hg esitligini saglayan

R,:G—>R donigima ile tammlamr. L,ol, =L, ve R,oR =R, oldugu igin
(Lg )7] :Lg,] ve (Rg )71 = Rg,] esitlikleri yazilabilir. Bu ytizden her g igin hem L, hemde
R, ye G nin difeomorfizmi denir. Ayrica sol ve sag otelemelerde yer degistirme ozelligi

vardir.

L,oR =R L,

Eger grup abel ise sag 6teleme sol otelemeye esittir yani L, = R, dir.

ORNEK 3.1: Toplama islemiyle Oklid Uzay:

Grup islemi (x,y)—>x+y ile verilen R" Oklid uzay1 bir abel Lie gruptur. x€R”

elemamnin tersi —x ile gosterilir ve birim eleman sifir vektoridir. x+y=y+x oldugu
icin boyle bir Lie gruba abeldir denir.

ORNEK 3.2: GL(n,IR) Genel Lineer Grup

Tum nxn tipindeki singiiler olmayan reel matrislerin grubuna GL(n,R) ile gosterilen

genel lineer grup denir. Bir manifold olarak GL(n,R) R” nin bir acik alt kiimesidir.
A, B € GL(n,R) i¢in grup islemi
(4,B) —> AB

ile tanimlanan matris ¢arpimidir ve bu grubun tersi ters matris ile ifade edilir. Birim
eleman ise nxn tipindeki birim matristir. Sag ve sol 6telemeler verilen sirayla sag ve sol
matris ¢arpimi ile tanimlanir.

ORNEK3.3: SO(n) Ozel Ortogonal Grup

Ozel ortogonal grup
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SO(n)={ReGL(n,R): RR" =1, det R =+1}

ile tanimlanan genel lineer grubun bir alt grubudur. Bir manifold olarak SO(n) in boyutu

-1
"(”2 ) dir. n=3 i¢in SO(3) grubu R’ te dénme grubu olarak tanimlanur.

ORNEK 3.4: SE(3) Ozel Oklid Grubu

ReSO(3) ve peR’ olmak izere R’ deki katt doniisimlerin grubu
g(x)=Rx+p esitligini saglayan g:R* —R’® donisimlerinin kimesidir. SE(3) tn bir
elemant (p,R) < SE(3) olarak yazilir. R€ SO(3) ve pe R’ ise SE(3)

_[RoP
7o 1
olarak yazilan 4x4 tipindeki matrislerinin uzay1 olarak tanimlanan 6 boyutlu bir Lie
grubudur.

3.1.1. Bir Lie Grup ile liskili Lie Cebiri

G de bir vektor alani olarak X 1 alalim, eger (Lg)*X =X ise X ‘e sol

invaryanttir denir. Yani VA € G igin
LLX(h)=X (gh)

olarak yazilabilir. G de sol invaryant vektor alanlarinin kiimesi olarak y, (G) yi alalim
X, Yey, (G) i¢cin
L.[x.Y]=|L.X.L.Y]|=[X.Y]

yazilabilir. Bu yiizden ;(L(G), G deki tim vektor alanlarimin kiimesi olan y(G) Lie
cebirinin bir Lie alt cebiridir. Herbir £ € 7)G igin
X§ (g) = T;ng

ile G dekibir X . vektor alaninmi tanimlariz.
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oldugu i¢in X, sol invaryantur. p op,=id,, ve p,e° plzidmc) yi saglayan

2%, (G) > TG lineer doniisiimleri
p(x)=X(e)
ile ve p,(x):7.G — x,(G) lineer dontsiimleride
p.(§) =X,

ile tanimlanir. Bu ytizden y, (G) ve T.G vektor uzaylan izomorfiktir. £,&, € T,G igin

[§],§z]z[X§],X§2](e) 3.1

ile 7.G de bir Lie braket tanimlayarak bir Lie cebiri olusturulmus olur. Bu Lie cebirsel
yapt ile 7,G vektor uzayina G nin Lie cebiri denir ve g ile gosterilir. g nin bir Lie alt

cebiri [f, 77] eh ve &,7h olmak tzere bir h — g alt uzayidir.
ORNEK 3.5: (R".+) nm Lie Cebiri

R” grubu ig¢in e=0 yazilir ve 7,R" =[R" dir. 7JR" ile tanimlanan sol invaryant

vektor alani bir sirekli vektor alanidir. Vx € R” igin
X, (x) =V
dir. Bu yiizden R” in Lie cebiri Vv,,v, € R” i¢in Lie braketi [v],vz] =0 olan R" dir.
ORNEK 3.6: GL(n,R)nin Lie Cebiri
GL(n,IR) nin Lie cebiri gl(n,]R) ile gosterilen A,B € gl(n, R) icin

[4,B]=A4B—BA
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braket yapisi ile tim nxn tipindeki reel matrislerin kiimesidir. Yani GL(n,]R), R™ nin
bir agik alt kiimesidir ve bu yizden 7,GL(n,R)=R"" dir. GL(n,R) de bir vektor alani

Xx; € R™" olmak tizere

olarak yazilabilir.

ORNEK 3.7: SO(3)iin Lie Cebiri

so(3)ile gosterilen SO(3) un Lie cebiri w,w, € s0(3) igin [, w, | =W, =iy

braket yapist ile

0 -w, w,
W=lws 0w (3.2)
-w, W 0

olan 3x3 tipindeki ters simetrik matrislerdir. Bir weR® vektorini bir we 50(3)
matrisine dondstiiren (3.2) denklemindeki donisima kullanarak R* de so(3)

tammlayabiliriz. O halde w;,w, e R* i¢in
[, ] = (<, )

yazilabilir. Bu yiizden w—w doniisiimii (R’,x) Lie cebiri ile (So,[,]) Lie cebiri

arasindaki bir izomorfizmdir.

ORNEK 3.8: SE(3) iin Lie Cebiri
se(3) ile gosterilen SE(3) un Lie cebiri

[élaéz] :éléz _ézél

A_fvv
5_00

e g > 1’/{/] V] > 1;‘\/2 V2 . .
matrisi ile tantmlanabilir. £ = 0 0 ve &, = o 0 olarak alirsak Lie braketi

braket yapist ve w,ve R’ i¢in
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[9913992]2921992—992991 — (W| XWZ)/\ WV, =W, XV,
0 0

olarak yazabiliriz. se(3) vektor uzay EE= (v,w)eR® dénisimi ile izomorfiktir.
3.1.2. Ustel Doniisiim
V& eT,G igin t=0 aninda e den gegen X, sol invaryant vektor alaninin integral

egrisi olarak ¢, :IR — G yi ele alalim yani

d
#,(0)=e ve E(’% (1)=X(¢.(1))
dir. ¢.(¢), G nin bir parametreli alt grubu olmak iizere

6. (s+1)=4,(s)+4,(1) (3.3)

olarak yazilabilir. Hem sol invaryanti hemde (3.3) denklemini ele alarak Vze R igin ¢, (t)
nin tamml oldugunu goririz. exp(£)=4¢, (1) esitligini saglayan exp:7.G >G
fonksiyonuna G nin g Lie cebirindeki tstel dontisimi denir. s € R igin tistel doniisim
G nin bir parametreli alt grubunun &s € g elemanidir ve bu iistel doniisim

exp(gs) =4 (s) (3.4)

olarak yazilir. (3.4) denklemi g6z 6niine alinirsa sabit bir s elemanit i¢in e dogrusundan
gegen ¢ =0 anindaki ¢ — ¢, (1s) egrisi igin

L 4. (15)=5(X. (1) =X, (4 (1)

denklemi yazlabilir. ¢, (t) ve ¢ (z‘s) ayni diferansiyel denkleme karsilik geldigi ve bu
denklemlerin her ikisi =0 amnda e den gegtigi i¢in ¢, (r)=4¢.(¢s) olur. Bu
denklemlerde ¢ =1 alirsak exp(&s) =g, (s) yazilir.

ORNEK 3.9: (R",+) da Ustel Déniisiim
Grup islemi olarak toplama ile birlikte R” i1 digtnelim. R" in Lie cebiri braket

islemi ile R" dir ve bir X, (x)=v sol invaryant vektor alaninin integral egrisi ¢, (1) =vt
dir. Bu nedenle
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¢, (t)ox=x+vt ve exp:R" > R"
doniigimlerini yazabiliriz.
ORNEK 3.10: GL(n,IR)de Ustel Déniisiim

g=gl(n,R)=R"™ ve [4,B]=4AB—BA olmak uzere G=GL(n,R)cR™
esitligini ele alalim. VA4 € gl(n,R) igin

@, (1)= Z

n=0

ile verilen @, :R—)GL(n,R) dontigimi bir parametreli alt gruptur. Cinki @

dontigimt X , nin sol invaryant vektor alaninin bir integral egrisini gostermek iizere

olarak yazilir. Bu yiizden exp:gl(n, ]R) —GL(n, R) uistel dénusumu

exp(4

seklinde tanimlanir.

ORNEK 3.11: SO(3) de Ustel Dniisiim

G =S0(3) olsun bir |w| agist kadar we R’ vektorii etrafinda ki bir dénmeye

karsilik gelen expw

ol ||sm||w||+|| wi —(1-cos|pf)
dir.
ORNEK 3.12: SE(3) de Ustel Déniisiim
[£.6,]=84 -&4 Lie braketi ve w,veR' olmak iizere G=SE(3) igin Lie
cebiri
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seklindeki 4 x4 tipindeki matrislerle tanimlanabilir. O halde

A=]

" (1-cos|uf) +:

T (IIWII sin )

olmak lizere G nin Ustel dontsimu

~ (1 v ~ (e"  Av
expé = ,w=0 ve exp& = ,W#0
pe (0 J ps {0 1}

ORNEK 3.13: GL(n, R) Logaritma Fonksiyonu

olarak yazilir.

G =GL(n, R) ve A€ G olmak tizere logaritma fonksiyonu her ||A —I|| <1 ig¢in

log A= Z "H (A 1)

matris polinomuyla tanimlanir.

ORNEK 3.14: SO(3) de Logaritma Fonksiyonu

G= SO(3) olsun e R ve we se(3) elemanlan

- 1
2cos@+1=iz(R) ve w=——(R-R"), R=1
2sinf
esitligini sagliyorsa
logR=a=06w

fonksiyonuna logaritma fonksiyonu denir. R=7 oldugu zaman herhangi k& ve w
tamsayilart i¢in @ =2kx degeri keyfi olarak segilebilir. Sonu¢ olarak 6 tek degerli

olmadigindan SO(3) deki logaritma fonksiyonuda tek degere sahip degildir.

ORNEK 3.15: SE(3) de Logaritma Fonksiyonu

—log R ve A" — 1Ly 25l (1 cosfpef) .

2 2[uf"sin

olmak iizere SE(3) de logaritma fonksiyonu

b

51



- R p w A'p
= 10 =
d g(o lj [0 0 j
esitligiyle yazilir. Burada eger w=0 ise A=17 dir. w tek degere sahip olmadigindan
SE (3) deki logaritma fonksiyonuda tek degerli degildir.

3.1.3. Lie Gruplarinda Hareketler

2. bolimde hem g nin hemde Ad, nin bazi ozelliklerini kullanarak matris garpimi

yardimiyla SE (3) tin sol hareketi olarak adlandirilan noktalarin, vektorlerin ve twistlerin
dontstimlerini inceledik. Bu bolimde ise robot kinematiklerinde bir manifold tzerinde
tanimlanan Lie grubunun sol hareketinin tanimini ve bu hareketin bazi Orneklerini
inceleyecegiz.

Bir diizgtin manifold olarak M ve bir Lie grup olarakta G yi ele alalim;

i) Vxe M igin q)(e,x):x,
ii) Vg,he G ve xeM igin q)(g,q)(h,x)):q)(gh,x),

sartlarin1 saglayan ®@:GxM — M dizgin dontisimine M de G nin bir sol hareketi
denir. Bu sol hareket @, (x) yada ®(g,x) ile gosterilir. @ déniisiimii M manifoldu

tizerindeki G Lie grubunun bir hareketi ise bir x elemaninin orbiti
Orb, = {q)g (x) g€ G}
kiimesiyle gosterilir.

ORNEK 3.16: R" de GL(n,RR)nin Hareketi
R” de (A4,x)—> Ax donisimine GL(n,R) nin hareketi denir. Sifirdan farkli x in
orbiti ise R” —{0} agik kiimesidir.

ORNEK 3.17: G Lie Grubunun Kendi Uzerine Birlesimli Hareketi

]g(h):Rg,ng(h): ghg ' esitligini saglayan J :G—G doniisiimiine birlesimli
donustim yada g ile iliskili i¢ otomorfizm denir. /, donisimi G Lie grubunda sol

hareket tanimlar. Ciinkii /, =id ve

I, oI, (x)=ghxh'g "' =1, (x)

dir.
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ORNEK 3.18: G Lie Grubunun Lie Cebirindeki Adjoit Hareketi

g Lie cebirinde G nin adjoit hareketi
Ady (£)=(T.1, )6 = TR ° L, )¢

esitligini saglayan Ad, (£):Gxg—> g donisiimiine denir. G Lie grubu GL(n,RR) nin
bir alt grubu ise V& € g igin ge R ve Ad & =glg ' dir.

ORNEK 3.19: G Lie Grubundaki Dual Lie Cebirinin Koadjoit Hareketi

Ad, nin dual donisimi Ad, :g —g olarak tammlansin o cg've g icin g
dual Lie cebirinde G nin koadjoit hareket

()= 40,

dir. @’ ( g,a):Ad;,la ile tanimlanan @ :Gxg — g  doniisimine g  Lie cebirinde G

nin koadjoit hareketi denir.

ORNEK 3.20: M den TM ye G Lie grubunun Kaldirma Hareketi

@, (x)=D(g,x) olmak izere ®, :M —>M olmast durumunda M de G nin

hareketini ve ®: M — M dontsimuni ele alalim. 7M de G nin kaldirma hareketi
D, (g,(x,vx)) = (q)g (x),T;Cngx)
esitligini saglayan @, :GxTM — TM doniisimune denir.

3.2. Kat1 Cisim Kinematikleri

Herhangi bir anda bir kat1 cismin konumu g=( p,r) eSE (3) olarak tanimlanir. O
halde A4 y1 sabit bir ¢at1 olarak ve B yi de kat1 cisme ekli bir ¢at1 olarak alirsak B
catisindan A catisina gore cismin konumunu gabZ( pavaab) olarak elde ederiz. p, B

gatisinin ojininin konumunu ifade eder ve R, € SO(3) ise cismin yénidir. Benzer olarak

B bir ara ¢at1 olmak tizere C catisindan A4 ¢atisina dogru cismin konumunu

o = 8ab 8pe ™ (pab + R, Pyes RabRbc)

olarak yazabiliriz. Eger
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4x4 tipinde homojen matris olarak g € SE (3) yazilirsa SE (3) in grup islemi matris
¢arpimidir ve GL(4,R) genel lineer grubunun bir alt grubudur.

g, €SE(3), B catisindan alman bir noktamin koordinatlarini 4 gatisinin
koordinatlarina donustiiren bir dontigimdir. Bu doénisim @, (q) = p+Ryq ile verilen R’

de SE(3)in bir hareketidir. Homojen koordinatlarda bu hareket

(8K

olarak yazilabilir. SE(3) de vektorlerin hareketi, bir noktanin hizinin bir koordinattan
digerine nasil doniistiigini tanimlar. 7 R* bir eleman olan bir noktanin hizini ve tanjant
vektorlerinde SE (3)un hareketi M =R’ de SE (3)un kaldirma hareketidir. TR® de
SE (3)un kaldirma hareketi herhangi ¢ noktasinda g nin hareketini g, ile gosterirsek

D,. (vq) = ( g(q),Rv q) dir. Homojen koordinatlarda hareketin hiz1
I/a — Rab pab I/b
0 0 1 L0

SE (3) bir Lie grup oldugu i¢in tistel donisim Lie cebirinin elemanlarini déniigtiirmek

olarak yazilir.

icin kullanilabilir. Homojen koordinatlarda SE (3) un Lie cebiri we s0(3), velR' olmak

é_fvv
Lo o

seklindeki matrislerden olusan gl(#, R)nin bir Lie alt cebiridir. Burada se(3) vektdr uzayi

uzere

6 boyutludur ve & —>¢& =(w,v) dontsimi ile R® ya izomorftur. Bir ¢ € R’ noktasindan

gecen we R’ yoniinde bir eksen etrafinda eszamanli olarak donerek ve otelenerek olusan
hareketi digtinelim. Donme hareketinin 6teleme hareketine orani olarak /1 alalim. Eger A
sinirliysa bu 6teleme ve donmeden olusan katt hareket

2o W —gxm+hw
Lo 0

ile verilen & e se(3) twistinin ustelidir. @, () =exp (999) bir parametreli alt grubu aym

eksen etrafinda dénmenin ardindan ayn1 eksen etrafindaki bir 6telemeye karsilik gelen bir
twist ile elde edilir. Bu twistin tsteli bir vida hareketidir.
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