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ABSTRACT 
 

LIE GROUPS  
 

Muhammed Talat SARIAYDIN 
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DEPARTMENT OF MATHEMATICS 
2012, pages 57 

 
 Kinematics is a branch of mechanics that does not contain the concepts of force and 
mass. That is, Kinematics just examines the time dependent change in the location of 
appoint or appoint system (the body). 
 
 Kinematic modeling which science of robotics is one of the most important 
analytical tools are used in many fields of science of robotics. In particular: Mechanisms, 
modeling of sensors and actuators, concurrent robot control applications, robot simulation 
and programming asynchronous transactions. Robot kinematic modeling of robots is one of 
the most important stages of the work of robotics. Cartesian plane, using conversion-
operators such as matrix or vectors, was called point conversion to this method is removed 
from the kinematic model. Further, If linear transformation vectors and the operators are 
used, then this method is called a linear transformation method. Using transformation 
Cartesian plane of vectors, Maxwell described the 4x4 homogeneous transformation 
matrixes. Denavit-Hartenberg, using the homogeneous transformation matrix, orientation 
and position of  a coordinate system defined by the coordinate system to another. 
According to a coordinate system to another, transformation matrix can be expressed the 
movement of the screw. In this method expressed as a linear transformation takes both a 
displacement and rotation on the same axis.  
 
 In this study, we made mind earlier these studies, differently, Lie groups and Lie 
algebras in robotic motions and will explore with the limited movement of the screw. 
 

Keywords: Lie Group, Lie Algebra, Robots, Motion, Rotational 
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1.  
 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 
 
TANIM 1.1 : G :G G G  

 
,a b G  ( ) ( )a b c a b c  

G  ir, 1 .  
 

TANIM 1.2 : G  
:
( , )
G G G
x y x y

 

,G ikilisine bir grup denir.  
 
      ) , ,i x y z G  ( ) ( )x y z x y z , 
      )ii x G  e x x e x  G  de bir tek e   
      )iii x G  x x x x e  G  de bir tek x  2 . 

 
       TANIM 1.3 : ,G  bir grup olsun G   

,x y G  x y y x  G  3 . 
 
       TANIM 1.4 : ,G  bir grup ve ,H H G  olsun. ,H  bir grup ise bu gruba 

,G  grubunun bir alt grubu denir ve H G  2 . 
 
       TANIM 1.5 : ,G  bir grup, H G  olsun. x G , h H   

1xHx  
H  altgrubuna G  grubunun normal alt grubu denir ve H G  ile 

3 . 
 
       TANIM 1.6 : V  le ve C  de keyfi bir cisim olsun, V  

 
 

: :
, ,

V V V C V V
x y x y x x

 

 
, ,x y z V  ve , C   

  
 )i x y z x y z , 
 )ii x y y x , 
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 )iii x x  V  V  
 

 )iv  Her bir x V  x  
x x  x V   

 )v x y x y , 

 )vi  x x x , 

 )vii  x x , 
 )viii  1.x x  

V  20 . 
 
       TANIM 1.7 : A  V  olsun  

:

, ,

A A V

P Q P Q PQ
 

arsa A  V  
17 . 

 ) , ,i P Q R A  PR PQ QR  

 )ii P A  ve V  i PQ  Q A   
 
 TANIM 1.8: X   ailesi de ( )P X  
herhangi bir ( )P X   ya X  

( , )X  ikilisine bir topolojik uzay denir, 7 . 
 
 ) ,i X  
 )ii   ya aittir; yani, I  herhangi bir indis 

i i IA  ii I
A   

 )iii   ya aittir; yani, J  sonlu 

i i J
A  ii J

A       

     
 TANIM 1.9: M  bir topolojik manifold ve ,A B M  olsun, : I M  

M  de A  dan B  ye bir 0 A  ve 1 B  dir, 6  

 
 
 TANIM 1.10: M  ve N , 3  :f M N  

M  : ,c d M  
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f   :f M N  
fonksiyonuna M  den N  ye bir izometri denir, 19 . 
 
       TANIM 1.11 : nE  nin bir izometrisi f  f O O , nO E  olacak 

f  17 . 
 
       TANIM 1.12 : f , nE  1 2, ,..., n

nX x x x E   
 

1 1 2 2, ,..., , , 1n n if x x t x t x t t i n  
 

ise  f  ye nE  17 . 
 
       TANIM 1.13: ,G  ve ,H  iki grup :f G H  fonksiyonu ,a b G  

( ) ( ) ( )f a b f a f b  f  fonksiyonuna G  den H  a bir 
homomorfizm denir, 2 . 
 
        TANIM 1.14: :f G H  homomorfizmi 1:1  
izomorfizm denir, 5 . 
 
        TANIM 1.15: :f G G  izomorfizmine G  nin otomorfizmi denir, 6 . 
 
        TANIM 1.16: X  ,p q X  X  deki 

U  ve V  U  ve V  yi U V  
X  8 . 

 
        TANIM 1.17: X  ve Y  birer topolojik uzay olsunlar, bir :f X Y   
 
 )i f , 
 1)ii f  mevcut, 
 1)iii f   
 
ise f  fonksiyonuna X  den Y  ye bir homeomorfizm denir, 9 . 
 
        TANIM 1.18: M   
 
 )i M  bir Hausdorff uzay, 
 )ii M  nE  e veya nE  
homeomorftur, 
 )iii M   
 

M  ye n boyutlu topolojik manifold denir, 9 . 
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        TANIM 1.19: nE  in iki U  ve V  olsun, bir :U V   
 
 ) ,ki C U V , 

 1 1) : , ( , )kii V U C V U , 
 

 ye kC  10 . 
 
        TANIM 1.20: M  bir topolojik manifold olsun, M  kC  

M  ye kC  
denir, 10 . 
 
        TANIM 1.21: k n  M  bir k manifold ve M  de bir n manifold 
olsun, p M  M  de bir U   ve M  de bir U   
 

1/ ( ) ... ( )k nU m U x m x m  
 

ise M  ye M  nin bir alt manifoldu denir, 10 . 
 
        TANIM 1.22: ( , , , , , )V F  V  F  

  
 

:
( , )
V V V

 

 
 

) ,i V  ve F  a a  

) , ,ii V   

) , ,iii V    
 

, , , , , ,V F  , , V   
 

)i  V   
)ii  V   
)iii e e  V  ye birimli cebir denir, 1 . 

 
        TANIM 1.23: MT p   

:

:
M M M

M M

T p T p T p

T p T p
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, , , , ,MT p  A  p A   

9 . 
 
        TANIM 1.24: Bir M  diferansiyellenebilir manifoldu ve bir G  

,M G  ikilisine bir Lie grubu denir, 8  
 

)i M  G   

1

) :

,
Gii G G G

b ab
 

 
6 . 

 
        TANIM 1.25: Bir  n n  

denir ve ,GL n  terilir, 10 . 
 
        TANIM 1.26: ,GL n  n n  

,SL n  ile 

10 . 
 
       TANIM 1.27: n V   V   

 
 

 , ,A A  
 

:A V V  
gruptur. Bu gruba ortogonal grup denir ve O n  10 . 
 
        TANIM 1.28: V  bir K  , :V V V   
 

)i Bilineer, 
) ,ii x y V  , ,x y y x , 

) , ,iii x y z V  , , , , , , 0x y z y z x z x y , 
 

,  V  9 . 
 
        TANIM 1.29: /ij ijn n

a a   

18 . 
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        TANIM 1.30: Kara K  
8 . 

 
        TANIM 1.31 : M  bir C  manifold olsun, M  

M  C  fonksiyonla ,C M   
 

, : ,M M C M  

)i Simetrik; ,p pp M ve X Y M   
 

, ,p p p pX Y Y X  

)ii Bilineerlik; p M , ,a b ve , , ,p p p pX Y W Z M   
 

, , ,p p p p p p paX bY Z a X Y b Y Z  
ve 

, , ,p p p p p p pX aW bZ a X W b X Z  
)iii   

 
) 0pa X  , 0p pX X  

) 0pb X  ise , 0p pX X  

,  ye M  M  

, ,M  ikilisine Riemann 

manifoldu denir, 9 . 
 
       TANIM 1.32 : M  M  p M   
 

: ,M M

p

g M T p T p

p g
 

 
g  ye M  

 
 
 M  manifoldunun p M  U  g  
formu rC  g  rC  8 . 
 
       TANIM 1.33 :  
 

)a G  0g G   

0
:gL G G  

g G  
0 0gL g g g  8 . 
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)b G  bir Lie grup olsun, belli bir 0g G   

0
:gR G G  

g G  
0 0gR g gg  G   

8 . 
 

        
TANIM 1.34 : g  bir Lie cebiri, b  de g  X b , Y g  

olmak ,X Y b  b  ye g  nin ideali denir, 16 . 
 

TANIM 1.35: n  V  olsun. Bir 
:A V V  ijA a  ise A   

 

1

n

ii
i

 

 
10 . 

 
TANIM 1.36: nU  ve mV  f  

:f U V  21 . 
 
TANIM 1.37: M  bir n boyutlu topolojik manifold ve U  da nE  

U  bir  homeomorfizmi ile M  nin bir W  
 

 
: nU E W M  

 
,W  ikilisine M  de bir harita denir, 9 . 

 
 TANIM 1.38: M  bir n boyutlu topolojik manifold ve M  
U  olsun U   indislerinin A  U  

A
U  nE  de U  ya bir  

U  ,U  ,
A

U  

koleksiyonuna bir atlas denir, 9 . 
 
 TANIM 1.39: n  e homeomorfik olan bir M  n  boyutlu bir manifold 
olsun. Bir sabit koordinat ekseni olan , U M  n  

,U  yi bir sabit koordinat ekseni olarak 
1   bir difemorfizm ve ,U , ,V  
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C  U  M  
ile ,U  ve ,V   21 . 
 
 
TANIM 1.40: n M ve M de bir nokta olarak p  yi 

M  sini p  M  deki reel 
C p  olarak yazabiliriz. ,  ve ,f g C p  

pX  :pX C p  

denir, 21 . 
 
 )i  p p pX f g X f X g  

 )ii p p pX fg X f f p X g  
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2.  
 

 
 

ve cismin k 3, ,x y z  
  

 
3, ,p t x t y t z t  

 
 

 
 Robotik hareketlerde 

cisimlerin bir birle p  
ve q   

0 0p t q t p q sabit  
dir. 
 
 cismin hareketi herh  her zaman sabit kal

 
 
 3  O  alt 

koruyan 3:g t O  

boyunca bir cismi hareket ettirirsek g t  

3:g O  
 
 ,p q O  p  ve q  3v  
p  den q   

3v  ,p q  v q p  

in r  ile s  v  
q p s r  olarak yazabiliriz. 
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3:g O  

 
*g v g q g p  

 
olarak yazabiliriz. 
 
 
d 3:g O  

3:g O  

, , , ,x y z x y z  xy  

 
 
 TANIM 2.1: 3 3

* :g  
 

 
)i  3,p q  g p g q p q  

)ii  3,v w  * * *g v w g v g w  
 

 
 

1 2 * 1 * 2v v g v g v  ve 1 2 * 1 * 2v v g v g v  
 

 
2 2

1 2 1 2 1 2
1
4

Tv v v v v v  

 
 

 

1 2 * 1 * 2
TTv v g v g v  

 

 
 

2.2.  3   
 



11 
 

A  B  
B  A  

olarak 3, ,ab ab abx y z   
 

 
 

 
 
       Bu 3 3   
 

ab ab ab abR x y z  
 

olarak elde edilir.  
 

 
  
 3 3R  

3
1 2 3, ,r r r  R  

 
 

0,
1,

T
i j

i j ise
r r

i j ise
 

 
R   

 
                                                    
(2.1) 

 
 

det 1R  
 

R   
 

T TRR R R I
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1 2 3det TR r r r  
 

2 3 1r r r  

1 1det TR r r  

3 3  3SO   
 
 (2.2) 
 

n n   
 
 3 33SO  G  
a G  G  bir 
gruptur. 
 
 )i  1 2,g g G  ise 1 2g g G  dir, 
 )ii  Birim: g G  g e e g g  e  

 
 )iii g G  1 1g g g g e  1g G  inversi 

 
)iv  1 2 3, ,g g g G  ise 1 2 3 1 2 3g g g g g g   

 
  3SO   
 
 )i  1 2, 3R R SO  ise  

1 2 1 2 1 2 2 1 1 1
T T T TR R R R R R R R R R I  

1 2 1 2det det det 1R R R R  

1 2 3R R SO   
 

)ii   
 )iii  (2.1) denkleminden 3R SO  3TR SO   
 )iv  
yani 

1 2 3 1 2 3R R R R R R  
. 

 
  3SO  I  

3SO  bir gruptur. Bu durumda 3  3SO   
 

: ,det 1n n TSO n R RR I R



13 
 

 Bir 3R SO  
q  nok B  

q  , ,b b b bq x y z  , ,b b bx y z  B  q  

A  3, ,ab ab abx y z  A  
q   

a ab b ab b ab bq x x y y z z  
 

 
 

b

a ab ab ab b ab b

b

x
q x y z y R q

z
 

 
3 3:abR  abR , B  

A   
 

in hareketini 
b b bv q p  B  

olan bv   
 

ab b ab b ab b a a aR v R q R p q p v  
 
b b b b bv q p s r  ise  

 
ab b ab b ab b ab b aR s R r R q R p v  

 
elde edilir. 
 
 

C  B  bcR  
ve B  A  abR  C    A   

 
 (2.3) 
 

 
 
 acR  3  den 3  acR  ilk olarak C  

B  ye sonra B  A  C  A  
 

 
 

ac ab bcR R R
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3,a b  
 

 
2 3 3 2

3 1 1 3

1 2 2 1

a b a b
a b a b a b

a b a b
 

 
 

 
 a  b a b  
matris formunda  

 
(2.4) 

 
a b   

 
 

(2.5) 
olarak yazabiliriz. ^a  notasyonu  a   
 
  
 
 3R SO  ve 3v w  olsun. B  
 

 (2.6) 
 

 (2.7) 
 

 

 
 
  
 
Bir 3R SO   
 
 )i R  noktalar ar  3,p q R  q pR R q p  

)ii R   3,v w R  R v w Rv Rw  
 

 )i  

^a b a b

R v w R v R w

^ ^TR w R Rw

3 2
^

3 1

2 1

0
0

0

a a
a a a

a a
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2

2

T

T T

T

Rq Rp R q p R q p

q p R R q p

q p q p

q p

 

 
 

)ii   Denklem 2.6   

 
                                                                
 

 
      

en bir eksen 
 

olarak 3w   
3R SO  w  ve  R  yi 

 
 

q  q  w  
 q   

 
                                                     
(2.8) 
 

0t   0q   
 

2 3

2! 3!
w w w

e I w  

 
 

 

q t w q t wq t
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0wq t e q  
 

 w  ekseni 
 

 
                                                     
(2.9) 

 
w  matrisi ters simetrik matristir. Yani 

Tw w   
 

3 3  tipindeki ters simetrik matrislerin 3so  
genel olarak n n   

 
    (2.10)                                

 
olarak yazabiliriz. 3 33so  

3so  3so  3so  

3so  
^v w v w 3  de 3so   

 

1w  ve  3w so  matrisi verilsin o halde w  n 
 

 
 

(2.11) 

 
 

 
 
exp wt   
 
  2.3:  E 3a so   
 

                                            (2.12) 
 

                                                (2.13) 
   

ve a   
 
 1w a w   
 

:n n Tso n S S S

2 2 3 3

exp
2! 3!

w w ww e I w

22 Ta aa a I
23a a a

, wR w e
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3 5 2 4
2

3! 5! 2! 4!
we I w w  

 
 

 (2.14) 
                                      

 
elde edilir. 1w   
 

2

2sin 1 cosw w we I w w
w w

 

 
exp w  ispa ; 

 
: Ters Simetrik Matrislerin  O r. 

Bir ters simetrik 3w so  matrisi ve  verilsin, o halde  
 

3we SO  
 

dir. 
 

   expR w  o det TR R I  ve det 1R  
 

 
1 T Tw w w we e e e  

 
1 TR R  yani det TR R I  det 1R  

det exp 0 1  det 1R   
 

NERME 2.5: 3SO  de D  rtendir. 

3R SO  verilsin 1w  iken 
 

expR w  
 

3w  ve   
 

SPAT: R ve exp w   
 

 
 
 (2.15) 

 

2sin 1 coswe I w w

11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
R r r r

r r r
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olarak R  1 cos , cos , sinv c s  y

 
 

 
 
 
 

(2.16) 

 
 

 
 

11 22 33 1 2cosiz R r r r  
 

elde edilir. Bu R  nin izi R  nin 
R  

det 1R  R  

1 3iz R   
  
 

(2.17) 
 

 
  erinde bir belirsizlik var 2 n  yada 

2 n   
 

R  ve exp w   
 

32 23 1

13 31 2

21 12 3

2
2
2

r r w s
r r w s
r r w s

 

 
0  ise 

 
32 23

13 31

21 12

1
2

r r
w r r

s
r r

  (2.18) 

 

1 1
cos

2
iz R

2

2 2
2 3 1 2 3 1 3 2

2 2
1 2 3 1 3 2 3 1

2 2
1 3 2 2 3 1 1 2

2
1 1 2 3 1 3 2

2
1 2 3 2 2 3 1

1 3

sin 1 cos

1

1

1

we I w w

v w w w w v w s w w v w s

w w v w s v w w w w v w s

w w v w s w w v w s v w w

w v c w w v w s w w v w s
w w v w s w v c w w v w s
w w 2

2 2 3 1 3v w s w w v w s w v c
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2  w  
R I  ise 3iz R  ve bu 0  ve w  R I  ise (2.17) 
ve (2.18) denklemlerinden 
 

expR w  
 

w  ve [0,2 )   
 
       TEOREM 2.1:  3R SO  matrisi bir [0,2 )  

sabit bir 3w   
 
 Bir B  A  

A  B   B  
z   B   y  ekseni 

 B  z  
, ,abR  , ,  

u , ,  ZYZ  
, ,x y z   

 
1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

x
x

y
y

z
z

R e

R e

R e

 

 
bit olarak B  A  

 
 

ba z y zR R R R  
 

olarak elde edilir. Bu ifadenin tersi B  A  
cos , sinc s   

 
 
 
 

(2.19) 

ab z y zR R R R

c c c s s c c c s s c c
s c c c s s c s c c s s

s c s s c
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3R SO  

sin 0  atan 2 y
x

, 1tan y
x

 , ,  

 
 
 
 
 
 

(2.20) 

 
elde edilir. 
 

R I  
,0,  formundaki , ,  ,0,abR I  

ZYX  eksenlerini ve YZX  ZYX  
abR  de roll ile x  ekseni 

y  z ekseni 
ZYX  hem de YZX  

ZYX    
 

z y x
ab z y xR R R R e e e  

 
bulunur. Burada 2   
 

 
 

 
 

2 2
31 32 33

33 13

32 31

atan 2 ,

atan 2 ,

atan 2 ,

r r r

r r
s s

r r
s s
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2.4 3  de  
 
 

 
 
  

 

0,t T   bir 3p   
 
 

B  A  
 A  B  

olan 3
abp  ve B  A  3abR SO  matrisini ele 

,ab abp R  mda 3   ile 3SO  
 

 
    (2.21) 

 
 

 
3SE  3SO   

 
nSE n SO n  
 

n boyutlu genel durumunu yazabiliriz. 
 
 , 3p R SE  
konu  

A  ve B  q  
3,a bq q  olsun. B  q  bq  ve  B  A  

,ab ab abg p R   
 

    (2.22) 
 

a ab bq g q   
 

g q p Rq  
 

v s r  ,g p R   
  

3 33 , / , 3 3SE p R p R SO SO

a ab ab bq p R q
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*g v g s g r R s r Rv  
 

 
 
2.4.1 Homojen Temsil  

 
 
herhangi bir 1 2 3, ,q q q q  4  

 
1

2

3

1

q
q

q
q

 

 
elde edilir ve q  ya q  

 
 

0
0
0
1

O  

 
1 2 3, ,v v v v  4  

 
 

1

2

3

0

v
v

v
v

 

 

 
 

)i   
)ii   
)iii   
)iv   

 
(2.22) denkleminde verilen  a ab bq g q   
 

 
 
 1 0 1 1

a ab ab b
a ab b

q R p q
q g q
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olarak lineer formda yazabiliriz. 
 
 4 4  tipindeki abg  matrisine 3abg SE  

, 3g p R SE  ise  
 

 
(2.23) 

 
 
dir. 
 
 
C  B  3bcg SE  B  A  

abg  denklemini kullanarak C  den A  ya 
 

 

                               
0 1

ab bc ab bc ab
ac ab bc

R R R p p
g g g                                         (2.24) 

 
olarak 

 
 
 )i  1 2, 3g g SE  ise 1 2 3g g SE  dir, 

 )ii  4 4  tipindeki birim eleman I , 3SE   

 )iii  3g SE  ise g  nin tersi ters  
1 ,T Tg R p R   

1 3
0 1

T TR R p
g SE  

dir, 
 
 )iv   
 
 Bir v s r  li kullanarak g  nin homojen 
temsili ile v  v  
temsilini elde ederiz. 
 

1

2
*

30 1
0

v
R p v

g v g s g r
v

 

 

0 1
R p

g
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 NERME 2.6: 3SE  E K . 

 Herhangi 3g SE   
 
 )i  g  : 3,q p  gq gp q p  dir. 

 )ii  g  3,v w  * * *g v w g v g w  dir. 
 
 SPAT:  
 

1 2 1 2 1 2gq gq Rq Rq q q  

* *g v g w Rv Rw R v w  
 

 RNEK 2.1  
 

3
10, ,0l  z  

 
B  A   

 
cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
abR  

 
B   

 

1

0

0
abp l  
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1

cos sin 0 0
sin cos 0

0 0 1 0
0 0 0 1

ab

l
g  

 
olarak elde edilir. 0  0abg , 
y  ekseni boyunca bir  

 
 

                                  .a                              .b 
 

2.4.2. atlar 
 
  
ekseni 1w  3w  3q  

p t   
 
                                        (2.25) 

 
v w q  ve  

 
 

(2.26) 
 

 
4 4  tipindeki  

koordinatlarda 
  

0 0 0 1 1
p w w q p p

p p  

 
 

 
 

p t w p t q

0 0
w v



26 
 

2

2!
t

t
e I t  

 
4 4  tipindeki t  t  

 
 

0tp t e p  
 
olarak elde edilir. exp t  t  
konumun  
 
 4 4  

 
 

(2.27) 
 

t   
 

 
(2.28) 

 
exp 0t p  

3so   
 

(2.29) 
 

 
 

4 4

0 0
w v

 

 
olarak 3se  3se   bir twist denir. Bir 

twist parametrelenmesinde 6- vee   
 
 

(2.30) 

 
 : v w   invers 

 
 
 

p t v

33 , : , 3se v w v w so

0 0
w v v

w

0
0 0

v
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(2.31) 

 
6  da verilen 3se  6  3se  

 
 
 NERME 2.7: 3se  den 3SE  

 3se  ve  verilsin  3SE   Yani 
 

    (2.32) 
 

dir. 
 
 SPAT:  
 

0 0
w v

 

 
 twis exp   

 
 1.DURUM (w=0): 0w  exp I   nin 
kuvvetleri 
 

2 3 0  
 

olarak hesaplanabilir. 3SE  de    
  
 

(2.33) 

 
 

 

2.DURUM ( 0w ): 1w  olsun o halde 
0 1
I w v

g  olacak 

1w  Th w v  
 

 

0 0
v w v
w

3e SE

, 0
0 1
I v

e w
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1

0 1 0 0 0 1

0 0

0 0

T

g g
I w v w v I w v

w ww v

w hw

                         (2.34) 

 
hesaplanabilir. Bu durumda 

 
                    (2.35) 

 
exp  0ww w w   

 
2 32 30 0

, ,
0 0 0 0

w w
 

 
 

  

0 1

we hw
e  

 
3SE   

 
 

(2.36) 
 
 

elde edilir. 
 
 NERME 2.8: 3SE   

 3g SE  verilsin expg  3se  ve  
 

 p  ve 3R SO  ,g R p  olsun 0  ve keyfi  

, ,0R p I  
 

  
1.Durum R I :  
 
 

1
1g ge e ge g

, 0
0 1

w w Te I e w v ww v
e w
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0

0 0

p
p  ve p  (2.37) 

 
exp ,I p g  

olur. 
2.Durum R I : ,v w   
 

0 1

w w Te I e w v ww v
e  

 
w  ve  exp ,w R  

v   
 
 (2.38) 

 
 

 
w TA I e w ww  

 
matrisinin 0,2  0 (ve 
R I A  0 0Av v  
olur. 
 

 
 

 
 RNEK 2.2  si 
 
 

B   
 

w TI e w v ww v p
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2

1 2

cos sin 0 sin
sin cos 0 cos

0 0 1 0
0 0 0 1

ab

l
l l

g  

 
 

 
 B  A  

abg  
R I  0  z  

exp , abw R  3w  ekseni ve   
 

0
0 ,
1

w  

 
v   

 
w T

abI e w ww v p  

 
 dersek  

 
2

1 2

sin cos 1 0 sin
1 cos sin 0 cos

0 0 0

l
v l l  

 
 

 

1 2

2
1 2

1 2

sin 1 022 1 cos 2sin
sinsin1 0 cos2 2 1 cos 2 1 cos

0
1 00 0

l l

l
l l

v l l  

 
abg   
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1 2

1 2

2
sin

2 1 cos
, 0

0
0
0
1

l l

l l

 

olarak bulunur. 
 

2.4.3. Vidalar: Tw  
 
  

d   

0   

 
 
 
                               .a                                                  .b 
 

dh   kadar 

h  
3q   

 
                                          (2.39) 
  

 
 
 1v  

v  
v  

 

:l q w
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 TANIM 2.2: Bir S  l  ekseni bir h  M  

l  eksenine paralel olan h  l  
m  h  

vida hareketi bir M  , 21 . 
 
 
bir 3p   
 

wqp q e p q h w  
 

 
 
 

 
(2.40) 

 
olarak yazabiliriz. 
 

iptir. Yani 
 

0 1

w w Te I e w v ww v
e  

 
v w q hw  1, 0w  ,v w  (2.40) 

denklemindeki vida hareketini verir. 0h  ise bir vida hareketi il
,w q w   

 
 
 
 

1 10 1

w we I e q h wp p
g
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(2.41) 

 

 
 

TANIM 2.3: 
 

 
(2.42) 

 
lunur. 0w  

 , 21 . 
 

TANIM 2.4: l  ekseni 
 
 
 

(2.43) 

 

0w  2
w v
w

 w  

0w  v  , 21 . 
 

 
 
TANIM 2.5: 

 
(2.44) 

 
 

1w

1, 0v w   twisti M  

, 21 . 
 

NERME 2.9: Twistlere K  
 

l  h  M  
M   

 

0 1
I v

g

2

Tw vh
w

2 : 0

0 : 0

w v w R w ise
l w

v w ise

0

0

w w ise
M

v w ise
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 SPAT: 
 
 1.Durum: h : : 1,l q v v  ve M   

0
0 0

v
 

exp  ca vida ekseni 
 

 
2.Durum h  : : 1,l q w w  ve M   
 

0 0
w w q hw

 

 
exp   

 

 
 

 
 

 
RNEK 2.3: Bir Eksen   

 

10, ,0q l  0,0,1w  
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1

0
0
0
0
1

l

w q
w

 

.  
 

1

1

cos sin 0 sin
sin cos 0 1 cos

0 0 1 00 1
0 0 0 1

w w

l
e I e w v l

e  

 
olarak elde edilir. 
 
  B  A  

1

0

0
0

0 1

ab

I l
g   

exp 0ab abg g  

 
 

 
 

1

cos sin 0 0
sin cos 0

0 0 1 0
0 0 0 1

ab

l
g  

 
elde edilir. 
 

2.5.  
 

 3  B  bir cisim 
A  B  

3abR t SO  bq   
 

                                                 
(2.45) 

 
a ab bq t R t q
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denklemiyle ifade edilir. abR  
 

 
 

(2.46) 
 

 
 

                                (2.47) 

 
olarak yazabiliriz. 

 
3R t SO verilsin 1 3 3R t R t  ve 1 3 3R t R t  ters 

simetrik matrislerdir. 
 
SPAT: TR t R t I  t  

TT TRR RR   
 

0T TRR RR  
 

1 TRR RR  bir ters simetrik matristir. 
    

 
 

 
 
 RNEK 2.4: 

t   
y  

 
 
 

(2.48) 

 

aq a ab b
dv t q t R t q
dt

1
aq ab ab bab

v t R t R t R t q

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

t t
R t t t
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olarak   
 

 
 
(2.49) 

 
olarak yazabiliriz. O halde 

 
 

  (2.50) 

 
 

  

 
0 0

0 0
0 0 0

b Tw R R  yada 
0
0bw                                         (2.51) 

dir. 
 

 
 

3abg t se   
 

 
 

(2.52) 
  

 
 

 

1

0 0 0 1 0 0

T T T T
ab ab ab ab ab ab ab ab ab ab ab

ab ab
R p R R p R R R R p p

g g  

 
3s

abV se  konum 
 

 
 

(2.53) 
 
 

 
s

abV  
 cisme ekli bir q   

1,
Ts

ab ab ab abs s ab
ab ab ab ab s T

ab ab ab

R R p pv
V g g V

w R R

sin cos 0 cos sin 0 0 0
cos sin 0 sin cos 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0

s Tw RR

0
0sw

0 1
ab ab

ab

R t p t
g t
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a ab bq t g t q  

 
denkle  
 

1
aq a ab b ab ab av q g q g g q  

 
denklemi elde edilir ve buradan  
 

 
(2.54) 

 
s
abw  s

abv  
bir t   
 

3abg SE   
 
 
     (2.55) 
 
 

  
 

1 1
b a

b
q ab q ab ab b ab bv g v g g q V t q  

 
b

abV  nin hareketi bir bq  n

bqv   
 

                                          
(2.56) 

 
 

 
 K . Bu 

 
 

1 1 1 1s b
ab ab ab ab ab ab ab ab ab abV g g g g g g g V g  

 
denklem  
 
 

s b
ab ab ab

s s b b
ab ab ab ab ab ab ab ab ab

w R w

v w p p p R w R v
 

 

1 ,
0 0

TbT T ab abb b abab ab ab ab
ab ab ab ab b T

ab ab ab

R pvR R R p
V g g V

w R R

b

b b b
q ab b ab b abv V q w q v

a

s s s
q ab a ab a abv V q w q v
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(2.57) 

 
 

 
 6 6  tipindeki matrise gAd  

g  
3g SE  verilsin 6 6:gAd   

 
 

(2.58) 

 
 

 

1
1

00

T TT T T

g T gT

R R pR R p RAd Ad
RR  

 
 

 
  2.14:  3se  6  da bir twist ise herhangi 3g se  

1g g , 6
gAd  olan bir twisttir.  

 
3g SE   

 
 

(2.59) 

 
 

 
 

(2.60) 

 
olarak  

 
                                                (2.61) 
 

elde edilir. 

0

s b
ab ab abs ab ab

ab s b
abab ab

R p Rv v
V

Rw w

0g

R pR
Ad

R

1,
Ts

s s
s T

RR p pvV gg V
w RR

1 ,
Tb

b b
b T

R pv
V g g V

w R R

s b
gV Ad V
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 RNEK 2.5: B  A  
cismin konumu 
 

2

1 2

0

cos sin 0 sin
sin cos 0 cos

0 0 1
0 0 0 1

t t l t
t t l l t

g t
l

 

 
denklemi ile verilir. Bu durumda s Tv RR p  ve s Tw RR  

 
 

s
s

s

v
V

w
 

 
olarak elde edili sw   
 

1

0
0

s

l
v  ve 

0
0sw  

 
elde edilir. Burada sv  A  sv  

b Tv R p  ve 
Tb Tw R R  

 

2 0
0 , 0
0

b b

l
v w  
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b
b

b

v
V

w
 

 
B  B  

x  
genellikle z   
 

2.5.3.  
 

 exp  
sV  

1  B  A  
 

0ab abg e g  
 

denkl  
 

d e e
dt

 

 
  

 
1

10 0

s
ab ab ab

ab ab

V g g

e g g e  

 
 

 
 

 
 

1

1

1

1

0

0 0

0 0

ab

b
ab ab ab

ab ab

ab ab

g

V g g

g e e g

g g

Ad

 

 
olarak hesaplanabilir. 1 abV  

1 0abg  
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0abg I  ise yani 0   
 

s b
ab abV V  

 
 elde edilir. Burada   
 

2  
 
 , 3ab bcg g SE  3acg SE  

 
 
 NERME 2.13:  
 
 , ,A B C   
 

ab

s s s
ac ab g bcV V Ad V  

 
 

 
 SPAT: C  A   
 

ac ab bcg g g  
 

C  A  
 

 
1

1 1

1 1 1

1

s
ac ac ac

ab bc ab bc bc ab

ab ab ab bc bc ab

s s
ab ab bc ab

V g g

g g g g g g

g g g g g g

V g V g

 

 
 

 
 

ab

s s s
ac ab g bcV V Ad V  

 
olarak elde edilir. 
 
  

NERME 2.14:  
 
 , ,A B C   
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1
ab

b b b
ac ab bcgV Ad V V  

 
 

 

A  ve B  C  
 

 
    (2.62) 
 

 
 

    (2.63) 
 

 
 
 
uygulanabilir. E  ise ve 3g SE  

 olarak bir tek olan  
hareket olarak da g  0g   
 

 
 

 
 

RNEK 2.6:  
 

 C  A  
0
0
0

abv  ve 
0
0
1

abw  olmak 

 
 

ab

s s
ac g bcV Ad V

b b
ac bcV V
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1
abs

ac
ab

v
V

w
 

olarak, 
1 0
0 , 0
0 1

bc bc

l
v w   

2
bcs

bc
bc

v
V

w
 

 
olarak yazabiliriz. Bu durumda 

abgAd  de  
  

0

0
0

0

ab

ab ab
g

ab

R RAd
l

R

 

 
abgAd   

 
1 1

1 1

1 2

cos0
0 sin
0 0
0 0
0 0
1 1

ab

s s s
ac ab g bc

l
l

V V Ad V  

 
 

  
   
 
  
 

b s
ab baV V  

ba

b b
ab g baV Ad V  
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3.  
 

3.1.  ve Lie Cebirleri 
 

,g h gh  ve 1g g  grup 
G  ,g h G  gh hg  ise 

bu Lie grubuna abel grup denir. 
 

g G  ve h G  gL h gh  ile verilen :gL G G  g  nin sol 

g  gR h hg  
:gR G  g h ghL L L  ve g h ghR R R  

1

1

g g
L L   ve 1

1

g g
R R   her g  gL  hemde 

gR  ye G  nin difeomorfiz
 

 
g h h gL R R L  

 
g gL R  dir. 

 
: Toplama  U   

 
,x y x y  ile verilen n  nx  

x  x y y x  
 bir Lie gruba abeldir denir. 

 
:  ,GL n  Genel Lineer Grup  

 
n n  ,GL n  

genel lineer grup denir. Bir manifold olarak ,GL n  
2n  

, ,A B GL n   
 

,A B AB  
 

eleman ise n n  
 

 
: SO n   
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, : , det 1TSO n R GL n RR I R  

 
mlanan genel lineer grubun bir alt grubudur. Bir manifold olarak SO n  in boyutu 
1

2
n n

 dir. 3n  3SO  grubu 3   

 
 : 3SE   
 
 3R SO  ve 3p  3  

g x Rx p  3 3:g   3SE  

, 3p R SE  3R SO  ve 3p  ise  3SE   
 

0 1
R p

g  

 
4 4   6 boyutlu bir Lie 

grubudur. 
 
  
 
 G  X  

*gL X X  ise X  

h G   
 

h gT L X h X gh  
 

G  L G  

, LX Y G   

* * *, , ,g g gL X Y L X L Y X Y  
 

L G , G  G  Lie 
cebirinin bir Lie alt cebiridir. Herbir eT G   
 

e gX g T L  
 

ile G deki bir X   
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e gh

e g h

h g e h

h g

X gh T L

T L L

T L T L

T L X h

 

 
X  1 2 eT Gp p id  ve 2 1 L Gp p id  

1 : L ep G T G   
 

1p x X e   
 

ile ve 2 : e Lp x T G G   
  

2p X  
 

L G  ve eT G  1 2, eT G   
 
 (3.1) 
 

ile eT G  

eT G  G  nin Lie cebiri denir ve g  g  nin bir Lie alt 
cebiri , h   ve , h  h g   
 
 : ,n  n Lie Cebiri 
 
 n  0e  n n

oT  dir. n
oT  

nx   
 

vX x v  
 

n  in Lie cebiri 1 2, nv v  1 2, 0v v  olan n  dir. 
 
 : ,GL n nin Lie Cebiri 
 
 ,GL n  nin Lie cebiri ,ngl   , ,A B ngl   
 

,A B AB BA  
 

1 21 2, ,X X e
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n n  ,GL n , n n  nin 

, n n
eT GL n  dir. ,GL n   

n n
ijx  olmak  

 

,
ij

i j ij

X x X x
x

 

 
 

 
 : 3SO  
 
 3so 3SO   1 2, 3w w so  1 2 1 2 2 1,w w w w w w  
brake  
 

 
 

(3.2) 
 

 
olan 3 3  tipindeki ters simetrik matrislerdir. Bir 3w  3w so  

3  de 3so  
3

1 2,w w   
 

1 2 1 2,w w w w  
 

w w  3,  Lie cebiri ile , ,so  Lie cebiri 
 

 
 : 3SE   
 
 3se  3SE  Lie cebiri  
 

1 2 1 2 2 1,  

 
3,w v   

 

0 0
w v

 

 
1 1

1 0 0
w v

 ve 2 2
2 0 0

w v
  

3 2

3 1

2 1

0
0

0

w w
w w w

w w
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1 2 1 2 2 1
1 2 1 2 2 1,

0 0
w w w v w v  

 
olarak yazabiliriz. 3se  6,v w   
 

3.1.2.  
 
 eT G  0t  e  X  

: G   
 

0 e  ve d t X t
dt

 

 
dir. t , G   

 
      (3.3) 

 
olarak ya  hemde (3.3) denklemini ele alarak t  t  

exp 1  exp: eT G G  
fonksiyonuna G  nin g  Lie cebi s  
G  nin bir parametreli alt grubunun s g   

 
 (3.4) 

 
abit bir s  e  

0t  t ts   
 

s s
d ts s X ts X t
dt

 

 
s t  ve ts  

denklemlerin her ikisi 0t  e  s t ts  olur. Bu 

denklemlerde 1t   exp s s   
 

 : ,n   
 

  toplama ile birlikte n  n  in Lie cebiri braket 
n  dir ve bir vX x v  v t vt  

dir. Bu nedenle 
 

s t s t

exp s s
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v t x x vt  ve exp : n n  
 

 
 
 : ,GL n de  
 
 , n nng gl  ve ,A B AB BA  , n nG GL n  

,A ngl   
 

0 !

n n

A
n

t At
n

 

 
ile verilen : ,A GL n  A  

AX   
 

0A I  ve  
1

1 1 !

n n

A A
n

d t At t A
dt n

 

 
exp : , ,n GL ngl   

0

exp 1
!

n

A
n

AA
n

 

 
 
 : 3SO   
 
 3G SO  olsun bir w  3w  

exp w  
 
 

 
 

dir. 
 
 : 3SE   

 
 1 2 1 2 2 1,  Lie braketi ve 3,w v  3G SE   

cebiri 
 

0 0
w v

 

 

2

2sin 1 cosw w we I w w
w w
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4 4   
 

2

2 31 cos sinw wA I w w w
w w

  

 
G   

 

exp , 0
0 1
I v

w  ve exp , 0
0 1

we Av
w  

 

  
 : ,GL n  Logaritma Fonksiyonu 
 
 ,G GL n  ve A G  1A I   
 

1

1

log 1
!

n
n

n

A I
A

n
 

 
matris  
 
 : 3SO  de Logaritma Fonksiyonu 
 
 3G SO  olsun  ve 3w se   
 

2cos 1 iz R  ve 
1

2sin
Tw R R , R I  

 
 

 
log R a w  

 
fonksiyonuna logaritma fonksiyonu denir. R I   k  ve w  

2k   
3SO  deki logaritma fonksiyonuda  

 
: 3SE  de Logaritma Fonksiyonu  

 

logw R  ve 1 2
2

2sin 1 cos1 , 0
2 2 sin

w w w
A I w w w

w w
 

 
3SE  de logaritma fonksiyonu 
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1

log
0 1 0 0
R p w A p

 

 
0w  ise A I  dir. w  

3SE  deki  
 

 
 

g  nin hemde gAd  

3SE   

 
 

M  ve bir Lie grup olarakta G   
 
)i  x M  ,e x x , 

)ii  ,g h G  ve x M  , , ,g h x gh x , 
 

:G M M  M  de G  nin bir sol hareketi 
denir. Bu sol hareket g x  yada ,g x   M  manifoldu 

G  Lie grubunun bir hareketi ise bir x   
 

:x gOrb x g G  
 

 
 

 n  de ,GL n nin Hareketi 
n  de ,A x Ax  ,GL n  nin hareketi x  in 

orbiti ise 0n   
 

G   
 

1
1

g ggI h R L h ghg  :gI G G  

g   gI  G  Lie grubunda sol 

eI id  ve 
 

1 1
g h ghI I x ghxh g I x  

 
dir.  
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 G  Lie Grubunun Lie Cebirindeki Adjoit Hareketi 
 
g  Lie cebirinde G  nin adjoit hareketi  
 

1
g e g e g gAd T I T R L  

 
:gAd G g g  G  Lie grubu ,GL n  nin 

bir alt grubu ise g  n ng  ve 1
gAd g g  dir. 

 
 G  Lie Grubundaki Dual Lie Cebirinin Koadjoit Hareketi 

 
gAd  *

gAd * *:g g  *g ve g  *g  
dual Lie cebirinde G  nin koadjoit hareket 

 
* , ,g gAd Ad  

 
dir. 1

* *,
g

g Ad  * :G * *g g  *g  Lie cebirinde G  
nin koadjoit hareketi denir. 
 
 M  den TM  ye G   
 
 ,g x g x  :g M M  umunda M  de G  nin 
hareketini ve : M M  TM de G   
 

* , , ,x g x g xg x v x T v  
 

yan * :G TM TM   
 

3.2.  

  g = ,p r 3SE  olarak O 
halde A   ve B  yi de B  

 A  konumunu abg = ,ab abp R  olarak elde ederiz. abp  B   

orjininin konumunu ifade eder ve 3abR SO  ise cismin  Benzer olarak 
B  bir   C   A   konumunu 

ac abg g bcg = ,ab ab bc ab bcp R p R R  

olarak yazabiliriz  

0 1
R P

g  
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4 4  tipinde homojen matris olarak 3g SE   3SE  

4,GL R  genel lineer grubunun bir alt grubudur.  

            3abg SE , B   bir A  

  g q p Rq
 
ile verilen 3  

de 3SE  hareket 

1
aq

=
0 1 1
ab ab bR p q

 

 3SE   hareketi, n bir koordinattan 
3

xT  tanjant 
 3SE  3M  de 3SE  hareketidir. 3T  de 

3SE  hareketi herhangi q  g  nin hareketini qg  ile 

* ,g q qv g q Rv
 
di  

0 0 1 0
a ab ab bV R p V

 

o . 

3SE  bir L L

3SE  Lie cebiri 33 ,w so v  olmak 
 

0 0
w v

       

eklindeki ma ,n Rgl nin bir Lie alt cebiridir. Burada 3se  

6 boyutludur ve ,w v  6  ya izomorftur. Bir 3q  an 
3w   

 D olarak h  h  
ysa   

0 0
w qxm hw

 

ile verilen 3se  exp  

ki bir elemeye ir 
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