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Ozet

Lineer dinamik sistemler i¢in durum tahmini; fen bilimleri ve miihendislikte sik¢a karsilagilan bir problemdir.
Bu problemin ¢6ziimiinde Kalman Filtresi en sik kullanmilan yontemdir. Geleneksel Kalman Filtresi, sistem
dinamikleri tam olarak bilindiginde optimal durum tahminini verir. Ancak ger¢ek uygulamalarda sistem
dinamikleri tam olarak bilinmeyebilir. Bu durumda Kalman Filtresi tahminlerinde iraksama meydana gelebilir.
Bir¢ok arastirmaci tarafindan Kalman Filtresinde meydana gelebilecek iraksama probleminin {istesinden
gelebilmek igin gesitli uyarl filtreler 6nerilmis ve Kalman Filtresinde bazi giiglendirmeler yapilmistir. Fakat her
kosul i¢in 1raksamay1 giderecek uyarl bir Kalman Filtresi halen mevcut degildir.

Bu ¢aligmada, ¢ok degiskenli sistemlerde farkli nedenlerden kaynaklanabilecek iraksama probleminin iistesinden
gelebilmek i¢in kullanilan matris unutma faktori ile uyarlanmig Kalman Filtresi agiklanmig ve hedef takibi
lizerine yapilan bir benzetim ¢aligmasi ile matris unutma faktorii ile uyarlanmig Kalman Filtresinin performansi
geleneksel Kalman Filtresinin performansina gore gozlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kalman Filtresi, Uyarli Kalman Filtresi, Unutma Faktorii.

Performance Evalution Of Adaptive Fading Kalman Filter With The Matrix
Forgetting Factor

Abstract

For linear dynamical systems, state estimation problem is widely addressed in science and engineering. Kalman
filter is the most widely method to solve of this estimation problem. As long as the system dynamics are
correctly known, conventional Kalman filter gives optimal state estimation. However, in real applications, the
system dynamics are not exactly known. In this situation, state estimation may diverge. Various adaptive
Kalman filters have been proposed to avoid the divergence problem in Kalman filter estimates by many
researchers and have been introduced some robustness in filtering. However, there is not single adaptive Kalman
filter to solve the divergence problem for each condition.

In this study, we explain the adaptive fading Kalman filter with the matrix forgetting factor for used in
multivariate systems to solve the divergence problem that may arise for different reasons. The performance of
the explained filter is demonstrated by a simulation involving target tracking.

Keywords: Kalman Filter, Adaptive Kalman Filter, Forgetting Factor.

1. Giris performans ile g¢alisir; yani Kalman Filtresinin
performansi sistem dinamiklerinin tam olarak

Kalman filtresi lineer dinamik sistemlerde  bilinmesine baglidir. Ancak birgok uygulamada
durum tahmini i¢in kullanilan bir tahmin  bu dinamikler tam olarak bilinmez. Bu ise
yontemidir [1]. Filtreleme problemi formiile  filtrenin  performansimi  olumsuz  ydnde
edilirken sistem giiriiltii siireclerinin kovaryans  etkileyebilir ve filtre tahminlerinde 1raksama
matrislerinin ve modelde yer alan matrislerintam  meydana gelebilir [3]. Tahminin iraksamasi
olarak bilindigi varsayimi yapilir [2]. Bu  probleminin dstesinden gelebilmek i¢in su ana
varsayimlar saglandiginda Kalman Filtresi en iyi ~ kadar arastirmacilar tarafindan c¢ok sayida
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calisma yapilmis ve farkli uyarh filtreler
Onerilmistir.  Skaler unutma faktori ile
Uyarlanmis Kalman Filtresi [2, 4] onerilen uyarli
filtreleme tekniklerinden bir tanesidir ve hata
kovaryans esitliginin skaler bir unutma faktorii
ile agirliklandirilmast temeline dayanir. Bu
yaklagimin temel problemi skaler unutma
faktoriiniin hata kovaryans esitliginde nasil yer
alacagi ve optimal skaler unutma faktoriiniin
nasil belirlenecegidir. Su ana kadar skaler
unutma faktoriiniin Kalman Filtresi esitliklerinde
nasil yer almasi gerektigi yapilan ¢alismalarla [4,
5] belirtilmis, ayrica skaler unutma faktoriiniin
hata kovaryans esitliginde yer alig bi¢imine gore
de optimal skaler unutma faktoriiniin
hesaplanmasi icin farkl algoritmalar
Onerilmistir. Sistemin yanlis modellenmesinden
veya filtrenin eksik bilgiyle galistirlmasindan
kaynaklanabilecek iraksama problemini 6nlemek
amaciyla, Kalman Filtresinin bir skaler unutma
faktorii ile uyarlanmasi, tek durum degiskenine
sahip sistemler i¢in uygun goriinse de ¢ok
degiskenli daha karmasik sistemlerde durum
tahmini i¢in kurulan Kalman Filtresinin bir
skaler unutma faktorii ile uyarlanmas1 miimkiin
olmayabilir [6, 7]. Cok degiskenli sistemler
iizerinde  yapilan  c¢aligmalarda  1raksama
probleminin giderilmesinin Kalman Filtresinin,
simetrik bir matris unutma faktorii [6] veya
coklu unutma faktorii [7, 8] ile uyarlanmasiyla
yapilabilecegi belirtilmistir. Her ne kadar c¢ok
degiskenli sistemlerde 1raksama probleminin
oniine gegmek icin cesitli uyarh filtreler
Onerilmis olsa da, bu problem heniiz tam olarak
¢Oziilebilmis degildir.

Bu ¢alismanin ikinci bdliimiinde Kalman
Filtresi, skaler unutma faktori ile Kalman
Filtresinin uyarlanmasi ve matris unutma faktorii
ile Kalman Filtresinin uyarlanmasi agiklanmgtir.
Uciincii  boliimde, matris unutma faktorii ile
uyarlanmig Kalman filtresinin basarimimi ortaya
koymak ig¢in hedef takibi iizerine bir benzetim
calismasi yapilmis, son boliimde ise caligmada
elde edilen sonuglar verilmistir.

2. Kalman Filtresi Ve Uyarlanmasi

Kesikli-zaman lineer stokastik bir durum
uzay modeli
X1 = P X + G W,

€y
()

Yi = Hi X +v
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olarak, géz oniine alinsin. Burada x, € R" durum
vektorli, y, eR™ gozlem vektori, @,,H,,G,
uygun boyutlu bilinen matrislerdir. Ayrica sistem
giiriiltl stireci w, , gézlem giiriiltii siireci v, ‘nin
sirastyla Q 6, R, 6, kovaryansl birbirleri ve x,
baslangic durumu ile iliskisiz beyaz giirtilti
stiregleri oldugu varsayilir. Burada s,; Kronecker
delta fonksiyonudur. x, baslangi¢c durumunun;

E[%]=% ®)

el (6 %) (%) |- @

oldugu ve tiim k=0,12,... anlarinda ®, ,H,,G, ,
Q. Vve R, matrislerinin bilindigi varsayimi
altinda Kalman Filtresi;

Xk‘kfl = q)k Xk—l (5)
Pk\k—l =0, ,B P, +G,,Q.G, 6)
-1

Ke =Ry Hi (HPyHI+R) (7)
X, :Xk\k1+Kk<yk_Hkxk\k1) (8)
R :(I _Kka)Pk\k_l ©)
esitlikleri ile verilir. Burada %, durum
vektoriinin ~ bir  6ngdriisi, By,  durum
Ongoriistine ait hata kovaryans matrisi, K,

Kalman kazanci, R glincellenmis durum

tahmini ve B, giincellenmis durum tahmine ait
hata kovaryans matrisidir [1,9].

2.1. Kalman Filtresinin Skaler Unutma
Faktorii ile Uyarlanmasi

Filtreleme problemi olusturulurken sistem
yanlis modellenmis ise Kalman Filtresi yanlis
calisacak ve durum tahmininde 1raksama
meydana gelebilecektir. Ayrica filtre tahmini
cogunlukla gegmis verilere dayanilarak yapildigi
icin, gegmis veriye daha c¢ok agirlik vermek,
tahmin 1raksamasimin diger bir nedenidir. Eger
gecmis veriler, hatali model kullanimindan
dolayr  anlamlarimi  yitirmislerse,  tahmin
iraksamasini engellemek i¢in bu verilerin giincel
durum tahminine olan etkisini azaltmak veya yok
etmek gerekir. Bu maksat ile Fagin [10], ge¢mis
veriyi skaler unutma faktorii yoluyla lstel olarak
agirliklandiran bir yontem gelistirmistir. Bu
yontem Xia ve digerleri [4] tarafindan durum-
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uzay modeline uygulanmis ve hatanin kovaryans
matrisinin

Pk\k—l =A@ ,R, P, +G QG (10)
biciminde alimmasmni  Onermistir. Bdylece
Kalman Filtresi esitliklerinden (6) esitliginin
yerine (10) esitliginin alinmasiyla Kalman
Filtresinin uyarlanabilecegi belirtilmistir. Burada
A =1 Ozelligini saglayan ve zamanla degisen
skaler unutma faktoriidiir. Bu sekilde kurulan
Kalman Filtresinin performans: tamamen 2,

unutma faktoriiniin se¢imine baghdir ve filtre en
iyl performans ile isleyecek sekilde bu unutma
faktoriiniin hesaplanmasi gerekir [4].

Skaler unutma faktoriiniin optimal sec¢imi
icin algoritmalar gelistirilirken, optimal filtrenin
onemli bir 6zelligi kullanilir: (7) esitligi Kalman
kazanci olarak adlandirilir ve en iyi filtre kazanci
kullanildiginda
z, =Yy, —Hx (11)
olarak tanmimlanan artiklar vektorii beyaz giiriilti
stireci Ozelligini saglar [2, 4]. (11) esitligi ile
tanimlanan z, artiklar vektoriiniin kovaryanst,
Cox = Elz.z]= HkPk\k—lHli +R, (12)
ve otokovaryansi, Vj=1,2,3,... i¢in

Cix= E[Zk+jzll] =H®,; (I - Kk+j—1Hk+j—1)“‘q)k+2

(I - Kk+lHk+l)(Dk+2 ( (13)
dir [2, 4]. (7) esitligi ile verilen Kalman kazanci
ve (12) esitligi ile verilen artiklar vektoriine ait
kovaryansin ~ (13)  esitliginde  yerlerinde
kullanilmas1 ile C;, 'min sifira esit oldugu

Kk-1

P

Klk—L

Hli - cho,k)

goriiliir. Bu ise beyaz giiriiltii slirecinin en iyi
kazang¢ kullanildiginda iliskisiz oldugunu garanti
eder. Gergek uygulamalarda ise, modeldeki
parametre ve giiriiltii kovaryanslarmin hatal
olabilmesi nedeniyle artiklarin kovaryansi (12)
esitligi ile verilen kovaryanstan farklilik gosterir.
Bu nedenle C,, sifirdan farkli olabilir. (13)

esitliginde unutma faktoriinin sadece son
terimde etkili oldugu goriiliir ve unutma faktorii
bu son terim, C,  sifira esit olacak sekilde goz

Oniine  almarak  belirlenebilir. ~ Yani, K,
kazancinin en iyi olmasi durumunda ,
Pk\k—lHk’ -K Gy =0 (14)

esitliginin saglanmas1 demektir. Bu form uyarh
filtrenin temelini olusturur [2]. (14) esitligindeki
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C,, kovaryansi ise gozlenmis verilerden ardigik
olarak

CO,k = 1,k/D2,k (15)
Dl,k = 1,k—1/;tk—1 +Zy Zli

(16)

Dz,k = 2,k—1/ﬂ"k—l +1 (17)
D,=0, D,,=0

biciminde hesaplanir [4].
Gustafsson [11] tarafindan da belirtildigi
gibi, filtre giiriiltii kovaryanslarinin ayni katsay1

ile agirliklandirilmasi  sonucunda, Kalman
Filtresi esitliklerinde meydana gelecek tek
degisikligin  hata  kovaryans  matrisinde

goriildiigii bilinmektedir. Bu durumu Ozbek ve
Aliev (1998), yaptiklar1 ¢alismada gbz Oniine
almis ve Kalman Filtresinin bir skaler unutma

faktoriiyle uyarlanmasinin, hata kovaryans
esitliginin
Pk\k-l = /lk (q)k—lpk—lq)l’(—l + Gk—le—lGl:—l) (18)
biciminde alinmasiyla yapilabilecegini
gostermislerdir.
2.2. Kalman Filtresinin Matris Unutma
Faktorii Ile Uyarlanmasi

Kalman Filtresinin skaler bir unutma

faktoriiyle uyarlanmasi tek degiskenli sistemler
icin bir basarim artis1 saglasa da, ¢cok degiskenli
sistemlerde modelleme hatast her degisken igin
farkli oranlarda olabileceginden dolayi, skaler
unutma faktorii yerine bir matris unutma faktori
kullanilmalidir [4]. Bu durum, su ana kadar ¢ok
sayida arastirmaci tarafindan ele almmuis ve
Kalman Filtresi tahminlerinde giliglendirmeler
yapacak farkli uyarl filtreler 6nerilmistir [6, 8].
Biger ve digerleri (2012) tarafindan Onerilen
matris unutma faktorii ile Uyarlanmis Kalman
filtresi bunlardan bir tanesidir. (1)-(2) esitlikleri
ile verilen lineer stokastik durum-uzay modeli
icin Matris unutma faktori ile Kalman Filtresinin
uyarlanmast, (10) esitliginde kullanilan 4, skaler

unutma faktorii yerine (nxn) A,

kosegen matrisi, (6) esitligi yerine, sistem
giiriiltii kovaryans: Q, 'nin da hatal1 olabilecegini

boyutlu

g0z Oniine alan,

Pk\k—l =0, AGRLALPL +GAGQUALG (23)
esitliginin alinmasiyla saglanabilir [8]. Bu
faktori

durumda optimal matris unutma
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Algoritma 1 veya Algoritma 2 kullanilarak
hesaplanabilir.

Algoritma 1: QR ,P, matrisleri pozitif tanimli
ve H, tam rankli olmak {izere, optimal matris
unutma faktorii;

DPpo1 A1 P 1 N1 Preog + Grmg A1 Qre-1Ay 1 Gr—s
= (HI’(Hk)_lHI’c(CO,k - Rk)Hk(Hl:tHk)_l
lineer olmayan denklem sisteminin ¢éziimiinden
elde edilir. Bunu agikliga kavusturmak icin (7)
esitligi, optimallik kosulu olan (14) esitliginde

yerine yazilirsa

Ryr = (HIH) HL (o —ROH (HUH) ™ (24)

elde edilir. (23) esitligi ve (24) esitligi birbirine

denk ifadeler oldugundan

Dpo1 A1 P 1 A1 Preog + o1 Ap—1 Qre-1Ay1Gr—o
= (HiH) ™' Hi,(Coje — Re)He (HiHO) ™ (25)

yazilabilir. (25) esitliginin sag tarafindaki C,,

kovaryansi, gdzlenmis verilerden

CzK = Dl,k D;]l; (26)
Dl,k = Dl,k—lj_\f,l +2,Z, (27)
Dz,k = DZ,k—lj_\Ez,l +1 (28)
Dl,O =0, Dz,o =0

esitliklerinin ~ kullanilmasiyla  hesaplanabilir.
Burada A, ,, k-1 aninda hesaplanmis olan ve
iizerinden gbzlem alinabilen durum
degiskenlerine karsilik gelen unutma

faktorlerinden olusan kdsegen bir matristir. Biger
ve digerleri (2012) tarafindan 6nerilenden farkli
olarak C,, kovaryansinin hesaplanmasinda

Cox = Coyu +(1_ak)zkzl: (29)
esitligi kullanilmistir. Burada ¢,, O<g, <1
kosulunu saglayacak sekilde seg¢ilmelidir.

Boylece sisteme ait Onsel bilgiye dayanarak
gecmis gbzlemlerin belirli bir oranda unutulmasi
saglanabilir. Bu haliyle (25) esitligi lineer
olmayan bir denklem sistemidir ve A,
matrisinin elemanlar1 bu denklem sisteminden
ornegin Newton-Raphson yontemi kullanilarak
elde edilebilir.
Algoritma 2: H,
olmamasi durumunda optimal matris unutma
faktoriinii elde edebilmek igin ilk olarak,

matrisinin tam rankl

S, = Pk\k—lHlZ —KCoy (30)
fonksiyonu tammlansmn. Bu durumda, C,,

kovaryansi gozlenmis veriden (29) esitligi ile
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verildigi bi¢imde hesaplanmak iizere; Kalman
Filtresinin optimalitesi

F(j‘i‘wﬂz,k"”*ﬂ‘n‘k):zzsi]‘z,k (31)
i=1 j=1

fonksiyonu g0z Oniine alinarak

degerlendirilebilir. Burada(Z,,, 4.4 ), A,

matrisinin  kosegen elemanlar1 ve S, S,

matrisinin  i. satir . situn elemanidir.

F (A Agre+rAny ) fonksiyonu ne kadar kiigiik
olursa filtre optimal tahmine o kadar yaklasir.
F(ﬂivk,ﬂlk,.‘.,/ln,k)’nin mutlak minimumunda ise

filtre optimal tahmini verir. BOylece optimal
matris unutma faktorii A, F(4, A 04y )

fonksiyonunu minimize edecek bigimde,

x:[ﬂl,klﬂlk"”’ﬂ’n,k]

ve
oF (j'l,k’ﬂz,k““’ﬂ'ﬂvk)
o4
6F (ﬂlk ;ﬂ«z,k :---’ﬂ“n,k )
VF = oA,
OF (Auyer Agyreee 2y )
i o, |

olmak tiizere;
M=%l —2VF vI1=012,... (32)

iteratif yontemi kullanilarak hesaplanabilir. Bu
yontem literatiirde Steepest Descent veya
Gradient Descent olarak bilinir [12]. Burada I,

k ammndaki iterasyon indisi ve ¢ (0<7<1)
gradient metodundaki adim uzunlugudur. Ayrica
4
olarak secilebir. Iterasyon islemi istenen bir
£>0 degeri igin,

‘F () -F(x! )‘ <e (33)
sart1 saglandiginda durdurulur. Buradan %, , k
i (i=12...n)

gostermek iizere ve Ay , k ammndaki 1+1.

her k amindaki baslangi¢ degeri X} =[11,...

anindaki unutma  faktorini

iterasyon sonucunda elde edilen i. unutma
faktoriiniin tahminini géstermek iizere;
A« =max (1, 7&',11) (34)

olarak secilebilir. Bdylece k anindaki matris
unutma faktorii
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Ay O 0
0 0
Ae=| ﬂZk : (35)
0 0 Ak

olarak bulunur [8].

3. Benzetim Calismasi

Bu bolimde, matris unutma faktori ile
uyarlanmig  Kalman filtresinin  bagarimini,
Kalman filtresinin basarimm ile karsilastirmak
amaci ile X -Y koordinat sisteminde 125 m/sn
sabit hiz ile hareket eden bir hedefin, sabit bir
alic1 ile takibi iizerine bir benzetim c¢alismasit
yapilmigtir. Benzetim calismasinda kullanilan
hedefin hareket senaryosu soyledir; hedefin
baslangigcta (0,0) noktasinda oldugu ve X
koordinatindaki hizinin 0, Y koordinatindaki
hizinin ise 125 m/sn oldugu varsayillmstir.
Hedef 0-100 sn araliginda sabit hizla hareket
etmekte, 100-130 sn araliginda 3°sn agisal hizla
sola dogru koordineli doniis yapmakta ve 130-
200 sn araliginda tekrar sabit hizli harekete
ge¢mektedir. Bu hedeften, 6l¢timler ise 5 sn’de
bir alinmustir.

Verilen hedefin takibi igin sabit hizli hareketi
modelleyen kesikli zaman durum-uzay modeli

kullanilabilir.  Durum-uzay modeli, durum
vektdriix=[x % y Y] olmak iizere;
1 i
1T 0O > 0
L ojorool T 0|
“*1lo o0 1 T P
0 =T
0001 2
L O T .
[tooo]
1o o1 o *
bicimindedir. Burada w, ve v, iliskisiz ve

sirastyla Q, ve R, kovaryanslarina sahip beyaz
gurilti  siregleri, T (T=5 sn) oOrnekleme
araligidir [13]. Benzetim  calismasinda
kullanilacak veriler Cizelge 1° de verilen
baslangic  degerleri  kullanilarak {retilmis,
filtreler de Cizelge 2’ de verilen baslangig
degerleri kullanilarak calistirilmigtir. Sonuglar
ise Sekil 1 — Sekil 3 de verildigi gibi elde
edilmisgtir.
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Cizelge 1. Verilerin Uretilmesinde Kullanilan

Baslangi¢ Degerleri
Baslangi¢ degerleri
Baslangi¢ durum vektorii [0 0 0 125]'
Alict Konums '
e [-10* 0]
Sistem Giirtiltii Kovaryansi 3x1,
Gozlem Giiriilti Kovaryanst | 50x 1,
Cizelge 2. Filtrelerin Calistirilmasinda Kullanilan
Baslangi¢ Degerleri
Baslangi¢ degerleri
Baslangi¢ Durum Vektorii [ 00 0 25]'
Sistem Giiriiltii Kovaryansi 0.3x1,
Gozlem Girilti Kovaryanst | 75x1,

Kalmun Fitmes)
Maters Uydnh Kadman Filiesi

Sekil 1. Kalman Filtresi ve matris unutma faktorii ile
Uyarlanmis Kalman Filtresinin X koordinatinda
yaptiklar1 tahmin hatalar

Halman flires |
NAlrie Uy sl #abiman Filtrase |
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Sekil 2. Kalman Filtresi ve matris unutma faktori ile
Uyarlanmig Kalman Filtresinin Y koordinatinda
yaptiklar1 tahmin hatalari

Hagaplanmm Unstess Fadtorken

w2 1
1l b tvnchod A A J. A A A A i
0 P} 40 L) 8 100 10 1@ |0 190 20
el
- :m[ 3
n "
0 X 40 4 2 o 10 W@ 1w\ 1S
15— ———
2] \
1 L " ok : L L " }
0 X 40 & 0 e N 0 e @ X
A
< 10 /
i) R ey T, B —— Y s
D 20 40 0 80 1o 10 W K 120 W

Laman (an)

Sekil 3. Matris unutma faktorii ile uyarlanmig Kalman
filtresinde A =diag(4,4,,4;,4,) olmak iizere
hesaplanan 4, 4,,4,, 4, unutma faktorleri

4. Sonuc¢

Bu c¢aligmayla, ¢ok degiskenli lineer
sistemlerin ~ durum  tahmini  probleminin
¢Oziimiinde  karsilasilabilecek  1raksamanin

istesinden gelebilmek igin Biger ve digerleri
(2012) tarafindan Onerilen matris uyarli Kalman
filtresi agiklanmigtir. Yapilan benzetim caligmasi
ile agiklanan filtreye ait durum tahminlerinin
normal Kalman filtresi ile elde edilen durum
tahminlerine gore gergek degerlere daha yakin
sonuglar verdigi gdzlenmistir. Ayrica sistem
durumundaki herhangi bir degisiklige en hizli
uyum saglayan filtrenin matris unutma faktorii
ile uyarlanmig  Kalman filtresi  oldugu
gbzlemlenmistir. Boylece benzetim ¢alismasi
sonucuna dayanarak matris unutma faktori ile

uyarlanmig Kalman filtresinin  basariminin
Kalman filtresine gére daha iyi oldugu
sOylenebilir.
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