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OZET

AYRIK KESIRLI ANALIZ VE LEGENDRE DENKLEMI ICIN ACIK
COZUMLERIN ELDE EDILMESI

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli ve ayrik kesirli analiz, tiirev ve integralin
tam say1 olmayan mertebelere genigletilmis halidir. Fen ve miihendislikte oldukca genis
uygulama alanima sahiptir.

Amacimiz; ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler igin ayrik kesirli analizin
nabla (V) operatorii yardimiyla 6zel ¢oziimler elde etmektir.

Bu tezde ilk olarak; ayrik kesirli analizin iistel fonksiyonlar1 yardimiyla sabit kat-
say1l1 kesirli mertebeden lineer fark denklemlerinin genel ¢oziimlerinin elde ediligsinden
bahsedilmigtir. Daha sonra singiiler noktalara sahip, homojen ve homojen olmayan
Legendre diferansiyel denkleminin ve associated Legendre diferansiyel denkleminin

ayrik kesirli hesap yardimiyla 6zel ¢oziimleri elde edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Analiz, Ayrik Kesirli Analiz, Kesirli Mertebeden
Diferansiyel Denklemler, Legendre Diferansiyel Denklemi, Associated Legendre Denk-

lemi
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SUMMARY

DISCRETE FRACTIONAL CALCULUS AND OBTAINING EXPLICIT
SOLUTIONS FOR LEGENDRE EQUATION

Fractional and discrete fractional calculus, a branch of mathematical analysis, is
the generalization of derivative and integral to the non-integer order. It has quite wide
application area in science and engineering.

Our aim is to obtain particular solutions for the second order linear differential
equations with the help of nabla operator (V) of the discrete fractional calculus.

In this thesis; firstly, obtaining the general solutions of linear difference equations
of fractional order with constant coefficients is mentioned. Later, particular solutions
of homogeneous and non-homogeneous Legendre differential equation and associated
Legendre equation with singular points are obtained with the help of discrete fractional

calculus.

Keywords: Fractional Calculus, Discrete Fractional Calculus, Differential Equa-
tions of Fractional Order, Legendre Differential Equation, Associated Legendre Equa-

tion

v



V()
voof
vef

SIMGELER LIiSTESI

Nabla-operatorii

f fonksiyonunun a-inci mertebeden kesirli toplami
f fonksiyonunun a-inci mertebeden kesirli fark:
Fark operatorii

Geri sigrama operatorii

Faktoriyel fonksiyonu

Casoratian

Shift operatorii

{a,a+1,a+2,...} kiimesi



1. GIRIS

Kesirli hesap alani, keyfi mertebeden tiirev ve integrallerin uygulamalarini igeren bir
matematiksel analiz alanidir. Baslangici Leibniz ve Euler’in caligmalarina dayanmakla
birlikte giintimiize kadar uzanir. Tiirev ve integral operatorlerine olan ihtiya¢ konunun
daha da derinden incelenerek tam sayi mertebeli hallerinin genellestirilmis hali olan
kesirli tiirev ve kesirli integral operatorlerinin bulunmasini saglamistir. Kesirli tiirev ve
integral konusunda ilk fikir L’Hospital tarafindan 1695’de ortaya atilmigtir. Tiirevin

ilk tanmim, y = f (x) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi n € Z* igin
d™y
dzm

n

esitligi ile Leibniz tarafindan yapildiktan sonra I’Hospital bir mektupta tiirevin mer-
tebesinin kesirli olup olamayacagini Leibniz’e sordugunda bunun bir paradoks gibi
goriindiigiinii ancak ilerde ¢ok kullanilacagini soylemistir. Giiniimiizde fen ve miithendis-
lik alanlarinda birgok problem kesirli tiirev ve integral operatorleri sayesinde daha
iyi modellenebilmektedir. Ornegin; soniimleme yasasi, difiizyon siirecleri ve fraktal-
lar gibi konular kesirli analiz yardimi ile daha iyi tanimlanabilmektedir ve bu durum
giintimiizde kesirli analize ve kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere olan ilgiyi art-
tirmigtir. Konunun; fizik, kimya, elektrik ve elektronik, termodinamik, kontrol teorisi
gibi bir ¢cok alana uygulanabilme potansiyeli ile 6nemi giin gectikte artmistir.

Son zamanlarda siireklilik analizi, ayrik analiz ve kuantum ana-lizinde goriilen ke-
sirli analizi biitlinlegtiren kesirli analiz teorisini insa etme imkanlarim tartisan calig-
malar vardir. Bununla birlikte ayrik analizde fark operatoriiniin tam sayi olmayan
mertebeden caligmalarini iceren arastirmalar vardir. Benzer sekilde, kuantum ana-
lizinde tam say1 olmayan mertebeden ¢alismalar bulunmaktadir. Bu teoriler benzer
yaklagimlar icermekte olup {iciinii birlestiren kesirli analiz teorisinin var olup olmadig:

sorusuna yol agmistir.
1.1. Gergel Kesirli Analiz

Tarihsel olarak, Leibniz konu {izerine yazmig olsa da, gercel sayilar tizerinde kesirli
analiz tautochrone probleminden kaynaklanmir. Kesirli analizin teorik caligmalarindan

once 1823 de Abel, problemin genellestirilmis formunun,

1 e
T(x)\@/o o (L.1)
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seklinde bir integral esitligi ile modellendirilebilecegini gosterdi. Burada toplam za-
man olarak aliman 7' bilinendir ve & bilinmeyendir. Bu sonucun kaynagi Keller [1]
ya da Simmons’da [2] bulunabilir. Tautochrone problemi, 7" siirekli olmak iizere (1.1)

denkleminin 6zel halidir. Abel daha genel olan,

/x /() dt = g(x) (1.2)

(z — 1)’

integral denklemini ¢ozdii. Abel integral denklemi olarak bilinen (1.2) denkleminde

0<fB<1lvex>adr.
Abel integral denklemi ve kesirli analiz arasindaki iligkiyi gozlemlemek icin tekrarh

integrasyonu goz oniine almamiz gerekir.

/x 7(:2n_—t):)_' f(r)dr (1.3)

denklemi, I]' operatorii n-kath integral olmak {izere;

/; %f (1)dr = /j dt, /atl dts... /atn_l f(ty)dt, :=1"f (z) (1.4)

integrasyonu ile hesaplanabilir. Cauchy integral formiilii olarak adlandirilan bu sonug,

tam say1 olmayan n igin iyi tamimhdir. v > 0 igin,

0= g [ =7 p ) ar (15)

olan son ifade, Riemann-Liouville kesirli integrali olarak adlandirilir ve literatiirde ke-
sirli integralin en yaygin tanimlarindan biridir.

Riemann-Liouville kesirli integrali ve Abel integral denkleminin birbirleriyle iligkili
oldugu goriiliir. Bununla birlikte, Riemann-Liouville tanimindan farkli olan kesirli

analiz teorileri vardir. Buna bir 6rnek verecek olursak;

£ (@) = hli%%kz; (-1 (Z)f (t+(n—Fk)h) (1.6)

n

_ hli%ih_lnkz; (—1)* (Z) £t — kh) (1.7)
gozlemine dayanan Griinwald-Letnikov kesirli tiirevidir.

Kesirli analiz hakkindaki son zamanlardaki bir ¢ok tez Riemann-Liouville kesirli
analizin varyasyonlaridir. Ilk olarak bunlardan biri ve muhtemelen en 6nemlisi Ca-

puto’nun ¢aligmasidir [3]. v > 0 ve n = [v] i¢in Caputo kesirli tiirevi;
Dl f (x) = 1Y f™) (2)

2



olarak tammlamr. Bu tammin iki 6nemli avantaji vardir. Ilki; bir sabitin tiirevinin
sifir oldugudur ki bu durum Riemann-Liouville kesirli tiirevinde gecerli degildir. I-
kincisi; Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii diisiiniilmek istendiginde, baglangic
degerleri tam say1 mertebeden tiirevlere goredir [4].

Bununla birlikte Caputo kesirli tiirevi fonksiyonun diferansiyellenebilir olmasini
gerektirir. West ve arkadaglar1 tarafindan belirtildigi gibi kesirli tiirevin 6nemli kul-
lanimlarindan biri, siirekli fakat illaki diferansiyellenebilir olmasi gerekmeyen olgulari
modellemede bulunmasidir. Bu yiizden Jumarie [5-7], sabitlerin kesirli tiirevinin sifir
olmasia sebep olan ve sadece (n — 1). mertebeden diferansiyellenebilir olan kesirli
analiz teorisini gelistirdi. Kesirli analizin uygulamadaki ana zorluklarmdan biri, iste-

nen oOzellikleri elde etmek icin tanmim segmektir.
1.2. Ayrik Kesirli Analiz

Kesirli analizin 6ncii caligmasimin diferansiyel denklemlere dayandigi gibi, kesirli
farklar icin onciiliik eden ¢alisma; Anderson [8], Kuttner [9, 10], Cargo ve Shisha [11]
ile fark dizileri ¢aligmasina dayanir. Bu galismalar kompleks say1 dizileri iizerinde
tanimlanan belli bir operator smifin1 dikkate alir. (a,), .y C C ve bir s reel sayis1 igin

a, fark dizisi, serinin yakinsamasi sartiyla;

. [(—s5—1
Afay, :—Z( ° m+m)an+m (1.8)

m=0
olarak tanmimlanir.
Kesirli fark analizini inceleyen ilk makale Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin ayr1

bir versiyonunu kullanan Diaz ve Osler tarafindan ele alinmigtir.

AVF(z)=> (-1)7" (]Z)f(z—kN—k),N—l,Q,... (1.9)

N
k=0

gozlemi ile, a.. mertebeden kesirli farki;

?(—1)’“ (2)f(2+04—/f) (1.10)

0

Af(2)

olarak tanimladilar. Burada serinin yakinsamasi koguluyla «; rasyonel, reel ya da

kompleks olabilir.



Caligmalar (1.10)'un iki 6nemli 6zelligini kamtlar; birincisi, yol integrasyon goste-

rimi ve ikincisi, Leibniz kuralidir. Birincisine gore Cauchy’nin;

DNf (2) = n—'%(t / (?\fﬂdt

277'2 T — Z

z)N+1 in (t — Z)a+1 _ D(t—z+1)

integral formiiliiniin (¢t — g

azalan faktoriyeli ile yer degisti-
rerek genellegtirilebilir. (1.10) esitliginin ¢ = 2z 4+ a,z + a — 1, ... de basit kutuplar
cevreleyen bir C' yoluna sahip,
(cv —i— 1) I'(t—z—a)
A® = —=dt
/() / it F't—z+1)

integraline esit oldugunu gostermek icin rezidii teoremi kullanilir. Ikincisi; caligmalar,

o)

2% (g0 =Y (2) A () &% (e 4 n)

n=0
esitligini gostererek Leibniz kuralindan kesirli farka bir genigleme saglar. Bu iki formidil
kullanilarak, sonsuz dizi ¢aligmalarinda kullanilan bir ¢ok formiil elde edilir.

(1.10) esitligi ile ilgili bir problem vardir. Diaz ve Osler [12] kompleks degiskenli
fonksiyonlarla ilgilendiklerinden dolay1 tam say1 olmayan « igin f (z + a — k)’nin varhig
garantilenir. Fakat uygulamada genellikle f fonksiyonu, sadece degisken bir tam say1
oldugunda bilinir. Bu yiizden (1.10) esitligi oldugu gibi kullanmak istersek z+a—k € Z
oldugunu varsaymamiz gerekir. Bu yiizden A® : RZ — RZ=% olur ki bu islem yapilan
bolgeyi degistirir.

Aksine, Hosking [13] ve Granger ve Joyeux’de [14] verilen geri farka dayanan kesirli
fark , fonksiyonun bolgesini degistirmez. Verilen tanim,

—i ( ) (t—k) (1.11)
=0

dir. Burada a = 1 alinwrsa f (¢)— f (¢ — 1) olur ve bu yiizden (1.11) geri farkin dogrudan

bir genellemesidir. Onemli olarak, ¢ — k her ¢ ve k icin bir tam sayidir ve bu yiizden

tamim fark analizindeki uygulamalarda kullanilabilir. f’nin her ¢ — & i¢in bilinmesine

ihtiya¢ duyulmasi tanimin bir dezavantajidir ki bu durum uygulamada problem olabilir.

Bu tanimlarin aksine Gray ve Zhang kesirli farki toplam yoluyla tanimladi. n-kath

toplamin,
k1 kn—1 t

YD > f )Z(t—’erl)mf(k) (1.12)

ki=aks=a kn=a



seklinde bir ¢oziime sahip oldugunu gozlemlediler. Burada artan(rising) faktoriyel,

o
™|

olarak tanmimlanir [15].

(

F(Fo‘(—z)ﬁ), a,a+#0,—-1,-2, ...
1, a=0=0
& (1.13)
0, a=0ve #0,-1,-2,...
tammsiz, diger durumlarda



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Tamsay1 Mertebeli Diferansiyel Denklemler

Tanim 2.1.1. Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini i¢inde bulunduran denklemlere

diferansiyel denklem denir [16].

Tanim 2.1.2. ici (z) Y™ +co (r) y = f (7) seklinde yazilabilen diferansiyel denk-
lemlere lineer diferza:nlsiyel denklem denir.

Birinci mertebeden diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevine gore
lineerse bu diferansiyel denkleme birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem denir.

Lineer diferansiyel denklemlerin genel yazilisi;
P2)y +Q(x)y+ R(z) =0

seklindedir. Burada P, () ve R siirekli fonksiyonlardir. P’nin belli bir araligin biitiin x

degerleri i¢in sifir olmadigimi diisiiniirsek,

olmak {izere

seklinde yazlabilir [16] .

Tanim 2.1.3. > ¢; (z) y™ +cp (z) y = 0 seklinde tanimlanan diferansiyel denkleme
i=1
homojen diferansiyel denklem, aksi halde homojen olmayan diferansiyel denklem denir

[16] .
2.2. Kesirli Analizin Ozel Fonksiyonlari

Tanim 2.2.1. (Gamma Fonksiyonu) n!'i genellegtiren ve n’in tam say1 olmayan
ya da kompleks degerler almasina imkan saglayan Gamma fonksiyonu I" (), ayrik kesirli

analizin temel fonksiyonlarindan biridir. Gamma fonksiyonu;
I (x) —/ e 't ldt, x € RT
0

integrali ile tanimlanir.



Gamma fonksiyonu,

I'(zx+1) =2l (x) (2.1)
fonksiyonel denklemini saglar. Bu 6zellik kismi integrasyon kullanarak

F(x+1) = / e "t dt
0

b
= lim [ e 't*dt
b—oo 0

b
= lim [e'z]; + lim [:1: / e_tt””_ldt]
0

b—oo b—oo

= x/ et
0

=zl (z)

seklinde ispatlanabilir.

Ayrica Gamma fonksiyonu, bir n dogal sayist icin
I'(n)=(n—1)!
ozelligine sahiptir [17].

Tanim 2.2.2. (Mittag-Leffler Fonksiyonu) Tam say1 olmayan mertebeden
diferansiyel denklemleri ¢ozmede 6nemli bir rol oynayan Mittag-Leffler fonksiyonu ilk
olarak Gosta Mittag-LefHler [18] tarafindan ortaya atildi. Bir ve iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonu, o ve 3 pozitif reel sayilar olmak iizere;

Pol@) = 2 T

ve
0 k
x
Eop(x)=>_
T (ak + )
seri acilimi ile tanimlanir. Burada v =1 ve § =1 igin,
B =2 T~ 2w ¢

k=0
iistel fonksiyonu elde edilir. Dolayisiyla Mittag-LefHler fonksiyonunun, e” iistel fonksi-

yonunun genellestirilmis hali oldugu sonucuna varilir.



Literatiirde bir ve iki parametreli ayrik Mittag-Leffler fonksiyonu, @ ve 8 pozitif

reel sayilar ve |a| < 1 olmak {izere

> a"“tE
F. (at) =
a (at) ZF (ak+1)
k=0
ve N g
F .
o8 (at) 2T (ak+ )

olarak tanimlanir. Ayrica, herhangi bir reel p sayisi i¢in ayrik Mittag-Leffler fonksiyonu

Fop(a,t") = Z b 15 (2.2)

seklinde tanimlanir [17].

Tanim 2.2.3. (Artan ve Azalan Faktoriyel) Artan ve azalan faktoriyel kuvvet,
kesirli analiz teorisinde kullamlan temel notasyonlardandir. Azalan faktoriyel; delta
(ileri) kesirli analizde kullanilirken, artan faktoriyel; nabla (geri) kesirli analizde kul-
lanilir.

Azalan faktoriyel kuvvet -,

e T (t+1)
E=tt—1)t—2)...(t—r—+1) _/Ho(t_k) Bt reN
olarak tamimlanir.
Artan faktoriyel kuvvet ¢7,
n—1
F=tt+1)(t+2)...(t+r-1)=J]t+k), reN
k=0

olarak tammlanir. 0 = 1 dir.

« herhangi bir reel say1 olsun. O halde ¢°,

- T'(t+a)

S0 (2.3)

olarak tammmlanir. Burada t € R\ {...,—2,—1,0} ve 0° = 0 dur [18].

Tanim 2.2.4. (Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirev ve Integrali) Her sonlu

la, z] araliginda f siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon, o > 0 bir reel say1 ve m € Z,



m < o < m + 1 sartin1 saglayan en kiiciik deger olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun

o. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi;

(k—o)

GLDO’ Z f(k _x;f)l)

1 v Mo (sl
+F(m—a+1)/a(x_7—) FmD e 24

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun o kathh Griinwald-Letnikov kesirli integrali ise;

(k
GLD O'f Zf

)(k—‘rcf)

k—l—a—i—l)

T (W1 o1 1) / ST (yde(25)

seklindedir [4].

Tanim 2.2.5. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integrali) Her sonlu
la, z] arahginda f siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon, ¢ > 0 bir reel say1 ve
m € N, m —1 < g < m sartin1 saglayan en kiiciik deger olsun. f fonksiyonunun o.

mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi;

1 ar [
R.L o _ _ \m—o—1 2.
FEDLF @) = gy [ @) (@ (2.6
seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun o katli Riemann-Liouville kesirli integrali ise;
1 x
MD (@) = s [ e ) (2.7

seklinde tanimlanir [4] .

Tanim 2.2.6. (Caputo Kesirli Tiirevi) m, m—1 < o < m olacak sekilde pozitif
tam say1 ve f fonksiyonu ise m defa siirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f

fonksiyonunun o. mertebeden Caputo kesirli tiirevi;

“Def(x :71 xl‘—Tm_U_l ™) () dr
CDL @) = oy | @ A () (29

seklinde tanimlanir [4] .

Tanim 2.2.7. a bir reel say1 ve « pozitif bir reel say1 olsun. f’nin a. mertebeden

kesirli toplami

v =S (29)

S=a



olarak tammlanir. Buradat =a+1,a+2,... ve p(t) =t — 1 zaman skalas1 analizinde

geri sicrama operatoriidiir [18].

Tanim 2.2.8. a bir reel say1 ve « pozitif bir reel say1 olsun. n bir tam say1 olmak
tizere, 0 < n—1 < a < n igin f'nin a. mertebeden kesirli farki (Riemann-Liouville

kesirli farki)

vir () = v 0 = S e

olarak tanmmlamr. Burada f, N, = {a,a + 1,a + 2,...} iizerinde tammhdir [18].
Tanim 2.2.9. « > 0 icin, nabla iistel fonksiyonu

b () ar t + 1)(n+1) =il
., (a,to‘ (1—-a Z (2.11)
— (n+1) )

olarak tamimlanir. Burada |a| <1 ve t > 0 dur [18].

Lemma 2.2.1. (Kuvvet Kural)

(i) V (t%) = at* T

(i) Vg (t +1)° = Ty (E+ 1)
esitlikleri saglanir [17].

Teorem 2.2.1. f (z) ve g (z):Nj — R, o, 3 > 0 ve h, k lar sabitler olmak iizere

VoV f(x) =V Df(2) =V PV f (2) (2.12)
Ve [hf (z) + kg (x)] =hVf(x)+ kV (2) (2.13)
VV=f(z) =V @ Df () (2.14)

r+a—2
xr—1

VTS (2) = VO f () ( )f 0) (2.15)

dir [19].

Teorem 2.2.2. (Kesirli Toplam ve Farkin Degisme f)zelligi) Herhangi bir

a > 0 ic¢in L
(t—a+1)*"
[ (a)

denklemi saglanir. Burada f, N, iizerinde tamimhdir [17].

Vo ViE([#) =V f (1) - f(a) (2.16)

10



2.3. Kesirli Tiirev ve Integrallerin Ozellikleri
2.3.1. Lineerlik Ozelligi

f (x) ve g (z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger f, ve g, tiirevleri

mevcut ise
(hf (z) + kg (2)), = hfa () + kga () (2.17)

esitligi saglanir. Burada o € R, x € C ve h, k sabitlerdir [4].
2.3.2. Homojenlik Ozelligi

Herhangi bir ¢ sabiti i¢in

£
d(z—a)®  “d(z—a) (2.18)

esitligi saglanir [20] .
2.3.3. Birlesme Ozelligi
a ve (8 pozitif tam sayilar olmak iizere,
D*DP = DPD* DD’ =D D*f=g— f=D"g
esitlikleri belli durumlarda gegerlidir. o — 3 < 0 iken
D3 [D7°f ()] =a D377 (2.19)

durumu gecerlidir. Fakat once tiirevin sonra integralin alindigi durumlarda ise;

-1

DD ()] = D ) - Y C ey o)

k=p—a
esitligi gecerlidir.

Ayrica A bir sabit olmak iizere,

(e’\x)a =\ (A£0,aeR,z€C) (2.21)
(e_’\x)a — e ™\ (N£0,a €R,z€C) (2.22)
(e’\)a = e‘”“%x’\_“, (04 eR,zeC, '%' < oo) (2.23)



esitlikleri saglanir [20 — 22].
2.3.4. Indis Kural

f(z) ve g(x) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger (fo); ve (fs),

tiirevleri mevcutsa,

(fa (2))5 = fass () = (f5 (x)), (2.24)
dir. Burada o, € R, x € C ve % < oo dur [4].

2.3.5. Genellestirilmis Leibniz Kurali

f (x) ve g (z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger f, ve g, tiirevleri

mevcutsa;
o0

(F @) g @), = Y et

(a—n+1)T'(n+1)

Jan () gn () (2.25)

I'(a+1)

seklinde tanimlanir. Burada o € R, ot DE )

< oo dur [4].
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3. AYRIK KESIiRLI ANALiZIN USTEL FONKSiYONLARI

Bu boliimde ayrik kesirli analizin tistel fonksiyonlar: ele alindi. Sabit katsayili kesirli
mertebeden ardigik lineer fark denklemleri caligilip, genel ¢6ziimlerinin bazi durumlarda
iistel fonksiyonlarin lineer kombinasyonlar1 oldugu ispatlandi. Geri fark yada nabla
operatorii ve kesirli farkin Riemann-Liouville tanimi kullanildi.

Atia ve Eloe, caligmalarinda 0 < a < 1 ve |a| < 1 olmak iizere;
oy () =ay(t), t=12,.. (3.1)
Vo "y (1) o=y (0) =1 3.2
o Y(t) li=o=1y(0) (3.2)
formundaki baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiinii Laplace doniigiimii kullanarak
Y(t) = ua (0,67) = (1= a) (t + )" Fur |a, (¢ + )]

seklinde elde etmiglerdir [23] .
Gamma fonksiyonu sifir ve negatif tam sayilarda tanimli olmadigindan dolay,

{teR:tvet+a¢Z U{0}} dan R reel say1 grubuna bir ¢ — ¢* eglemesi diigiiniiliir.

Lemma 3.1. (Kuvvet Kurali) v > 0 ve p iki reel say1 olmak iizere F?}Eiﬁ)l)

tanimli olsun. O zaman her ¢t € N, i¢in,

. F'p+1) —
V= T 3.3
! I'(p+v+1) (3:3)
esitligi saglanir [24] .
Ispat. (2.9) dan,
t
Vi = S (- p () p(s) =81
I (U) s=1
| = ~
= (t—s)"""(s+1)F
I (U) s=0
olup (2.3) den dolay1 (t — s)”Tl = leéitz)—l) ve (s +1)F = % olarak yazilabile-
ceginden,
Sy 1 tzil“t—s—l—v—l)l“(s—l—,u—irl)
! T (v) I'(t—s) I'(s+1)

Il
>—'o

1 IO (t—s+v—1)D(s+pu+1)
T (v) T (AT (t—s)(s+1)

S§=

13



olur. Burada (t_l) = NS;JFE)(;“%S) oldugu goz oniine alinirsa;

t—1

o 1 t—N\TI'(t—s+v—-1)T(s+pu+1)
Vit F(v)z( 5 ) ()

1 /t—1 F'p+1)T'(t—s+v—1)I(s+p+1)
WZ( . ) NIESING

s=0

yazilabilir. (1 +1)° = %2 ve v!5T1 = F(”J{f;(;)s_lz oldugundan;

o T 1) (t—1 E——
Vit %Z( )(,u+1) v

F(p+1) -
I'(t)

(04 p+ 17"

olup, (U—i-/i-l-l)t__l:ll:((%ﬁig ve tm:m;f’;;r”) oldugundan;
v C(p+1)T(v+pu+t)

! I'(t) T(w+p+1)

I'(p+1)
F'v+p+1)

ptv

elde edilir.

Burada Andrews, Askey ve Roy’un ¢alismalarinda

o t

t—1 - t - 1 S t—s—1
(v+p+1) " = o 1)
=0

S

dir [25].
Lemma 3.2. a > 0 icin f, N, tizerinde tanimli olmak iizere;

VAV =V 0 - S )

esitligi saglanir [24] .

Ispat. t € {a+1,a+2,...} icin,

t

VS 0= g O =)
olur.

te{a,a+1,a+2,..} icin,

V() =



oldugundan,
Vol @) =V f (1)
dir. Ayrica,

t

V() = Zu—p(s))ﬁf(s)

«

‘ -

)1

- (t—at 1) fl@)+—— 3 (= p(s) " £ (5)

o r (&) s=a+1

- o (t—a+1)"""f(a) + V. (t)

dir. Diger yandan Abdeljawad ve Atici'nin [26] ¢aligmalarindan;

=
N =
~—

—

(t—a—irl)E

VOVE({) = VAV =VVf (1) - Wf(a)

(t—a+ 1)E
I'(a)

—a+ 1)ﬁ
I'(«)

1 a1 —a yr a
— V{m(t—a—l—l) fa)+V, f(t)} f (a)

gl . °=3 A _A _(t
= Fmﬂt + 1) f(a) + VVOf (1)
y a—1T({t—a+a—1)
= T@) Ti-azD W
1 T'(t—a+a)
T(a)T (t— a+Dfm)
(@—1)T @—a+@—D—F@—a+®fm)
F(a@)T'(t—a+1)

f(a)

+VV_  f(t) —

= VV. () +

olur. (2.1) ve (2.3) den,

VoV = VV.OF (1)
(a—1NI't—a+a—-1)—(t—a+a—-1)I'(t—a+a—1)
* T()T(t—at 1) /a)
F(t—a—l—&—l)(&—l—t—i—a—&—i—l)f
T(a)T(t—a+1) (a)
I't—a+a—1)(a—1)
T t—alt—a @

= VV.Of @)+

= VVf (D) +

= VVf () -

elde edilir.

Lemma 3.3. (Leibniz Kurali) a > 0 igin, f.g ¢arpiminin «. mertebeden kesirli

farks;
ViF () = Z(j) Vi -] 19 ) 35)
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dir. Burada,

a\ I'(a+1)
n) T+ (a—n+1)
dir. f ve g, Ny iizerinde taniml ve ¢ pozitif bir tam sayidir [24] .

Ispat. (2.9) dan,

t 1 -
Vaf ) g(t) = o) (t=k+1)""" f(k)g (k)
k=a
ve
L L
st-0=3 (") v
n=0
oldugundan,
; 1 t A =k g
Ver 090 = g - k0 r Y () 1)
k=a n=0
olarak yazilabilir.
Herhangi bir negatif olmayan n tam sayisi icin,
(—1)" = F(a+ )T (—a)
" T(a—n+1)T'(n-a)
oldugundan,
ViI(09() = (- k)T ()
k=a
Lt—k\ T+1D)I(-a) _,
Xn:0 n )F(&—n+1)F(n—04) 9 (1)
1 t—a t—n

S kZ(t—kH)—“— f (k)

t—l:zo :;(&+1)F(—&) "
(n 'a—n+1)I'(n—a) 9(1)

X

olur ve (2.3) den,

t —k— 04)
k

i k—i— 1) S (k)

y F(t k—i—l) I'a+1)T (—a) " (1)
F'n+)T't—k—n+1)I'(a—n+1)I'(n—a)

Ve (t)g(t) =

yazilabilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa ve

I'it—k—a)
CT(t-n—k+1)

(t—n—k+1)" T =
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oldugu goz oniine alinirsa;

t—a

I'(a+1)
VOC
ZF n+1)I'(e—n+1)

n

{M_& (t—n—k+1)mf(k)}v”g(t)

bulunur. (2.9) dan,

t—n t—n o k n—a—1
I S e A CNICEY S
k=a
1 — n—a—1
= F(n_&)];(t—n—kﬂ) f (k)
yazilabileceginden,

Vurwe0 =3 (%) [ e-n) w0
elde edilir.

Teorem 3.1. €, (a,t%) iistel fonksiyonu (3.1) ve (3.2) baglangi¢ deger probleminin

bir ¢oziimiidiir [23].
Lemma 3.4. Asagidaki
Vo " (0,6%) = (1= 0) Fun (o (t+ 1)) (3.6)
esitlik saglanir [24].

Ispat. Nabla iistel fonksiyonu yakinsak olmak tizere, (2.11) den,

e _ L e ST t+1)(n+1)
Vo' Ve (0. 7) = vV - il
0 €a, (a’ ) 0 ( a)% F((n—i—l)@)

) anvo—(l—a) (t+ 1)(n+1)04—1

B (1—a)z F'((n+1)a)

n=0

olarak yazilabilir. Lemma 3.1. kuvvet kuralindan;

_(1— 2 q" t—l—l
v, a,t“ (1—a)
0 ’ ( ;%Fn@—i—l

olur ve (2.2) den,
Vo_(l_a)/e\oz,oz (a,ta) _ (1 _ a) Fo1 (a, (t + 1)5)
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elde edilir.

Lemma 3.5. Asagidaki
t—1 B _
(1) ViCaa (a,7) = aBua (a, (t— 1)a), t=1,2,..

t—1 t—1

(17) VO‘VO‘ Yna (a,1%) = aV§ ena (a,t7)
esitlikleri saglanir [24].

Ispat. (i) (3.1) denklemini bir birim sola kaydirirsak,
t—1
cyt)y=ay(t—1),t=2,3,..
denklemi elde edilir. Burada y (t) = €, , (a,t®) oldugu diigiiniiliirse;
=1 iy r

0 (a,17) = aCpa (a, (t — 1)0‘)
bulunur.

(17) Esitligin sol tarafina ayrik kesirli fark tanimini uygulanirsa,

t—1 t  t-1

V“V“ 1€aa( ) AVA VA VAN (a,ta)

t—1
ve Lemma 3.2. de f (t) = V§ '€, (a,t%) almirsa ve f (0) = 0 oldugundan,

V“ V) = V“ ()

elde edilir. Bu ytizden;

t—1 t—1
VO‘VO‘ Yo (a, 1) = vva 'Vo e (a,t%)
t t—1
= Vi~ 1VV°‘ 1eaa (a,ta)
= VO‘ 1V°‘eaa (a,t%)

olur. (i) ve (2.9) kullanlirsa;

t t

\ 1V°‘eaa (a, ta) = V¢ lae,. (a, (t— 1)5)




bulunur. Bu ytizden,

t t—1 . t—1 .
VoVe " Cua (a,t%) = aV§ 00 (a, 1)

sonucuna ulagilir.

Lemma 3.6. Asagidaki

t—1
Vtg (tena (a,t%)) = ateuq (a,t%) + aV§ e (a, t%) (3.7)

esitlik saglanir [24].

Ispat. Lemma 3.3. Leibniz kurah kullanihrsa;

ve (e (a,1%)) = zt: (O‘) [V%E”EW (a,ta)} vy

n
n=0

t—1
_ (fj) [vtgaa,a (a,ta)] - (‘f) [vg—law (a. ta)} vt

t—1
- [Vtg‘ga’a (a, ta)] t+aVile, (a, ta)

olur. Burada Lemma 3.5. in (7) sikki kullanilirsa;

t—1
Vtg (tenn (a,1%)) = aua (a,t%) t + aV§ "0 0 (a,t%)

elde edilir.
3.1. Casoratian ve Lineer Bagimsizlik

Bu boliimde ayrik fonksiyonlar igin Casoratian kavrami tanimlandi. Casoratian, ho-
mojen lineer kesirli denklemlerin ¢oziim kiimesinin lineer bagimsiz ya da lineer bagimh
olup olmadiginin belirlenmesine yardimci olur. Bunun igin nabla kesirli fark denk-

leminin genel ¢oziimiiyle alakali bazi temel teoremler ifade ve ispat edildi.

Tamm 3.1.1. V™ = V4VS..VS, p, # 0 ve 0 < i < n igin p; ler sabit olmak
lizere;

PV VY () + pua VY () + o+ VY (1) + poy (8) = 0 (3.8)

lineer kesirli fark denklemini ele alalim.
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{y1, Y2, .., yn} ayrik I araliginda tanmimh fonksiyonlar olmak tizere, C [y1,yz, ..., Yn]

ile gosterilen asagidaki determinant

Vo "y, (1) Vo "%y, (1) Vo 'Yy, (t)
—(1—« o —(1—« o —(1—« o
Vo 'V (t) Vol (1) . VoIV (1)

—(1—« 2c —(1—« 2c —(1—« 2c
Vo™V 1) VoIV () o VeIV, (1)

—(1—« n—1)a —(1—« n—1)a —(1—«o n—1)a
/R /7 O I /i / M (O B /P / A

Casoratian olarak adlandirihir [24].

Teorem 3.1.1. (3.8) denkleminin {y;,ys,...,yn} ¢Oziimlerinin ¢ > 0 olmak tizere
lineer bagimsiz olmas i¢in gerek ve yeter sart Casoratian’inin sifirdan farkli olmasidir

24] .

Ispat. n = 2 icin ispatlayalim. Ispat herhangi bir n icin kolayhkla yapilabilir.
y1(t) ve ya (t) her t > 0,0 < a <1, p # 0 ve g, r ler sabit olmak iizere

pVoVay (t) +qVoy (t) +ry(t) =0, t =1,2, ...
probleminin iki ¢oziimii olsun. y; ve y, lineer bagiml oldugunu kabul edelim. O zaman
t > 0 i¢in,
ya (t) =k (2)
olacak gekilde bir £ sabiti vardir. Bu durum, her ¢ > 0 igin;

Vo) Vo (1)
Clywal =10 _, —(1-a) =0
V Vo yi () Vo Vo ki ()
oldugunu gosterir.
Tersine, her ¢t > 0 icin y; # 0 ve yo # 0 ve de her ¢ > 0 i¢in Cly1,y2| (£) = 0

oldugunu varsayalim.
Asagidaki iki bilinmeyenli
£V (0) + -2V 2 (0) = 0
k1Yo "5y (0) + k2 Vo Vi (0) = 0
denklem sistemini ele alahm. Bu denklem sistemi,
Vo' () V" (0) | |k
Vo Viw (0) Vo VEwe (0)] [
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matris sistemi ile temsil edilebilir.

Katsayilar matrisinin determinant1 sifir oldugu icin tistteki denklemin asgikar ol-
mayan bir ¢oziimii ki, ko dir. k1 = 0 ve k2 # 0 durumunun miimkiin olmadigim
belirtelim ¢iinki,

BV " (0) + 2V e (0) = 0
denklemi ksys (0) = 0 igin saglanir ki bu durum miimkiin degildir.
Simdi,
y (t) = kays (8) + kay (1)
denklemini g6z oniine alalim. Kolaylikla gosterebiliriz ki y (¢);
pVoVoy (t) +qVay (t) +ry(t) =0,t=1,2, ...
Vo' "y (1) li=o=y (0) = 0 ve Vg5 (0) = 0

baglangi¢c deger probleminin bir ¢oziimiidiir.
Oncelikle, baslangic deger probleminin degisken degistirme yardimiyla lineer bir

nabla kesirli fark denklem sistemine doniistiiriilebilecegini belirtelim. Oyle ki;
(1) =y (t) = Viy (1) = Voy () = 12 (1)

y2 (1) = Voy (t) = Voue (1) = Vi Viy (1) = —%Vé“y (1) = %y () = —%yz ()= 2un )

t
dir. Bu yiizden Y (t) = v () olmak tizere;
Y2 (1)
1w Vo (1) Vo Ty (1) 0
VO Y (t) |t:0: —(1—04) = —(1—04) o =
Vo' )], (W), o
baglangi¢ kosulu ile agagidaki,
0 1
VoY (t) = Y (t)
_r _4
p p

dinamik sistemi elde edilir.

Atic1 ve Eloe’'nin [23] ispatladiklar: varlik ve teklik teoremi ile her ¢ > 0 i¢in,

ks (t) + kayz (8) = 0
sonucu ¢ikarilir. k; ve ko sifirdan farkh oldugu igin ¥, ve y» lineer bagimhidir.
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Teorem 3.1.2. y; (t),y2 (t),....yn (t) (3.8) denkleminin lineer bagimsiz ¢oztimleri
olsunlar. O zaman (3.8) denkleminin her bir y () ¢dziimii ¢, ca, ..., ¢, keyfi sabitler

olmak iizere,
y(t) =iy (t) +coya (8) + .. + oy (t)
seklinde yazilabilir [24] .

Ispat. y(t), (3.8) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Kesirli nabla fark ve toplam

denklemler sistemini goz ¢niine alalim.
Vo (0) + VeV (0) + o+ e Vo U (0) = Vo Vg (0)

Vo ' IVEy1 (0) + 2V TV (0) 4 4,V YV, (0) = Vo TTYVEY (0)

sistemi matris formunda gosterilebilir dyle ki;
Vo' (0)

v vy, (o
[Y] _ 0 oy( )

Vo Yy (0) Vo 'Yy, (0) Vo 'y, (0) ¢
Vo' Vey (0) Vo™V (0) .. Vo' TV5y, (0) e

LV v P (1) T VR v S PV (1) U v/t v/ b VR (1) B
\ -~ _1\_ _/
[A] ]

olur. Casoratian C'[y1, Yz, ..., Yn| (0) # 0 dir. Ciinkii ¢oziim lineer bagimsizdir. Bu

yiizden det A # 0 dir ki bu A matrisinin terslenebilir oldugu anlamina gelir. Yukaridaki
sistemin her iki tarafi soldan [A] " ile carpilirsa [C] = [A] " [Y] elde edilir.

1, Ca, ..., C, yukaridaki sistemin tek ¢oziimii olsun. Bu durumda,

v (t) = cyr (t) + caya (8) + oo + Cayn ()

olur. Oyle ki v (t);
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Vo 'Y (0) = Vo UV (0)
Vo 'V50 (0) = vy UV (0)

l-a n—1)a -« n—1)a
Vo IV (0) = Vi Uy (0)
sisteminin bir ¢oziimiidiir.

Coziimiin tekliginden, y (¢) = v (¢) elde edilir. Bu yiizden,
y () = ciyr () + cay2 (£) + - + cayn (1)
olur.
3.2. Kesirli Mertebeden Ardisik Lineer Fark Denklemlerinin C6ziimii
Ardigik ayrik kesirli denklem,
pVeVoy () +qViy () +ry(t) =0, t=1,2,... (3.9)

ile verilir. Burada 0 < o < 1, p # 0 ve ¢,r sabit katsayilardir. (3.9) denkleminin

karakteristik denklemi;

PN A+ =0

dir.
A1 ve Ay karakteristik denklemin pozitif reel kokleri olsun. Verilen herhangi bir

denklemin, karakteristik kokleri ile temsil edilebilecegi gercegi kullanilirsa;
ViVoy (1) — (A 4+ A2) Viy (1) + (MA2) y (1) = 0 (3.10)
denklemi elde edilir [24] .

Teorem 3.2.1. \; # ), ise ¢; ve ¢2 sabit parametreler olmak iizere (3.9) denkle-

minin genel ¢oziimii;

Yy (t) = Cl/@\a,a ()\1, ta) + 02/6\04704 ()\2, ta)

dir [24].
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Ispat. Kolaylikla ispatlanabilir ki €, (A1, %) Ve €u.q (A9, 1) (3.10) denkleminin
coziimleridir. Bu iki ¢oziimiin lineer bagimsiz olduklarini gosterelim. Bu iki fonksi-

yonun Casoratian’y;

Vo' "0 (A, %) V, "%, 0 (Ao, 1)

Clowwl = | iwgas & o—(-0)gans =

VO VO eoz,oz ()\1, ta) VO 0 604704 ()\2, ta)
Vo' ena A1) Vo0 (A, £7)

AV 80 AL 1) MV e 0 (A, £7)

= (M= M) Vo' %00 (A, 17) Vo 7Y%, 0 (Me, %)

dir.
A1 # Ao oldugundan dolayi, iistteki son ifade sifira egit degildir. Bu yiizden
{€o.a (A1, 1Y), €aa (A2, t%)} ¢Oziim kiimesi linner bagimsizdir ve dolayisiyla Teorem 3.1.2.

den dolay1 (3.10) denkleminin genel ¢oziimiiniin,
Y (t) = Clé\a,a ()\17 ta) + 02/6\04,& ()\27 ta)
oldugu sonucu c¢ikarilir.

Teorem 3.2.2. A} = Xy (= ) ise ¢; ve ¢y sabit parametreler olmak iizere (3.4)

denkleminin genel ¢oziimii;
Yy (t) = Cl/e\a,a ()\1, ta) + Czté\ma ()\2, ta)
dir [24].

Ispat. Oncelikle e, , (A, %) 'nin (3.10) denklemini sagladigini gosterelim. Lemma
3.6. ve Lemma 3.5. in (i7) sikki kullanilirsa;

t—1

Vi (teaa (A 17)) = Meaa (M%) +aVi " ena (A1)

t—1
% (At@a,a (A7) + aVi " eaa ()\,ta)) = Vi (Mea,a (A 17))
t—1 .
+aViVe ena (A1)
t—1
= Nteao (M%) +aAVi e (A1)

t—1
+aAV§  Cna (A, %)
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olur ve buradan,
VoV§ (teaa (M E7)) = Ntewa (M%) 4+ 2aAV5 e0a (A, 19)
yazilabilir. Bulunan bu degerler (3.10) denkleminde yerlerine yazilirsa;

t—1
Ntena (M 17) +20AVE 0 n (A1) — 2028, (A7)
t—1
—20AV§ 0 (A7) 4+ Ntenq (A 17) =0
oldugu goriiliir.
Simdi {t€n.q (A, %), €a.a (A, 1)} kiimesinin elemanlarimin lineer bagimsiz oldugunu

gosterelim. Bu kiimenin Casoratian’i hesaplanirsa;

Vo '™ (feaa A1) Vo' V80a (A7)
Vo 1" VE (e (M 1)) Vo'V (A, %)
Ty 7 (2 0 (A, 7)) Vo ' Ve0a (0 1)

t—1

Vo (Ataa,a (A1) + aV§  na (A, ta)> AV, V00 (A, )

t—1
A [wg—laa,a ()\,ta)] Vo', . (A1)

elde edilir.
Goriildiigii gibi Casoratian sifira esit degildir ve dolayisiyla Teorem 3.1.2 den dolay1

(3.10) denkleminin genel ¢oziimii;
Y (t) = c1an (A1) + oty q (A7)

olarak bulunur.
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4. AYRIK KESIRLI ANALIZ VE LEGENDRE DENKLEMI ICIN ACIK
COZUMLERIN ELDE EDILMESI

4.1. Legendre Denklemi

Fizik ve miihendislik alaninda kargilagilan diferansiyel denklemlerden pek ¢ogu
V2 (F) 4+ K (T) U (F) = F (T) (4.1)

seklinde ifade edilebilir. Bu tiir denklemlere agagidaki ornekler verilebilir:

1. k(7) ve F (7 ) ’nin sifir oldugu durumlarda,
V2 (7)) =0 (4.2)

Laplace denklemi elde edilir. Bu denklem elektrostatik, magnetostatik, diizgiin akis
problemleri, yiizey dalgalari, 1s1 transferi ve gravitasyon gibi pek cok degisik konuda
kargimiza gikar.

2. Laplace denkleminin sag tarafi sifirdan farkli olursa,
VU (T) = F(7) (4.3)

Poisson denklemi elde edilir. Sag taraftaki terim genelde yiiklerin, kayip veya kay-
naklarin varligin1 gosterir.

3. Helmholtz veya dalga denklemi ise,
V2 £ 2T () =0 (4.4)

seklinde verilir, burada & bir sabittir.

4. Bu tiir denklemlere bir bagka 6nemli 6rnek de zamandan bagimsiz

—h2

—- VU (T) +V (7) U (T) = B (T) (4.5)

seklinde taniml Schrodinger denklemidir. (4.5) i (4.1) denklemi ile karsilagtirirsak,

F (7") nin sifir ve k parametresinin de

B (7)= 25 [E-V (7)) (4.6)

oldugu goriiliir.
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Biitiin bu denklemlerin ortak ozellikleri; dogrusal, ikinci dereceden ve kismi tiirevli
diferansiyel denklem olmalaridir. Analitik yaklagimlar arasinda seriler, degigkenlerin
ayrilmasi, Green fonksiyonlar1 ve integral doniigiimler en ¢ok kullanilan yontemlerdir.
Analitik tekniklerin bagarisiz oldugu durumlarda ise sayisal yontemlere bagvurulur.
Bilimin degisik alanlarinda karsilagabilecegimiz bu denklemlerin herhangi bir alanda
bulunmus ¢oziimiinii, bagka bir alana uyarlarken sinir sartlarinin farkhilik gosterebile-
cegine dikkat edilmelidir. Elektrostatik problemlerinde Laplace denklemini ¢ozerken
kullanacagimiz sinir sartlari, diizgiin akis problemlerinde anlamh olmayacaktir. Elek-
trostatikte elektrik alanlari yiizeylere dik olurken, akis problemlerinde hiz alan ytiizey-
leri takip edecektir.

(4.1) denklemi kiiresel kutupsal koordinatlarda ve k parametresinin sadece radyal
koordinat r’ye bagh oldugu durumlarda degiskenlerin ayrilmasi yontemi kullanilarak

coziilecektir. Potansiyel enerjinin
V(T)=V(r) (4.7)

seklinde yazilabildigi merkezcil kuvvetler i¢in, zamandan bagimsiz Schrédinger denk-
lemi bu tiir denklemlere ¢ok 6nemli bir 6rnek olusturur. Ik etapta ¥ (r, 6, ¢) ¢oziimiinii

r ve (0, ¢) degiskenlerine bagh olarak
V(r,0,0) = R(r)Z(0,9) (4.8)

seklinde degiskenlerine ayiralim. Bu ¢oziim sistemdeki r bagimhhigmin (6, ¢)'den yani,

yonden bagimsiz oldugunu gostermektedir. Bu (4.5) denkleminde yerine yazilirsa

7«_125 TZ@%« (R(r) Z (9,@5))] + Wlmﬁ% [sin 9% (R(r)Z(0,9))
Lo (R(r)Z(0,0)) + K (r)R(r)Z(0,¢) =0 (4.9)

r2sin? 0 902

bulunur. Bu denklem
2

,
_ 4.10
R(1Z00.9) o

ile garpilip, r bagimlihig: sol ve (6, ¢) bagimlihig da sag tarafta toplanirsa,

1 9,0 5 5
— |r2=R k 4.11
R(r)or [T or (T)] TR (4.11)
1 1 0 1 0?7 (0, ¢)

_ 9 [sin 02 70, qﬁ)}

sind Z (0, ¢) 00 a0 sin®0Z(0,4) 09
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elde edilir. r ve (0, ¢) birbirlerinden bagimsiz degerler olabildiklerinden, bu denklemin
biitiin 7 ve (0, ¢) degerleri i¢in saglanmasi ancak her iki tarafin da aym sabite esit
olmasi ile miimkiin olur. Bu sabite ayrilma sabiti denir ve v (v + 1) ile gosterilirse

(4.11) denklemi

ve

L9 [. ,02(0.9) IACRD
sinf o |° 90 sin2f  9¢°

seklinde iki denkleme indirgenir.

+v(v+1)Z(0,¢6)=0 (4.13)

R (r)’nin sagladig1 (4.12) denklemi siradan bir diferansiyel denklemdir. Tkinci denk-
lemde ise,
Z(0,6) = © (0)®(9) (4.14)
seklinde tekrar degiskenlerine ayrilabilir ve ayrilma sabitine €2 denilirse,

L 0(9) _

sinf d doe
— |sin— 1)sin?0 = ——— .
o (0) df [sm@de}—i-u(z/—i— ) sin” 6 50 do? (4.15)
yazilabilir. Buradan, © (0) ve ® (¢) i¢in ¢oziilmesi gereken denklemler,
2
sin? 9%@59) + cos @ sin 9%59) + [v(v+1)sing* —*© () =0 (4.16)
ve
d*®
d¢(2¢) +2®(¢) =0 (4.17)

olarak bulunurlar. Goriildiigii gibi, kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olan (4.1)
denklemi, kiiresel simetrik problemlerde degigskenlerin ayrilmasi yontemi ile, (4.12),
(4.16) ve (4.17) de verilen ii¢ siradan diferansiyel denkleme doniigmiistiir. Bu arada,
heniiz iizerinde hicbir simirlama olmayan v (v + 1) ve &2 gibi iki sabit parametre de
denkleme dahil olmustur.

Bu denklemlerden (4.17) derhal ¢oziilebilir ve genel ¢oziimii
® (¢) = Ae™? + Be "=? (4.18)
olarak kolayca bulunur. ¢ tizerinde heniiz bir sinirlama yoktur ancak,
O (p+2m) =P (p) (4.19)
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olarak verilen sinir sart1 kullanilirsa, 0, £1, £2, ... gibi tam say1 degerler almas: gerektigi
goriiliir.

© (0) icin ¢oziilmesi gereken (4.16) denklemi ise
x =cosb, (0 €[0,7],z e [-1,1]) (4.20)

gibi yeni bir bagimsiz degisken tanimlanarak

o Py (@)  dy(z) e’ _
(1—2?) s — 2z I + V(V—i—l)—m y(z)=0 (4.21)

seklinde yazilir. € = 0 igin bu denkleme Legendre denklemi ve ¢ # 0 igin de associated

Legendre denklemi denir [4].
4.2. Legendre Denklemi I¢in Agik Coziimlerin Elde Edilmesi

Bu boliimde ayrik kesirli nabla operatorii kullanilarak homojen ve homojen olmayan
Legendre ve associated Legendre diferansiyel denklemlerinin ayrik kesirli ¢oztimleri elde

edildi.

Teorem 4.2.1. y € {y:0# |ya| <o0;a € R} ve f € {f:0#|fa] <o0;a € R}

olsun. Bu durumda homojen olmayan
yp(1—2?) =2z +yv(v+1)=f (1—2*+#0) (4.22)

Legendre denkleminin,
v={ln -]

seklinde 6zel ¢oziimii vardir. Burada y,, = d"y/dz" (n =0,1,2), yo =y () (x € R) ve

(1- xZ)‘(“E“)} (4.23)

-t ~(1+a)

v > 0 sabittir.

Ispat. Ayrik kesirli analiz operatorii olan V* (4.22) denkleminin her iki tarafina

uygulanirsa,
Ve [y2 (1= 2%)] = V* (1122) + V* [yr (v + 1)] = V*f (4.24)

olur.
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(3.5) ve (2.24) den

Ve s (1-a%)] — (3‘) (Vo) (1= 22) + ((f) (V1) (—22)
+((§) (V") (-2)

= Yot (1 = 2%) = 2020 Ey14q — a (o — 1) E?y, (4.25)

VO (yi22) = (3‘) (vayl)(gx)+((f) (V) 2
= 20Y1iq + 20Ey, (4.26)

ve

Ve yv (v + 1)] = yov (v + 1) (4.27)

bulunur. Burada F, shift operatoriidiir [27, 28] . Bulunan (4.25)-(4.27) degerleri (4.24)

denkleminde yerlerine yazilirsa;

Yora (1 — 2°) = Y110 (2zaF + 21)
Yo [a(@—1)E*+20F —v (v +1)] = [ (4.28)

elde edilir. Burada «,
ala—1)E*+2aF —v(v+1)=0

olacak gekilde secilirse,

(B2 - 2B) + /(2 — E?)* + 4B% (v + 1)
2E?

=

olur ve (4.28) den
Yora (1 = 2%) = Y110 2zaFE + 22) = f, (4.29)

elde edilir.
Yi4a =u=1u(z) (v = u—(1a)) (4.30)

olarak alinirsa, (4.29) ve (4.30) dan

Uy (1 — 3:2) —u (2zaF + 2x) = f,,

—2x
1— 22

Uy + u [(@E +1) } = fo(1—a%)"" (4.31)
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bulunur. Bu denklem,

U= 1—22)*F 1 _ g2)"(@B+D)
=] (=)

den
y = { [foz (1- xz)O‘E}

¢oziimii elde edilir.

(1 . xz) —(aE+1) }

- ~(1+a)

Teorem 4.2.2. y € {y: 0 # |y,| < 0o; € R} olsun. O halde
yo (1—2) =2z +yv(v+1) =0 (1 -2 #0)
homojen Legendre denklemi, k keyfi bir sabit olmak iizere,

_ T 2 —(ozE+1)i|
y==k [( T ) il

(4.32)

ozel ¢oziimiine sahip olan lineer diferansiyel denklemdir. Dolayisiyla, (4.30) ve (4.32)

(4.33)

(4.34)

seklinde 6zel ¢oziime sahiptir. Burada y, = d"y/dz™ (n =0,1,2), yo = y (z) (z € R)

ve v > 0 sabittir.

Ispat. Ayrik kesirli analiz operatorii olan V* (4.33) denkleminin her iki tarafina

uygulanirsa

VO [ (1 - 2%)] = V° (122) + V* [yv (v +1)] = 0

olur. (4.25)-(4.27) den

(4.35)

Yora (1= 2%) = Y110 QuaE +22) —yo [a (0 = 1) E* + 2aE —v (v + 1) =0 (4.36)

denklemi elde edilir. Bu denklemde «,
ala—1)E*+2aE —v(v+1) =0

olarak secilirse,

(B2 —2B) £/ (2E — E?)® + 4B (v + 1)
25

=

olur ve (4.36) dan
Yora (1 —2°) — Y11a (2zaE +22) =0
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elde edilir.
Yiya = u = u(T) (3/ = U—[1+a]) (4.38)

olacak sekilde (4.37) diizenlenirse

W+ u [(@E +1) 1__2:;2} ~0 (4.39)

bulunur. Bu denklem £ keyfi bir sabit olmak tizere
u=k(1—g%) @ (4.40)

ozel ¢oztimiine sahip olan bir adi diferansiyel denklemdir. Dolayisiyla (4.38) ve (4.40)

dan
y==Fk [(1 = xz)_(aEH)}

—(1+a)
¢oziimii elde edilir.
Teorem 4.2.3.
0?¢ 0¢ 0% 0¢
1—2?) — — 22— t) = P—— + Q— 1—2*#0 4.41
(=) ga ~ g, trol@t) = Py + Q5 (L=27#0) (4.41)
ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemi
_ 1 g2) @F D 4.42
o (x,t) k [( z?) L(Ha) (4.42)
—_O+ 2 _
% exp Q+ Q2 +4P][r V(V—l—l)]t
2P
o (x,t) =k [(1 — x2)_(aE+1)} exp [wt] (4.43)
’ ~(1+a) Q
ve
—(a - +1)
— k| (1—2?) 7Y Y A ) 4.44
o(x,t) =k [( z?) }—(1—&-04) exp Iz t (4.44)

ozel coziimlerine sahiptir. Burada v, 7 verilen sabitler ve k keyfi bir sabittir.

Ispat. ¢ (x,t) = y(x)e* (A #0), (4.41) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu du-

rumda,
9 x P
837 = Y€ 9 8372 = a€
90 At 0*¢ N2 At
A S e



olacagindan, bulunan bu esitlikler (4.41) de yerlerine yazilirsa
yoe™ (1 — 2?) — yreM2z + Tye = PNy + QAye
bulunur ve buradan
Yo (1—2®) —y2z +y (1 — PA> = QN) =0 (4.45)

elde edilir. Burada \’y1
T—PN-Q\=v(v+1)
esitligini saglayacak sekilde segersek

_ —-Q+/Q*+4P[r —v(v+1)]

A = . PQ#0
)\:w o
0 : 0,Q#0
A=+ T_”](DVH), P#£0,Q=0

olur ve (4.45) denklemi
Y2 (1= 2%) —y12z +yv (v + 1) =0, (1—2*#0)
seklinde yazilir. Teorem 4.2.2 den dolay1 bu denklemin ¢oziimii

— [ 1 42 —(ozE—&-l)}
y=k|[(1-2) e

dir. Bu yiizden PQ # 0 i¢in (4.41) kismi diferansiyel denklemi

o = ba=y )

—Q+ Q2 +4P[r—v (v +1)]
2P

t

X exp

¢oziimiine sahiptir. Ayrica P = 0, ) # 0 i¢in

o (z,8) = k [(1 _ xz)—(aEH)L(Ha) exp l#t]

¢oziimiine ve P # 0, () = 0 i¢in

T—V(V—i—l)t

o (x,t) =k [(1 — x2)_(aE+1)} exp P

—(1+a)

+
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¢oziimiine sahiptir.

Teorem 4.2.4. y € {y:0# |ya| <o0;a € R} ve g € {g:0 # |ga| < 00; € R}
olsun.

52

m] =g (1-2>#0) (4.46)

Yo (1—3:2) —2x+y [V(V—l—l) —
associated Legendre denkleminin

v = -y [(s0- ),

% (1 — 22 ‘(a’“f*”} 4.47
( ) —(1+4a) ( )

(1 — xz)aEﬂ .

seklinde 6zel ¢oziimii vardir. Burada y,, = d"y/dz" (n =0,1,2), yo =y () (x € R) ve

v > 0 sabittir.

Ispat.
y=(01-a)"¢ p=9 @) (4.48)
olsun.
yr = —ex (1—22)2 "4 (1— 2224, (4.49)
ve
vy = —e(1—2%) Y te(e—2)a® (1—2%) 2y
—2ex (1—2%) "y + (1—22) % ¢, (4.50)

olup, (4.48)-(4.50) egitlikleri (4.46) denkleminde yerlerine yazilirsa,
—e (1 —3:2)% Y+e(e—2)2*(1- 3:2)%_11/1 —2ex (1 — :1:2)% P,
+(1— :1:2)?rl Yy + 262 (1 — :cz)%_l Y —2z(1- 3:2)% Py
+v(v+1) (1—:1:2)%1/1—52 (1—3:2)%_11/1 =g
olur. Buradan
—etp+e(e—2)2” (1 - 3:2)_11/1 — 2exth; + (1 — %) o,
+2e2® (1 — 3:2)_11/1 =2z +v(v+ 1)y —e*(1— 3:2)_11/1

= g(1—-2%)"

olo
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olup, gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(1—3:) —[2(e+1)z]y,
[0 Dt b2 =) e vk D]

= g(1-2%) "

(1-) s~ 2+ Da)dy ——») c+rv+Do=g(1-22)F  (451)
denklemi elde edilir. Burada ¢, € R dir.

Ayrik kesirli analiz operatorii olan V¢, (4.51) denkleminin her iki tarafina uygu-

lanirsa;
V“[wz(l—x)} 2+ D) x] =V (e —v)(e+v+1)]
= [g (1-z )_5} (4.52)
olur. (2.14) ve (3.5) den
ve [, (1-22)] = (3‘) (V4hy) (1 —2%) + (i‘) (Ve1yp,) (—22)
+ (g) (Vo%1,) (-2)
= Yy, (1-2%) —202EY,,—a(a—1)E*,  (4.53)
viwzerna = (§) ke (1) (7w 2+
= Y2+ )x+2aE(e+1)9, (4.54)

Vi e—-v)e+v+1)]=9¢,(e—v)(e+rv+1) (4.55)

bulunur. Bulunan (4.53)-(4.55) esitlikleri (4.52) denkleminde yerlerine yazilirsa;

—2aF (e+ 1)1, —(e—v)(e+v+ 1)1,
= [g(l—l‘z }

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Vora (1 —2%) —20a0EY, —a(a—1) B>, — 2 (e + 1) 2ty
)

Voo (1= 2%) =1 [200E + 2 (e + 1) 2]
—1,, [04(04—1)E2—|—204E(5—|—1)—|—(5—V)(5—|—V—|—1)}
_ [g (1 _x2)—%L (4.56)
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denklemi elde edilir. Burada «,
ala—1)E*+2aE(e+1)+(e—v)(e+v+1)=0

olacak sekilde segilirse

[EZ—QE(E+1)]:|:\/[2E(6+1)—E2]2—4E2(6—V)(6—|—V—|—1)
2FE2

=
olur ve
[2E (e +1)— B > 4E? (e —v) (e + v + 1)

olmak tizere (4.56) diizenlenirse

Voo (1= 2°) =Yy [202E 4+ 2 (e + 1) 2] = [g (1— :1:2)_6/2} (4.57)

o

olur.
Ve =w=w(x) (1/1 = w_(1+a)) (4.58)

olsun. (4.57) ve (4.58) den

wy (1 — 3;2) —wRarE+2(e+1)2] = [g (1 . xz)—e/Z}

o

wy +w [(&E +e+1) 5__22] = [g (1- x2)_%L (1- x2)_1 (4.59)

elde edilir. Bu denklem birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem olup, ¢oziimii;

w = [(g (1- 3:2)_6/2)

dir. (4.58) ve (4.60) dan

(1-— x2)aE+1 (1- xz)_(aE+E+1) (4.60)

o —1

ve (4.48) den

y = (1-22)7" { [(s0=a®)"") (1=a?)""]

v (1 . $2)_(aE+6+1)}

-1

—(1+a)

¢oziimii elde edilir.
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Teorem 4.2.5. y € {y: 0 # |y,| < co;a € R} olsun. Bu durumda

yo (1 —2%) —2yir +y [V (v+1)— (1572372)] =0 (4.61)

homojen associated Legendre denkleminin, k& keyfi bir sabit olmak tizere

— k(11— 26/2[1_ 2—(04E+5+1)i| 462
T A el I (46

seklinde 6zel ¢oziimii vardir. Burada y, = d"y/dz" (n =0,1,2), yo =y () (x € R) ve

v > 0 sabittir.

ispat. v = ¢ (z), y = (1 — 22)7*¢ (2 € C\ {~1,1}) olsun.

INI)

y=—ez(1-22)2 " g+ (1-2%) 7y, (4.63)
ve
yp = —¢e(1 —:1:2)%_11/1 +e(e—2)a” (1 —:1:2)%_21/1
—2ex (1—22)2 gy + (1 —22)2 oy (4.64)

olup, (4.63) ve (4.64) esitlikleri (4.61) denkleminde yerlerine yazilirsa;
(1—2®) vy — 2+ a]y,—(e—v)(e+v+1)=0 (4.65)

denklemi elde edilir. Burada ¢, € R dir.
Ayrik kesirli analiz operatorii olan V¢, (4.65) denkleminin her iki tarafina uygu-

lanirsa,

Voro (1= 2%) =1, [200E + 2 (e + 1) 2]

—Yyla(a—1)E*+2aE(e+1)+ (e —v)(e+v+1)] =0 (4.66)
denklemi elde edilir. Bu denklemde «,
ala—1)E*+2aE(e+1)+ (e —v)(e+v+1)=0

olacak sekilde segilirse

(B2~ 2B (e + D] £ /2B (e + 1) — B2 — 4E? (e — v) (e + v + 1)
2E?

=

37



olur ve

[2E (e +1)— B?]" > 4E* (e —v) (e + v + 1)
olmak iizere (4.66) dan
Vora (1 —2%) =10 200E +2(e+1)2] =0 (4.67)
bulunur.
Ve =w=w(z)  (¥=w_(11a) (4.68)

olsun. (4.67) ve (4.68) den

—2x
1 — 22

w +w [(aE +¢e+1) =0 (4.69)

elde edilir. Bu denklem birinci mertebeden adi diferansiyel denklem olup, ¢oziimii;
w=k(1- xz)_(aE+6+l) (4.70)
dir. (4.68) ve (4.70) den

b=k [(1-2?) ]

—(1+a)

olacagindan, (4.48) yardimiyla

y==k (1 — xz)e/z [(1 — 3;2)—(O<E+e+1)} o

¢oziimii elde edilir.
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5. SONUC

Ayrik kesirli analiz, ayrik analizin genellegtirilmig bir halidir. Ayrik analizde tam
say1 mertebeler diisiiniiliirken, kesirli analiz tiim pozitif reel say1 mertebelere olanak
tammmaktadir. Uygulamali bilimlerde, bir¢ok problemin matematiksel olarak model-
lenmesinde kesirli hesap ¢ok onemli bir yere sahiptir. Bu galismada ilk olarak ayrik
kesirli analizin iistel fonksiyonlar1 tanim ve teoremlerle verilip, lineer kesirli fark denk-
leminin genel ¢oziimiiniin iistel fonksiyonlarla ifadesi ele alinmigtir. Daha sonra ayrik
kesirli analizin nabla operatorii yardimi ile homojen ve homojen olmayan Legendre ve

associated Legendre denklemlerinin 6zel ¢oziimleri elde edilmistir.
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