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ÖZET

AYRIK KES·IRL·I ANAL·IZ VE LEGENDRE DENKLEM·I ·IÇ·IN AÇIK

ÇÖZÜMLER·IN ELDE ED·ILMES·I

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli ve ayr¬k kesirli analiz, türev ve integralin

tam say¬ olmayan mertebelere geni̧sletilmi̧s halidir. Fen ve mühendislikte oldukça geni̧s

uygulama alan¬na sahiptir.

Amac¬m¬z; ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler için ayr¬k kesirli analizin

nabla (r) operatörü yard¬m¬yla özel çözümler elde etmektir.

Bu tezde ilk olarak; ayr¬k kesirli analizin üstel fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla sabit kat-

say¬l¬ kesirli mertebeden lineer fark denklemlerinin genel çözümlerinin elde edili̧sinden

bahsedilmi̧stir. Daha sonra singüler noktalara sahip, homojen ve homojen olmayan

Legendre diferansiyel denkleminin ve associated Legendre diferansiyel denkleminin

ayr¬k kesirli hesap yard¬m¬yla özel çözümleri elde edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Analiz, Ayr¬k Kesirli Analiz, Kesirli Mertebeden

Diferansiyel Denklemler, Legendre Diferansiyel Denklemi, Associated Legendre Denk-

lemi
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SUMMARY

DISCRETE FRACTIONAL CALCULUS AND OBTAINING EXPLICIT

SOLUTIONS FOR LEGENDRE EQUATION

Fractional and discrete fractional calculus, a branch of mathematical analysis, is

the generalization of derivative and integral to the non-integer order. It has quite wide

application area in science and engineering.

Our aim is to obtain particular solutions for the second order linear di¤erential

equations with the help of nabla operator (r) of the discrete fractional calculus.

In this thesis; …rstly, obtaining the general solutions of linear di¤erence equations

of fractional order with constant coe¢cients is mentioned. Later, particular solutions

of homogeneous and non-homogeneous Legendre di¤erential equation and associated

Legendre equation with singular points are obtained with the help of discrete fractional

calculus.

Keywords: Fractional Calculus, Discrete Fractional Calculus, Di¤erential Equa-

tions of Fractional Order, Legendre Di¤erential Equation, Associated Legendre Equa-

tion
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S·IMGELER L·ISTES·I

r () : Nabla-operatörü

r¡ :  fonksiyonunun -inci mertebeden kesirli toplam¬

r :  fonksiyonunun -inci mertebeden kesirli fark¬

¢() : Fark operatörü

 () : Geri s¬çrama operatörü

 : Faktöriyel fonksiyonu

 [] : Casoratian

 : Shift operatörü

N : f + 1 + 2 g kümesi
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1. G·IR·IŞ

Kesirli hesap alan¬, key… mertebeden türev ve integrallerin uygulamalar¬n¬ içeren bir

matematiksel analiz alan¬d¬r. Ba̧slang¬c¬ Leibniz ve Euler’in çal¬̧smalar¬na dayanmakla

birlikte günümüze kadar uzan¬r. Türev ve integral operatörlerine olan ihtiyaç konunun

daha da derinden incelenerek tam say¬ mertebeli hallerinin genelleştirilmi̧s hali olan

kesirli türev ve kesirli integral operatörlerinin bulunmas¬n¬ sa¼glam¬̧st¬r. Kesirli türev ve

integral konusunda ilk …kir L’Hospital taraf¬ndan 1695’de ortaya at¬lm¬̧st¬r. Türevin

ilk tan¬m¬,  =  () fonksiyonunun  mertebeden türevi  2 Z+ için




= 

eşitli¼gi ile Leibniz taraf¬ndan yap¬ld¬ktan sonra L’Hospital bir mektupta türevin mer-

tebesinin kesirli olup olamayaca¼g¬n¬ Leibniz’e sordu¼gunda bunun bir paradoks gibi

göründü¼günü ancak ilerde çok kullan¬laca¼g¬n¬ söylemi̧stir. Günümüzde fen vemühendis-

lik alanlar¬nda birçok problem kesirli türev ve integral operatörleri sayesinde daha

iyi modellenebilmektedir. Örne¼gin; sönümleme yasas¬, difüzyon süreçleri ve fraktal-

lar gibi konular kesirli analiz yard¬m¬ ile daha iyi tan¬mlanabilmektedir ve bu durum

günümüzde kesirli analize ve kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere olan ilgiyi art-

t¬rm¬̧st¬r. Konunun; …zik, kimya, elektrik ve elektronik, termodinamik, kontrol teorisi

gibi bir çok alana uygulanabilme potansiyeli ile önemi gün geçtikte artm¬̧st¬r.

Son zamanlarda süreklilik analizi, ayr¬k analiz ve kuantum ana-lizinde görülen ke-

sirli analizi bütünleştiren kesirli analiz teorisini inşa etme imkanlar¬n¬ tart¬̧san çal¬̧s-

malar vard¬r. Bununla birlikte ayr¬k analizde fark operatörünün tam say¬ olmayan

mertebeden çal¬̧smalar¬n¬ içeren ara̧st¬rmalar vard¬r. Benzer şekilde, kuantum ana-

lizinde tam say¬ olmayan mertebeden çal¬̧smalar bulunmaktad¬r. Bu teoriler benzer

yakla̧s¬mlar içermekte olup üçünü birleştiren kesirli analiz teorisinin var olup olmad¬¼g¬

sorusuna yol açm¬̧st¬r.

1.1. Gerçel Kesirli Analiz

Tarihsel olarak, Leibniz konu üzerine yazm¬̧s olsa da, gerçel say¬lar üzerinde kesirli

analiz tautochrone probleminden kaynaklan¬r. Kesirli analizin teorik çal¬̧smalar¬ndan

önce 1823 de Abel, problemin genelleştirilmi̧s formunun,

 () =
1p
2

Z 

0

©
0
()p

¡ 
 (1.1)

1



şeklinde bir integral eşitli¼gi ile modellendirilebilece¼gini gösterdi. Burada toplam za-

man olarak al¬nan  bilinendir ve © bilinmeyendir. Bu sonucun kayna¼g¬ Keller [1]

ya da Simmons’da [2] bulunabilir. Tautochrone problemi,  sürekli olmak üzere (11)

denkleminin özel halidir. Abel daha genel olan,
Z 



()

(¡ )
 = () (1.2)

integral denklemini çözdü. Abel integral denklemi olarak bilinen (12) denkleminde

0    1 ve    d¬r.

Abel integral denklemi ve kesirli analiz aras¬ndaki ili̧skiyi gözlemlemek için tekrarl¬

integrasyonu göz önüne almam¬z gerekir.
Z 



(¡ )¡1

(¡ 1)!
 ()  (1.3)

denklemi,  operatörü n-katl¬ integral olmak üzere;
Z 



(¡  )¡1

(¡ 1)!
 ( )  =

Z 



1

Z 1



2

Z ¡1



 ()  :=   () (1.4)

integrasyonu ile hesaplanabilir. Cauchy integral formülü olarak adland¬r¬lan bu sonuç,

tam say¬ olmayan  için iyi tan¬ml¬d¬r.   0 için,

+ () :=
1

¡ ()

Z 



(¡  )¡1  ( )  (1.5)

olan son ifade, Riemann-Liouville kesirli integrali olarak adland¬r¬l¬r ve literatürde ke-

sirli integralin en yayg¬n tan¬mlar¬ndan biridir.

Riemann-Liouville kesirli integrali ve Abel integral denkleminin birbirleriyle ili̧skili

oldu¼gu görülür. Bununla birlikte, Riemann-Liouville tan¬m¬ndan farkl¬ olan kesirli

analiz teorileri vard¬r. Buna bir örnek verecek olursak;

 () () = lim
!0+

1



X

=0

(¡1)
µ




¶
 (+ (¡ )) (1.6)

= lim
!0+

1



X

=0

(¡1)
µ




¶
 (¡ ) (1.7)

gözlemine dayanan Grünwald-Letnikov kesirli türevidir.

Kesirli analiz hakk¬ndaki son zamanlardaki bir çok tez Riemann-Liouville kesirli

analizin varyasyonlar¬d¬r. ·Ilk olarak bunlardan biri ve muhtemelen en önemlisi Ca-

puto’nun çal¬̧smas¬d¬r [3]    0 ve  = de için Caputo kesirli türevi;


+ () := +

() ()

2



olarak tan¬mlan¬r. Bu tan¬m¬n iki önemli avantaj¬ vard¬r. ·Ilki; bir sabitin türevinin

s¬f¬r oldu¼gudur ki bu durum Riemann-Liouville kesirli türevinde geçerli de¼gildir. ·I-

kincisi; Caputo kesirli türevinin Laplace dönüşümü düşünülmek istendi¼ginde, başlang¬ç

de¼gerleri tam say¬ mertebeden türevlere göredir [4].

Bununla birlikte Caputo kesirli türevi fonksiyonun diferansiyellenebilir olmas¬n¬

gerektirir. West ve arkadaşlar¬ taraf¬ndan belirtildi¼gi gibi kesirli türevin önemli kul-

lan¬mlar¬ndan biri, sürekli fakat illaki diferansiyellenebilir olmas¬ gerekmeyen olgular¬

modellemede bulunmas¬d¬r. Bu yüzden Jumarie [5-7], sabitlerin kesirli türevinin s¬f¬r

olmas¬na sebep olan ve sadece (¡ 1)  mertebeden diferansiyellenebilir olan kesirli

analiz teorisini geli̧stirdi. Kesirli analizin uygulamadaki ana zorluklar¬ndan biri, iste-

nen özellikleri elde etmek için tan¬m seçmektir.

1.2. Ayr¬k Kesirli Analiz

Kesirli analizin öncü çal¬̧smas¬n¬n diferansiyel denklemlere dayand¬¼g¬ gibi, kesirli

farklar için öncülük eden çal¬̧sma; Anderson [8], Kuttner [9 10], Cargo ve Shisha [11]

ile fark dizileri çal¬̧smas¬na dayan¬r. Bu çal¬̧smalar kompleks say¬ dizileri üzerinde

tan¬mlanan belli bir operatör s¬n¬f¬n¬ dikkate al¬r. ()2N ½ C ve bir  reel say¬s¬ için

 fark dizisi, serinin yak¬nsamas¬ şart¬yla;

¢ :=
1X

=0

µ
¡¡ 1 +



¶
+ (1.8)

olarak tan¬mlan¬r.

Kesirli fark analizini inceleyen ilk makale Grünwald-Letnikov kesirli türevinin ayr¬

bir versiyonunu kullanan Diaz ve Osler taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

¢ () =

X

=0

(¡1)¡
µ




¶
 ( + ¡ )   = 1 2  (1.9)

gözlemi ile,  mertebeden kesirli fark¬;

¢ () :=

1X

=0

(¡1)
µ




¶
 ( + ¡ ) (1.10)

olarak tan¬mlad¬lar. Burada serinin yak¬nsamas¬ ko̧suluyla ; rasyonel, reel ya da

kompleks olabilir.

3



Çal¬̧smalar (110)’un iki önemli özelli¼gini kan¬tlar; birincisi, yol integrasyon göste-

rimi ve ikincisi, Leibniz kural¬d¬r. Birincisine göre Cauchy’nin;

 () =
!

2

I

¡

 ()

(¡ )+1


integral formülünün (¡ )+1 in (¡ )+1 = ¡(¡+1)
¡(¡¡) azalan faktöriyeli ile yer de¼gi̧sti-

rerek genelleştirilebilir. (110) eşitli¼ginin  =  +   +  ¡ 1  de basit kutuplar¬

çevreleyen bir  yoluna sahip,

¢ () =
¡ (+ 1)

2

Z



 ()
¡ (¡  ¡ )

¡ (¡  + 1)


integraline eşit oldu¼gunu göstermek için rezidü teoremi kullan¬l¬r. ·Ikincisi; çal¬̧smalar,

¢ ()  () =

1X

=0

µ




¶
¢¡ ()¢ ( + ¡ )

eşitli¼gini göstererek Leibniz kural¬ndan kesirli farka bir geni̧sleme sa¼glar. Bu iki formül

kullan¬larak, sonsuz dizi çal¬̧smalar¬nda kullan¬lan bir çok formül elde edilir.

(110) eşitli¼gi ile ilgili bir problem vard¬r. Diaz ve Osler [12] kompleks de¼gi̧skenli

fonksiyonlarla ilgilendiklerinden dolay¬ tam say¬ olmayan  için  ( +  ¡ )’n¬n varl¬¼g¬

garantilenir. Fakat uygulamada genellikle  fonksiyonu, sadece de¼gi̧sken bir tam say¬

oldu¼gunda bilinir. Bu yüzden (110) eşitli¼gi oldu¼gu gibi kullanmak istersek +¡ 2 Z

oldu¼gunu varsaymam¬z gerekir. Bu yüzden ¢ : RZ ! RZ¡ olur ki bu i̧slem yap¬lan

bölgeyi de¼gi̧stirir.

Aksine, Hosking [13] ve Granger ve Joyeux’de [14] verilen geri farka dayanan kesirli

fark , fonksiyonun bölgesini de¼gi̧stirmez. Verilen tan¬m,

r () :=
1X

=0

(¡1)
µ




¶
 (¡ ) (1.11)

d¬r. Burada  = 1 al¬n¬rsa  ()¡ (¡ 1) olur ve bu yüzden (111) geri fark¬n do¼grudan

bir genellemesidir. Önemli olarak,  ¡  her  ve  için bir tam say¬d¬r ve bu yüzden

tan¬m fark analizindeki uygulamalarda kullan¬labilir.  ’nin her  ¡  için bilinmesine

ihtiyaç duyulmas¬ tan¬m¬n bir dezavantaj¬d¬r ki bu durum uygulamada problem olabilir.

Bu tan¬mlar¬n aksine Gray ve Zhang kesirli fark¬ toplam yoluyla tan¬mlad¬. n-katl¬

toplam¬n,
X

1=

1X

2=



¡1X

=

 () =
1

¡ ()

X

=

(¡  + 1)¡1  () (1.12)

4



şeklinde bir çözüme sahip oldu¼gunu gözlemlediler. Burada artan(rising) faktöriyel,

 =

8
>>>>>><
>>>>>>:

¡(+)
¡()

  +  6= 0¡1¡2 

1  =  = 0

0  = 0 ve  6= 0¡1¡2 

tan¬ms¬z, di¼ger durumlarda

(1.13)

olarak tan¬mlan¬r [15] 

5



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Tamsay¬ Mertebeli Diferansiyel Denklemler

Tan¬m 2.1.1. Bilinmeyen fonksiyon ve türevlerini içinde bulunduran denklemlere

diferansiyel denklem denir [16] 

Tan¬m 2.1.2.
P
=1

 () ()+ 0 ()  =  () şeklinde yaz¬labilen diferansiyel denk-

lemlere lineer diferansiyel denklem denir.

Birinci mertebeden diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve türevine göre

lineerse bu diferansiyel denkleme birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem denir.

Lineer diferansiyel denklemlerin genel yaz¬l¬̧s¬;

 () 0 + ()  + () = 0

şeklindedir. Burada   ve  sürekli fonksiyonlard¬r.  ’nin belli bir aral¬¼g¬n bütün 

de¼gerleri için s¬f¬r olmad¬¼g¬n¬ düşünürsek,

 () =
 ()

 ()
  () = ¡ ()

 ()

olmak üzere

0 +  ()  =  ()

şeklinde yaz¬labilir [16] 

Tan¬m 2.1.3.
P
=1

 () 
()+0 ()  = 0 şeklinde tan¬mlanan diferansiyel denkleme

homojen diferansiyel denklem, aksi halde homojen olmayan diferansiyel denklem denir

[16] 

2.2. Kesirli Analizin Özel Fonksiyonlar¬

Tan¬m 2.2.1. (Gamma Fonksiyonu) !0i genelleştiren ve ’in tam say¬ olmayan

ya da kompleks de¼gerler almas¬na imkan sa¼glayan Gamma fonksiyonu ¡ (), ayr¬k kesirli

analizin temel fonksiyonlar¬ndan biridir. Gamma fonksiyonu;

¡ () =

Z 1

0

¡¡1  2 R+

integrali ile tan¬mlan¬r.
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Gamma fonksiyonu,

¡ (+ 1) = ¡ () (2.1)

fonksiyonel denklemini sa¼glar. Bu özellik k¬smi integrasyon kullanarak

¡ (+ 1) =

Z 1

0

¡

= lim
!1

Z 

0

¡

= lim
!1

£
¡

¤
0
+ lim

!1

·


Z 

0

¡¡1

¸

= 

Z 1

0

¡¡1

= ¡ ()

şeklinde ispatlanabilir.

Ayr¬ca Gamma fonksiyonu, bir  do¼gal say¬s¬ için

¡ () = (¡ 1)!

özelli¼gine sahiptir [17] 

Tan¬m 2.2.2. (Mittag-Le­er Fonksiyonu) Tam say¬ olmayan mertebeden

diferansiyel denklemleri çözmede önemli bir rol oynayan Mittag-Le­er fonksiyonu ilk

olarak Gösta Mittag-Le­er [18] taraf¬ndan ortaya at¬ld¬. Bir ve iki parametreli Mittag-

Le­er fonksiyonu,  ve  pozitif reel say¬lar olmak üzere;

 () =
1X

=0



¡ ( + 1)

ve

 () =
1X

=0



¡ ( + )

seri aç¬l¬m¬ ile tan¬mlan¬r. Burada  = 1 ve  = 1 için,

11 () =
1X

=0



¡ ( + 1)
=

1X

=0



!
= 

üstel fonksiyonu elde edilir. Dolay¬s¬yla Mittag-Le­er fonksiyonunun,  üstel fonksi-

yonunun genelleştirilmi̧s hali oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.
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Literatürde bir ve iki parametreli ayr¬k Mittag-Le­er fonksiyonu,  ve  pozitif

reel say¬lar ve jj  1 olmak üzere

 () =
1X

=0



¡ ( + 1)

ve

 () =
1X

=0



¡ ( + )

olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca, herhangi bir reel  say¬s¬ için ayr¬k Mittag-Le­er fonksiyonu



¡
 

¢
=

1X

=0



¡ ( + )
(2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r [17] 

Tan¬m 2.2.3. (Artan ve Azalan Faktöriyel) Artan ve azalan faktöriyel kuvvet,

kesirli analiz teorisinde kullan¬lan temel notasyonlardand¬r. Azalan faktöriyel; delta

(ileri) kesirli analizde kullan¬l¬rken, artan faktöriyel; nabla (geri) kesirli analizde kul-

lan¬l¬r.

Azalan faktöriyel kuvvet ,

 =  (¡ 1) (¡ 2)  (¡  + 1) =

¡1Y

=0

(¡ ) =
¡ (+ 1)

¡ (+ 1¡ )
  2 N

olarak tan¬mlan¬r.

Artan faktöriyel kuvvet 

 =  (+ 1) (+ 2)  (+  ¡ 1) =
¡1Y

=0

(+ )   2 N

olarak tan¬mlan¬r. 0 = 1 dir.

 herhangi bir reel say¬ olsun. O halde 

 =
¡ (+ )

¡ ()
(2.3)

olarak tan¬mlan¬r. Burada  2 Rn f¡2¡1 0g ve 0 = 0 d¬r [18] 

Tan¬m 2.2.4. (Grünwald-Letnikov Kesirli Türev ve ·Integrali) Her sonlu

[ ] aral¬¼g¬nda  sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon,   0 bir reel say¬ ve 2 Z
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     + 1 şart¬n¬ sa¼glayan en küçük de¼ger olsun. Bu takdirde  fonksiyonunun

. mertebeden Grünwald-Letnikov kesirli türevi;


 

 () =
X

=0

 () () (¡ )(¡)

¡ ( ¡  + 1)

+
1

¡ (¡  + 1)

Z 



(¡  )¡  (+1) ()  (2.4)

şeklinde tan¬mlan¬r.  fonksiyonunun  katl¬ Grünwald-Letnikov kesirli integrali ise;


 ¡

  () =

X

=0

 () () (¡ )(+)

¡ ( +  + 1)

+
1

¡ (+  + 1)

Z 



(¡ )+  (+1) ( )  (2.5)

şeklindedir [4] 

Tan¬m 2.2.5. (Riemann-Liouville Kesirli Türev ve ·Integrali) Her sonlu

[ ] aral¬¼g¬nda  sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon,   0 bir reel say¬ ve

 2 N  ¡ 1 ·    şart¬n¬ sa¼glayan en küçük de¼ger olsun.  fonksiyonunun 

mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi;


 

 () =
1

¡ (¡ )





Z 



(¡  )¡¡1  ( )  (2.6)

şeklinde tan¬mlan¬r.  fonksiyonunun  katl¬ Riemann-Liouville kesirli integrali ise;


 ¡

  () =
1

¡ ()

Z 



(¡ )¡1  ( )  (2.7)

şeklinde tan¬mlan¬r [4] 

Tan¬m 2.2.6. (Caputo Kesirli Türevi)  ¡1 ·    olacak şekilde pozitif

tam say¬ ve  fonksiyonu ise  defa sürekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde 

fonksiyonunun  mertebeden Caputo kesirli türevi;


 


 () =

1

¡ (¡ )

Z 



(¡  )¡¡1  () ( )  (2.8)

şeklinde tan¬mlan¬r [4] 

Tan¬m 2.2.7.  bir reel say¬ ve  pozitif bir reel say¬ olsun.  ’nin  mertebeden

kesirli toplam¬

r¡  () =

X

=

(¡  ())¡1

¡ ()
 () (2.9)
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olarak tan¬mlan¬r. Burada  = + 1 + 2  ve  () = ¡ 1 zaman skalas¬ analizinde

geri s¬çrama operatörüdür [18] 

Tan¬m 2.2.8.  bir reel say¬ ve  pozitif bir reel say¬ olsun.  bir tam say¬ olmak

üzere, 0   ¡ 1     için  ’nin  mertebeden kesirli fark¬ (Riemann-Liouville

kesirli fark¬)

r
 () = rr¡(¡)  () = r

X

=

(¡  ())¡¡1

¡ (¡ )
 () (2.10)

olarak tan¬mlan¬r. Burada  N = f + 1 + 2 g üzerinde tan¬ml¬d¬r [18] 

Tan¬m 2.2.9.   0 için, nabla üstel fonksiyonu

b
¡
 

¢
= (1¡ )

1X

=0

 (+ 1)(+1)¡1

¡ ((+ 1))
(2.11)

olarak tan¬mlan¬r. Burada jj  1 ve  ¸ 0 d¬r [18] 

Lemma 2.2.1. (Kuvvet Kural¬)

() r () = ¡1

() r¡0 (+ 1) = ¡(+1)
¡(++1)

(+ 1)+

eşitlikleri sa¼glan¬r [17] 

Teorem 2.2.1.  () ve  ():N+
0 ! R    0 ve   lar sabitler olmak üzere

r¡r¡ () = r¡(+) () = r¡r¡ () (2.12)

r [ () +  ()] = r () + r () (2.13)

rr¡ () = r¡(¡1) () (2.14)

r¡r () = r(1¡) ()¡
µ
+  ¡ 2

¡ 1

¶
 (0) (2.15)

d¬r [19] 

Teorem 2.2.2. (Kesirli Toplam ve Fark¬n De¼gi̧sme Özelli¼gi) Herhangi bir

  0 için

r¡+1r () = rr¡  ()¡ (¡ + 1)¡1

¡ ()
 () (2.16)

denklemi sa¼glan¬r. Burada  , N üzerinde tan¬ml¬d¬r [17] 
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2.3. Kesirli Türev ve ·Integrallerin Özellikleri

2.3.1. Lineerlik Özelli¼gi

 () ve  () analitik ve tek de¼gerli fonksiyonlar olsunlar. E¼ger  ve  türevleri

mevcut ise

( () +  ()) =  () +  () (2.17)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada  2 R  2 C ve   sabitlerdir [4] 

2.3.2. Homojenlik Özelli¼gi

Herhangi bir  sabiti için

 ()

 (¡ )
= 



 (¡ )
(2.18)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [20] 

2.3.3. Birleşme Özelli¼gi

 ve  pozitif tam say¬lar olmak üzere,

 =   = +  =  !  = ¡

eşitlikleri belli durumlarda geçerlidir. ¡   0 iken





£


¡
  ()

¤
= 

¡
 (2.19)

durumu geçerlidir. Fakat önce türevin sonra integralin al¬nd¬¼g¬ durumlarda ise;


¡
 [


 ()] = 

¡
  ()¡

¡1X

=¡

(¡ )

!
 (+¡) () (2.20)

eşitli¼gi geçerlidir.

Ayr¬ca  bir sabit olmak üzere,

¡

¢

=  ( 6= 0  2 R  2 C) (2.21)

¡
¡

¢

= ¡¡ ( 6= 0  2 R  2 C) (2.22)

¡

¢

= ¡

¡ (¡ )

¡ (¡) ¡

µ
 2 R  2 C

¯̄
¯̄¡ ( ¡ )

¡ (¡)

¯̄
¯̄ 1

¶
(2.23)
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eşitlikleri sa¼glan¬r [20¡ 22] 

2.3.4. ·Indis Kural¬

 () ve  () analitik ve tek de¼gerli fonksiyonlar olsunlar. E¼ger () ve ()

türevleri mevcutsa,

( ()) = + () = ( ()) (2.24)

d¬r. Burada  2 R  2 C ve
¯̄
¯ ¡(++1)
¡(+1)¡(+1)

¯̄
¯ 1 dur [4] 

2.3.5. Genellȩstirilmi̧s Leibniz Kural¬

 () ve  () analitik ve tek de¼gerli fonksiyonlar olsunlar. E¼ger  ve  türevleri

mevcutsa;

( ()  ()) =
1X

=0

¡ (+ 1)

¡ (¡ + 1) ¡ ( + 1)
¡ ()  () (2.25)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada  2 R
¯̄
¯ ¡(+1)
¡(¡+1)¡(+1)

¯̄
¯ 1 dur [4] 
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3. AYRIK KES·IRL·I ANAL·IZ·IN ÜSTEL FONKS·IYONLARI

Bu bölümde ayr¬k kesirli analizin üstel fonksiyonlar¬ ele al¬nd¬. Sabit katsay¬l¬ kesirli

mertebeden ard¬̧s¬k lineer fark denklemleri çal¬̧s¬l¬p, genel çözümlerinin baz¬ durumlarda

üstel fonksiyonlar¬n lineer kombinasyonlar¬ oldu¼gu ispatland¬. Geri fark yada nabla

operatörü ve kesirli fark¬n Riemann-Liouville tan¬m¬ kullan¬ld¬.

At¬c¬ ve Eloe, çal¬̧smalar¬nda 0    1 ve jj  1 olmak üzere;

r
0  () =  ()   = 1 2  (3.1)

r¡(1¡)0  () j=0=  (0) = 1 (3.2)

formundaki başlang¬ç de¼ger probleminin çözümünü Laplace dönüşümü kullanarak

 () = b
¡
 

¢
= (1¡ ) (+ 1)¡1 

h
 (+ )

i

şeklinde elde etmi̧slerdir [23] 

Gamma fonksiyonu s¬f¬r ve negatif tam say¬larda tan¬ml¬ olmad¬¼g¬ndan dolay¬,

f 2 R :  ve +  2 Z¡ [ f0gg dan R reel say¬ grubuna bir !  eşlemesi düşünülür.

Lemma 3.1. (Kuvvet Kural¬)   0 ve  iki reel say¬ olmak üzere ¡(+1)
¡(++1)

tan¬ml¬ olsun. O zaman her  2 N için,

r¡1  =
¡ ( + 1)

¡ ( +  + 1)
+ (3.3)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [24] 

·Ispat. (29) dan,

r¡1  =
1

¡ ()

X

=1

(¡  ())¡1   () = ¡ 1

=
1

¡ ()

¡1X

=0

(¡ )¡1 (+ 1)

olup (23) den dolay¬ (¡ )¡1 = ¡(¡+¡1)
¡(¡) ve (+ 1) = ¡(++1)

¡(+1)
olarak yaz¬labile-

ce¼ginden,

r¡1  =
1

¡ ()

¡1X

=0

¡ (¡ +  ¡ 1)

¡ (¡ )

¡ (+ + 1)

¡ (+ 1)

=
1

¡ ()

¡1X

=0

¡ () ¡ (¡ +  ¡ 1) ¡ (+ + 1)

¡ () ¡ (¡ ) ¡ (+ 1)
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olur. Burada
¡
¡1


¢
= ¡()

¡(+1)¡(¡) oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa;

r¡1  =
1

¡ ()

¡1X

=0

µ
¡ 1



¶
¡ (¡ +  ¡ 1) ¡ (+ + 1)

¡ ()

=
1

¡ ()

¡1X

=0

µ
¡ 1



¶
¡ (+ 1)¡ (¡ +  ¡ 1) ¡ (+ + 1)

¡ (+ 1)¡ ()

yaz¬labilir. ( + 1) = ¡(++1)
¡(+1)

ve ¡¡1 = ¡(+¡¡1)
¡()

oldu¼gundan;

r¡1  =
¡ ( + 1)

¡ ()

¡1X

=0

µ
¡ 1



¶
( + 1) ¡¡1

=
¡ ( + 1)

¡ ()
( + + 1)¡1

olup, ( + + 1)¡1 = ¡(++)
¡(++1)

ve + = ¡(++)
¡()

oldu¼gundan;

r¡1  =
¡ ( + 1)

¡ ()

¡ ( + + )

¡ ( +  + 1)

=
¡ (+ 1)

¡ ( + + 1)
+

elde edilir.

Burada Andrews, Askey ve Roy’un çal¬̧smalar¬nda

( +  + 1)¡1 =
¡1X

=0

µ
¡ 1



¶
(+ 1) ¡¡1

dir [25] 

Lemma 3.2.   0 için  , N üzerinde tan¬ml¬ olmak üzere;

r¡+1r () = rr¡  ()¡ (¡ + 1)¡1

¡ ()
 () (3.4)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [24] 

·Ispat.  2 f+ 1 + 2 g için,

r¡+1 () =
1

¡ ()

X

=+1

(¡  ())¡1  ()

olur.

 2 f + 1 + 2 g için,

r¡  () =
1

¡ ()

X

=

(¡  ())¡1  ()

14



oldu¼gundan,

r¡+1 () = r¡  ()

dir. Ayr¬ca,

r¡  () =
1

¡ ()

X

=

(¡  ())¡1  ()

=
1

¡ ()
(¡ + 1)¡1  () +

1

¡ ()

X

=+1

(¡  ())¡1  ()

=
1

¡ ()
(¡ + 1)¡1  () +r¡  ()

dir. Di¼ger yandan Abdeljawad ve At¬c¬’n¬n [26] çal¬̧smalar¬ndan;

r¡ r () = r¡+1r () = rr¡  ()¡ (¡ + 1)¡1

¡ ()
 ()

= r
½

1

¡ ()
(¡ + 1)¡1  () +r¡  ()

¾
¡ (¡ + 1)¡1

¡ ()
 ()

=
¡ 1

¡ ()
(¡ + 1)¡2  () +rr¡  ()¡ (¡ + 1)¡1

¡ ()
 ()

=
¡ 1

¡ ()

¡ (¡ + ¡ 1)

¡ (¡ + 1)
 ()

+rr¡  ()¡ 1

¡ ()

¡ (¡ + )

¡ (¡ + 1)
 ()

= rr¡  () +
(¡ 1) ¡ (¡ + ¡ 1)¡ ¡ (¡ + )

¡ () ¡ (¡ + 1)
 ()

olur. (21) ve (23) den,

r¡+1r () = rr¡  ()

+
(¡ 1) ¡ (¡ + ¡ 1)¡ (¡ +  ¡ 1) ¡ (¡ +  ¡ 1)

¡ () ¡ (¡ + 1)
 ()

= rr¡  () +
¡ (¡ +  ¡ 1) ( ¡ 1¡ + ¡ + 1)

¡ () ¡ (¡ + 1)
 ()

= rr¡  () +
¡ (¡ +  ¡ 1) (¡ )

¡ () (¡ ) ¡ (¡ )
 ()

= rr¡  ()¡ (¡ )¡1

¡ ()
 ()

elde edilir.

Lemma 3.3. (Leibniz Kural¬)   0 için,  çarp¬m¬n¬n  mertebeden kesirli

fark¬;


r
 ()  () =

¡X

=0

µ




¶·
¡
r¡

  (¡ )

¸
[r ()] (3.5)
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dir. Burada, µ




¶
=

¡ (+ 1)

¡ ( + 1)¡ (¡ + 1)

dir.  ve , N0 üzerinde tan¬ml¬ ve  pozitif bir tam say¬d¬r [24] 

·Ispat. (29) dan,



r
 ()  () =

1

¡ (¡)

X

=

(¡  + 1)¡¡1  ()  ()

ve

 (¡ ) =

X

=0

µ




¶
(¡1)r ()

oldu¼gundan,



r
 ()  () =

1

¡ (¡)

X

=

(¡  + 1)¡¡1  ()
¡X

=0

µ
¡ 



¶
(¡1)r ()

olarak yaz¬labilir.

Herhangi bir negatif olmayan  tam say¬s¬ için,

(¡1) = ¡ (+ 1)¡ (¡)
¡ ( ¡ + 1) ¡ (¡ )

oldu¼gundan,



r
 ()  () =

1

¡ (¡)

X

=

(¡  + 1)¡¡1  ()

£
¡X

=0

µ
¡ 



¶
¡ (+ 1)¡ (¡)

¡ ( ¡  + 1)¡ (¡ )
r ()

=
1

¡ (¡)

¡X

=0

¡X

=

(¡  + 1)¡¡1  ()

£
µ
¡ 



¶
¡ ( + 1)¡ (¡)

¡ (¡ + 1) ¡ ( ¡ )
r ()

olur ve (23) den,



r
 ()  () =

1

¡ (¡)

¡X

=0

¡X

=

¡ (¡  ¡ )

¡ (¡  + 1)
 ()

£ ¡ (¡  + 1)

¡ (+ 1)¡ (¡  ¡ + 1)

¡ (+ 1)¡ (¡)
¡ ( ¡  + 1)¡ (¡ )

r ()

yaz¬labilir. Gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa ve

(¡ ¡  + 1)¡¡1 =
¡ (¡  ¡ )

¡ (¡ ¡  + 1)
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oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa;



r
 ()  () =

¡X

=0

¡ ( + 1)

¡ (+ 1)¡ (¡ + 1)

£
(

1

¡ (¡ )

¡X

=

(¡ ¡  + 1)¡¡1  ()

)
r ()

bulunur. (29) dan,

¡
r¡

  (¡ ) =
¡X

=

(¡ ¡  ())¡¡1

¡ (¡ )
 ()   () =  ¡ 1

=
1

¡ (¡ )

¡X

=

(¡ ¡  + 1)¡¡1  ()

yaz¬labilece¼ginden,



r
 ()  () =

¡X

=0

µ




¶·
¡
r¡

  (¡ )

¸
[r ()]

elde edilir.

Teorem 3.1. b ( ) üstel fonksiyonu (31) ve (32) başlang¬ç de¼ger probleminin
bir çözümüdür [23] 

Lemma 3.4. Aşa¼g¬daki

r¡(1¡)0 b
¡
 

¢
= (1¡ )1

³
 (+ 1)

´
(3.6)

eşitlik sa¼glan¬r [24] 

·Ispat. Nabla üstel fonksiyonu yak¬nsak olmak üzere, (211) den,

r¡(1¡)0 b
¡
 

¢
= r¡(1¡)0 (1¡ )

1X

=0

 (+ 1)(+1)¡1

¡ ((+ 1))

= (1¡ )
1X

=0

r¡(1¡)0 (+ 1)(+1)¡1

¡ ((+ 1))

olarak yaz¬labilir. Lemma 3.1. kuvvet kural¬ndan;

r¡(1¡)0 b
¡
 

¢
= (1¡ )

1X

=0

 (+ 1)

¡ ( + 1)

olur ve (22) den,

r¡(1¡)0 b
¡
 

¢
= (1¡ )1

³
 (+ 1)

´
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elde edilir.

Lemma 3.5. Aşa¼g¬daki

()
¡1
r

0b ( ) = b
³
 (¡ 1)

´
,  = 1 2 

()


r
0

¡1
r¡1

0 b ( ) = 
¡1
r¡1

0 b ( )
eşitlikleri sa¼glan¬r [24] 

·Ispat. () (31) denklemini bir birim sola kayd¬r¬rsak,

¡1
r

0 () =  (¡ 1) ,  = 2 3 

denklemi elde edilir. Burada  () = b ( ) oldu¼gu düşünülürse;

¡1
r

0b
¡
 

¢
= b

³
 (¡ 1)

´

bulunur.

() Eşitli¼gin sol taraf¬na ayr¬k kesirli fark tan¬m¬n¬ uygulan¬rsa;



r
0

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
= r



r¡1
0

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

ve Lemma 3.2. de  () =
¡1
r¡1

0 b ( ) al¬n¬rsa ve  (0) = 0 oldu¼gundan,



r¡1
1 r () =



rr¡1
0  ()

elde edilir. Bu yüzden;



r
0

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
= r



r¡1
0

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

=


r¡1
1 r

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

=


r¡1
1

¡1
r

0b
¡
 

¢

olur. () ve (29) kullan¬l¬rsa;



r¡1
1

¡1
r

0b
¡
 

¢
=



r¡1
1 b

³
 (¡ 1)

´

= 
X

=1

(¡  ())¡

¡ (1¡ )
b

³
 (¡ 1)

´

= 
¡1X

=0

(¡ 1¡  ())¡

¡ (1¡ )
b

¡
 

¢

= 
¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
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bulunur. Bu yüzden,



r
0

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
= 

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

sonucuna ulaş¬l¬r.

Lemma 3.6. Aşa¼g¬daki



r
0

¡
b

¡
 

¢¢
= b

¡
 

¢
+ 

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
(3.7)

eşitlik sa¼glan¬r [24] 

·Ispat. Lemma 3.3. Leibniz kural¬ kullan¬l¬rsa;



r
0

¡
b

¡
 

¢¢
=

X

=0

µ




¶·
¡
r¡

0 b
¡
 

¢¸
[r]

=

µ


0

¶·


r
0b

¡
 

¢¸
+

µ


1

¶·
¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢¸
r

=

·


r
0b

¡
 

¢¸
+ 

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

olur. Burada Lemma 3.5. in () ş¬kk¬ kullan¬l¬rsa;



r
0

¡
b

¡
 

¢¢
= b

¡
 

¢
+ 

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

elde edilir.

3.1. Casoratian ve Lineer Ba¼g¬ms¬zl¬k

Bu bölümde ayr¬k fonksiyonlar için Casoratian kavram¬ tan¬mland¬. Casoratian, ho-

mojen lineer kesirli denklemlerin çözüm kümesinin lineer ba¼g¬ms¬z ya da lineer ba¼g¬ml¬

olup olmad¬¼g¬n¬n belirlenmesine yard¬mc¬ olur. Bunun için nabla kesirli fark denk-

leminin genel çözümüyle alakal¬ baz¬ temel teoremler ifade ve ispat edildi.

Tan¬m 3.1.1. r()
0 = r

0r
0 r

0   6= 0 ve 0 ·  ·  için  ler sabit olmak

üzere;

r()
0  () + ¡1r((¡1))

0  () + + 1r
0 () + 0 () = 0 (3.8)

lineer kesirli fark denklemini ele alal¬m.
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f1 2  g ayr¬k  aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ fonksiyonlar olmak üzere,  [1 2  ]

ile gösterilen aşa¼g¬daki determinant
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

r¡(1¡)0 1 () r¡(1¡)0 2 ()  r¡(1¡)0  ()

r¡(1¡)0 r
0 1 () r¡(1¡)0 r

0 2 ()  r¡(1¡)0 r
0  ()

r¡(1¡)0 r(2)
0 1 () r¡(1¡)0 r(2)

0 2 ()  r¡(1¡)0 r(2)
0  ()

...
...

...

r¡(1¡)0 r((¡1))
0 1 () r¡(1¡)0 r((¡1))

0 2 ()  r¡(1¡)0 r((¡1))
0  ()

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

Casoratian olarak adland¬r¬l¬r [24] 

Teorem 3.1.1. (38) denkleminin f1 2  g çözümlerinin  ¸ 0 olmak üzere

lineer ba¼g¬ms¬z olmas¬ için gerek ve yeter şart Casoratian’¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬ olmas¬d¬r

[24] 

·Ispat.  = 2 için ispatlayal¬m. ·Ispat herhangi bir  için kolayl¬kla yap¬labilir.

1 () ve 2 () her  ¸ 0, 0   · 1,  6= 0 ve   ler sabit olmak üzere

r
0r

0  () + r
0  () +  () = 0  = 1 2 

probleminin iki çözümü olsun. 1 ve 2 lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gunu kabul edelim. O zaman

 ¸ 0 için,

2 () = 1 ()

olacak şekilde bir  sabiti vard¬r. Bu durum, her  ¸ 0 için;

 [1 2] =

¯̄
¯̄
¯̄
r¡(1¡)0 1 () r¡(1¡)0 1 ()

r¡(1¡)0 5
0 1 () r

¡(1¡)
0 5

0 1 ()

¯̄
¯̄
¯̄ = 0

oldu¼gunu gösterir.

Tersine, her  ¸ 0 için 1 6= 0 ve 2 6= 0 ve de her  ¸ 0 için  [1 2] () = 0

oldu¼gunu varsayal¬m.

Aşa¼g¬daki iki bilinmeyenli
8
<
:

1r¡(1¡)0 1 (0) + 2r¡(1¡)0 2 (0) = 0

1r¡(1¡)0 r
0 1 (0) + 2r¡(1¡)0 r

02 (0) = 0

denklem sistemini ele alal¬m. Bu denklem sistemi,
2
4 r

¡(1¡)
0 1 (0) r¡(1¡)0 2 (0)

r¡(1¡)0 r
01 (0) r

¡(1¡)
0 r

02 (0)

3
5
2
41
2

3
5 = 0
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matris sistemi ile temsil edilebilir.

Katsay¬lar matrisinin determinant¬ s¬f¬r oldu¼gu için üstteki denklemin a̧sikar ol-

mayan bir çözümü 1, 2 dir. 1 = 0 ve 2 6= 0 durumunun mümkün olmad¬¼g¬n¬

belirtelim çünkü,

1r¡(1¡)0 1 (0) + 2r¡(1¡)0 2 (0) = 0

denklemi 22 (0) = 0 için sa¼glan¬r ki bu durum mümkün de¼gildir.

Şimdi,

 () = 11 () + 22 ()

denklemini göz önüne alal¬m. Kolayl¬kla gösterebiliriz ki  ();
8
<
:

r
0r

0 () + r
0  () +  () = 0,  = 1 2 

r¡(1¡)0  () j=0=  (0) = 0 ve r¡(1¡)0 r
0  (0) = 0

başlang¬ç de¼ger probleminin bir çözümüdür.

Öncelikle, başlang¬ç de¼ger probleminin de¼gi̧sken de¼gi̧stirme yard¬m¬yla lineer bir

nabla kesirli fark denklem sistemine dönüştürülebilece¼gini belirtelim. Öyle ki;

1 () =  ()) r
01 () = r

0  () = 2 ()

2 () = r
0  ()) r

0 2 () = r
0r

0  () = ¡



r

0  ()¡



 () = ¡


2 ()¡




1 ()

dir. Bu yüzden  () =

2
41 ()
2 ()

3
5 olmak üzere;

r¡(1¡)0  () j=0=

2
4r

¡(1¡)
0 1 ()

r¡(1¡)0 2 ()

3
5
=0

=

2
4 r

¡(1¡)
0  ()

r¡(1¡)0 r
0 ()

3
5
=0

=

2
40
0

3
5

başlang¬ç ko̧sulu ile aşa¼g¬daki,

r
0 () =

2
4 0 1

¡ 

¡ 



3
5  ()

dinamik sistemi elde edilir.

At¬c¬ ve Eloe’nin [23] ispatlad¬klar¬ varl¬k ve teklik teoremi ile her  ¸ 0 için,

11 () + 22 () = 0

sonucu ç¬kar¬l¬r. 1 ve 2 s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gu için 1 ve 2 lineer ba¼g¬ml¬d¬r.
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Teorem 3.1.2. 1 ()  2 ()    () (38) denkleminin lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri

olsunlar. O zaman (38) denkleminin her bir  () çözümü 1 2   key… sabitler

olmak üzere,

 () = 11 () + 22 () + +  ()

şeklinde yaz¬labilir [24] 

·Ispat.  (), (38) denkleminin bir çözümü olsun. Kesirli nabla fark ve toplam

denklemler sistemini göz önüne alal¬m.

1r¡(1¡)0 1 (0) + 2r¡(1¡)0 2 (0) + + r¡(1¡)0  (0) = r¡(1¡)0  (0)

1r¡(1¡)0 r
0 1 (0) + 2r¡(1¡)0 r

02 (0) + + r¡(1¡)0 r
0  (0) = r

¡(1¡)
0 r

0  (0)

...

1r¡(1¡)0 r((¡1))
0 1 (0) + + r¡(1¡)0 r((¡1))

0  (0) = r¡(1¡)0 r((¡1))
0  (0)

sistemi matris formunda gösterilebilir öyle ki;

[ ] =

2
6666664

r¡(1¡)0  (0)

r¡(1¡)0 r
0  (0)

...

r¡(1¡)0 r((¡1))
0  (0)

3
7777775

=

2
6666664

r¡(1¡)0 1 (0) r¡(1¡)0 2 (0)  r¡(1¡)0  (0)

r¡(1¡)0 r
0 1 (0) r¡(1¡)0 r

02 (0)  r¡(1¡)0 r
0  (0)

...
...

...

r¡(1¡)0 r((¡1))
0 1 (0) r¡(1¡)0 r((¡1))

0 2 (0)  r¡(1¡)0 r((¡1))
0  (0)

3
7777775

| {z }
[]

2
6666664

1

2
...



3
7777775

| {z }
[ ]

olur. Casoratian  [1 2  ] (0) 6= 0 d¬r. Çünkü çözüm lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Bu

yüzden det 6= 0 d¬r ki bu matrisinin terslenebilir oldu¼gu anlam¬na gelir. Yukar¬daki

sistemin her iki taraf¬ soldan []¡1 ile çarp¬l¬rsa [] = []¡1 [ ] elde edilir.

1 2   yukar¬daki sistemin tek çözümü olsun. Bu durumda,

 () = 11 () + 22 () + +  ()

olur. Öyle ki  () ;
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r¡(1¡)0  (0) = r¡(1¡)0  (0)

r¡(1¡)0 r
0  (0) = r

¡(1¡)
0 r

0  (0)
...

r¡(1¡)0 r((¡1))
0  (0) = r¡(1¡)0 r((¡1))

0  (0)

sisteminin bir çözümüdür.

Çözümün tekli¼ginden,  () =  () elde edilir. Bu yüzden,

 () = 11 () + 22 () + +  ()

olur.

3.2. Kesirli Mertebeden Ard¬̧s¬k Lineer Fark Denklemlerinin Çözümü

Ard¬̧s¬k ayr¬k kesirli denklem,

r
0r

0  () + r
0  () +  () = 0  = 1 2  (3.9)

ile verilir. Burada 0    1,  6= 0 ve   sabit katsay¬lard¬r. (39) denkleminin

karakteristik denklemi;

2 +  +  = 0

d¬r.

1 ve 2 karakteristik denklemin pozitif reel kökleri olsun. Verilen herhangi bir

denklemin, karakteristik kökleri ile temsil edilebilece¼gi gerçe¼gi kullan¬l¬rsa;

r
0r

0  ()¡ (1 + 2)r
0  () + (12)  () = 0 (3.10)

denklemi elde edilir [24] 

Teorem 3.2.1. 1 6= 2 ise 1 ve 2 sabit parametreler olmak üzere (39) denkle-

minin genel çözümü;

 () = 1b
¡
1 


¢
+ 2b

¡
2 


¢

d¬r [24] 
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·Ispat. Kolayl¬kla ispatlanabilir ki b (1 ) ve b (2 ) (310) denkleminin

çözümleridir. Bu iki çözümün lineer ba¼g¬ms¬z olduklar¬n¬ gösterelim. Bu iki fonksi-

yonun Casoratian’¬;

 [1 2] =

¯̄
¯̄
¯̄
r¡(1¡)0 b (1 ) r¡(1¡)0 b (2 )
r¡(1¡)0 r

0b (1 ) r¡(1¡)0 r
0b (2 )

¯̄
¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄
¯̄
r¡(1¡)0 b (1 ) r¡(1¡)0 b (2 )
1r¡(1¡)0 b (1 ) 2r¡(1¡)0 b (2 )

¯̄
¯̄
¯̄

= (2 ¡ 1)r¡(1¡)0 b
¡
1 


¢
r¡(1¡)0 b

¡
2 


¢

d¬r.

1 6= 2 oldu¼gundan dolay¬, üstteki son ifade s¬f¬ra eşit de¼gildir. Bu yüzden

fb (1 )  b (2 )g çözüm kümesi linner ba¼g¬ms¬zd¬r ve dolay¬s¬yla Teorem 3.1.2.

den dolay¬ (310) denkleminin genel çözümünün,

 () = 1b
¡
1 


¢
+ 2b

¡
2 


¢

oldu¼gu sonucu ç¬kar¬l¬r.

Teorem 3.2.2. 1 = 2 (= ) ise 1 ve 2 sabit parametreler olmak üzere (34)

denkleminin genel çözümü;

 () = 1b
¡
1 


¢
+ 2b

¡
2 


¢

d¬r [24] 

·Ispat. Öncelikle b (2 )’nin (310) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬ gösterelim. Lemma

3.6. ve Lemma 3.5. in () ş¬kk¬ kullan¬l¬rsa;

r
0

¡
b

¡
 

¢¢
= b

¡
 

¢
+ 

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

r
0

µ
b

¡
 

¢
+ 

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢¶
= r

0

¡
b

¡
 

¢¢

+r
0

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

= 2b
¡
 

¢
+ 

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

+
¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
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olur ve buradan,

r
0r

0

¡
b

¡
 

¢¢
= 2b

¡
 

¢
+ 2

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢

yaz¬labilir. Bulunan bu de¼gerler (310) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa;

2b
¡
 

¢
+ 2

¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
¡ 22b

¡
 

¢

¡2
¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢
+ 2b

¡
 

¢
= 0

oldu¼gu görülür.

Şimdi fb ( )  b ( )g kümesinin elemanlar¬n¬n lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu

gösterelim. Bu kümenin Casoratian’¬ hesaplan¬rsa;
¯̄
¯̄
¯̄
r¡(1¡)0 (b ( )) r¡(1¡)0 b ( )
r¡(1¡)0 r

0 (b ( )) r¡(1¡)0 r
0b ( )

¯̄
¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄
¯̄
¯

r¡(1¡)0 (b ( )) r¡(1¡)0 b ( )

r¡(1¡)0

µ
b ( ) + 

¡1
r¡1

0 b ( )
¶

r¡(1¡)0 b ( )

¯̄
¯̄
¯̄
¯

= ¡
·


¡1
r¡1

0 b
¡
 

¢¸
r¡(1¡)0 b

¡
 

¢

elde edilir.

Görüldü¼gü gibi Casoratian s¬f¬ra eşit de¼gildir ve dolay¬s¬yla Teorem 3.1.2 den dolay¬

(310) denkleminin genel çözümü;

 () = 1b
¡
 

¢
+ 2b

¡
 

¢

olarak bulunur.
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4. AYRIKKES·IRL·I ANAL·IZVE LEGENDREDENKLEM·I ·IÇ·INAÇIK

ÇÖZÜMLER·IN ELDE ED·ILMES·I

4.1. Legendre Denklemi

Fizik ve mühendislik alan¬nda kaŗs¬laş¬lan diferansiyel denklemlerden pek ço¼gu

¡!r2ª(¡! ) + 2 (¡! )ª (¡! ) =  (¡! ) (4.1)

şeklinde ifade edilebilir. Bu tür denklemlere a̧sa¼g¬daki örnekler verilebilir:

1.  (¡! ) ve  (¡! )’nin s¬f¬r oldu¼gu durumlarda,

¡!r2ª(¡! ) = 0 (4.2)

Laplace denklemi elde edilir. Bu denklem elektrostatik, magnetostatik, düzgün ak¬̧s

problemleri, yüzey dalgalar¬, ¬s¬ transferi ve gravitasyon gibi pek çok de¼gi̧sik konuda

kaŗs¬m¬za ç¬kar.

2. Laplace denkleminin sa¼g taraf¬ s¬f¬rdan farkl¬ olursa,

¡!r2ª(¡! ) =  (¡! ) (4.3)

Poisson denklemi elde edilir. Sa¼g taraftaki terim genelde yüklerin, kay¬p veya kay-

naklar¬n varl¬¼g¬n¬ gösterir.

3. Helmholtz veya dalga denklemi ise,

¡!r2ª§ 2ª(¡! ) = 0 (4.4)

şeklinde verilir, burada  bir sabittir.

4. Bu tür denklemlere bir başka önemli örnek de zamandan ba¼g¬ms¬z

¡2
2

¡!r2ª(¡! ) +  (¡! ) ª (¡! ) = ª(¡! ) (4.5)

şeklinde tan¬ml¬ Schrödinger denklemidir. (45) i (41) denklemi ile kaŗs¬laşt¬r¬rsak,

 (¡! ) nin s¬f¬r ve  parametresinin de

2 (¡! ) = 2

2
[ ¡  (¡! )] (4.6)

oldu¼gu görülür.
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Bütün bu denklemlerin ortak özellikleri; do¼grusal, ikinci dereceden ve k¬smi türevli

diferansiyel denklem olmalar¬d¬r. Analitik yakla̧s¬mlar aras¬nda seriler, de¼gi̧skenlerin

ayr¬lmas¬, Green fonksiyonlar¬ ve integral dönüşümler en çok kullan¬lan yöntemlerdir.

Analitik tekniklerin ba̧sar¬s¬z oldu¼gu durumlarda ise say¬sal yöntemlere ba̧svurulur.

Bilimin de¼gi̧sik alanlar¬nda karş¬la̧sabilece¼gimiz bu denklemlerin herhangi bir alanda

bulunmuş çözümünü, başka bir alana uyarlarken s¬n¬r şartlar¬n¬n farkl¬l¬k gösterebile-

ce¼gine dikkat edilmelidir. Elektrostatik problemlerinde Laplace denklemini çözerken

kullanaca¼g¬m¬z s¬n¬r şartlar¬, düzgün ak¬̧s problemlerinde anlaml¬ olmayacakt¬r. Elek-

trostatikte elektrik alanlar¬ yüzeylere dik olurken, ak¬̧s problemlerinde h¬z alan¬ yüzey-

leri takip edecektir.

(41) denklemi küresel kutupsal koordinatlarda ve  parametresinin sadece radyal

koordinat ’ye ba¼gl¬ oldu¼gu durumlarda de¼gi̧skenlerin ayr¬lmas¬ yöntemi kullan¬larak

çözülecektir. Potansiyel enerjinin

 (¡! ) =  () (4.7)

şeklinde yaz¬labildi¼gi merkezcil kuvvetler için, zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denk-

lemi bu tür denklemlere çok önemli bir örnek oluşturur. ·Ilk etapta ª(  ) çözümünü

 ve ( ) de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬ olarak

ª(  ) =  () ( ) (4.8)

şeklinde de¼gi̧skenlerine ay¬ral¬m. Bu çözüm sistemdeki  ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬n ( )0den yani,

yönden ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu göstermektedir. Bu (45) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

1

2




·
2




( () ( ))

¸
+

1

2 sin 





·
sin 




( () ( ))

¸

+
1

2 sin2 

2

2
( () ( )) + 2 () () ( ) = 0 (4.9)

bulunur. Bu denklem
2

 () ( )
(4.10)

ile çarp¬l¬p,  ba¼g¬ml¬l¬¼g¬ sol ve ( ) ba¼g¬ml¬l¬¼g¬ da sa¼g tarafta toplan¬rsa,

1

 ()





·
2




 ()

¸
+ 2 () 2 (4.11)

= ¡ 1

sin 

1

 ( )





·
sin 




 ( )

¸
¡ 1

sin2  ( )

2 ( )

2
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elde edilir.  ve ( ) birbirlerinden ba¼g¬ms¬z de¼gerler olabildiklerinden, bu denklemin

bütün  ve ( ) de¼gerleri için sa¼glanmas¬ ancak her iki taraf¬n da ayn¬ sabite eşit

olmas¬ ile mümkün olur. Bu sabite ayr¬lma sabiti denir ve  ( + 1) ile gösterilirse

(411) denklemi





µ
2
 ()



¶
+ 22 () ()¡  ( + 1) () = 0 (4.12)

ve
1

sin 





·
sin 

 ( )



¸
+

1

sin2 

2 ( )

2
+  ( + 1) ( ) = 0 (4.13)

şeklinde iki denkleme indirgenir.

 ()’nin sa¼glad¬¼g¬ (412) denklemi s¬radan bir diferansiyel denklemdir. ·Ikinci denk-

lemde ise,

 ( ) = £ ()© () (4.14)

şeklinde tekrar de¼gi̧skenlerine ayr¬labilir ve ayr¬lma sabitine 2 denilirse,

sin 

£()





·
sin 

£



¸
+  ( + 1) sin2  = ¡ 1

© ()

2© ()

2
= 2 (4.15)

yaz¬labilir. Buradan, £() ve ©() için çözülmesi gereken denklemler,

sin2 
2£()

2
+ cos  sin 

£()


+
£
 ( + 1) sin 2 ¡ 2

¤
£() = 0 (4.16)

ve
2©()

2
+ 2©() = 0 (4.17)

olarak bulunurlar. Görüldü¼gü gibi, k¬smi türevli bir diferansiyel denklem olan (41)

denklemi, küresel simetrik problemlerde de¼gi̧skenlerin ayr¬lmas¬ yöntemi ile, (412) 

(416) ve (417) de verilen üç s¬radan diferansiyel denkleme dönüşmüştür. Bu arada,

henüz üzerinde hiçbir s¬n¬rlama olmayan  ( + 1) ve 2 gibi iki sabit parametre de

denkleme dahil olmuştur.

Bu denklemlerden (417) derhal çözülebilir ve genel çözümü

© () =  +¡ (4.18)

olarak kolayca bulunur.  üzerinde henüz bir s¬n¬rlama yoktur ancak,

©(+ 2) = © () (4.19)
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olarak verilen s¬n¬r şart¬ kullan¬l¬rsa, 0§1§2  gibi tam say¬ de¼gerler almas¬ gerekti¼gi

görülür.

£() için çözülmesi gereken (416) denklemi ise

 = cos  ( 2 [0 ]   2 [¡1 1]) (4.20)

gibi yeni bir ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken tan¬mlanarak

¡
1¡ 2

¢ 2 ()
2

¡ 2
 ()


+

·
 ( + 1)¡ 2

(1¡ 2)

¸
 () = 0 (4.21)

şeklinde yaz¬l¬r.  = 0 için bu denkleme Legendre denklemi ve  6= 0 için de associated

Legendre denklemi denir [4] 

4.2. Legendre Denklemi ·Için Aç¬k Çözümlerin Elde Edilmesi

Bu bölümde ayr¬k kesirli nabla operatörü kullan¬larak homojen ve homojen olmayan

Legendre ve associated Legendre diferansiyel denklemlerinin ayr¬k kesirli çözümleri elde

edildi.

Teorem 4.2.1.  2 f : 0 6= jj 1; 2 Rg ve  2 f : 0 6= jj 1; 2 Rg

olsun. Bu durumda homojen olmayan

2
¡
1¡ 2

¢
¡ 21+  ( + 1) = 

¡
1¡ 2 6= 0

¢
(4.22)

Legendre denkleminin,

 =

½h

¡
1¡ 2

¢i
¡1

¡
1¡ 2

¢¡(+1)
¾

¡(1+)
(4.23)

şeklinde özel çözümü vard¬r. Burada  =  ( = 0 1 2)  0 =  () ( 2 R) ve

  0 sabittir.

·Ispat. Ayr¬k kesirli analiz operatörü olan r (422) denkleminin her iki taraf¬na

uygulan¬rsa,

r
£
2
¡
1¡ 2

¢¤
¡r (12) +r [ ( + 1)] = r (4.24)

olur.
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(35) ve (224) den

r
£
2
¡
1¡ 2

¢¤
=

µ


0

¶
(r2)

¡
1¡ 2

¢
+

µ


1

¶¡
r¡12

¢
(¡2)

+

µ


2

¶¡
r¡22

¢
(¡2)

= 2+
¡
1¡ 2

¢
¡ 21+ ¡  ( ¡ 1)2 (4.25)

r (12) =

µ


0

¶
(r1) (2) +

µ


1

¶¡
r¡11

¢
2

= 21+ + 2 (4.26)

ve

r [ ( + 1)] =  ( + 1) (4.27)

bulunur. Burada , shift operatörüdür [27 28]  Bulunan (425)-(427) de¼gerleri (424)

denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa;

2+
¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ (2 + 2)

¡
£
 (¡ 1)2 + 2 ¡  ( + 1)

¤
=  (4.28)

elde edilir. Burada ,

 (¡ 1)2 + 2 ¡  ( + 1) = 0

olacak şekilde seçilirse,

 =
(2 ¡ 2)§

q
(2 ¡ 2)2 + 42 ( + 1)

22

olur ve (428) den

2+
¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ (2 + 2) =  (4.29)

elde edilir.

1+ =  =  ()
¡
 = ¡(1+)

¢
(4.30)

olarak al¬n¬rsa, (429) ve (430) dan

1
¡
1¡ 2

¢
¡  (2 + 2) = 

1 + 

·
( + 1)

¡2
1¡ 2

¸
= 

¡
1¡ 2

¢¡1
(4.31)
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bulunur. Bu denklem,

 =
h

¡
1¡ 2

¢i
¡1

¡
1¡ 2

¢¡(+1)
(4.32)

özel çözümüne sahip olan lineer diferansiyel denklemdir. Dolay¬s¬yla, (430) ve (432)

den

 =

½h

¡
1¡ 2

¢i
¡1

¡
1¡ 2

¢¡(+1)
¾

¡(1+)

çözümü elde edilir.

Teorem 4.2.2.  2 f : 0 6= jj 1; 2 Rg olsun. O halde

2
¡
1¡ 2

¢
¡ 21+  ( + 1) = 0

¡
1¡ 2 6= 0

¢
(4.33)

homojen Legendre denklemi,  key… bir sabit olmak üzere,

 = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

(4.34)

şeklinde özel çözüme sahiptir. Burada  =  ( = 0 1 2)  0 =  () ( 2 R)

ve   0 sabittir.

·Ispat. Ayr¬k kesirli analiz operatörü olan r (433) denkleminin her iki taraf¬na

uygulan¬rsa

r
£
2
¡
1¡ 2

¢¤
¡r (12) +r [ ( + 1)] = 0 (4.35)

olur. (425)-(427) den

2+
¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ (2 + 2)¡ 

£
 (¡ 1)2 + 2 ¡  ( + 1)

¤
= 0 (4.36)

denklemi elde edilir. Bu denklemde 

 (¡ 1)2 + 2 ¡  ( + 1) = 0

olarak seçilirse,

 =
(2 ¡ 2)§

q
(2 ¡ 2)2 + 42 ( + 1)

22

olur ve (436) dan

2+
¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ (2 + 2) = 0 (4.37)
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elde edilir.

1+ =  =  ()
¡
 = ¡[1+]

¢
(4.38)

olacak şekilde (437) düzenlenirse

1 + 

·
( + 1)

¡2
1¡ 2

¸
= 0 (4.39)

bulunur. Bu denklem  key… bir sabit olmak üzere

 = 
¡
1¡ 2

¢¡(+1)
(4.40)

özel çözümüne sahip olan bir adi diferansiyel denklemdir. Dolay¬s¬yla (438) ve (440)

dan

 = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

çözümü elde edilir.

Teorem 4.2.3.

¡
1¡ 2

¢ 2
2
¡ 2




+  ( ) = 

2

2
+





¡
1¡ 2 6= 0

¢
(4.41)

ikinci mertebeden k¬smi diferansiyel denklemi

 ( ) = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

(4.42)

£ exp

"
¡§

p
2 + 4 [ ¡  ( + 1)]

2


#

 ( ) = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

exp

·
 ¡  ( + 1)




¸
(4.43)

ve

 ( ) = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

exp

"
§
r

 ¡  ( + 1)




#
(4.44)

özel çözümlerine sahiptir. Burada ,  verilen sabitler ve  key… bir sabittir.

·Ispat.  ( ) =  ()  ( 6= 0), (441) denkleminin bir çözümü olsun. Bu du-

rumda,




= 1

 ,
2

2
= 2






=  ,

2

2
= 2
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olaca¼g¬ndan, bulunan bu eşitlikler (441) de yerlerine yaz¬l¬rsa

2

¡
1¡ 2

¢
¡ 1

2+  = 2 +

bulunur ve buradan

2
¡
1¡ 2

¢
¡ 12+ 

¡
 ¡ 2 ¡

¢
= 0 (4.45)

elde edilir. Burada ’y¬

 ¡ 2 ¡ =  ( + 1)

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde seçersek

 =
¡§

p
2 + 4 [ ¡  ( + 1)]

2
  6= 0

 =
 ¡  ( + 1)


  = 0  6= 0

 = §
r

 ¡  ( + 1)


  6= 0  = 0

olur ve (445) denklemi

2
¡
1¡ 2

¢
¡ 12+  ( + 1) = 0

¡
1¡ 2 6= 0

¢

şeklinde yaz¬l¬r. Teorem 4.2.2 den dolay¬ bu denklemin çözümü

 = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

dir. Bu yüzden  6= 0 için (441) k¬smi diferansiyel denklemi

 ( ) = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

£ exp

"
¡§

p
2 + 4 [ ¡  ( + 1)]

2


#

çözümüne sahiptir. Ayr¬ca  = 0  6= 0 için

 ( ) = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

exp

·
 ¡  ( + 1)




¸

çözümüne ve  6= 0  = 0 için

 ( ) = 
h¡
1¡ 2

¢¡(+1)
i
¡(1+)

exp

"
§
r

 ¡  ( + 1)




#
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çözümüne sahiptir.

Teorem 4.2.4.  2 f : 0 6= jj 1; 2 Rg ve  2 f : 0 6= jj 1; 2 Rg

olsun.

2
¡
1¡ 2

¢
¡ 12+ 

·
 ( + 1)¡ 2

(1¡ 2)

¸
= 

¡
1¡ 2 6= 0

¢
(4.46)

associated Legendre denkleminin

 =
¡
1¡ 2

¢2
½h³


¡
1¡ 2

¢¡2´


¡
1¡ 2

¢+
i
¡1

£
¡
1¡ 2

¢¡(++1)o
¡(1+)

(4.47)

şeklinde özel çözümü vard¬r. Burada  =  ( = 0 1 2)  0 =  () ( 2 R) ve

  0 sabittir.

·Ispat.

 =
¡
1¡ 2

¢2
  =  () (4.48)

olsun.

1 = ¡
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

 +
¡
1¡ 2

¢ 
2 1 (4.49)

ve

2 = ¡
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

 +  (¡ 2)2
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡2



¡2
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

1 +
¡
1¡ 2

¢ 
2 2 (4.50)

olup, (448)-(450) eşitlikleri (446) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa,

¡
¡
1¡ 2

¢ 
2  +  (¡ 2)2

¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

 ¡ 2
¡
1¡ 2

¢ 
2 1

+
¡
1¡ 2

¢ 
2
+1

2 + 22
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

 ¡ 2
¡
1¡ 2

¢ 
2 1

+ ( + 1)
¡
1¡ 2

¢ 
2  ¡ 2

¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

 = 

olur. Buradan

¡ +  (¡ 2)2
¡
1¡ 2

¢¡1
 ¡ 21 +

¡
1¡ 2

¢
2

+22
¡
1¡ 2

¢¡1
 ¡ 21 +  ( + 1) ¡ 2

¡
1¡ 2

¢¡1


= 
¡
1¡ 2

¢¡ 
2
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olup, gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa;

¡
1¡ 2

¢
2 ¡ [2 (+ 1) ]1

+
h¡
1¡ 2

¢¡1 ¡
 (¡ 2)2 + 22 ¡ 2

¢
¡ +  ( + 1)

i


= 
¡
1¡ 2

¢¡ 
2

¡
1¡ 2

¢
2 ¡ [2 (+ 1)]1 ¡ (¡ ) (+  + 1) = 

¡
1¡ 2

¢¡ 
2 (4.51)

denklemi elde edilir. Burada   2 R dir.

Ayr¬k kesirli analiz operatörü olan r, (451) denkleminin her iki taraf¬na uygu-

lan¬rsa;

r
£
2

¡
1¡ 2

¢¤
¡r [12 (+ 1)]¡r [ (¡ ) (+  + 1)]

= r
h

¡
1¡ 2

¢¡ 
2

i
(4.52)

olur. (214) ve (35) den

r
£
2

¡
1¡ 2

¢¤
=

µ


0

¶
(r2)

¡
1¡ 2

¢
+

µ


1

¶¡
r¡12

¢
(¡2)

+

µ


2

¶¡
r¡22

¢
(¡2)

= 2+

¡
1¡ 2

¢
¡ 21+ ¡  (¡ 1)2 (4.53)

r [12 (+ 1)] =

µ


0

¶
(r1) [2 (+ 1) ] +

µ


1

¶¡
r¡11

¢
2 (+ 1)

= 1+2 (+ 1) + 2 (+ 1) (4.54)

r [ (¡ ) (+  + 1)] =  (¡ ) (+  + 1) (4.55)

bulunur. Bulunan (453)-(455) eşitlikleri (452) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa;

2+

¡
1¡ 2

¢
¡ 2+1 ¡  ( ¡ 1)2 ¡ 2 (+ 1)1+

¡2 (+ 1) ¡ (¡ ) (+  + 1)

=
h

¡
1¡ 2

¢¡ 
2

i


elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa;

2+

¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ [2 + 2 (+ 1)]

¡

£
 (¡ 1)2 + 2 (+ 1) + (¡ ) (+  + 1)

¤

=
h

¡
1¡ 2

¢¡ 
2

i


(4.56)
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denklemi elde edilir. Burada 

 (¡ 1)2 + 2 (+ 1) + (¡ ) (+  + 1) = 0

olacak şekilde seçilirse

 =
[2 ¡ 2 (+ 1)]§

q
[2 (+ 1)¡2]2 ¡ 42 (¡ ) (+  + 1)

22

olur ve
£
2 (+ 1)¡ 2

¤2 ¸ 42 (¡ ) (+  + 1)

olmak üzere (456) düzenlenirse

2+

¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ [2 + 2 (+ 1) ] =

h

¡
1¡ 2

¢¡2i


(4.57)

olur.

1+ =  =  ()
¡
 = ¡(1+)

¢
(4.58)

olsun. (457) ve (458) den

1

¡
1¡ 2

¢
¡  [2 + 2 (+ 1) ] =

h

¡
1¡ 2

¢¡2i


1 + 

·
( + + 1)

(¡2)
1¡ 2

¸
=
h

¡
1¡ 2

¢¡ 
2

i


¡
1¡ 2

¢¡1
(4.59)

elde edilir. Bu denklem birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem olup, çözümü;

 =
h³


¡
1¡ 2

¢¡2´


¡
1¡ 2

¢+
i
¡1

¡
1¡ 2

¢¡(++1)
(4.60)

dir. (458) ve (460) dan

 =

½h³

¡
1¡ 2

¢¡2´


¡
1¡ 2

¢+
i
¡1

£
¡
1¡ 2

¢¡(++1)
o
¡(1+)

ve (448) den

 =
¡
1¡ 2

¢2
½h³


¡
1¡ 2

¢¡2´


¡
1¡ 2

¢+
i
¡1

£
¡
1¡ 2

¢¡(++1)o
¡(1+)

çözümü elde edilir.
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Teorem 4.2.5.  2 f : 0 6= jj 1; 2 Rg olsun. Bu durumda

2
¡
1¡ 2

¢
¡ 21+ 

·
 ( + 1)¡ 2

(1¡ 2)

¸
= 0 (4.61)

homojen associated Legendre denkleminin,  key… bir sabit olmak üzere

 = 
¡
1¡ 2

¢2 h¡
1¡ 2

¢¡(++1)
i
¡(1+)

(4.62)

şeklinde özel çözümü vard¬r. Burada  =  ( = 0 1 2)  0 =  () ( 2 R) ve

  0 sabittir.

·Ispat.  =  (),  = (1¡ 2)
2

 ( 2 Cn f¡1 1g) olsun.

1 = ¡
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

 +
¡
1¡ 2

¢ 
2 1 (4.63)

ve

2 = ¡
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

 +  (¡ 2)2
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡2



¡2
¡
1¡ 2

¢ 
2
¡1

1 +
¡
1¡ 2

¢ 
2 2 (4.64)

olup, (463) ve (464) eşitlikleri (461) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa;

¡
1¡ 2

¢
2 ¡ [2 (+ 1) ]1 ¡ (¡ ) (+  + 1) = 0 (4.65)

denklemi elde edilir. Burada   2 R dir.

Ayr¬k kesirli analiz operatörü olan r, (465) denkleminin her iki taraf¬na uygu-

lan¬rsa,

2+

¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ [2 + 2 (+ 1)]

¡

£
 ( ¡ 1)2 + 2 (+ 1) + (¡ ) (+  + 1)

¤
= 0 (4.66)

denklemi elde edilir. Bu denklemde 

 (¡ 1)2 + 2 (+ 1) + (¡ ) (+  + 1) = 0

olacak şekilde seçilirse

 =
[2 ¡ 2 (+ 1)]§

q
[2 (+ 1)¡2]2 ¡ 42 (¡ ) (+  + 1)

22
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olur ve
£
2 (+ 1)¡ 2

¤2 ¸ 42 (¡ ) (+  + 1)

olmak üzere (466) dan

2+

¡
1¡ 2

¢
¡ 1+ [2 + 2 (+ 1)] = 0 (4.67)

bulunur.

1+ =  =  ()
¡
 = ¡(1+)

¢
(4.68)

olsun. (467) ve (468) den

1 + 

·
( + + 1)

¡2
1¡ 2

¸
= 0 (4.69)

elde edilir. Bu denklem birinci mertebeden adi diferansiyel denklem olup, çözümü;

 = 
¡
1¡ 2

¢¡(++1)
(4.70)

dir. (468) ve (470) den

 = 
h¡
1¡ 2

¢¡(++1)
i
¡(1+)

olaca¼g¬ndan, (448) yard¬m¬yla

 = 
¡
1¡ 2

¢2 h¡
1¡ 2

¢¡(++1)
i
¡(1+)

çözümü elde edilir.
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5. SONUÇ

Ayr¬k kesirli analiz, ayr¬k analizin genelleştirilmi̧s bir halidir. Ayr¬k analizde tam

say¬ mertebeler düşünülürken, kesirli analiz tüm pozitif reel say¬ mertebelere olanak

tan¬maktad¬r. Uygulamal¬ bilimlerde, birçok problemin matematiksel olarak model-

lenmesinde kesirli hesap çok önemli bir yere sahiptir. Bu çal¬̧smada ilk olarak ayr¬k

kesirli analizin üstel fonksiyonlar¬ tan¬m ve teoremlerle verilip, lineer kesirli fark denk-

leminin genel çözümünün üstel fonksiyonlarla ifadesi ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra ayr¬k

kesirli analizin nabla operatörü yard¬m¬ ile homojen ve homojen olmayan Legendre ve

associated Legendre denklemlerinin özel çözümleri elde edilmi̧stir.
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