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OZET

Bu tez, ii¢ boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliim, iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, bagimsiz ve ayni dagiliml
kesilmis stirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin  bilesik dagilimlari
incelenmistir. Bu boliimiin son kisminda, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis
stirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin bilesik dagilimlari elde edilmistir.

Son bolimde, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi
degiskenlerin siral istatistiklerinin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlart ile ilgili baz
sonuclar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sirali Istatistikler, Bagimsiz Tesadiifi Degiskenler, Siirekli Tesadiifi
Degiskenler, Kesilmis Tesadiifi Degiskenler, Bagimsiz ve Ayni
Dagilimli Tesadiifi Degiskenler, Bagimsiz fakat Ayni1 Dagilimli
Olmayan Tesadiifi Degiskenler, Dagilim Fonksiyonu, Olasilik
Yogunluk Fonksiyonu, Permanent.



SUMMARY

Distributions of Order Statistics of Nonidentically Distributed
Truncated Random Variables

This thesis consists of three chapters.
In the first chapter, the fundamental definitions and theorems are given.

The second chapter consists of two sections. In the first section, the joint distributions of
order statistics of independent and identically distributed truncated continuous random
variables are examined. In the last section of this chapter, the distributions of order
statistics of independent but not necessarily identically distributed truncated continuous
random variables are obtained.

In the last chapter, the some results related to the distribution and probability density
functions of order statistics of independent but not necessarily identically distributed
truncated continuous random variables are given.

Key Words: Order statistics, Independent random variables, Continuous random variables,
Truncated random variables, Independent and identically distributed random
variables, Independent but not necessarily identically distributed random
variables, Distribution function, Probability density function, Permanent.
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1. GIRiS

Siral1 istatistikler, istatistik teorisinde olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Clink{i sirali
istatistiklerin dagilimlari, 6rneklemin alindig1 dagilimdan bagimsizdir.

Herhangi bir dagilima sahip stirekli bir tesadiifi degiskenin tanim kiimesi, her iki veya
herhangi bir taraftan simirlandirildiginda olusan dagilima esas dagilimin kesilmis dagilimi
denir. Kesilmis 6rnekler, bilinen kii¢iik ve/veya biiyiik gézlemlerin ¢ikarilmasindan olusan
anakiitleden tesadiifi olarak segilmis gézlemlerden olusur [1].

Bagimsiz ve ayni1 dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen sirali istatistikler i¢in saglanan
bazi bagmtilar, Arnold vd. [2], David [3] ve Reiss [4] tarafindan elde edilmistir. Arnold vd.
[2], bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin siral
istatistiklerinin bilesik olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlarmi elde etmislerdir.
Cao ve West [5], bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden gelen sirali
istatistiklerin dagilimlar1 igin bazi bagmtilar vermislerdir. Corley [6], siirekli ¢ok
degiskenli tesadiifi degiskenlerin farkli anlamlarda sirali istatistiklerini tanimlamistir.
Vaughan ve Venables [7], permanent yardimiyla bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan
stirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin olasilik yogunluk fonksiyonlarini ifade
etmislerdir. Balakrishnan [8] ve Bapat ve Beg [9], permanent yardimiyla bagimsiz fakat
ayni dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin olasilik
yogunluk ve dagilim fonksiyonlarini elde etmislerdir.

Bu calismada; bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi

degiskenlerin sirali istatistiklerinin bilesik dagilimlari, farkli sekillerde ifade edilmistir.



1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 1.1 X, (—oo,0) araliginda tanimlanan siirekli bir tesadiifi degisken olsun.
Asagidaki kosullar1 saglayan f fonksiyonuna, X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu denir.
1. f(x)>0,

2. Tf(x)dx:l.

X tesadiifi degiskeninin a ve b arasinda bulunma olasiligi,
b
Pla<X <b}=[f(x)dx abeR ve a<b

olarak ifade edilir [10].

Tanmm 1.2 X, olasilik yogunluk fonksiyonu f olan siirekli bir tesadiifi degisken olsun.

Herhangi bir x reel degeri i¢in X *in dagilim fonksiyonu,

F(x)=P{X <x}= [ f(t)dt (1.1)
esitligi ile ifade edilir [10].

Tanim 1.3 X, X,,..., X, tesadiifi degiskenlerinin meydana gelme siras1 degil,

n

biiyiikliiklerinin siras1 gozoniine alinirsa bu tesadiifi degiskenlerin sirali istatistikleri,

<Xy, < <X

n " nn

olarak ifade edilir.

X, I. swralt istatistik ve (X, X,,,..., X,,,,) tesadiifi vektoriine de sirali istatistikler

denilir. X, 6rnegin minimumu ve X .., drnegin maksimumudur.

nn?



Bundan dolayz,

Xy =min( X, X,,..., X))
ve

X =max( X, X,,..., X))
yazilabilir [4].

Teorem 1.1 —o0<X <X, <..<X <o olmak iizere bagimsiz ve ayni1 dagilimli siirekli bir

anakiitleden gelen X, , X, ,..,X,, swrali istatistiklerinin bilesik olasilik yogunluk

nn

fonksiyonu,

fl,z,...,n:n (X Xy ey X)) = n!H f(x)
i=1

seklinde verilir [11].

Teorem 1.2 Bagimsiz ve ayn1 dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen X,.,’ nin olasilik
vogunluk fonksiyonu, 1<r <n ve —oo < X <o olmak iizere

fun00 = [FOOT {1 FOOT™ £0)

T (r-)i(n-r)
seklinde verilir [3].

Teorem 1.3 Bagimsiz ve ayn1 dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen X, ve X, nin

bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu, 1<r <s<n ve —oo< X<y <o olmak lizere

n!

(D11 D syl T TFO) = FOOT = F (I FO) F()

fr,s:n (X’ y) =

seklinde verilir [3].



Teorem 1.4 1<d<n ve O=r, <K <r,<..<r <r,, =n+1 olsun. Bagimsiz ve ayni

dagiliml stirekli bir anakiitleden gelen X, ., X, ... X . ° nin bilesik olasilik yogunluk

fonksiyonu,

COX < Xy < < Xy

ﬁ [F(x)-F (Xi—l)]r'_r'fl_l

d
f o (XX Xg) =0 | F(X)
10 e g N VL 22 d 1;[ 2 (ri—rH—l)!

seklinde verilir. Burada, F(x,) =0 ve F(x,,)=21"dir [4].

Teorem 1.5 Bagimsiz ve ayn1 dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen X,., ’nin dagi/lim

fonksiyonu, —oo < X < oo olmak tizere

on(n
Fen () = P{X,, <X} = Z[ J FT()[-FI™"
m=r m
seklinde verilir. Ozel olarak; X,, ve X, dagilim fonksiyonlari, sirastyla
Fp () =1-[1-F(X)I"
ve
Fon (0 = F"(X)

olarak verilir [4].

Tamm 1.4 B ,R" uzayinda

{(x,%,,...,.x.)eR"1a <x <b,a,<x,<b,,..,a <x,<b }

seklinde tanimlanan n boyutlu araliklar1 kapsayan en kiiglik o —cebiri olsun. Bu

o — cebirinin her bir elamanma R" uzayinda bir Borel kiimesi denir [12].



Tamm 1.5 Bir f:R" — R foksiyonu, her ceRicin {xeR": f(x) <c}e B, sartizt

saglhiyorsa f fonksiyonuna R" uzayinda bir Borel fonksiyonu denir [12].

Teorem 1.6 X, <X, <..<X.,, X, X,, .., X, bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan

tesadiifi degiskenlerin sirali istatistikleri ve F,.,, X, ’nin dagilim fonksiyonu olsun. O

rn?

zaman, n, >1 olmak iizere, her B Borel kiimesi igin
: n-m mn S S S
P{(Xl'n' X2:n1 T Xn:n) € B}: Z(_l) Fz P{(Xl'n' X2:n1 T Xn:n) € B}
m=1 * ng=m

ifadesi verilir. Burada; z , (1, 2,..., n)’ nin m elemanl tiim s alt kiimeleri tizerinden

ng=m

toplami ifade etmektedir. Bununla birlikte X <X, <..<X?

nn?

dagilim fonksiyonuna sahip bagimsiz ve ayni dagiliml siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali

istatistiklerini gostermektedir [4].

Tamim 1.6 A=(a;), nxn tipinde karesel bir matris olsun. A matrisinin permanenti,

per (A) = Zﬁaia(i)

o€, i=1

olarak ifade edilir. Burada; S,, (1, 2,..., n)’nin permiitasyonlarinin kiimesidir. Yani;

permanent, agilimindaki biitlin terimlerin isaretlerinin pozitif olmasi hari¢ determinant ile

aynidir [13].

Teorem 1.7 Bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden gelen

X,., nin olasilik yogunluk fonksiyonu, —oo< X <oo olmak iizere



1
frn(X) = —Din_n! pef[Fr(f) f(lX) 1_fr(x)] (1.2)
seklinde verilir [7]. Burada; F(x)=(F(X),...,F,(x))", 1-F(X)=@Q—-F(x),...1-F,(x))" ve

f(x) = (f,(X),..., ,(X))" kolon vektorleridir. Ayrica, (1.2)’deki permanent agilirsa

)= e S LT, 09 1, 00 [ T0-F, ()

P a=1 b=r+1

ifadesi elde edilir. Burada; z , (4, 2,..., n)y’nin bitin (i,i,,...,I,) permiitasyonlar
P

tizerinden toplamu ifade etmektedir [14].

Teorem 1.8 Bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden gelen X,

ve X, nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu, 1<r<s<n ve —oco<X<Yy<oo olmak

lizere

C
fran(Xy) = rsn|Oer[F(><) 1“(X) F(yz r_F(X) f(y) 1- F(y)] (1.3)
seklinde wverilir. Burada, C . = n ve F(x), f(x), F(y)-F(x),

(r=)(s—-r-1I(n—s)!
f(y), 1-F(y), kolon vektorleridir [15]. Ayrica (1.3)’deki permanent agilirsa,

1
) = iy g 109 6,09

TR 5 -F. 01 £ D [ T1-F, ()]

b=r+1 c=s+1

ifadesi elde edilir [14].



Teorem 1.9 Bagimsiz fakat aynmi dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden gelen

X, nin dagilim fonksiyonu, —oo < X <oo olmak tlizere

Fon0= X perlF () 1 F(]

seklinde verilir. Burada, F(x) ve 1—F(x) kolon vektdrleridir [13].



2. KESIiLMiS SUREKLIi TESADUFi DEGISKENLERIN  SIRALI
ISTATISTIKLERININ BiLESIiK DAGILIMLARI

2.1 Bagimsiz ve Aym Dagilimh Kesilmis Siirekli Tesadiifi Degiskenlerin Sirah

Istatistiklerinin Bilesik Dagihmlar1

Bu kisimda, bagimsiz ve ayni dagilimli kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali
istatistiklerinin Dbilesik dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonu ile ilgili teoremler

verilecektir.

Xy Xy, X, dagilm fonksiyonu F ve olasilik yogunluk fonksiyonu f ’ye sahip

bagimsiz siirekli tesadiifi degiskenler olsun. Ayrica; 0 <p <1 olmak tizere

F'(p)=inf{x: F(X) > p}=sup{x:F(x) < p}, xeR (2.1)

ifadesi genel anlamda, F ’nin ters fonksiyonu olarak ifade edilebilir [4, 11, 16, 17].

o(F) ve w(F) sirasiyla, F 'nin soldaki ve sagdaki son noktalarini gostersin. O halde,

(2.1)’den

a(F) = inf{x: F(x) > 0} = F*(0)

ve

w(F) =sup{x: F(x) <1}=F (1)

ifadeleri yazilabilir [18].



X ’in her iki taraftan kesilmis dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,
o(,F)=u ve w(,F)=v

olmak lizere

f(X)

uvf(X)=m

(2.2)

olarak ifade edilebilir. (1.1) ve (2.2)’den, X ’ in her iki taraftan kesilmis dagiliminin

dagilim fonksiyonu,

_F()-F(u)

olarak elde edilir.

1<r<r<..<ry<n,d =1, 2,..., n olmak iizere, bagimsiz ve ayn1 dagilimli kesilmis

siirekli bir anakiitleden gelen X, . ,X X, nin bilesik dagilim ve olasilik yogunluk

Nt Npmites

fonksiyonu igin asagidaki iki teorem ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 2.1
n,...mg,m, d+1
wFrn o (X0 X s Xg) = Z n!Cl_[[qu(XW)—UVF(Xw_l)]mwfmw‘1 yOX <Xy << Xy
My ..M, My w=1
d+1
Burada; C :[H(mW -m )M my=0, m,=n,  F(x)=0, ,F(X,,)=1ve x, eRdir.
w=1
Teorem 2.2
d d+1 N
uv frl,rz,...,rd:n (Xl’XZ L Xd) = n! DH uv f (XW)H [qu (Xw)_qu (Xw—l)]rw_rWA_ '
w=1 w=1

d+1

Burada; D =[] [(r, —f,,-D'1", ,=0 ve r,, =n+1’dir.
w=1



2.2Bagimsiz fakat Aym Dagilmh Olmayan Kesilmis Siirekli Tesadiifi

Degiskenlerin Sirah Istatistiklerinin Bilesik Dagihmlar1

Bu kisimda, bagimsiz fakat aym dagilimhi olmayan kesilmis siirekli tesadiifi
degiskenlerin sirali istatistiklerinin bilesik dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlari ile
ilgili teoremler verilecektir.

Simdi, kullanacagimiz iki kavrami tanitalim. o(F) ve w(F) (i =1, 2,..., n) swrastyla,

F.” nin soldaki ve sagdaki son noktalarini géstersin. O halde, (2.1)’den
a(F) =inf{x: F(x)>0}=F"(0)

ve

w(F,) =sup{x: F.(x) <1}=F (1)

ifadeleri yazilabilir.

X in her iki taraftan kesilmis dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,
a(qui) = ui ve W(qui) = Vi

olmak tzere

_ fi(x)
" fi (X) - Fi (Vi)_ Fi (ui) (2.3)

olarak ifade edilebilir. (1.1) ve (2.3)’den, X ’ in her iki taraftan kesilmis dagiliminin

dagilim fonksiyonu,
w Fi (X) — I:i (X) — I:i (ui)
F(vi)-F(u)

olarak elde edilir.

10



Ayrica; bagimsiz ve aym dagilimli kesilmis siirekli bir anakiitleden gelen

F* ve olasilik yogunluk fonksiyonu , f°

uv

Xls,XZS,...,XnS’nin dagilim fonksiyonu

uv

sirastyla,

Z F (2.4)
ve

Z w (2.5)

seklinde tanimlanir.

Simdi, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis stirekli tesadiifi degiskenlerin

sirali istatistiklerinin bilesik dagilim fonksiyonu i¢in agsagidaki teoremler verilecektir.

Teorem 2.3
..... Mg,Mm,  N,..Ms,M, Z(mw 1-t,) d _ m
qurl,rz,...,rd:n(XUX21""Xd)_ Z C Z ( :I')W1 H( j
Mg oMy, My gty w=1 t —-m,

> -m)t > [Teerl o F(x,) Is,/). (26)

ny=n-ty +my Ng Moy e Mgy _y W=L Mye1 =M1 =ty +Hy g

Burada;  F(x,)=0,F*) w0 wF (%)) (W=1, 2, ..., d+1) kolon vektorlerini

“fuv' n

d-1
ve z , L#V igin Svﬂsv =¢ olmak iizere USW tizerinden toplami ifade
Ny Mgy e My w=1
etmektedir. Ayrica; s=|Js,,, n, =m,,,—-m,, —t,+t,, ve t,=m dir.

w=1

11



ispat.
qurl,rz,...,rd:n(Xl’X21""Xd): P{Xr n — Xl Xr n — XZ' r n - Xd} (27)

esitligi yazilabilir. (2.7),

n,...Mmg,m,

Pty nn 0 X0 Xg) = Y CperA (2.8)

My y.eeMy My

seklinde ifade edilebilir. Burada; A=[,F(Xx) ,F(%,)-,F(x) ..1-,F(x,)] karesel bir matris,

uv F(XW) _qu(Xw—l) = (uv Fl(xw) _qul(Xw—l)' uv I:2 (Xw) Tuv I:2 (Xw—l) gyt on (Xw) uv' n (Xw—l)) kolon

vektortd, ,,F(X)=0 ve , F(x,,,)=1dir.

uv ' i

Permanentin 6zelliklerinden,

perA: per[qu(Xl) qu(XZ)_qu(Xl) qu(XS)_qu(XZ) qu(Xd )_qu(Xd—l) 1_qu(Xd )]

m, —my ms;—m, My —My_ n-my

_nsz( l)n my —ty md m3zr:n2( :I_)m3 m,—t, m3 m mzz:l( 1)m2 m;—t; m2 ml
t t t,

t,=0 t,=0

cper[ F(x) LF(X) ... 1 F(x)]

m,—t; ma—m,—t, +t; dn-my—ty+ty_4

d
n—-my —m, m,—m, z
W=,

SRS S e (™

d
=0 t,= = w=1

ot

ng=n-tg

. per[qu(Xl) qu(XZ) qu(Xd) ][S/)

m, —t; my—m,—t,+t;  N—my—ty +ty_

12



M M Z(wlw) d
-3.3 S ] Sy

ty=my  ty=m, t=m; w=1 Ng=n—ty +mq

' per[ qu(Xl) qu(XZ) qu(Xd) ][S/)

my,—t;+m;  mg-—my—t, +t; n—-mg -ty +ty_4
m, Z( wa-t) 4 M . —m
w-+1 W
Z DID AT LA ) t 2. G-m)t D
=my ty=m,ty=m; w=1 w — M, ng =nN—ty +my Ny My oMy

- per[  FO)IIs /) per ,FO%) 1[s,/.) .. per[ F(x,) 1[s47.)

m, —t, +m; mg—m; —t, +t; n—my_; —tg +tg4

n,...My,m, z(mw+l_tw) d —
NG H(”“W“ mWJ > G-m)e ¥

Ng=n—ty +my

JTeerl WF(x) s,/ (2.9)

w=1 M1 =My g~y +ly g
yazilabilir. Burada, 1=(11,..,1)" kolon vektoriidiir. (2.9), (2.8)’de yerine yazilirsa (2.6)
elde edilmis olur. Boylece, ispat tamamlanmais olur.

Yukaridaki teoremde; bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi

degiskenlerden elde edilmis olan X, ., X, ..., X, 'nin bilesik dagihm fonksiyonu,

permanent kullanilarak verilmistir.

Teorem 2.3’de, permanentin 6zellikleri kullanilarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4
N, I3,Mp n,...M3,My Z(mw+17tw) d
uv r1 fy,...dgin (X1 ) O Xd) = Z C Z ( l)Wl H
MMty wel t -m,,

> (ty—my)! Hn !H F, (x,). (210

Ng=n—ty +my Ny 1Ngy e 41

13



1 2 nsw b=
Burada, s, ={s,,, S-S, "} dir.

Teorem 2.4°de, (2.4) kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir

Teorem 2.5

uv' ...

(X, X1 Xg) = D ninr?' C

Mg oMy My

..... ms,m,

Z(tht ' My g —t, L,
: Z (GOR H( )[UVF (X )] e e (2.11)
tygefo oty w=1 w w

Ispat. (2.7),

F

uv' Rr,.

Xgroen Xg) = D2 PIX 0 <%

rn

""’xr n = Xd}
seklinde ifade edilebilir

tamamlanmis olur

(2.12)
(2.11), (2.10) ve (2.12)’den elde edilir

ir. Boylece, ispat

Teorem 2.3°de, permanent a¢ilimi1 kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir

Teorem 2.6

n,...mg,m,

m d+l1 my
(VAR Y PO A (Xl X2""!Xd): Z CZHUV J|(X1)H Z( 1) !
My ..My, My P 1=l

w=2 t=m,, 4

t-my,_;

' uv' 7 (XW)HUV 7| (XW l) (213)
n,=t-m,, I=

Burada; t={z,75,...7 }, T ={11,75,

} TMT :¢ ’ ’CUT':{jmw,ﬁ-l’jmwlﬁ-Z’ ’jm }
ve uv J(Xd+1) 1’ dlr

14



ispat.

qurlvrzv---,l’d n (X]_l X2,--., Xd)

DI I FLNCY H[uv 00, 00 [ T0-F, (6]
= ZS 2 CZHUV I (Xl)ﬁ ﬁ[[uv J(X) uv J| (XW 1)] (214)

ifadesi yazilabilir. Burada (%,) = 0’dir. Simdi,

1uv1

f_[[uv i (X ) uv' g (Xw—l)]_ ZW:(_l)mW—l Z ﬁluv 7 (XW)H uv' 7 (Xw—l) (215)

esitligini g6zoniine alalim. (2.15), (2.14)’de yerine yazilirsa (2.13) elde edilmis olur.

Boylece, ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.6, asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 2.7
----- 4 d+1 my .
qur1 r, (11 21 1Xd)_ Z C Z Huv j(Xl)H Z( 1) :
My ,eeMy My Pmd """ g my 1=1 w=2 t=m,,_
t-my_y m,, —t
) Z quq (Xw) qur,' (Xw—l) ' (216)
n,=t-m,,; I=1 =1
n.=m, -t
Burada; Y, <y <<y Qmer <lmez <oy oeees Jmpat < Jmysz <<y olmak iizere,
[ Pmd o M2, MY

(1,2,...,n)’nin biitin (jy, j,,..., j,) permiitasyonlar1 iizerinden toplami ifade etmektedir.

15



Teorem 2.6, asagidaki gibi de ifade edilebilir.

Teorem 2.8
n,...m;,m, m d+l m, .
qurl,rz,...,rd:n (Xl' X21"'1 Xd) = z (n - md)! Z H quj, (Xi)H Z(_l) "
My ..My, My Prg 1=1 w=2 t=m,,_;
t—myy m,, -t
> P ) T TP () - (2.17)
n :_t—m fl 1=1 =1

Burada; z , (1, 2,..., n)ynin bitin (j,,j,,. J,) permitasyonlar iizerinden toplami

Pry

ifade etmektedir.

Teorem 2.6°da, (2.4) kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.9
n,...my,m,
qurl,rz,...,rd:n (Xl’ X2""’ Xd) = ZZ Zn'c [qus(Xl)]m1
Mg Mp, My
T & m,, -t m, —m,_, s t—m s m,, —t
1 2 o™ [P OO L F ()™ (2.18)
w=2t=m,_, t— mw—l
Burada, ,,F°(X,,;)=1"dir.

Ispat. (2.18), (2.13) ve (2.12)den elde edilir. Bdylece, ispat tamamlanmuis olur.
Simdi de bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin

siralt istatistiklerinin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu icin asagidaki teoremler

verilecektir.
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Teorem 2.10

UVfI’1 Iyyeelg N (X1 X21 Xd) D Z (_1) w-l L

tg,...tty w=1 W w

d
Mfs L -1 d+2(rw+1tw)11[(rw+l -, —1]

> (td_rd)' Z HZIOGF[ WFOG) - 1lsw /) per[uvf(lxw)][gév/-)- (2.19)

n_=n+ry -ty Mgy W= 1 New T —Twe1 ~1-ty +ty g

d
Burada; <=|Js,, scN 0=V igin (s, =4, s, =c,Jch, N =l —f—t,+t,,

w=1

=r-1, n, =l —ly—-1-t,+t,, ven, =1"dir. Ayrica, ,f(x,)=(, LX) o T2 (X)) e

w+1

f.(x,))" kolon vektoriinii gdstermektedir.

uv 'n

Ispat.

P{G <X SX+0X, X, <X SX 40X, 00, Xy < X, Xy +0X} (2.20)

nn — nn —

ifadesini g6zoniine alalim.

d
(2.20), Hé‘xw boliiniir Ve X, 5%,,...,0X, ’ler sifira gotiiriiliirse, asagidaki esitlik elde

w=1

edilir.
o Fenrn (X% 10 X ) = D perB (2.21)

Burada, B=[,,F(x) uvf(Xl) WFOG) =, F(X) uvf(XZ) uvf(xd) 1-,F(x,)] karesel bir matristir.

-1 r,—h-1 n-ry

Permanentin 6zelliklerinden,

perB = per[qu(Xl) uvf(xl) qu(XZ)_qu(Xl) uvf(XZ) e uvf(xd) 1- qu(Xd)]

n-1 1 r,—rn-1 1 n—ry

17



n—ry n—r-1 rn—h-1 -1
— Z( 1)n rd—td[ J Z ( :L)r3 -1 tz( JZ ( :I_)r2 r—1- tl[ 1 j

t,=0 =0 Y,

'per[qu(Xl) uvf(xl) qu(XZ) uvf(XZ) uvf(xd) 1 qu(Xd) ]

r,—2-t; 1 r3—r,—1-t, +t; 1 1 ty n—ry -ty +ty_1
n-ry  G-r-1r-n-1 n+l-r—d— Zt d -1
3530 WE R b St
t3=0  t,=0 =0 w=1 w n.=n—ty

. per[qu(Xi) qu(XZ) qu(Xd ) uvf $X1) uvf gxz) uvf Exd )] [S/)

r,—2-t; r3—ry —1-t, +t; n—ry —ty +tg4

d
n r;-1r,-1 —d+2(rw+1—tw) d (r —r -1
— 1
S35 CINE S | e I YR
ty=rg = t=n w=1 tW — Ty N, =n+ry —tg

'per[ qu(Xl) qu(XZ) qu(Xd) uvfsxl) uvf EXZ) uvf SXd )] [5/)

r+n—2-t, rz-r-1-t,+t; N—ry_—ty +tg4

n rp-1r-1 —d+i(rw+1—tw) d
I3 YR | (K D SR>

tg=ry =r, t,=n w=1 N, =n+ry —tg Ny Moy ey

PerLuFO) WO ) PerluF0) W FOQ)ILs, 1) - Pl WXy ) - uf (X)L /)

L+6—2-1 —h—1-t,+t; N—ry_—tq+ty 4

-1 -1 —d+z fy—ty) d
DIOHICIL N | A DY

ty=rty  t=rt=n w=1 n.=N+ry—ty (LT, Y B

Hper[ wF (%) uvf(lxw)][sw/-)

w+1_rw 1_1 L+l

18



d
-1l 7d+2(rw+17 w)

I3 YR | (A D YR

=ry  t=r,t=n w=1 n.=n+ry —ty Moy oMoy ey

HZPEF[ WFOG) 1l /) Pef[uvf(lxw)][gév/-) (2.22)

w=1 n M — r‘W—lflfthrtw—l

yazilabilir. (2.22), (2.21)’de yerine yazilirsa (2.19) elde edilmis olur. Boylece, ispat

tamamlanmis olur.

Yukaridaki teoremde; ayni dagilimli olmayan Kesikli siirekli tesadiifi degiskenlerden
elde edilmis olan X, ., X, ..., X, , nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu, permanent

kullanilarak verilmistir.

Teorem 2.10’da, permanentin 6zellikleri kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.11
n,..f5=1n-1 —d+i(fW+1—tw) d -1
wlin i (uXoX) =D D (<) H( J
tyobpity w=1 t —l

> (g —rd)' Z HZn H Fo ) uf (%) (2.23)

n.=n+ry -ty g W=l =1

Burada, ¢, ={u:Gur6u™} Ve g, ={c, '} dir.
Teorem 2.11°de, (2.4) ve (2.5) kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.12

n,..r=1r-1 —d+2(rw+1 -t,) d -1
uvfrl,rz,...,rd:n(xllX2""'Xd):ZZn!D z (_1) H( t -, j

tg.danly =1
N 9] N A CH (2.24)
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Ispat. (2.20),

DD P <X SX XXy < X S Xy 0%, Xy < X] S Xy 0%} (2.25)

LN —

d
seklinde ifade edilebilir. (2.25), H5XW boliiniir ve X, 0X,, ..., 0%, 'ler sifira gotiiriiliirse,
w=1

(2.24) elde edilir. Boylece, ispat tamamlanmig olur.

Teorem 2.10°da, permanent a¢ilim1 kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.13

n-1

uvfrl,rz,...,rd:n(xrX2""’Xd) ZDZHUV i (X:L)
P =

d+1 r,-1 t—ry1 ry—1-t
1 26077 20 [Tk () Huv o Ot JHW i, (). (226)
w=2 t=r,, n,=t-r,,; I=1

n, =r, -1-t

Burada; t={t,,1,,.., 7} T ={t,15T a}, 70T =0 ve 1Ot ={j, )i o0 )i o} diT.

Ispat.

P{G <X SX+0X, X, <X SX 40X, 00, Xy < X, Xy +0X} (2.27)

nn — nn —

d
ifadesini gbzoniine alalim. (2.27), Hé'xw boliiniir ve OX,0X%,,...,0X%, ’ler sifira

w=1

gotiiriiliirse, asagidaki esitlik elde edilir.

-1

uv frl,rz,...,rd:n (Xl’ X2""7 Xd) = DZH[UV I (Xi)] uv J,1 (Xl)
ﬁ[uv J (XZ uv' j (Xl)] uv J, (XZ) uv J (Xd)H[l uv'j (Xd )] (228)

20



(2.28) ifadesi,

d+1 -1
uv r1,r2,...,rd:n(X1’X

21 ’Xd) DZﬁuv Ji (Xl)H H [uv Ji (X) uv' j (X —1)]Huv j (X) (2 29)

w=2l=r,+1

seklinde de yazilabilir. Simdi

=1 t—ry r,—1-t
I:HI::LUV J (X ) uv' j (Xw—l)] - tz (_1)rw_l - tz: H uv' g (Xw) ]f_i[ uv' g ( W—l)
w-1+- 1 :: rwrlvlit =

(2.30)
esitligini gbézoniine alalim. (2.30), (2.29)’da yerine yazilirsa (2.26) elde edilmis olur
Boylece, ispat tamamlanmis olur

Teorem 2.13, asagidaki gibi ifade edilebilir

Teorem 2.14
n-1
uv frl,rz,...,rd:n (Xl' X2’ " Xd) :Dil Z H uv' j (Xl)
DPr

d e 12,11 =1

d+1 r,-1

t—ry1 ry—1-t
H Z( 1) - Z Huv 7| (X )Huv 7] (Xw 1)Huv iy, (X ) (231)
w=2 t=r,_; Eir::tl'\:,@]_.lt 1=1
Burada; Z ’ Jl < Jz <..< Jr1 11 jrl+1 < jr1+2 <..< jr SIERRRS) jrd+1 < jrd+2 <..< Jn olmak
Dprd ..... rn.n
tizere, (1,2,...,n)’nin bitin (j,, J,,., J,) permiitasyonlart iizerinden toplami ifade
etmektedir.

Teorem 2.13, asagidaki gibi de ifade edilebilir
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Teorem 2.15

n-1
uv frl,rz,...,rd:n(xl’ Xoyeees Xd) =(n - rd)! ZH uv' (Xl)
Py I-

d+1 r,-1 t-r,, 1t
ﬂ t;(—1 f it tz [].F, F. (X, )]_[uv (X, 1)1—[uv (). (232
i it

Burada; Z , (1, 2,..., n)’nin bitin (Jy, j,,. ], ) permiitasyonlart iizerinden toplamu ifade

Py

etmektedir.
Teorem 2.13’de, (2.4) ve (2.5) kullanilirsa asagidaki teorem elde edilebilir.

Teorem 2.16
uv frl,rz,...,rd:n (X1’ X2""’ Xd) = ZZN D [quS(Xl)]rrl

d+1 r,—1 -1 d
NI ( e J[WFS(XWHW LE 0T [uf (). (239

wW=2t=r, 4 w-1

Ispat. Teorem 2.12’nin ispatiyla benzerdir.
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3. SONUCLAR

Bu boliimde, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis stirekli tesadiifi
degiskenlerin sirali istatistiklerinin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlari ile ilgili bazi
sonuglar verilecektir.

Asagidaki sonugta, ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin r.

siral1 istatistiginin dagilim fonksiyonu verilecektir.

Sonug 3.1

CFL (0= zm'(n m)lz( )" t[ rrnnjnz (t —m)!per[, ,F()1[s/.)

=n—t+m n—t+m

n n—-t+m

n-t m
= e m)IZ( 1) ( mlz t=m!(n—t+m! [ F, (0

s=N—t+m

zzz[ jz< 1y ( jm I

m

I IR | GO YR y IO

1=1 ny=n-t 1=1

n

= Y-y, [TuF 00360 ¥ [TuR 0

m= ny=n-t 1=1

n

=S 0-miY TTF0EE TR

= 1=1 ny=n-t 1=1

=ZZZ( JIWF <X>]"“Z( ™ ( J[WF i (3.1)

m=r



Ispat. (2.6), (2.10), (2.11), (2.13), (2.16), (2.17) ve (2.18)’de d =lalmirsa, (3.1) elde
edilir.

Sonu¢ 3.2 ve Sonug¢ 3.3°de; ayni dagilimli olmayan kesilmis stirekli tesadiifi

degiskenlerin sirasiyla, minimum ve maksimumunun dagilim fonksiyonlar: verilecektir.
Sonug 3.2

R =13 (1) ( j 3 thperl, FOOIls/ )

ng=n-t

:1_$Zn:(_1)n—t(?] Z t! (n—t)!ﬁ UVFsl (x)

ng=n-t

{Z{l—i(—l)“@ LF 0T}

SEEIID DI § A

- P ny=n-t 1=1

EEDIDACIED N § HAS

ny=n-t 1=1

S DIDICIED Wy Y (32)

ny=n-t 1=1

Ispat. (3.1) de r =1alinirsa, (3.2) elde edilir.

Sonuc 3.3

uv nn (X) - per [qu(X)]
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n

:H uv l:I (X)

1=1

=2 2 LF T

=TT 0

=Y T W, ()

ch 11

= ST 1uF 00 (3.3)

R
Ispat. (3.1) de r = nalinirsa, (3.3) elde edilir.

Asagidaki sonugta, ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin r.

strali istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu verilecektir.

Sonuc 3.4

uvfr:n(X) (r 1)|(n_r)|2( )nt( ]Z(t_r)l

n_=n+r-t

o2 per F(Ils /) per[uvf(x)][g l)

N =n+r-1-t n+r-1-t

- 1).(n_r).2< )nt( j S (o) Z (n+r—1—t)!n+1rj"[_:v|:§l(x)uvg(X)

t=r

=22 @Z( 1)”‘( :J[WFS(x)]“”“WfS(x)
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_WZHW ’ (X)Z( )t 2 HUVFTI (K)o f, (X)

—(r-in -y ﬁw F (x)Z( yt Y ﬁuv F, (00 f, (%)

n.=n-t I=

=(n—r)!zﬁuv ,<x>z< D" S TTuFs 0, (0

ny=n-t I=1

=ZZr( j[wF ()] ‘12( 1) ( j[wF OO, T2 (x). (3.4)

ispat. (2.19), (2.23), (2.24), (2.26), (2.31), (2.32) ve (2.33)’de d =1 alinirsa, (3.4) elde

edilir.
Sonu¢ 3.5 ve Sonu¢ 3.6’da; ayn1 dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi
degiskenlerin sirasiyla, minimum ve maksimumunun olasilik yogunluk fonksiyonlari

verilecektir.

Sonug 3.5

w frn (X) = T _1)IZ( 1" t(t J D -1 per[qu(X)][g/-)per[uvfl(x)][g'/-)

n_=n+1-t nnt

Y t(t 1] 2, (t-D)! 3, (n- t)‘Hqu (%) wf. (%)

n_=n+1-t n.=n-t

DIAMIE: n_t(?:ll][“VFs(X)]n_tuvf ()

n

(n 1)|Z &Ny ln_[uv F. (0., (9

t=1 n.=n-t |=1
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C DI D)™ S T wF (0 f, ()

ph t=1 ng=n-t I=1

:(n—l)!zzn:(—l)”’t > H () FL () - (3.5)

P t=1 n.=n-t I=1

Ispat. (3.4) de r =1alinirsa, (3.5) elde edilir.

Sonuc 3.6

w Fa (¥) = 1) _1)| Z Def[qu(X)][g/ )pef[uvf(X)][g l)

= z ﬁ qugl (X) uvfg'(x)

n.=n-1I=1

=22 L F ", (%)

(n 1)IZHUV i (X)uv in (X)

n-1

:(n_l)lz Huv i (X)uva (X)

oPy 1=l

= Zﬁquj, (X)uv in (X) (36)

P, I=1
Ispat. (3.4) de r =n almirsa, (3.6) elde edilir.

Asagidaki sonugta, ayn1 dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerden elde

edilmis olan X, ve X, ’ nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu verilmistir.
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Sonug 3.7

uv 1:1,n:n (Xll X2)

o 2),2( )( j > TIZ Pl W) el perlf (I

n, ntwln Mws1 N 1ty +y g

( _2)[2( )_lt( j Z Hzn lHuVF (X )uv W(Xw)

I’L1 =n-t w=1 n

n-1 — 2
= Zzn(n _1)2_:(_1)n1t(rt] _1j [quS (Xl)]rFLt [quS (XZ)]tiluv f* (X:L) uv.r ) (XZ)

(n 2)|ZZ( 1) i Z Hqur (X )h uv' 7 (Xl)uv N (X:L)uv Jn (X )
:(n_z)'ZnZ(_l)nlt _Z f[uv r, (Xz)l_—[ uv' g (Xl)uvfh(xl)uvf] (XZ)
D DACTED IR § FLACH) § AN COMACAT (37)

n =n-1-t

Ispat. (2.19), (2.23), (2.24), (2.26), (2.31), (2.32) ve (2.33)’de d=2, r,=1 ve 1, =n
alinirsa, (3.7) elde edilir.

Asagidaki sonugta, aynt dagilimli olmayan Kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerden elde

edilmis olan X, , X, ,..., X, 'nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu verilmistir.
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Sonug 3.8

uv fl,2,...k:n (X1’ X2 """ Xk)

J[n—=k
T (n- k)lz( )_Lt kj 2, (=l 3,

n.=n+k-t Ny Ney e Ny

k

JI12 perl WF(x,) 1e,/) per[, f(x, s, /)

w=1 I’] a1 Tw- 171 ty iy

— tan“( [ jz (t—k)! Z HZn HUVF () u T (X0)

(n_k)! n.=n+k-t Ny Moy Ny, W=long,

PPN k),Z( )“(t kj[wF 6T T T 2 (%)

w=1

~ k).ZZ( )‘tzHqul(xk)HuvaW(XW)

P t=k n.=n-t I=1

S-S D™ S T (O] Ty, (%)

pF.. 21 t=K n.=n-t =1 w=1

— (- S HWF,(xk)H o F5 () (38)

R t=k ny=n—t I=1

Ispat. (2.19), (2.23), (2.24), (2.26), (2.31), (2.32) ve (2.33)’de d=k, r,=1, 1,=2,...,1, =K
alinirsa, (3.8) elde edilir.
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