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ÖZET 

 

Bu çalışma dört bölüm olarak düzenlenmiştir. 

Birinci bölümde; Giriş kısmı verildi. 

İkinci bölümde; Lie operatörü, Atlas, Gauss eğriliği gibi temel tanımlar verildi. 

Üçüncü bölümde; çalışmanın giriş kısmı verildi ve bir küre ile düzlemsel yüzeyin 

geometrik özellikleri incelendi. 

Dördüncü bölümde; Bir hareketin kapalı döngü denklemleri, hız ve ivme analizi 

ifade edildi. Örnekler verildi. İki kürenin birbirine göre değme hareketi, küre ile düzlemin 

birbirine göre değme hareketi incelendi. Bir eksen etrafında dönme hareketinin kinematiği 

incelendi. 

Anahtar Kelimeler: Değme Hareketi, Kinematik, Kapalı Döngü Hareketi, Harita, 

Christoffel Sembolleri. 
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SUMMARY 

 

Contact Coordinates between Three-Dimensional Rigid Bodies 

 

This study has been arranged in four chapters. 

In the first chapter; Introduction 

In the second chapter; the fundamental definitions as lie operator, Atlas, Gaussian 

curvature are given. 

In the third chapter; the entrance part of the work was given and the geometrical 

properties of a sphere and the planar surface were investigated. 

In the fourth chapter; Closed-loop equations of a motion, velocity and acceleration 

analysis were expressed. Examples given. The movement of two relative to each other, the 

movement of the sphere to the plane relative to each other has been     studied. The 

kinematics of the rotation about an axis have been studied. 

Key Words: Contact Motion, Kinematic, Closed Loop Motion, Map, Christoffel 

Symbols. 
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1. GİRİŞ 

 

3-boyutlu katı cisimler arasındaki hız ve ivme analizi konusu detaylı bir şekilde 

[2,10,12,15] kaynaklarında incelenmiştir. 3-boyutlu kinematiğin değme hareketi üzerindeki 

çalışmalar [17] tarafından yapılmıştır. 

Düzlemsel katı cisimler arasındaki değme hareketi üzerine yoğun çalışmalar 

[1,6,9,18,23] tarafından yapılmıştır. 

Cai and Roth [3,4]; değme hareketi sırasındaki iki cismin değme noktasındaki bağıl 

hareket hakkında çalışmıştır. [4]’ de her bir değme hareketindeki cismin yüzeyindeki 

değme noktasının hareketi, her bir yüzeyin bağıl hareketi ve local geometrik özellikleri 

açısından ifadesi bulunur ve çalışma konfigürasyon alanının alt uzayıyla sınırlıdır. 

 

 



 

2. TEMEL TANIMLAR 

 

Tanım 2.1 (Ortogonal Matris):  Çarpma işlemine göre tersi bulunan ve tersi 

transpozuna eşit olan matrise ortogonal matris denir, yani AT = A−1 ise AA−1 = ATA = I 

dır,[24]. 

 

Tanım 2.2 (Rotasyon Matrisi) : 2 ya da 3- boyutlu uzayda noktalar kullanılarak 

yüzey ya da yüzeyler şeklinde tanımlanmış cisimlerin döndükleri zaman tanımlama 

noktalarının geleceği yeni koordinatların hesaplanmasında kullanılan matrislerdir,[24]. 

 

Tanım 2.3 (Atlas) : M𝑛 𝑛- boyutlu topolojik manifoldu göstersin. M𝑛 ‘ nin açık alt 

cümlelerinin numaralanmış bir cümlesi V = {V𝛼} olsun. Eğer M𝑛 ‘nin her noktası için bu 

noktayı ihtiva eden en azından bir V𝛼 var ve ⋃ V𝛼 = M𝑛
𝛼  ise V’ye M𝑛 ‘ nin bir açık örtüsü 

vardır. Bu şekilde V = {V𝛼} açık örtüsü verildiğinde her bir V𝛼 açık alt örtüsü için V𝛼 ‘ yı  

ℝ𝑛’ nin bir 𝑈𝛼 açık alt örtüsüne irtibatlandıran bir de 𝜙𝛼 homeomorfizmi (hem kendisi 

hem de tersi türevlenebilen 1:1 fonksiyon ) vardır. V = {V𝛼} dan hareketle bir, 

𝐴 = {(V𝛼, 𝜙𝛼)/𝜙𝛼: V𝛼 → 𝑈𝛼} 

koleksiyonu elde edilir. 𝐴 koleksiyonunun her bir (V𝛼 , 𝜙𝛼) ikilisine M𝑛 için koordinat 

dönüşümü ve ya harita denir. 𝐴 koleksiyonu herhangi iki (V𝛼 , 𝜙𝛼) ve (V𝛽 , 𝜙𝛽) haritaları 

için V𝛼 ∩ V𝛽 ≠ ∅ iken 𝜙𝛼𝜊𝜙𝛽
−1: 𝜙𝛽(V𝛼 ∩ V𝛽) → 𝜙𝛼(V𝛼 ∩ V𝛽) bileşke dönüşümleri r-

mertebeden diferansiyellenebilir ise 𝐴 = {(V𝛼 , V𝛽)} koleksiyonuna M𝑛 için 

diferansiyellenebilir Atlas adı verilir,[24]. 

 

Tanım 2.4 (Gauss Eğriliği): M ⊂ 𝐸3 bir yüzey ve {𝑋, 𝑌} ⊂ 𝜒(𝑀) lineer bağımsız 

olmak üzere 𝑍 = 𝑋⋀𝑌 verilsin. O zaman, 

 

K:M → ℝ 

P → K(P) =
det (𝑧, 𝐷𝑥𝑧, 𝐷𝑦𝑧)

‖𝑧‖4
 

biçiminde tanımlanan fonksiyona M nin Gauss eğrilik fonksiyonu ve K(P) değerine de 

M nin P noktasında Gauss eğriliği denir, [25]. 
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Tanım 2.5 (Ortalama Eğrilik) : M ⊂ E3 bir yüzey ve {𝑋, 𝑌} ⊂ 𝜒(𝑀) lineer 

bağımsız olmak üzere 𝑍 = 𝑋⋀𝑌 verilsin. O zaman, 

H:M → ℝ 

P → H(P) = −
det(𝑧, 𝑥, 𝐷𝑦𝑧) + det (𝑧, 𝑦, 𝐷𝑥𝑧)

‖𝑧‖3
 

biçiminde tanımlanan fonksiyona M nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve H(P) değerine de 

M nin P noktasındaki ortalama eğriliği denir, [25]. 

 

 

Tanım 2.6 (Simetrik Matris): A, n×n tipinde bir kare matris olsun; 

A𝑇 = A ise A matrisine simetrik matris denir,[24]. 

 

 

Tanım 2.7 (Lie Grubu): Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu 

verilmiş olsun. Eğer aşağıdaki Aksiyomlar sağlanıyorsa (M,G) ikilisine bir Lie grubu 

denir,[25]. 

 

𝐋𝟏) M nin noktaları G nin elemanları ile çakışır. 

𝐋2) M × M → M 

(a, b) → ab−1 

işlemi her yerde diferensiyellenebilirdir. 

 

 

Tanım 2.8 (Lie Operatörü): V bir K cismi üzerinde vektör uzayı olsun. 

 

[ , ]: V × V → V 

(X, Y) → [ , ](X, Y) = [X, Y] 

dönüşümü için aşağıdaki aksiyomlar sağlanıyorsa bu dönüşüme V üstünde bir Lie 

operatörü denir,[25]. 

 

1) Bilineer 

2) Alterne (∀X, Y ∈ V için [X, Y] = −[X, Y]) 

3) ∀X, Y, Z ∈ V için 
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[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0. 

 

Tanım 2.9: A reel bir afin uzay ve A ile birleşen vektör uzayıda V olsun. Eğer V de 

bir     < , >: V × V → ℝ  iç çarpım işlemi tanımlanırsa, bu işlem yardımı ile A da açı, diklik 

ve uzunluk gibi metrik özellikler tanımlanabilir. 

n-boyutlu bir reel iç çarpım uzayı V olsun. V ile birleşen bir A afin uzayına n- 

boyutlu Öklid Uzayı denir ve E𝑛 ile gösterilir[25]. 

 

Tanım 2.10: E𝑛 , n- boyutlu Öklid uzayında bir nokta X olsun. E𝑛 de bir afin 

koordinat sistemine göre X noktasının koordinatları (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) olsun. 𝑥𝑖: E
𝑛 → ℝ  

bileşenlerine 

E𝑛 nin i-yinci koordinat fonksiyonları denir[25]. 

 

Tanım 2.11: ℝn standart reel afin uzay olmak üzere ℝ𝑛 de bir < , >:ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ 

iç çarpımını ∀X, Y ∈ ℝ𝑛 , X = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  , Y = (y1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) için , 

< , > (x, y) =<  𝑥, 𝑦 >= ∑ x𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1
 

Şeklinde tanımlayarak, ℝn de standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı elde edilir. 

Standart iç çarpımın tanımlı olduğu ℝn  vektör uzayı ile birleşen , ℝn afin uzayına n-

boyutlu Standart Öklid Uzayı denir[25]. 

 

Tanım 2.12: Bir reel afin uzay A ve A ile birleşen vektör uzayıda V olsun. V de 

< , >: V × V → ℝ 

(X, Y) →< 𝑋, 𝑌 >= ∑ x𝑖𝑦𝑖

3

𝑖=1
 

Şeklinde bir Öklid iç çarpımı tanımlanırsa, A afin uzayına 3-boyutlu Öklid Uzayı 

denir ve 

E3  ile gösterilir[25]. 

 

Tanım 2.13: 3-boyutlu bir reel iç çarpım uzayı V ile birleşen bir Öklid uzayı E3 

olsun. V vektör uzayı üzerindeki norm ‖ , ‖ olmak üzere d: E3  × E3 → ℝ  , d(X, Y) =

‖XY⃗⃗ ⃗⃗  ‖  olarak tanımlanan fonksiyona E3 de uzaklık fonksiyonu ve her X, Y ∈ E3  

için  d(X, Y) değerine de X ile Y arasındaki uzaklık adı verilir[25]. 
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Tanım 2.14: E3 , 3- boyutlu Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu bir metriktir[25]. 

Tanım 2.15: E3 , 3-boyutlu Öklid uzayında tanımlanan uzaklık fonksiyonuna E3 de 

Öklid metriği denir[25]. 

 

Tanım2.16: 3- boyutlu reel iç çarpım uzayı ℝ3 ile birleşenE3  öklid uzayında, sıralı 

bir 

{P0, P1, P2P3}  nokta dörtlüsü için eğer {P0P1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ , P0P2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , P0P3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ } vektör sistemi V nin bir 

ortonormal bazı ise {P0, P1, P2P3}  çatısına bir dik çatı (veya Öklid çatısı ) denir[25]. 

 

Tanım 2.17(Lineer Dönüşüm): V ve W aynı ℑ cismi üzerindeki iki vektör uzayı 

olsun. Bir L: V → W dönüşümü için aşağıdaki aksiyomlar sağlanıyorsa bu dönüşüme 

lineerdir denir, [24]. 

𝐢)             L(α + β) = L(α) + L(β)                , ∀α, β ∈ V 

𝐢𝐢)             L(aα) = aL(α)                                      ∀𝛼 ∈ ℑ. 

 

Tanım 2.18(Projektif Uzay): ℑ üzerinde bir vektör uzayı V ve V deki sıfırdan farklı 

vektörlerin cümlesi V′ = V − {0} olsun. α, β ∈ V için β = cα olacak şekilde sıfırdan farklı 

bir c∈  ℑ skaları var ise 𝛼 ≈ 𝛽 yazılır. Bu ≈ bağıntı V de bir denklik bağıntısıdır. Bu 

şekildeki tüm denklik sınıflarının cümlesine V ye karşılık gelen Projektif uzay adı 

verilir,[25]. 

 

Tanım 2.19: G boştan farklı bir cümle ve ∙ ∶ G × G → G de bir ikili işlem olsun, eğer 

bu ikili işlem 

∀𝑎, 𝑏 ∈ G   için  𝑎. (𝑏. 𝑐) = (𝑎. 𝑏). 𝑐 

özelliğini sağlarsa G ye yarı grup denir, [26]. 

 

Tanım 2.20: G, boştan farklı bir cümle olsun 

∙ ∶ G × G → G 

(𝑥, 𝑦) → 𝑥. 𝑦 

işlemi aşağıdaki özellikleri sağlarsa (G, . ) ikilisine bir grup denir. 

𝑖) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ G için (𝑥. 𝑦). 𝑧 = 𝑥. (𝑦. 𝑧), 

𝑖𝑖) ∀𝑥 ∈ G için 𝑒. 𝑥 = 𝑥. 𝑒 = 𝑥 olacak şekilde G de bir tek 𝑒 birim elemanı vardır, 
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𝑖𝑖𝑖) ∀𝑥 ∈ G için x. 𝑥′ = 𝑥′. 𝑥 = 𝑒 olacak şekilde G de bir tek 𝑥′ inversi vardır, [27]. 

 

Tanım 2.21: (G, . ) bir grup olsun G grubu “ . “ işlemine göre değişimli ise, yani 

∀𝑥, 𝑦 ∈ G için 𝑥. 𝑦 = 𝑦. 𝑥   sağlanıyorsa, G ye değişimli grup denir,[28]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

3. 3- BOYUTLU UZAYDA KATI CİSİMLER ARASINDAKİ TEMAS 

KOORDİNATLARI 

 

 

Şekil 3.1. İki katı cismin değme noktası 

 

 

3.1. Giriş 

 

Şekil 3.1 ‘de iki katı cismin değme hareketi gösterilmiştir. Herhangi bir t anında 

birinci cismin değme noktası 𝑝1 , ikinci cismin değme noktası 𝑝2 ‘dir. 

𝑐1 ve 𝑐2 iki nokta çifti sırasıyla birinci ve ikinci cismin yüzeyleri boyunca hareket 

eden değme noktalarıdır. Birinci ve ikinci cismin iki çatısı sırasıyla 𝑜1 ve 𝑜2 noktalarıdır. 

Seçilen bu çatılar cisimlere bağlıdır. Değme noktalarını 𝑐1 ve 𝑐2 hareket noktaları ile 

koordinat sistemine dönüştüreceğiz. Son olarak; t anında 𝑐1 ve 𝑐2 çatılarını sırasıyla sabit 

cismin 𝑝1 ve 𝑝2 noktalarının çatı koordinatları ile tanımlayacağız. Bir nokta ya da bu 

noktaya bağlı olarak seçilen çatı için aynı şekil kullanılmaktadır. Şimdiye kadar yapılan 

işlemler [15] ile aynıdır. Γ bir yer vektörü, 𝑉 doğrusal hız ve 𝑤 açısal hız olarak 

kullanılacaktır. 𝑎 ve 𝛼 sırasıyla doğrusal açısal ivmeleri gösterir. 𝑤 ‘nun anti simetrik 

matris formu için Ω ifadesini kullanacağız. Rotasyon matrisleri 𝑅 ile tanımlanır. Referans 

çatıları olarak görülen noktalar bir üst indis olarak da kullanılmaktadır. 𝑞 bir vektör 𝑎 ve 𝑏 

‘de iki alt indis olmak üzere 𝑏 noktası 𝑞 noktası ile 𝑎 ve q  arasındaki farkı ifade eder. 

Örnek olarak; Γ𝑐1𝑜1
; 𝑐1 ‘in 𝑜1 ‘deki yer vektörüdür. 𝑜1𝑉𝑐1𝑜1

 hızı ile 𝑜1 çatısının 𝑜1 noktası 

ile 𝑐1 noktası arasındaki farkı ifade eder. Diğer taraftan tek bir eğik alt indis olduğu zaman 
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bu noktaya bağlı bir referans çatısı seçilmektedir. Böylece; 𝑜1𝑤𝑐1
 ya da 𝑜1Ω𝑐1

 açısal hızının 

referans çatısı 𝑐1 olduğu zaman 𝑜1 ‘de referans çatısı olarak tanımlanır. Aksi belirtilmediği 

sürece vektörlerin koordinat sistemleri bileşenlerinin kendisinin olup olmadığına bakınız. 

Alt indisin koordinat sistemlerinin 𝑥, 𝑦 ve 𝑧 bileşenlerinin açık olarak ifade edildiğine 

bakınız. Bileşenler göz önüne alındığında 𝑎𝑅𝑏
 ; 𝑎 çatısındaki bileşenleri 𝑏 çatısındaki 

vektör bileşenlerine dönüştüren rotasyon matrisidir. Yer vektörleri üst indis olarak 

kullanılmaz. Çünkü yer vektörleri bir çatı üzerine bağlı olarak kurulmaz. Ancak herhangi 

bir türev, herhangi bir hız ya da ivmeye bağlı olarak kullanılan referans çatısı üzerinde 

türev alma işlemi gerçekleştirilemez.  [8] ‘deki Kane ve Levinson kullanımına benzer bir 

gösterim kullanılacaktır. Örneğin; Γ𝑐1𝑜1
 türevini göz önüne alalım. 𝑜1 referans çatısı sabit 

olduğundan 𝑜1 noktasından dolayı 𝑜1 çatısındaki 𝑐1 noktasının hızı ; 

𝑜1𝑉𝑐1𝑜1
=

𝑜1𝑑

𝑑𝑡
𝑟𝑐1𝑜1

 

şeklinde tanımlanır. Benzer şekilde 𝑜1 çatısında 𝑐1 noktasının ivmesi; 

𝑜1𝑑

𝑑𝑡
(𝑜1𝑉𝑐1𝑜1

) = 𝑜1𝑎𝑐1𝑜1
 

şeklindedir. Böylece 𝑝2 çatısında Γ𝑐1𝑝1
 türevi 𝑝1𝑉𝑐1𝑝1

 değildir. Bunun yerine 

𝑝2𝑑

𝑑𝑡
𝑟𝑐1𝑝1

=
𝑝1𝑑

𝑑𝑡
𝑟𝑐1𝑝1

+ 𝑝2𝑤𝑝1
× 𝑟𝑐1𝑝1

 

= 𝑝1𝑉𝑐1𝑝1
+ 𝑝2𝑤𝑝1

× 𝑟𝑐1𝑝1
 

olarak geliştirilen ifade Kane ve Levinson tarafından üretilen ifade ile aynıdır [8]. 

 

3.2. 𝕽𝟑 ‘teki Yüzeylerin Temel Özellikleri 

 

Burada Kinematik denklem ilişkilerini araştırmak için bu çalışmamızda daha sonra 

kullanacağımız birkaç tanım ve kavramı inceleyeceğiz. Ayrıntılı olarak bu konu standart 

diferansiyel geometride bulunabilir.[14,22,11] 

Tanım3.2.1: 𝑆𝑝; p noktasını içeren S yüzeyinin açık bir alt kümesi olsun. Eğer ℜ2’ 

nin bir U açık alt kümesi var ve 𝑓: 𝑈 → 𝑆𝑝 ∈ ℜ3 dönüşümü ve ∀𝜀 = (𝜀1, 𝜀2) ∈ 𝑈 için 
𝜕𝑓(𝜀)

𝜕𝜀1
 

ve  
𝜕𝑓(𝜀)

𝜕𝜀2
 lineer bağımsız türev çiftleri mevcut ise (𝑓, 𝑈) ikilisine 𝑆𝑝’nin Koordinat Sistemi 

denir. 



9 

𝑆𝑝 açık bağlı alt kümesine Harita denir. S’nin tüm noktalarının tek bir haritası ile 

temsil edilebileceğini söyleyebiliriz. Böyle bir durumda S’nin tüm noktalarını kapsayan 

haritaları ile bir dizi oluşturabiliriz. Yani ; 𝑆 =∪𝑖=1
𝑛 𝑆𝑖 ‘dir. Buradaki 𝑆𝑖’ler S’in haritasıdır. 

{𝑆𝑖}𝑖=1
𝑛  ifadesine S için Atlas denir. S’nin temel özelliklerini karakteize edebilmek için 

𝑓’nin türevlerini hesaplamak gerekecektir. 𝑓(𝜀1, 𝜀2) ‘yi 𝐶3 sınıfından alacağız. 

Tanım.3.2.2: Lineer bağımsız bir nokta olarak verilen 𝑥𝑖 =
𝜕𝑓(𝜀)

𝜕𝜀1
  𝑖 = (1,2) ifadesine 

yüzeyin Dayanak Vektörleri adı verilir. 𝑥1 ve 𝑥2 özel noktaları minimal teğet düzlemini 

kapsar. 𝑛 birim normal; 
𝑥1×𝑥2

‖𝑥1×𝑥2‖
 ifadesine belirli bir noktada teğet düzlemine dik olan birim 

normal vektördür. 〈 , 〉 iç çarpım sembolü olmak üzere eğer; 〈𝑥1, 𝑥2〉 = 0 ise (𝑓, 𝑈)’ya 

ortogonal koordinat sistemi denir. 

Not: 𝑥𝑖 ‘ler birim vektör olmak zorunda değildir. 

Tanım.3.2.3: 
𝑥1

‖𝑥1‖
 ,

𝑥2

‖𝑥2‖
  ve 𝑛 üçlü birim vektörlerinin etrafında oluşan değme 

noktası olmak üzere bir local referans çatısıdır. 𝑛, normal vektör olacak şekilde (𝑓, 𝑈) 

koordinat sistemini seçeriz. 

Tanım.3.2.4: 𝐺 bir metrik tensör öyle ki  2 × 2 tipinde simetrik ve pozitif tanımlı bir 

matrisin elemanları 𝑔𝑖,𝑗 = 〈𝑥𝑖 , 𝑥𝑗〉   𝑖, 𝑗 = 1,2 şeklinde tanımlanır. 𝑔𝑖,𝑗 katsayıları 1. Temel 

formu verir. 

Tanım.3.2.5: Christoffell Sembolleri:  iki tip christoffel sembolü vardır. Birinci tip 

christoffel sembolü [𝑖𝑗, 𝑘]olmak üzere; 

[𝑖𝑗, 𝑘] = 〈
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜀𝑗
, 𝑥𝑘〉                          𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2 

şeklinde tanımlanır. İkinci tip christoffel sembolü Γ𝑖,𝑗
𝑘  olmak üzere; 

Γ𝑖,𝑗
𝑘 = ∑〈

𝜕𝑥𝑖

𝜕ℰ𝑗
, 𝑥1〉

2

𝑖=1

𝑔𝚤𝑘 = ∑[𝑖𝑗, 𝐼]𝑔𝚤𝑘

2

𝑖=1

         𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2 

Şeklinde tanımlanır. Burada 𝑔𝚤𝑘 ; 𝐺 metrik tensörünün ters bileşenleridir. 

Tanımlanmış olan christoffel sembollerinin her ikisininde simetrik olduğu açıktır. Yani; 

[𝑖𝑗, 𝑘] = [𝑗𝑖, 𝑘] ve Γ𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑗𝑖

𝑘 şeklindedir. Koordinat sistemi Kartezyen olduğundan 

christoffel sembolleri sıfıra eşittir. Christoffel sembollerini metrik tensörün bileşenlerinin 

türevi olarak ifade edebiliriz. Yani ; 

 

𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕ℰ𝑘 = [𝑗𝑘, 𝑖] + [𝑖𝑘, 𝑗] = 𝑔𝑖𝚤Γ𝑗𝑘
𝚤 + 𝑔𝑗𝚤Γ𝑖𝑘

𝚤        (3.1) 
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şeklindedir. 

 

Tanım.3.2.6: Gauss Denklemleri: Temel vektörlerin türevi; 

𝜕𝑥𝑖

𝜕ℰ𝑗
= 𝐿𝑖𝑗𝑛 + ∑ Γ𝑖𝑗

𝑘𝑥𝑘𝑘  şeklindedir. 𝐿𝑖𝑗 sadece metrik tensördeki ikinci temel formun 

bileşenleri ile ilişkilidir. Γ𝑖𝑗
𝑘 teğet bileşenlerini bulmak için 

𝜕𝑥𝑖

𝜕ℰ𝑗 normal bileşenleri bulmak 

gerekir. 

Yüksek Mertebeden Türevler: 𝑓 en az 𝐶3 sınıfından ise 𝐿𝑖𝑗 ve Γ𝑖𝑗
𝑘 

diferansiyellenebilirdir. Straighforward tarafından 
𝜕𝑥𝑖

𝜕ℰ𝑗  diferansiyeli; 

𝜕2𝑥𝑖

𝜕ℰ𝑘𝜕ℰ𝑗
= ∑ [Γ𝑖𝑘,𝑗

𝛼 + Γ𝑖𝑗
𝛽
Γ𝛽𝑘

𝛼 − 𝐿𝑖𝑗𝐿𝑘
𝛼]𝑥𝛼 + [Γ𝑖𝑗

𝛼𝐿𝛼𝑘 + 𝐿𝑖𝑗,𝑘]𝑛

2

𝛼,𝛽=1

 

şeklinde tanımlanmıştır. Burada Γ𝑖𝑘,𝑗
𝛼 =

𝜕Γ𝑖𝑘
𝛼

𝜕ℰ𝑗  ve 𝐿𝑖𝑗,𝑘 =
𝜕𝐿𝑖𝑗

𝜕ℰ𝑘 ‘dır. 

 

 

Şekil 3.2. Bir kürenin koordinat eğrileri 

 

3.3.  Örnekler 

 

3.3.1.  Bir Kürenin Geometrik Özellikleri 

 

𝜌  yarıçaplı bir küre için koordinat sistemi; 

𝑓: 𝑈 → ℜ3: (𝜀1, ℰ2) ⟼ (𝜌 sin ℰ1 cos ℰ2 , 𝜌 sin ℰ1 sin ℰ2, 𝜌 cos ℰ1) 

Şeklinde tanımlanır. Koordinat sisteminin birim normallerine karşılık gelen birim 

normal vektörleri; 
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𝑥1 = [

𝜌 cos ℰ1 cos ℰ2

𝜌 cos ℰ1 sin ℰ2

−𝜌 sin ℰ1

]    𝑥2 = [
−𝜌 sin ℰ1 sin ℰ2

𝜌 sin ℰ1 cos ℰ2

0

]     𝑛 = [
sin ℰ1 cos ℰ2

sin ℰ1 sin ℰ2

cos ℰ1

] 

olacak şekilde değme çatısı [
𝑥1

‖𝑥1‖
,

𝑥2

‖𝑥2‖
, 𝑛] şeklinde tanımlanır. 𝐺 metrik tensörünün 

bileşenleri; 

𝑔11 = 𝜌2               𝑔12 = 0 

                    𝑔21 = 0                  𝑔22 = 𝜌2 sin(ℰ1)2 

olarak verilir. Koordinat sistemi ortogonal olduğundan 𝐺 vektöreldir. (〈𝑥1, 𝑥2〉 = 0) 

christoffel sembolleri ve 𝐿𝑖𝑗 katsayıları ; 

Γ11
1 = 0                     Γ11

2 = 0 

                               Γ12
1 = 0                      Γ12

2 = cot 𝜀1                        

          Γ21
1 = 0                      Γ21

2 = cot 𝜀1    

                                          1 1 1

22 sin cos         2

22 0   

𝐿11 = −𝜌                   𝐿12 = 0 

                 𝐿21 = 0                       𝐿22 = −𝜌(sin 𝜀1)2 

şeklindedir. Γ𝑖𝑗
𝑘 ve 𝐿𝑖𝑗  ‘nin türevleri sıfırdan farklıdır. 

                Γ12,1
2 = −csc2 𝜀1             Γ21,1

2 = −csc2 𝜀1 

                               Γ22,1
1 = −cos(2𝜀1)         𝐿22,1 = −2𝜌 sin 𝜀1 cos 𝜀1 

‘dir. 

 

Şekil 3.3. Bir düzlemin koordinat eğrileri 

 

Gauss eğriliği ve bir kürenin ortalama eğriliği sabit olmasına rağmen 𝑔𝑖𝑗, Γ𝑖𝑗
𝑘 ve 𝐿𝑖𝑗  

katsayıları sabit değildir. 
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3.3.2. Düzlemsel bir yüzeyin geometrik özellikleri 

 

𝑓: 𝑈 ⊂ ℜ2 → ℜ3: (𝜀1, 𝜀2) ⟼ (𝜀1, 𝜀2, 0) koordinat sistemi ile şekil3.3’teki düzlemi 

dikkate alalım. Önceki bölümde verilen tanımlardan aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

𝑥1 = [
1
0
0
]       𝑥2 = [

0
1
0
]     𝑛 = [

0
0
1
] 

𝑔11 = 1         𝑔12 = 0 

𝑔21 = 0        𝑔22 = 1 

Bir düzlemin birim normal vektörleri ve metrik tensörün bileşenleri sabit olduğundan 

diğer tüm yüksek mertebeden türevleri sıfırdır. 

 

3.4. Değme Hareketinin Noktaları 

 

Değme noktasının hareketini karakterize edebilmek için tanım.3.2.5’teki değme 

hareketini tanımlayacağız. Şekil3.4’te (sol) gösterildiği gibi 𝑖 için 𝜀1 = 𝑢𝑖 ve 𝜀2 = 𝑣𝑖 

olarak tanımlanır. Değme hareketinin dört tekil koordinatı 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2 ve 𝑣2 şeklinde 

tanımlanır. 𝑢1 ve 𝑢2 arasındaki açı değme açısının beşinci parametresi 𝜓’dir. [15] 

Şekil3.4’te (𝑥1)1  (𝑣1𝑡𝑒ğ𝑒𝑡𝑖 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑒ğ𝑟𝑖) ve (𝑥1)2  (𝑣2𝑡𝑒ğ𝑒𝑡𝑖 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑒ğ𝑟𝑖) 

arasındaki açıyı ifade eder. 𝑝1 noktasındaki yüzeyde (𝑛)1 dışa doğru birim normalini (𝑥1)1 

etrafında döndürülmesiyle 𝜓 açısı elde edilir ve (𝑥1)1   ve (𝑥1)2   aynı hizaya gelecek 

şekilde 𝜓’nin işareti belirlenir. 

 

 

Şekil 3.4. Koordinat eğrileri ve Değme çatıları ve  𝜓 açısının tanımı  



 

4. BİR HAREKETİN KAPALI DÖNGÜ DENKLEMLERİ 

 

Şekil 3.1’de [18]’deki vektör için üçgen kuralını kullanacak olursak; 

 

   𝑟𝑐𝑖𝑜𝑖
= 𝑟𝑐𝑖𝑝𝑖            

                (4.1) 

 

şeklinde yazabiliriz. Dolayısıyla (4.1) denkleminin herhangi bir koordinat sisteminin 

bileşenleri olarak yazabiliriz. ( Bu noktada biz sadece belirli bir koordinat sisteminin 

vektör denklemleri ve onların bileşenleri ile ilgileneceğiz. ) (4.1) denkleminin her bir 

teriminin 𝑡 anında 𝑜𝑖 referans çatısına göre türevi; 

   𝑜𝑖𝑉𝑐𝑖𝑜𝑖
= 𝑝𝑖𝑉𝑐𝑖𝑝𝑖

+ 𝑜𝑖𝜔𝑝𝑖
× 𝑟𝑐𝑖𝑝𝑖

+ 𝑜𝑖𝑉𝑝𝑖𝑜𝑖
              (4.2) 

şeklindedir. (4.2) denkleminin 𝑜𝑖 referans çatısına göre türevi; 

𝑜𝑖𝑎𝑐𝑖𝑜𝑖
= 𝑝𝑖𝑎𝑐𝑖𝑝𝑖

+ 𝑜𝑖𝑤𝑝𝑖
× 𝑝𝑖𝑉𝑐𝑖𝑝𝑖

+ 𝑝𝑖𝑤̇𝑐𝑖𝑝𝑖
× 𝑟𝑐𝑖𝑝𝑖

+ 

                      𝑜𝑖𝑤𝑝𝑖
× (𝑝𝑖𝑉𝑐𝑖𝑝𝑖

+ 𝑜𝑖𝑤𝑝𝑖
× 𝑟𝑐𝑖𝑝𝑖

) + 𝑜𝑖𝑎𝑝𝑖𝑜𝑖
            (4.3) 

şeklindedir. Açısal hızlara [8] ek teoremi uygulanırsa; 

    𝑜𝑖𝑤𝑐𝑖
= 𝑜𝑖𝑤𝑝𝑖

+ 𝑝𝑖𝑤𝑐𝑖
                                                              (4.4) 

şeklinde olur. (4.4) denkleminin her bir terimin 𝑜𝑖 çatısına göre türevi alınırsa; 

                                                                𝑜𝑖𝑤̇𝑐𝑖
= 𝑜𝑖𝑤̇𝑝𝑖

+ 𝑝𝑖𝑤̇𝑐𝑖
+ 𝑜𝑖𝑤𝑝𝑖

× 𝑝𝑖𝑤𝑐𝑖
                    (4.5) 

olur. Burada 𝑎𝑤̇𝑏
 ; 𝑎𝑤𝑏

’nin 𝑎 çatısında zamana göre türevidir. Her 𝑖 için 𝑝𝑖 ve 𝑜𝑖 sabit 

olduğundan; 

𝑜𝑖𝑤𝑝𝑖
= 0,     𝑜𝑖𝑤̇𝑝𝑖

= 0,    𝑜𝑖𝑉𝑝𝑖𝑜𝑖
= 0   𝑑𝚤𝑟. 

(4.5) denklemi (4.2) de yerine yazılırsa; 

 

 

                                                    𝑜𝑖𝑉𝑐𝑖𝑜𝑖
= 𝑝𝑖𝑉𝑐𝑖𝑝𝑖

                                                                           (4.6) 

                                                   𝑜𝑖𝑎𝑐𝑖𝑜𝑖
= 𝑝𝑖𝑎𝑐𝑖𝑝𝑖

                                                                           (4.7) 

                𝑜𝑖𝑤𝑐𝑖
= 𝑝𝑖𝑤𝑐𝑖

                             (4.8) 

                 𝑜𝑖𝑤̇𝑐𝑖
= 𝑝𝑖𝑤̇𝑐𝑖 

                                                                            (4.9) 
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elde edilir.  Kapalı 𝑝2 → 𝑐1 → 𝑝1 → 𝑝2 döngüsünü ele alalım. Yer vektörlerinin toplamına 

üçgen kanununu uygulayabilmek için; 

                          r𝑐1𝑝2
= 𝑟𝑐1𝑝1

+ 𝑟𝑝1𝑝2
                                                               (4.10) 

ifadesini kullanacağız. (4.10) denkleminin 𝑝2 referans çatısına göre ikinci kez türevi 

alınacak olursa; 

                          𝑝2𝑉𝑐1𝑝2
= 𝑝1𝑉𝑐1𝑝1

+ 𝑝2𝑤𝑝1
× 𝑟𝑐1𝑝1

+ 𝑝2𝑉𝑝1𝑝2
                                (4.11) 

𝑝2𝑎𝑐1𝑝2
= 𝑝1𝑎𝑐1𝑝1

+ 𝑝2𝑤̇𝑝1
× 𝑟𝑐1𝑝1

+ 𝑝2𝑤𝑝1
× (𝑝2𝑤𝑝1

× 𝑟𝑐1𝑝1
) 

   2𝑝2𝑤𝑝1
× 𝑝1𝑉𝑐1𝑝1

+ 𝑝2𝑎𝑝1𝑝2
                                                                        (4.12) 

elde edilir. Yukarıdaki denklemde 𝑟𝑐𝑖𝑝𝑖
= 0 ‘dır. Benzer şekilde açısal hızlar için hız 

ve ivme denklemlerini elde edeceğiz. 

         𝑝2𝑉𝑐1
= 𝑝1𝑤𝑐1

+ 𝑝2𝑤𝑝1
                                                                          (4.13) 

       𝑝2𝑤̇𝑐1
= 𝑝1𝑤̇𝑐1

+ 𝑝2𝑤𝑝1
× 𝑝1𝑤𝑐1

+ 𝑝2𝑤̇𝑝1
                                          (4.14) 

Şimdi 𝑝2 → 𝑐1 → 𝑐2 → 𝑝2 kapalı döngüsünü ele alalım. 

         𝑟𝑐1𝑝2
= 𝑟𝑐1𝑐2

+ 𝑟𝑐2𝑝2
                                                                              (4.15) 

 𝑝2𝑉𝑐1𝑝2
= 𝑐2𝑉𝑐1𝑐2

+ 𝑝2𝑤𝑐2
× 𝑟𝑐1𝑐2

+ 𝑝2𝑉2𝑝2
                                                           (4.16) 

𝑝2𝑎𝑐1𝑝2
= 𝑐2𝑎𝑐1𝑐2

+ 𝑝2𝑤̇𝑐2
× 𝑟𝑐1𝑐2

+ 𝑝2𝑤𝑐2
× (𝑝2𝑤𝑐2

× 𝑟𝑐1𝑐2
) 

  +2𝑝2𝑤𝑐2
× 𝑐1𝑉𝑐1𝑐2

+ 𝑝2𝑎𝑐2𝑝2
                                                                     (4.17) 

Şeklinde kapalı döngü denklemleri vardır. Tanım olarak yukarıdaki denklemde 

𝑟𝑐1𝑐2
, 𝑐2𝑉𝑐1𝑐2

 ve 𝑐2𝑎𝑐1𝑐2
 vektörleri sıfırdır. Kapalı döngü denklemleri için açısal hızlar ; 

  𝑝2𝑤𝑐1
= 𝑐2𝑤𝑐1

+ 𝑝2𝑤𝑐2
                                                                               (4.18) 

  𝑝2𝑤̇𝑐1
= 𝑐2𝑤̇𝑐1

+ 𝑝2𝑤𝑐2
× 𝑐2𝑤𝑐1

+ 𝑝2𝑤̇𝑐2
                                               (4.19) 

şeklindedir. Şimdi kapalı döngü denklemlerinin değme hareketi dediğimiz kapalı döngü 

denklemlerini elde edeceğiz. (4.11) ve (4.16) denklemlerini eşitledikten sonra 𝑟𝑐1𝑝1
, 𝑟𝑐1𝑐2

 ve 

𝑉𝑐1𝑐2
 ‘yi sıfır alırsak ; 

  𝑝2𝑉𝑐2𝑝2
= 𝑝1𝑉𝑐1𝑝1

+ 𝑝2𝑉𝑝1𝑝2 
                                                                    (4.20) 

elde edilir. (4.20) denklemini (4.2) denkleminde yazarsak ; 

 𝑜2𝑉𝑐2𝑜2
= 𝑜2𝑉𝑐1𝑜1

+ 𝑝2𝑉𝑝1𝑝2
                                                                                  (4.21) 

denklemi elde edilir. Çünkü 𝑜𝑖𝑉𝑝𝑖𝑜𝑖
= 0 ve 𝑜𝑖𝑤𝑝𝑖

= 0’dır. (4.13) ve (4.18) denklemlerinin 

sağ tarafları eşitlenip (4.8) denkleminde yazılırsa ; 
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 𝑜1𝑤𝑐1
+ 𝑝2𝑤𝑝1

= 𝑐2𝑤𝑐1
+ 𝑜2𝑤𝑐2

                                                                                  (4.22) 

elde edilir. Daha sonra (4.12) ve (4.17) denklemlerinin sağ tarafları eşitlenip 4.6-4.7 

denklemlerini kullanarak basitleştirirsek ; 

 𝑜2𝑎2𝑜2
= 𝑜1𝑎𝑐1𝑜1

+ 2𝑝2𝑤𝑝1
× 𝑜1𝑉𝑐1𝑜1

+ 𝑝1𝑎𝑝1𝑝2
                                                      (4.23) 

elde edilir. Son olarak (4.14) ve (4.19) denklemlerinin sağ tarafları eşitlenerek ve 4.8-4.9 

denklemleri ile basitleştirirsek; 

𝑜1𝑤̇𝑐1
+ 𝑝2𝑤𝑝1

× 𝑜1𝑤𝑐1
+ 𝑝2𝑤̇𝑝1

= 𝑐2𝑤̇𝑐1
+ 𝑜2𝑤𝑐2

× 𝑐2𝑤𝑐1
+ 𝑜2𝑤̇𝑐2

                                 (4.24) 

elde edilir. Özetle (4.21) ve (4.22) denklemleri değme noktasında (4.23) ve (4.24) 

denklemleri kapalı döngü hareketinin hız ve ivmesidir. 

 

4.1. Hız Analizi 

 

   𝑝2 çatısında (ayrıca 𝑐2çatısında) katı cisimlerin birbirine göre hareketinde relatif 

lineer ve açısal hızların vektörel formda gösterimi; 

𝑝2𝑉𝑝1𝑝2
= [

𝑉𝑥

𝑉𝑦

𝑉𝑧

]            𝑝2𝑤𝑝1
= [

𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

] 

şeklinde tanımlanır. Bu bölümde yukarıda tanımlanan relatif lineer ve açısal hızların 

değme hareketindeki değişiklikleri ile (4.21) ve (4.22) denklemlerine bağlı olarak 

koordinat değişimleri aşağıdaki yer vektörü ile verilir. 

𝑖 için 𝑜𝑖 ‘deki 𝑐𝑖 değme noktasındaki yer vektörü; 

 𝑟𝑐𝑖𝑜𝑖
= 𝑟𝑐𝑖𝑜𝑖

(𝜉1, 𝜉2)                            𝑖 = 1,2                                                               (4.25) 

şeklinde tanımlanır. 𝑜𝑖 ve 𝑐𝑖 arasındaki ve 𝑐1 ile 𝑐2 arasındaki dönüşümü dikkate alalım. 

𝑜𝑖𝑅𝑐𝑖
  rotasyon matrisi basit olarak; 

         
1

1 2 2 1
1 2

1 2
1 2

0

0 1

i

i

o i
c i i i i

i i

x x G
R n x x n

x x







     
                     

    (4.26) 

şeklinde tanımlanır. Koordinat sistemi dik olduğundan 𝐺𝑖 metrik tensörün tüm elemanları 

pozitiftir ve karekök işlemi uygulanabilir. 𝜓 için 𝑐2𝑅𝑐1
’in ; 

𝑐2𝑅𝑐1
= [

cos𝜓 − sin𝜓 0
− sin𝜓 −cos𝜓 0

0 0 −1

] = [
𝑅𝜓 02×1

01×2 −1
] 
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olduğu görülebilir. Şimdi hız ifadelerinin terimlerini bulmaya çalışacağız. 𝑜𝑖 çatısında 

(4.25) denkleminin türevi bu çatıda 𝑐𝑖 değme noktasındaki hızını verir. Sonuç olarak; 

 𝑜𝑖𝑉𝑐𝑖𝑜𝑖
=

𝑑

𝑑𝑡
[𝑜𝑖𝑟𝑐𝑖𝑜𝑖

(𝜉1, 𝜉2)] = ∑(𝑥𝑗)𝑖

2

𝑗=1

𝜉̇𝑗                                  𝑖 = 1,2                             (4.27) 

denklemi ortaya çıkar. 𝑐2 değme çatısındaki noktaların hızları ((4.27) denklemi 

kullanılacak); 

   1 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 2 11 1

0

o c c

c o c o

R G U
V R R x u x v 

 
      

 
            (4.28) 

   2 2

2 2 2

2 2
1 2 2 22 2

0

o c

c o o

G U
V R x u x v

 
      

 
           (4.29) 

şeklinde ifade edilir. Burada; 

𝑈1 = [𝑢1 𝑣1]𝑇 ve 𝑈2 = [𝑢2 𝑣2]𝑇 ‘dir. 

Açısal hız için anti simetrik matris gösterimi direkt olarak [13] rotasyon matrisi ile 

elde edilmiştir. Herhangi bir 𝑓𝑅𝑚
 rotasyon matrisi için 𝑓 çatısındaki türevi 𝑓Ω𝑚

= 𝑅̇𝑅𝑇 ile 

verilir. 

Bu nedenle; 

  𝑐2Ω𝑐1
=  𝑐2𝑅̇𝑐1

 𝑐2𝑅𝑐1
𝑇 = [

0 𝜓̇ 0

−Ψ̇ 0 0
0 0 0

]                                                                      (4.30) 

dir. Burada  𝑐2Ω𝑐1
; matris formdaki 𝑐2 değme çatısındaki açısal hızı ifade eder. Benzer 

şekilde  𝑜𝑖Ω𝑐𝑖
 ; 𝑐𝑖 değme çatısında basitleştirilmiş olarak; 

 
 

 

 

         
11 1 1

2 2 2
2 1 2 1 2 11 2

2 1 2

1 1 1
1 2 1 2 1 2

0 0 0
       

0 0 0 0 0 0

i i i

i i i

o o oT

c c c

T

i

T j j ji i i

j j ji i i i
j j j ii iT

i

R R

x
G G Gx x n

x x x n

n

  
  

  

  

  
  

 

 
                                                      

 

  




 

şeklinde ifade edilir. [𝑖𝑗, 𝑘] ve Γ𝑗𝑘
𝑖  christoffel sembollerini ve 𝐿𝑖𝑗 ikinci temel formun 

katsayılarını aşağıdaki gibi cebirsel olarak ifade edilmiştir. 
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    

    

              

1

1

1 11 1

11 1

1 11 1
22 1

1 1 1 1 11 1 12 11 11 1 1 1

11 11 22 111 1 1 1

11

1
11,1 12,1 0 0

1
0 21,1 22,1 0

0 0 0

1 1 1 1
11,1 12,1 11,2 12,2

1
          

o

c

u v
g

u v
g

u v u v L u L v
g g g g

g

  
  

  
 

      
  
 
 
 
 

       
           

       

               

         

1 1 1 1 21 1 22 11 11 1 1 1

22 22 221 1 1 1

11 1 12 1 21 1 22 11 1 1 1

11 221 1

1 1 1
11,2 12,2 21,1 22,1

1 1
0

u v u v L u L v
g g g

L u L v L u L v
g g

 
 
 
 
                          
 
    

     
     

 

 

 

buradan; 

 

      𝑜1Ω𝑐1
=

[
 
 
 0 −(𝜎1Γ1𝑈̇1) {−(√𝐺1)

−1𝐿1𝑈̇1}2×1

(𝜎1Γ1𝑈̇1) 0 1

{−(√𝐺1)
−1𝐿1𝑈̇1}1×2

𝑇
0 0 ]

 
 
 

                     (4.31) 

elde edilir. Burada 𝑖 = 1,2 için 𝜎𝑖 = {
(𝑔22)𝑖

(𝑔11)𝑖
}

1

2
 baz vektörlerinin normlarına oranıdır. 

Ortonormal bir sistem için 𝜎𝑖 = 1’dir. 𝑖 için Γ𝑖 ve 𝐿𝑖 sırasıyla christoffel sembolü ve ikinci 

temel formun katsayılarından oluşan 1 × 2 ve 2 × 2 tipinden matrislerdir. Γ ve 𝐿; 

Γ = [Γ11
2 Γ12

2 ] 

𝐿 = [
𝐿11 𝐿12

𝐿21 𝐿22
] 

şeklinde tanımlanır. Benzer şekilde; 

   𝑜2Ω𝑐2
=

[
 
 
 0 −(𝜎2Γ2𝑈̇2) {−(√𝐺2)

−1𝐿2𝑈̇2}2×1

(𝜎2Γ2𝑈̇2) 0 1

{−(√𝐺2)
−1𝐿2𝑈̇2}1×2

𝑇
0 0 ]

 
 
 

                      (4.32) 

şeklinde olur. 𝑐2 çatısındaki her vektör için (4.21) denkleminde 4.28-4.29 

denklemlerindeki        𝑜2V𝑐2𝑜2

ve        𝑜1V𝑐1𝑜1
 ifadeleri yerine yazılırsa ; 

√𝐺2𝑈̇2 = 𝑅𝜓√𝐺1𝑈̇1 + [
𝑉𝑥

𝑉𝑦
] 

𝑉𝑧 = 0 
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ifadesi elde edilir. (4.68) denklemindeki    𝑜1ω𝑐1
, (4.32)  denklemindeki    𝑜2ω𝑐2

ve (4.30) 

denklemindeki    𝑐2ω𝑐1
 ifadesi (4.22) denkleminde yerine yazılırsa; 

𝑅𝜓(√𝐺1)
−1𝐿1𝑈̇1 + [

𝜔𝑦

−𝜔𝑥
] = −(√𝐺2)

−1𝐿2𝑈̇2 

−𝜎1Γ1𝑈̇1 + 𝜔𝑧 = −𝜓̇ + 𝜎2Γ2𝑈̇2 

elde edilir. Yukarıdaki denklem basitleştirilerek katı cisimlerin hızlarındaki değme 

hareketlerinin değişim oranı olan ; 

 𝑈̇1 = (√𝐺1)
−1𝑅𝜓(𝐻̃1 + 𝐻2)

−1 [− (
𝜔𝑦

−𝜔𝑧
) − 𝐻2 (

𝑉𝑥

𝑉𝑦
)]                                         (4.33) 

 𝑈̇2 = (√𝐺2)
−1(𝐻̃1 + 𝐻2)

−1 [− (
𝜔𝑦

−𝜔𝑧
) + 𝐻̃1 (

𝑉𝑥

𝑉𝑦
)]                                              (4.34) 

 𝜓̇ = 𝜎1Γ1𝑈̇1 + 𝜎2Γ2𝑈̇2 − 𝜔𝑧                                                                                        (4.35) 

 𝑉𝑧 = 0                                                                                                                               (4.36) 

ifadeler birinci dereceden değme hareketinin kinematiklerini verir. Burada; 

𝐻𝑖 = (√𝐺1)
−1𝐿𝑖(√𝐺1)

−1 ve 𝐻̃1 = 𝑅𝜓𝐻1𝑅𝜓 şeklinde tanımlıdır. Bu denklemler ilk 

olarak Montana [15] tarafından hız denklemleri olarak ifade edildi. İlk olarak yüzey 

özelliklerini açıklamak için standart diferansiyel geometri gösterimini (𝑔𝑖𝑗, Γ𝑖𝑗
𝑘  𝑣𝑒 𝐿𝑖𝑗) 

kullanacğız. İkinci olarak ; 𝑐1 montana gibi 𝑐2 çatısındaki tüm vektörleri çözeceğiz. 

 

4.2. İvme Analizi 

 

  𝑐2 çatısında ki değme hareketindeki katı cisimlerin relatif doğrusal ve açısal 

bileşenlerini; 

       𝑝2a𝑝1𝑝2
= [

𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧

]                         𝑝2𝜔̇𝑝1
= [

𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧

] 

şeklinde alalım. Bu bölümde (4.23) ve (4.24) denklemlerindeki kalan terimleri bulmak için 

yukarıda tanımlanan relatif lineer ve açısal ivmelerin değme hareketindeki koordinatları ve 

onların türevlerindeki değişiklikler ile ilişkilendirerek terimleri bulacağız. Yüzey 

özelliklerinin diğer matris fonksiyonlarını tanımlamak için uygundur. (Γ ve 𝐿 ile benzer 

şekilde) 

Γ̅ = [
Γ11

1 2Γ12
1 Γ22

1

Γ11
2 2Γ12

2 Γ22
2 ] 

𝐿̅ = [𝐿11 2𝐿12 𝐿22] 
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Γ̿ =

[
 
 
 
 
 
 (Γ21

2 − Γ11
1 )Γ11

2 +
𝜕Γ11

2

𝜕𝜉1

(Γ21
2 − Γ11

1 )Γ12
2 + (Γ22

2 − Γ12
1 )Γ11

2 +
𝜕Γ12

2

𝜕𝜉1
+

𝜕Γ11
2

𝜕𝜉2

(Γ22
2 − Γ12

1 )Γ12
2 +

𝜕Γ12
2

𝜕𝜉2 ]
 
 
 
 
 
 
𝑇

 

𝐿̿ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

Γ11
1 𝐿11 −

𝜕𝐿11

𝜕𝜉1

Γ11
1 𝐿12 + Γ12

1 𝐿11 −
𝜕𝐿12

𝜕𝜉1
−

𝜕𝐿11

𝜕𝜉2

Γ12
1 𝐿12 −

𝜕𝐿12

𝜕𝜉2 )

 
 
 
 

𝑇

(

 
 
 
 

Γ21
2 𝐿21 −

𝜕𝐿21

𝜕𝜉1

Γ21
2 𝐿22 + Γ12

2 𝐿21 −
𝜕𝐿22

𝜕𝜉1
−

𝜕𝐿21

𝜕𝜉2

Γ22
2 𝐿22 −

𝜕𝐿22

𝜕𝜉2 )

 
 
 
 

𝑇

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ilk olarak değme hareketinin lineer ivmelerini dikkate alacağız. 𝑜𝑖 çatısındaki; 

 

       𝑜𝑖a𝑐𝑖𝑜𝑖
=

𝑑

𝑑𝑡
[   𝑜𝑖V𝑐𝑖𝑜𝑖

] = ∑(𝑥𝑖)𝑖𝜉̈
𝑗

2

𝐽=1

+ ∑ (
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜉𝑘
)𝑖

2

𝑗,𝑘=1

𝜉̇𝑗𝜉̇𝑘 

ifadesi 𝑐2 değme çatısında; 

       𝑜1a𝑐1𝑜1
=    𝑐2R𝑐1

   𝑐1R𝑜1
[(𝑥1)1𝑢̈1 + (𝑥2)1𝑣̈1 

+(
𝜕𝑥1

𝜕𝑢1
)1(𝑢̇1)

2 + 2(
𝜕𝑥1

𝜕𝑣1
)1𝑢̇1𝑣̇1 + (

𝜕𝑥2

𝜕𝑣1
)1(𝑣̇1)

2] 

                                               𝑜1a𝑐1𝑜1
= [

𝑅𝜓√𝐺1(𝑈̈1 + Γ̅1𝑊1

−𝐿̅1𝑊1

]                                   (4.37) 

şeklinde ifade edilir. Buradaki 𝑊𝑖 = [(𝑢̇𝑖)
2 𝑢̇𝑖𝑣̇𝑖 (𝑣̇𝑖)

2]𝑇  ifadesi non-lineer hız 

terimlerini temsil eder. Benzer şekilde; 

 𝑜2a𝑐2𝑜2
= [

√𝐺2(𝑈̈2 + Γ̅2𝑊2

𝐿̅2𝑊2

] 

şeklinde tanımlıdır. 𝑐𝑖 değme noktasındaki 𝑖’ye bağlı 𝑜𝑖 relatif çatısı için 𝑐𝑖 çatısının 

 𝑜𝑖Ω𝑐𝑖
anti-simetrik matrisini tanımlayacağız. 

  𝑜𝑖Ω̇𝑐𝑖
=   𝑜𝑖𝑅𝑐𝑖

𝑇   𝑜𝑖𝑅̈𝑐𝑖
− (  𝑜𝑖𝑅𝑐𝑖

𝑇   𝑜𝑖𝑅̇𝑐𝑖
)(  𝑜𝑖𝑅𝑐𝑖

𝑇   𝑜𝑖𝑅̇𝑐𝑖
) 
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=   𝑜𝑖𝑅𝑐𝑖
𝑇   𝑜𝑖𝑅̈𝑐𝑖

−   𝑜𝑖Ω𝑐𝑖
  𝑜𝑖Ω𝑐𝑖

 

şeklinde tanımlanır.   𝑜𝑖Ω𝑐𝑖
’nin (4.68) ‘daki ifadesi ve   𝑜𝑖R𝑐𝑖

’nin (4.26) ‘de ifadesi yerine 

yazıldıktan sonra gerekli işlemler yapılırsa; 

  𝑜𝑖Ω̇𝑐𝑖
=   𝑜𝑖𝑅𝑐𝑖

𝑇   𝑜𝑖𝑅̈𝑐𝑖
−   𝑜𝑖Ω𝑐𝑖

  𝑜𝑖Ω𝑐𝑖
 

Not: 1×3 tipindeki Γ̿ matrisi ve 2×3 tipindeki 𝐿̿ matrisi 3. dereceden yüzey 

özelliklerinin denklemleri içine girer. 𝑐2 çatısında (4.23) ve (4.24) denklemlerinin terimleri 

aşağıdaki gibidir: 

  𝑝2ω𝑝1
×   𝑜1V𝑐1𝑜1

= [
𝜔2𝐸1𝑅𝜓√𝐺1𝑈̇1

(
−𝜔𝑦

𝜔𝑧
)
𝑇

𝑅𝜓(√𝐺1)
−1𝑈̇1

] 

  𝑝2ω𝑝1
×   𝑜1ω𝑐1

= [
−𝑅𝜓(√𝐺1)

−1
𝐿1𝑈̇1𝜔𝑧 + 𝜎1Γ1𝑈̇1 (

−𝜔𝑦

𝜔𝑧
)

−(
−𝜔𝑦

𝜔𝑧
)
𝑇

𝑅𝜓𝐸1(√𝐺1)
−1L1𝑈̇1

] 

  𝑜2ω𝑐2
×   𝑐2ω𝑐1

= [(√𝐺1)
−1L1𝑈̇1𝜓̇

0
] 

  𝑐2𝜔̇𝑐1
= [

0
0

−𝜓̈
] 

Burada 𝐸1 = [
0 −1
1 0

] ‘dır. (4.23) denklemindeki uygun ifadeler yerine yazılırsa; 

√𝐺2(𝑈̈2 + Γ̅2𝑊2) = 𝑅𝜓√𝐺1(𝑈̈1 + Γ̅1𝑊1) + 2𝜔𝑧𝐸1𝑅𝜓√𝐺1𝑈̇1 + [
𝑎𝑥

𝑎𝑦
]                            (4.38) 

L̅2𝑊2 = −L̅1𝑊1 + 2(
−𝜔𝑦

𝜔𝑧
)
𝑇

𝑅𝜓√𝐺1𝑈̇1 + 𝑎𝑧                                                           (4.39) 

ve  (25) denkleminden; 

𝑅𝜓𝐸1(√𝐺1)
−1

(𝐿̿1𝑊1 − 𝐿1𝑈̈1) − 𝑅𝜓𝐸1(√𝐺1)
−1

𝐿1𝑈̇1𝜔𝑧 + 𝜎1Γ1𝑈̇1 (
−𝜔𝑦

𝜔𝑧
) 

+ [
𝑎𝑥

𝑎𝑦
] = (√𝐺2)

−1
𝐿2𝑈̇2𝜓̇ + 𝐸1(√𝐺2)

−1
(𝐿̿2𝑊2 − 𝐿2𝑈̈2                                      (4.40) 

−𝜎1(Γ1𝑈̈1 + Γ̿1𝑊1) − (
−𝜔𝑦

𝜔𝑧
)
𝑇

𝑅𝜓𝐸1(√𝐺2)
−1

𝐿1𝑈̇1 + 𝛼𝑧 

                 = −𝜓̈ + 𝜎2(Γ2𝑈̈2 + Γ̿2𝑊2               (4.41) 

elde edilir. (4.38), (4.40) ve (4.41) denklemlerinin çözümleri ile katı cisim hızları ve 

ivmelerindeki değme hareketlerinin ikinci türevlerine ilişkin ikinci mertebeden değme 

hareketlerinin kinematik denklemlerini elde ederiz. Bunlar; 
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[
𝑈̈1

𝑈̈2

] = [
𝑅Ψ√𝐺1 −√𝐺2

𝑅Ψ𝐸1𝐻1√𝐺1 −𝐸1𝐻2√𝐺2

]

−1

{[
𝑅Ψ√𝐺1Γ̅1

𝑅Ψ(√𝐺1)
−1𝐿̿1

]𝑊1  

                       + [
√𝐺2Γ̅2

𝐸1(√𝐺2)
−1𝐿̿2

]𝑊2 + [
−2𝜔𝑧𝐸1𝑅𝜓√𝐺1 0

−𝜔𝑧𝑅𝜓𝐻1√𝐺1 −𝜓̇𝐻2√𝐺2

] [
𝑈̇1

𝑈̇2

] 

                          − [
02×1

𝜎1Γ1𝑈̇1 (
𝜔𝑦

−𝜔𝑥
)
] + [

02×1

(
𝛼𝑥

𝛼𝑦
)
] − [

(
𝛼𝑥

𝛼𝑦
)

02×1

]}                                      (4.42) 

𝜓̈ = 𝜎1(Γ1𝑈̈1 + Γ̿𝑊1) + 𝜎2(Γ2𝑈̈2 + Γ̿2𝑊2) 

                                  +(
𝜔𝑦

−𝜔𝑥
)
𝑇

𝑅Ψ𝐸1(√𝐺2)
−1L1𝑈̇1 − 𝛼𝑧                                 (4.43)           

şeklindedir. (40) denklemi düzenlenirse ; 

 𝛼𝑧 = 𝐿̅1𝑊1 + 𝐿̅2𝑊2 + 2(
𝜔𝑦

−𝜔𝑥
)
𝑇

𝑅𝜓√𝐺1𝑈̇1                                                       (4.44) 

şeklinde elde edilen ifade bir değme hareketinin ivmesidir. 

 

4.3. Örnekler 

 

4.3.1. İki Kürenin Birbirine göre Değme Hareketi 

 

Değme halindeki iki küre için birinci ve ikinci dereceden değme hareketinin 

kinematik denklemini elde edeceğiz. Koordinatları ve denklem seçimini 3.3 bölümüne göre 

yapacağız. (4.33)-(4.35) denklemlerini kullanacak olursak; 

𝑢̇1 =
𝜌1

𝜌1+𝜌2
[𝜔𝑧 sin𝜓 + 𝜔𝑦 cos𝜓] +

[𝑉𝑦 sin𝜓−𝑉𝑥 cos𝜓]

𝜌1+𝜌2
                                              (4.45) 

𝑣̇1 =
1

(𝜌1 + 𝜌2) sin 𝑢1
[𝜌2(𝜔𝑥 cos𝜓 − 𝜔𝑦 sin𝜓) + (𝑉𝑥 sin𝜓 + 𝑉𝑦 cos𝜓)]                   (4.46) 

𝑢̇2 =
𝜌1𝜔𝑦 + 𝑉𝑥

𝜌1 + 𝜌2
                                                                                                                         (4.47) 

𝑣̇2 =
−𝜌1𝜔𝑥 + 𝑉𝑦

(𝜌1 + 𝜌2) sin 𝑢2
                                                                                                               (4.48) 

𝜓̇ = −𝜔𝑧 +
1

tan 𝑣1
[

𝜌2

𝜌1 + 𝜌2
(𝜔𝑥 cos𝜓 − 𝜔𝑦 sin𝜓) +

[𝑉𝑥 sin𝜓 + 𝑉𝑦 cos𝜓]

𝜌1 + 𝜌2
]           (4.49) 

şeklinde ifade edilen birinci dereceden değme hareketinin kinematik denklemlerini elde 

ederiz. Hızlanma anında  (4.42) denklemini; 
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1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 2

2 1 1 1

sin sinu sinu cos sinu sinu cos sinu sinu sin sinu sinu

cos sinu sin sinu sin sinu cos sinu1

0 sinu sinu sinu sinu 0

sinu 0 0 sinu

X

y

X

y

u

v

au

av

     

     





    
    
    
   
    

     

h

 
 
 


 
  
 

(4.50) 

formunda ifade edebiliriz. Burada h değme hareketinin koordinatlarının değişim oranı ile 

katı cisim hızlarının bir non- lineer fonksiyonu olacak şekilde ; 

2 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

cos cosu cos cosu cosu sin sinu

cosu sin cosu sin cos sinu sinu

2 sin 2 cosu sin 2 cos sinu cos cosu si

z y z

x z z

z z

u w u w v u v u v w v

w v w u u v w v v
h

w u u v w v v



   

       

      


       2

1 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1

nu cosu sinu

2 cos 2 cos cosu 2 cosu 2 sin sinu cosu sin sinuz z

v

w u u v u v w v v



    

 
 
 
 
 

        

 

şeklinde tanımlanır ve 

Δ = (𝜌1 + 𝜌2) sin 𝑢1 sin 𝑢2 

dir. (4.43) denkleminden; 

𝜓̈ = −𝛼𝑧 + 𝑣̈1 cos 𝑢1 + 𝑣̈2 cos 𝑢2 − 𝜔𝑦(𝑢̇1 sin𝜓 + 𝑣̇1 sin 𝑢1 cos𝜓 

              −𝑢̇1𝑣̇1 sin 𝑢1 − 𝑢̇2𝑣̇2 sin 𝑢2 + 𝜔𝑥(𝑣̇1 sin 𝑢1 sin𝜓 − 𝑢̇1 cos𝜓)       (4.51)  

denklemi elde edilir ve (4.39) denkleminden değme hareketinin ivmesi ; 

𝑎𝑧 = −(𝜌1𝑢̇1
2 + 𝜌1(𝑣̇1 sin 𝑢1)

2 + 𝜌2𝑢̇2
2 + 𝜌2(𝑣̇2 sin 𝑢2)

2 − 2𝜌1𝜔𝑦𝑢̇1 + 2𝜌1𝜔𝑥𝑣̇1 sin 𝑢1) 

      (4.52) 

şeklinde olur. Cai ve Roth [4]  ‘un buluşuna göre özel bir durum olarak aynı hizada 

bulunan iki yüzey üzerindeki koordinat eğrileri arasındaki 𝜓 açısı 0’dır. Bu özel durum 

için; 

𝜓 = 0 , 𝑢1 =
𝜋

2
, 𝑣1 = 0, 𝑢2 =

𝜋

2
, 𝑣2 = 0 değerlerini yukarıdaki denklemde yerine 

yazarsak aynı sonucu elde ederiz. 

𝑢̇1 =
𝜌2𝜔𝑦 − 𝑉𝑥

𝜌1 + 𝜌2
 

𝑣̇1 =
𝜌2𝜔𝑥 + 𝑉𝑦

𝜌1 + 𝜌2
 

𝑢̇2 =
𝜌1𝜔𝑦 + 𝑉𝑥

𝜌1 + 𝜌2
 

𝑣̇2 =
−𝜌1𝜔𝑥 + 𝑉𝑦

𝜌1 + 𝜌2
 

𝑢̈1 =
−𝑎𝑧 + 𝛼𝑦𝜌2 − 𝜔𝑥𝜔𝑧𝜌2 − 2𝜔𝑧𝑣𝑦

𝜌1 + 𝜌2
 

𝑣̈1 =
𝑎𝑦 + 𝛼𝑥𝜌2 + 𝜔𝑦𝜔𝑧𝜌2 − 2𝜔𝑧𝑣𝑥

𝜌1 + 𝜌2
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𝑢̈2 =
−𝑎𝑧 + 𝛼𝑦𝜌2 − 𝜔𝑥𝜔𝑧𝜌2 − 2𝜔𝑧𝑣𝑦

𝜌1 + 𝜌2
 

                                 𝑣̈2 =
𝑎𝑦−𝛼𝑥𝜌1+𝜔𝑦𝜔𝑧𝜌1

𝜌1+𝜌2
 

olacak şekilde tanımlıdırlar. Bu kısımda ; 

𝜓̇ = −𝜔𝑧 

 𝜓̈ =
𝜔𝑥(𝜔𝑦𝜌1 + 𝑣𝑥)

𝜌1 + 𝜌2
 

dir. 

 

4.4. Küre ile Düzlemin Birbirine göre Değme Hareketi 

 

Bir küreyle (obj2) temas eden bir düzlemin (obj1) örneğini düşünelim. Hız 

denklemleri; 

𝑢̇1 = 𝜌(𝜔𝑦 cos𝜓 + 𝜔𝑥 sin𝜓 − 𝑉𝑥 cos𝜓 + 𝑉𝑦 sin𝜓) 

𝑣̇1 = 𝜌(−𝜔𝑦 sin𝜓 + 𝜔𝑥 cos𝜓 + 𝑉𝑥 sin𝜓 + 𝑉𝑦 cos𝜓) 

𝑢̇2 = 𝜔𝑦 

𝑣̇2 = −𝜔𝑥 csc 𝑢2 

𝜓̇ = −(𝜔𝑥 cot 𝑢2 + 𝜔𝑧)   

şeklinde tanımlanır. İvme denklemleri; 

𝑢̈1 = 𝜌𝜓̇(𝑢̇2 sin𝜓 + 𝑣̇2 sin 𝑢2 cos𝜓) − 𝜌𝑢̇2𝑣̇2 cos 𝑢2 sin𝜓 − 𝜌(𝑣̇2)
2 sin 𝑢2 cos 𝑢2 cos𝜓 

−2𝜔𝑧𝑣̇1 + 𝜌(𝛼𝑥 sin𝜓 + 𝛼𝑦 cos𝜓) − (𝑎𝑥 cos𝜓 − 𝑎𝑦 sin𝜓) 

𝑣̈1 = 𝜌𝜓̇(𝑢̇2 cos𝜓 − 𝑣̇2 sin 𝑢2 sin𝜓) − 𝜌𝑢̇2𝑣̇2 cos 𝑢2 cos𝜓 + 𝜌(𝑣̇2)
2 sin 𝑢2 cos 𝑢2 sin𝜓 

+2𝜔𝑧𝑢̇1 + 𝜌(𝛼𝑥 cos𝜓 − 𝛼𝑦 sin𝜓) + (𝑎𝑥 sin𝜓 + 𝑎𝑦 cos𝜓) 

𝑢̈2 = 𝑣̇2𝜓̇ sin 𝑢2 + 𝛼𝑦 

𝑣̈2 = 𝑢̇2𝜓̇ csc 𝑢2 − 𝑢̇2𝑣̇2 cot 𝑢2 − 𝛼𝑥 csc 𝑢2 

𝜓̈ = 𝑣̈2 sin 𝑢2 − 𝑢̇2𝑣̇2 cos 𝑢2 − 𝛼𝑧 

şeklinde tanımlanır. 
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4.4.1. Bir Eksen Etrafında Dönme Hareketinin Kinematiği 

 

Eğer bir cisim üzerindeki değme hareketinin hızı başka bir cisim üzerindeki değme 

hareketinin hızına eşit ise bu durum iki cismin dönme hareketinin değme şartıdır. 

 

Şekil 4.1. İki katı cismin dönme hareketi 

 

Başka bir deyişle değme hareketleri arasındaki bağıl hız ya da kayma hızı [3,4] 

sıfırdır. Bu tanım iyi bilinen ve standart kinematik konusunda bulunabilir. Dönme hareketi 

için 1. dereceden değme hareketi tanımlanır. (ve daha yüksek mertebeden türevler üzerinde 

)  Çünkü bu hızlar üzerinde bir koşulu getirir. Dönme hareketi için 1. dereceden koşulu 

kullanacağız. Bununla birlikte değme hareketleri arasındaki relatif hızın sıfır olmasının 

yanı sıra belli bir aralıkta sabit kalır. iki cismin dönme hareketi için 2. dereceden şartını 

kullanacağız. Şekil.4.1 de 𝑝𝑖 ve 𝑝́𝑖 𝑖 ‘ ye bağlı noktalardır. 𝑡 anındaki değme noktası 𝑝𝑖 , 𝑡́ 

anındaki değme noktası 𝑝́𝑖 ‘dür. 𝑡 ve 𝑡́, Δ𝑡  aalığı ile bölünmüş anlık zamanlar olarak ifade 

edilir. Dönme hareketi için 1. dereceden koşul; 

   𝑝2V𝑝1𝑝2

(𝑡) = 0             (4.53) 

şeklinde tanımlıdır. 𝑐2 temas çatısında ; 

 [

𝑉𝑥

𝑉𝑦

𝑉𝑧

] = 0               (4.54) 

dır. Dönme hareketi için 2. dereceden koşul; 

                                  lim
(𝑡−𝑡́)→0

  𝑝2V𝑝1𝑝2

(𝑡) −   𝑝́2V𝑝́1𝑝́2

(𝑡́)

𝑡 − 𝑡́
= 0                                              (4.55) 

şeklindedir. (4.55) denklemini yeniden düzenleyip yazarsak ; 
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  lim
(𝑡−𝑡́)→0

  𝑝2V𝑝1𝑝2
(𝑡)−  𝑝2V𝑝1𝑝2

(𝑡́)

𝑡−𝑡́
+ lim

(𝑡−𝑡́)→0

  𝑝2V𝑝1𝑝2
(𝑡́)−  𝑝́2V𝑝́1𝑝́2

(𝑡́)

𝑡−𝑡́
= 0                   (4.56) 

ifadesi elde edilir. Yukardaki denklemin    𝑝2a𝑝1𝑝2

(𝑡) hariç ilk terimi sıfırdır. 

  𝑝́2V𝑝́1𝑝́2

=   𝑝2V𝑝́1𝑝2

 olduğu kabul edilerek ikinci terimi lim
(𝑡−𝑡́)→0

−  𝑝2ω𝑝1
× 𝑝1r𝑝́1𝑝1

𝑡−𝑡́
 

şeklinde yazabiliriz. ∆𝑡 → 0 iken lim
(𝑡−𝑡́)→0

  𝑝1V𝑝́1𝑝1

𝑡−𝑡́
= − 𝑝1V𝑐1𝑝1

 ‘dir. Böylece ; 

   𝑝2a𝑝1𝑝2

(𝑡) +   𝑝2ω𝑝1
× (  𝑝1V𝑐1𝑝1

) = 0                                                                               (4.57) 

şeklinde yazabiliriz. Çünkü ; 

 

  𝑝1V𝑐1𝑝2

=   𝑜1V𝑐1𝑜1

 

‘dir. (58) denklemini düzenlersek 

   𝑝2𝑎𝑝1𝑝2

(𝑡) = −  𝑝2ω𝑝1
×   𝑜1V𝑐1𝑜1

                                                                                (4.58) 

ifadesini elde ederiz. Bu ifade dönme hareketi  için 2. dereceden koşuldur. 𝑐2 değme 

çatısında ; 

[

𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧

] = [
(−𝐸1𝑅𝜓√𝐺1𝑈̇1)𝜔𝑧

(
𝜔𝑦

−𝜔𝑧
)
𝑇

𝑅𝜓√𝐺1𝑈̇1

]                                                                                               (4.59) 

şeklinde olur. (4.28) denkleminden   𝑜1V𝑐1𝑜1

 ifadesi ve   𝑝2ω𝑝1
= [𝜔𝑥 𝜔𝑦 𝜔𝑧]𝑇 eşitliğini 

kullanacağız. Dönme hareketi için 1. dereceden koşul aslında (4.44) denklemi ile aynı olan 

bir 3. skalar denklemi olarak gösterilebilir[20]. Daha önce tanımlamış olduğumuz dönme 

hareketi koşullarına ilave olarak no-spin koşulu olarak bilinen sadece dönme hareketi 

denilen başka bir koşulu elde edeceğiz. Dönme hareketi için açısal hızların dönme 

bileşenleri sıfırdır[16]. Başka bir ifade ile 𝑐2 çatısında 

 𝜔𝑧 = 0                                                                                                                            (4.60) 

dır. 2. dereceden dönme hareketi için dönme hızının türevi ya da bağıl açısal hızın 𝑧 

bileşenine göre türevi sıfırdır. Yani ; 

𝛼𝑧 = 0                                                                                                                            (4.61) 

dır. 

 

 

 



26 

4.5. Örnek: İki Kürenin Değme Hareketi 

 

Bir önceki bölümde küre dışında bir değmenin küre için olan örneği dikkate alalım. 

1. dereceden dönme hareketi koşulları ; 

 

𝑉𝑥 = 0                            𝑉𝑦 = 0                           𝑉𝑧 = 0 

‘dır. (4.59) denkleminden 2. dereceden dönme hareketi için; 

[

𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧

] = [

−(𝜌1𝑢̇1 sin𝜓 + 𝜌2𝑣̇1 cos𝜓)𝜔𝑧

−(𝜌1𝑢̇1 cos𝜓 − 𝜌2𝑣̇1)𝜔𝑧

(𝜌1𝑢̇1 sin𝜓 + 𝜌2𝑣̇1 cos𝜓)𝜔𝑥 + (𝜌1𝑢̇1 cos𝜓 − 𝜌2𝑣̇1 sin𝜓)𝜔𝑦

]                     (4.62) 

Buradaki 𝑢̇𝑖 ve 𝑣̇𝑖 (4.45) ve (4.48) denklemlerinde verilmiştir. Ayrıca dönme hareketi 

için ; 

𝜔𝑧 = 0                                                                                                                                (4.63) 

𝛼𝑧 = 0                                                                                                                                (4.64) 

‘dir. 

 

(4.45)-(4.48) denklemlerindeki 𝑢̇𝑖 ve 𝑣̇𝑖 ifadeleri yerine yazılırsa; 

 𝑎𝑧 = 0                                                                                                                                (4.65) 

𝑎𝑦 = 0                                                                                                                              (4.66) 

𝑎𝑧 =
(𝜔𝑥

2+𝜔𝑦
2)𝜌1𝜌2

𝜌1+𝜌2
                                                                                                          (4.67) 

olarak elde edilir. 
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