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OZET

Bu ¢alisma dort boliim olarak diizenlenmistir.

Birinci boliimde; Giris kismi verildi.

Ikinci béliimde; Lie operatdrii, Atlas, Gauss egriligi gibi temel tanimlar verildi.

Ucgiincii béliimde; ¢alismanin giris kismi verildi ve bir kiire ile diizlemsel yiizeyin
geometrik 6zellikleri incelendi.

Dordiincii boliimde; Bir hareketin kapali dongii denklemleri, hiz ve ivme analizi
ifade edildi. Ornekler verildi. Iki kiirenin birbirine gére degme hareketi, kiire ile diizlemin
birbirine gére degme hareketi incelendi. Bir eksen etrafinda donme hareketinin kinematigi
incelendi.

Anahtar Kelimeler: Degme Hareketi, Kinematik, Kapali Dongii Hareketi, Harita,
Christoffel Sembolleri.



SUMMARY

Contact Coordinates between Three-Dimensional Rigid Bodies

This study has been arranged in four chapters.

In the first chapter; Introduction

In the second chapter; the fundamental definitions as lie operator, Atlas, Gaussian
curvature are given.

In the third chapter; the entrance part of the work was given and the geometrical
properties of a sphere and the planar surface were investigated.

In the fourth chapter; Closed-loop equations of a motion, velocity and acceleration
analysis were expressed. Examples given. The movement of two relative to each other, the
movement of the sphere to the plane relative to each other has been studied. The
kinematics of the rotation about an axis have been studied.

Key Words: Contact Motion, Kinematic, Closed Loop Motion, Map, Christoffel
Symbols.
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1. GIRIS

3-boyutlu kati cisimler arasindaki hiz ve ivme analizi konusu detayli bir sekilde
[2,10,12,15] kaynaklarinda incelenmistir. 3-boyutlu kinematigin degme hareketi tizerindeki
caligmalar [17] tarafindan yapilmistir.

Diizlemsel kat1 cisimler arasindaki degme hareketi iizerine yogun ¢alismalar
[1,6,9,18,23] tarafindan yapilmustir.

Cai and Roth [3,4]; degme hareketi sirasindaki iki cismin degme noktasindaki bagil
hareket hakkinda g¢alismistir. [4]’ de her bir degme hareketindeki cismin yiizeyindeki
degme noktasinin hareketi, her bir yiizeyin bagil hareketi ve local geometrik 6zellikleri

acisindan ifadesi bulunur ve ¢alisma konfigiirasyon alaninin alt uzayiyla sinirlidir.



2. TEMEL TANIMLAR

Tammm 2.1 (Ortogonal Matris): Carpma islemine gore tersi bulunan ve tersi
transpozuna esit olan matrise ortogonal matris denir, yani AT = A=! ise AA™1 = ATA =1
dir,[24].

Tamm 2.2 (Rotasyon Matrisi) : 2 ya da 3- boyutlu uzayda noktalar kullanilarak
yiizey ya da yilizeyler seklinde tanimlanmig cisimlerin dondiikleri zaman tanimlama

noktalarinin gelecegi yeni koordinatlarin hesaplanmasinda kullanilan matrislerdir,[24].

Tamm 2.3 (Atlas) : M™ n- boyutlu topolojik manifoldu gostersin. M™ ¢ nin agik alt
climlelerinin numaralanmig bir ciimlesi V = {V,} olsun. Eger M™ “nin her noktasi i¢in bu
noktay1 ihtiva eden en azindan bir V, var ve U, V, = M" ise V’ye M™ ‘ nin bir agik ortiisii
vardir. Bu sekilde V = {V,,} acik ortiisii verildiginde her bir V,, acik alt ortiisii i¢in V,  y1
R™’ nin bir U, agik alt ortlisiine irtibatlandiran bir de ¢, homeomorfizmi (hem kendisi
hem de tersi tiirevlenebilen 1:1 fonksiyon ) vardir. V = {V,} dan hareketle bir,

A= {(Vo, )/ ba: Vo = Uq}
koleksiyonu elde edilir. A koleksiyonunun her bir (V,, ¢,) ikilisine M" i¢in koordinat

doniisiimii ve ya harita denir. A koleksiyonu herhangi iki (Vy, ¢,) ve (Vg, ¢pp) haritalar:
igin Vo, NV # @ iken qbaoqbﬁ_l: bp (Va N Vﬁ) = ¢e (Ve N'Vp) bileske doniisiimleri 1-
mertebeden  diferansiyellenebilir  ise A ={(V,,Vz)} koleksiyonuna M™ igin

diferansiyellenebilir Atlas adi verilir,[24].

Tamm 2.4 (Gauss Egriligi): M c E3 bir yiizey ve {X,Y} € y(M) lineer bagimsiz

olmak tizere Z = XAY verilsin. O zaman,

K:M-R
det(z, Dyz, D, z)
llz||*

biciminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de

P - K(P) =

M nin P noktasinda Gauss egriligi denir, [25].



Tammm 2.5 (Ortalama Egrilik) : M c E3 bir yiizey ve {X,Y}c y(M) lineer
bagimsiz olmak tizere Z = XAY verilsin. O zaman,
HM->R
det(z, X, Dyz) + det(z,y,Dyz)

llz][3

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de

P - H(P) = —

M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir, [25].

Tamim 2.6 (Simetrik Matris): A, nxn tipinde bir kare matris olsun;

AT = A ise A matrisine simetrik matris denir,[24].

Tammm 2.7 (Lie Grubu): Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu
verilmis olsun. Eger asagidaki Aksiyomlar saglaniyorsa (M,G) ikilisine bir Lie grubu
denir,[25].

L) M nin noktalar1 G nin elemanlar ile ¢akisir.
L,YMXxM-M
(a,b) » ab™?!

islemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

Tanim 2.8 (Lie Operatorii): V bir K cismi iizerinde vektdr uzayi olsun.

[,:VXV->V
XY) - [1XY) =[XY]
doniislimii i¢in asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa bu doniisiime V {istiinde bir Lie

operatorii denir,[25].

1) Bilineer
2) Alterne (VX,Y € Vicin [X, Y] = —[X,Y])
3) VX Y,Z € Vigin



[X,[Y,Z]] + [V, [ZX]] + [Z [X, Y]] = 0.

Tanim 2.9: A reel bir afin uzay ve A ile birlesen vektor uzayida V olsun. Eger V de
bir <,>:VxV - R i¢c¢arpim igslemi tanimlanirsa, bu islem yardimi ile A da ag1, diklik
ve uzunluk gibi metrik 6zellikler tanimlanabilir.

n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzayr V olsun. V ile birlesen bir A afin uzaymna n-
boyutlu Oklid Uzay1 denir ve E™ ile gosterilir[25].

Tamm 2.10: E* , n- boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X olsun. E" de bir afin
koordinat sistemine gore X noktasinin koordinatlart (xq,x,,...,x,) olsun. x;: E® - R
bilesenlerine

E™ nin i-yinci koordinat fonksiyonlar1 denir[25].

Tamim 2.11: R" standart reel afin uzay olmak iizere R" de bir <,>:R" X R" - R

ic garpimin1 VX, Y € R, X = (x4, X3, ..., %) , Y = (Y1, V2, «-» V) i¢in,

n
<,>(xy) =< x,y >= z X; Vi
i=1

Seklinde tanimlayarak, R de standart i¢c carpim veya Oklid i¢ ¢arpimi elde edilir.
Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu R"™ vektor uzay: ile birlesen , R™ afin uzayma n-

boyutlu Standart Oklid Uzay1 denir[25].

Tamim 2.12: Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektdr uzayida V olsun. V de

<,>:VXV->R

3
(X, Y) ->< X, Y >= Z XiYi
i=1

Seklinde bir Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, A afin uzayma 3-boyutlu Oklid Uzay:
denir ve

E3 ile gosterilir[25].

Tamm 2.13: 3-boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay1 V ile birlesen bir Oklid uzay1 E3
olsun. V vektdr uzay: iizerindeki norm ||, || olmak iizere d:E3> XE3 > R, d(X,Y) =
||ﬁ|| olarak tanimlanan fonksiyona E3® de uzaklik fonksiyonu ve her X,Y € E3

icin d(X,Y) degerine de X ile Y arasindaki uzaklik ad1 verilir[25].



Tamim 2.14: E3 , 3- boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir[25].

Tamm 2.15: E3 , 3-boyutlu Oklid uzaymda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna E3 de
Oklid metrigi denir[25].

Tamm2.16: 3- boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay1 R3 ile birlesenE3 6klid uzayinda, siral
bir

{Py, P, P,P;} nokta dortliisii i¢in eger {PyP;, PyP,, PyP;} vektor sistemi V nin bir

ortonormal bazi ise {P,, P, P,P;} catisina bir dik ¢at1 (veya Oklid catis1 ) denir[25].

Tamim 2.17(Lineer Doniisiim): V ve W ayn1 J cismi lizerindeki iki vektor uzayi
olsun. Bir L:V - W doniisiimii i¢in asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa bu doniisiime
lineerdir denir, [24].

i) L(a+ B) = L(a) + L(B) ,Va,B eV
ii) L(aa) = aL(a) Va € 3.

Tamim 2.18(Projektif Uzay): J tizerinde bir vektor uzay1 V ve V deki sifirdan farkl
vektorlerin ctimlesi V' = V — {0} olsun. a, B € V i¢in B = ca olacak sekilde sifirdan farkli
bir ce J skalar1 var ise @ = f yazilir. Bu = bagti V de bir denklik bagintisidir. Bu

sekildeki tiim denklik smiflarinin climlesine V ye karsilik gelen Projektif uzay adi

verilir,[25].

Tanmm 2.19: G bostan farkl1 bir cimle ve - : G X G = G de bir ikili islem olsun, eger
bu ikili islem
Va,b € G icin a.(b.c) = (a.b).c
Ozelligini saglarsa G ye yar1 grup denir, [26].

Tanim 2.20: G, bostan farkli bir ciimle olsun
tGXG-G
(x,y) > x.y
islemi asagidaki 6zellikleri saglarsa (G, .) ikilisine bir grup denir.
) Vx,y,z € Gicin (x.y).z = x.(y.2),

ii) Vx € Gigin e.x = x.e = x olacak sekilde G de bir tek e birim elemani vardir,



iii) Vx € Gicinx.x" = x'.x = e olacak sekilde G de bir tek x' inversi vardir, [27].

(13 (13

Tanim 2.21: (G,.) bir grup olsun G grubu “ . “ islemine gore degisimli ise, yani

Vx,y € Gicin x.y = y.x saglaniyorsa, G ye degisimli grup denir,[28].



3. 3- BOYUTLU UZAYDA KATI CIiSIMLER ARASINDAKiIi TEMAS
KOORDINATLARI

obj 1

obj 2

Sekil 3.1. iki kat1 cismin degme noktasi

3.1. Giris

Sekil 3.1 ‘de iki kat1 cismin degme hareketi gosterilmistir. Herhangi bir t aninda
birinci cismin degme noktasi p; , ikinci cismin degme noktas1 p, “dir.

c1 Ve ¢, iki nokta ¢ifti sirasiyla birinci ve ikinci cismin yiizeyleri boyunca hareket
eden degme noktalaridir. Birinci ve ikinci cismin iki ¢atisi sirasiyla 0, ve o, noktalaridir.
Secilen bu catilar cisimlere baglidir. Degme noktalarin1 ¢; ve c, hareket noktalar ile
koordinat sistemine doniistiirecegiz. Son olarak; t aninda c; Ve c, catilarini sirasiyla sabit
cismin p; ve p, noktalarnin gati koordinatlart ile tanimlayacagiz. Bir nokta ya da bu
noktaya bagli olarak segilen ¢at1 icin ayni sekil kullanilmaktadir. Simdiye kadar yapilan
islemler [15] ile aymidir. T' bir yer vektorii, V dogrusal hiz ve w acgisal hiz olarak
kullanilacaktir. a ve a sirasiyla dogrusal agisal ivmeleri gosterir. w ‘nun anti Simetrik
matris formu igin () ifadesini kullanacagiz. Rotasyon matrisleri R ile tanimlanir. Referans
catilar1 olarak goriilen noktalar bir iist indis olarak da kullanilmaktadir. g bir vektor a ve b
‘de iki alt indis olmak iizere b noktasi g noktasi ile a ve q arasindaki farki ifade eder.

Ornek olarak; I 0,5 €1 “in 04 ‘deki yer vektoridir. 01,  hizi ile 0; gatisinin 01 noktasi
€101

ile c; noktasi arasindaki farki ifade eder. Diger taraftan tek bir egik alt indis oldugu zaman



bu noktaya bagli bir referans catis1 segilmektedir. Boylece; 0;,, Yyadao;, agisal hizinin
Cc1 C1

referans catisi ¢; oldugu zaman o, ‘de referans catist olarak tanimlanir. Aksi belirtilmedigi
siirece vektorlerin koordinat sistemleri bilesenlerinin kendisinin olup olmadigina bakiniz.
Alt indisin koordinat sistemlerinin x,y ve z bilesenlerinin agik olarak ifade edildigine
bakiniz. Bilegenler gz oniine alindiginda ag, ; a catisindaki bilesenleri b catisindaki
vektor bilesenlerine doniistiiren rotasyon matrisidir. Yer vektorleri list indis olarak
kullanilmaz. Ciinkii yer vektorleri bir ¢ati lizerine bagli olarak kurulmaz. Ancak herhangi
bir tiirev, herhangi bir hiz ya da ivmeye bagli olarak kullanilan referans catist tizerinde
tirev alma islemi gerceklestirilemez. [8] ‘deki Kane ve Levinson kullanimina benzer bir

gosterim kullanilacaktir. Ornegin; I, . tiirevini géz oniine alalim. o, referans catis1 sabit

101
oldugundan o, noktasindan dolay1 0, ¢atisindaki c; noktasinin hizi ;

(0] = Old T,
Weyor — dt ‘1o

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde o, ¢atisinda c; noktasinin ivmesi,

“(o1,,) =0
dt Weio0q tac,o,

seklindedir. Boylece p, catisinda I, tiirevi Piy,., degildir. Bunun yerine
1P1

p2d _ D1y

dt Teypy = dt Teipa + pzwp1 X Teipy
= prc1P1 + pzwpl X Teips

olarak gelistirilen ifade Kane ve Levinson tarafindan iiretilen ifade ile aynidir [8].
3.2. B3 ‘teki Yiizeylerin Temel Ozellikleri

Burada Kinematik denklem iliskilerini arastirmak i¢in bu ¢alismamizda daha sonra
kullanacagimiz birka¢ tanim ve kavrami inceleyecegiz. Ayrintili olarak bu konu standart
diferansiyel geometride bulunabilir.[14,22,11]

Tamim3.2.1: S,; p noktasini igeren S yiizeyinin agik bir alt kiimesi olsun. Eger R*’

nin bir U agik alt kiimesi var ve f: U — S, € R> doniisiimii ve Ve = (¢',e*) € U i¢in agg(f)

ve 2O fineer bagimsiz tiirev ¢iftleri mevcut ise (f, U) ikilisine S,,’nin Koordinat Sistemi
92 14

denir.



S, acik bagl alt kiimesine Harita denir. S’nin tiim noktalarmn tek bir haritas: ile
temsil edilebilecegini soyleyebiliriz. Boyle bir durumda S’nin tiim noktalarini kapsayan
haritalari ile bir dizi olusturabiliriz. Yani ; S =U}%; S; ‘dir. Buradaki S;’ler S’in haritasidur.
{S;}i=, ifadesine S igin Atlas denir. S’nin temel 6zelliklerini karakteize edebilmek igin

f’nin tiirevlerini hesaplamak gerekecektir. f (1, £2) ‘yi C3 sinifindan alacagiz.

Tamim.3.2.2: Lineer bagimsiz bir nokta olarak verilen x; = a;g(f) i = (1,2) ifadesine

yiizeyin Dayanak Vektorleri adi verilir. x; ve x, 6zel noktalar1 minimal teget diizlemini

X1XXp

kapsar. n birim normal;
[lx1 Xx21|

ifadesine belirli bir noktada teget diizlemine dik olan birim

normal vektordiir. (,) i¢ ¢arpim sembolii olmak {izere eger; (x;,x,) =0 ise (f,U)’ya
ortogonal koordinat sistemi denir.

Not: x; ‘ler birim vektor olmak zorunda degildir.
X1 X2
gl ez

Tanim.3.2.3:

ve n ig¢li birim vektorlerinin etrafinda olusan degme

noktas1 olmak iizere bir local referans catisidir. n, normal vektoér olacak sekilde (f,U)
koordinat sistemini segeriz.

Tamim.3.2.4: G bir metrik tensor 6yle ki 2 X 2 tipinde simetrik ve pozitif tanimli bir
matrisin elemanlar1 g; ; = (x;,x;) i,j = 1,2 seklinde tanimlanir. g; ; katsayilar1 1. Temel
formu verir.

Tamim.3.2.5: Christoffell Sembolleri: iki tip christoffel sembolil vardir. Birinci tip
christoffel sembolii [ij, k]olmak lizere;

(')xi

[ij, k] = (E,xk) ij, k=12
seklinde tanmimlanir. ikinci tip christoffel sembolii Fi’fj olmak iizere;
2 P 2
Xi .. .
= Z (a—g};xﬂglk = z:[l],l]g”c i,j k=12
i=1 i=1

Seklinde tamimlamir. Burada g¢g** ; G metrik tensoriiniin ters bilesenleridir.
Tanimlanmis olan christoffel sembollerinin her ikisininde simetrik oldugu aciktir. Yani;
lij, k] = [ji, k] ve Filj = F/f seklindedir. Koordinat sistemi Kartezyen oldugundan
christoffel sembolleri sifira esittir. Christoffel sembollerini metrik tensoriin bilesenlerinin

tlirevi olarak ifade edebiliriz. Yani ;

09ij o o
?}j = [jk,i] + [ik,j] = g1 jlk + gjlrilk (3.1)



seklindedir.

Tamm.3.2.6: Gauss Denklemleri: Temel vektorlerin tiirevi;
2% = Lyn + % T/, seklindedir. Ly; sadece metrik tensordeki ikinci temel formun
bilesenleri ile iliskilidir. [‘5 teget bilesenlerini bulmak i¢in Zx

gj. normal bilesenleri bulmak
gerekir.

Yiiksek Mertebeden Tiirevler: f en az €3 smifindan ise L

ij Ve Fk
diferansiyellenebilirdir. Straighforward tarafindan % diferansiyeli;

t

2
azxi

= Z [T + TATS, — Ll e + [ Lak + Lijueln
a,f=1

al"‘i"k aLij .
E ve Lij,k = ﬁ dir.

seklinde tanimlanmustir. Burada T ;

q - |
'5_ "= constant

Sekil 3.2. Bir kiirenin koordinat egrileri

3.3. Ornekler

3.3.1. Bir Kiirenin Geometrik Ozellikleri

p yaricapl bir kiire i¢in koordinat sistemi;
U - R3:(e1,E%) — (psinElcos 2, psin EL sin E?, p cos £
P P P

Seklinde tanimlanir. Koordinat sisteminin birim normallerine karsilik gelen birim
normal vektorleri;

10



x, = | pcosELsin E2 p sin £ cos E2 sin 1 sin £2

p cos E* cos 7] [—p sin &1 sinszl [sinsl cos 82]
xZ = n=
—psin &L 0 cos EL

olacak sekilde degme c¢atisi _”fc—l”, ”3;2” ,n] seklinde tanimlanir. G metrik tensoriiniin
LA 2

bilesenleri;
911 =p° 912 =10
g21=10 g22 = p?sin(€1)?

olarak verilir. Koordinat sistemi ortogonal oldugundan G vektoreldir. ({x;,x,) = 0)
christoffel sembolleri ve L;; katsayilari ;

If; =0 4 =0
L, =0 Iz, = cotel!
Iy =0 I'Z = cotel

1 5 1 1 2
I';, =—sing cos& r; =0

Ly =—p L, =0
L21 = 0 L22 = —p(Sln 81)2
seklindedir. Filj ve L;; ‘nin tiirevleri sifirdan farkhidir.
[, = —csc?el [}, =—csc?et
1-‘212,1 = - Cos(Zgl) Ly, = —2psin elcosel
‘dir.
g
>
d
7
y
f!
oLA
-l ‘\x}

=
5 = constant

2 J%J’f

& j= comstant

Sekil 3.3. Bir diizlemin koordinat egrileri

Gauss egriligi ve bir kiirenin ortalama egriligi sabit olmasina ragmen g;;, Fl-’; ve L;;

katsayilar1 sabit degildir.
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3.3.2. Diizlemsel bir yiizeyin geometrik ozellikleri

f:U c R? > R3:(e1,6%) — (&1, £%,0) koordinat sistemi ile sekil3.3’teki diizlemi

dikkate alalim. Onceki boliimde verilen tanimlardan asagidaki sonuglar elde edilir.

of] ol

g1 =1 912 =10
921 =0 g2z =1
Bir diizlemin birim normal vektorleri ve metrik tensoriin bilesenleri sabit oldugundan

diger tiim yiiksek mertebeden tiirevleri sifirdir.
3.4. Degme Hareketinin Noktalari

Degme noktasinin hareketini karakterize edebilmek i¢in tanim.3.2.5’teki degme
hareketini tanimlayacagiz. Sekil3.4’te (sol) gosterildigi gibi i igin €' =u; ve €2 =v;
olarak tanimlanir. Degme hareketinin dort tekil koordinati uy,v;,u, Ve v, seklinde
tanimlanir. u; Ve u, arasindaki a¢1 degme agisinin besinci parametresi Y dir. [15]

Sekil3.4’te  (x;); (v tegeti = sabit egri) ve (xy), (vytegeti = sabit egri)
arasindaki a¢iy1 ifade eder. p; noktasindaki ylizeyde (n); disa dogru birim normalini (x;),
etrafinda dondiiriilmesiyle ¥ agis1 elde edilir ve (x;); ve (x;), aym hizaya gelecek

sekilde Y ’nin isareti belirlenir.

Sekil 3.4. Koordinat egrileri ve Degme catilari ve 1) agisinin tanimi
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4. BIR HAREKETIN KAPALI DONGU DENKLEMLERI

Sekil 3.1°de [18]’deki vektor i¢in liggen kuralini kullanacak olursak;
Teio; = Teppy (4.1)

seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla (4.1) denkleminin herhangi bir koordinat sisteminin
bilesenleri olarak yazabiliriz. ( Bu noktada biz sadece belirli bir koordinat sisteminin
vektor denklemleri ve onlarin bilesenleri ile ilgilenecegiz. ) (4.1) denkleminin her bir
teriminin t aninda o; referans gatisina gore tiirevi;

0.

= p; +0; XT71., +o0; 4.2
Vegop Ve, twp, *CiPi pjo; (42)

seklindedir. (4.2) denkleminin o; referans gatisina gore tiirevi,
Oiacioi 4 piacipi 4 Oiwpi & inCipi 4 piwcipi X Tep, +
Oty X (inCipi + Ot X rcmi) S Oigy oy (4.3)
seklindedir. Acgisal hizlara [8] ek teoremi uygulanirsa;
Oiwci = Oiwpi + piwci (44)
seklinde olur. (4.4) denkleminin her bir terimin o; gatisina gore tiirevi alinirsa;
Oy, = Oty ¥ Pig,, F Oty X Piy (4.5)

olur. Burada ay, ; a,, nin a gatisinda zamana gore tiirevidir. Her i i¢in p; ve o; sabit

oldugundan;
Oiwpi =0, Oiwpl. =0, oiniOi =0 dir.
(4.5) denklemi (4.2) de yerine yazilirsa;
OlVCi,,i = incipl- (4.6)
oy, = Piag, (47)
0y = Piy, (4.8)
iV Piy,, (4.9)



elde edilir. Kapali p, = ¢; = p; = p, dongiisiinii ele alalim. Yer vektorlerinin toplamina

ticgen kanununu uygulayabilmek i¢in;

Teip, = Teypy + Tp1p2 (4'10)
ifadesini kullanacagiz. (4.10) denkleminin p, referans gatisina gore ikinci kez tiirevi

alinacak olursa;

Py, =DPi,  FP2, XTep +P2y (4.11)

= +py. XT., + X X T,
pZaC1p2 plaC1p1 pZWpl C1P1 pZWpl (pZWpl C1p1)

szwm X prC1p1 + pzampz (4.12)

elde edilir. Yukaridaki denklemde 7, = 0 ‘dir. Benzer sekilde agisal hizlar i¢in hiz

ve ivme denklemlerini elde edecegiz.

P2y, = Py, + P2y, (4.13)
P2y, = Py, + P2y, X Piy,, + P2, (4.14)
Simdi p, = ¢; = ¢, = p, kapali dongiisiinii ele alalim.
Ty, = Tedl Te,p, (4.15)
P2y, . = Cov, ., + P2y, X Teic, + P2y, (4.16)
P2a,,, = C2a, T P2y, X Terc, T P2y, X (Pzwcz X Teyc,)
+2P2WC2 X 1v,.c, + P2q,,, (4.17)

Seklinde kapali dongii denklemleri vardir. Tanim olarak yukaridaki denklemde
Terer C2y, Ve ¢, Gerc, vektorleri sifirdir. Kapali dongii denklemleri i¢in agisal hizlar ;
P2y, = C2w,, + P2y, (4.18)
P2y, = C2yp,, + P2w,, X C2w,, + P2y, (4.19)

seklindedir. Simdi kapali dongii denklemlerinin degme hareketi dedigimiz kapali dongii

denklemlerini elde edecegiz. (4.11) ve (4.16) denklemlerini esitledikten sonra 1., , 7. ¢, V€

Ve,c, ‘i sifir alirsak ;

A + P2y, 1, (4.20)
elde edilir. (4.20) denklemini (4.2) denkleminde yazarsak ;
OZVCZOZ - 02V0101 + szpﬂJz (421)

denklemi elde edilir. Ciinkii Oiyy = 0 ve Oiyy, = 0’dir. (4.13) ve (4.18) denklemlerinin

sag taraflar1 esitlenip (4.8) denkleminde yazilirsa ;
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Ol‘,vc1 + psz1 = CZWCl + OZWCZ (422)
elde edilir. Daha sonra (4.12) ve (4.17) denklemlerinin sag taraflar1 esitlenip 4.6-4.7

denklemlerini kullanarak basitlestirirsek ;

OZaZO = (4‘23)

= 2 X
2 Olac101 + pzwm 01VC101 +p

Ap1p2

elde edilir. Son olarak (4.14) ve (4.19) denklemlerinin sag taraflar esitlenerek ve 4.8-4.9

denklemleri ile basitlestirirsek;
01WC1 + pzwpl X 01WC1 + pzwpl == CZWCl + OZWCZ X CZWC1 + OZWCZ (4’24)
elde edilir. Ozetle (4.21) ve (4.22) denklemleri degme noktasinda (4.23) ve (4.24)

denklemleri kapali dongii hareketinin hiz ve ivmesidir.
4.1. Hiz Analizi

p, catisinda (ayrica cycatisinda) kati cisimlerin birbirine gore hareketinde relatif

lineer ve agisal hizlarin vektorel formda gdsterimi;

Vi Wy

= |k = |W
P2y, s Vy P2y, wy
Z zZ

seklinde tanimlanir. Bu bdliimde yukarida tanimlanan relatif lineer ve acisal hizlarin
degme hareketindeki degisiklikleri ile (4.21) ve (4.22) denklemlerine bagli olarak
koordinat degisimleri agagidaki yer vektorii ile verilir.
i i¢in o; ‘deki ¢; degme noktasindaki yer vektorti;
Teror = Tero (64, €7) i =12 (4.25)
seklinde tanimlanir. o; ve c; arasindaki ve c; ile ¢, arasindaki doniisiimii dikkate alalim.
rotasyon matrisi basit olarak;

Ol'RCi

-1

R{[Xij ) (”)‘}[(‘)‘ CONON S e

Il Ukl 0.,

seklinde tanimlanir. Koordinat sistemi dik oldugundan G; metrik tensoriin tiim elemanlari
pozitiftir ve karekdk islemi uygulanabilir. i igin ¢, , ’in;
c1
[ cosy —siny 0 ] [Ry Oz
Cap, =

= |—sin — cos 0]=
0 l/) O l/) _1 01><2 _1

15



oldugu goriilebilir. Simdi hiz ifadelerinin terimlerini bulmaya calisacagiz. o; ¢atisinda

(4.25) denkleminin tiirevi bu ¢atida ¢; degme noktasindaki hizini verir. Sonug olarak;
2
d 1 g2 j .
Och-o. = E[Oirc-o-(f "f )] = Z(x])lf i=1.2 (4_27)
j=1

denklemi ortaya c¢ikar. ¢, degme catisindaki noktalarin hizlart ((4.27) denklemi
kullanilacak);

oo c : : R, /G,U
Voo, = 2R01 2R01 [(X1)1U1+(X2)1V1:|= T\/O_l '

e (4.28)
O C U
Vo, = °R, [(Xi) u, +(X,), V] F (4.29)

seklinde ifade edilir. Burada;
Uy =[wm v1]TveU, = [uz v2]T “dir.
Acisal hiz i¢in anti simetrik matris gosterimi direkt olarak [13] rotasyon matrisi ile

elde edilmistir. Herhangi bir fp  rotasyon matrisi i¢in f ¢atisindaki tiirevi fo = RRT ile

verilir.
Bu nedenle;
0 Y 0
Czﬂcl = Cchl CzRgl = _lIJ 0 0 (430)
0O 0 O

dir. Burada c, a,. matris formdaki ¢, degme catisindaki agisal hiz1 ifade eder. Benzer
1

sekilde o; a,. i degme catisinda basitlestirilmis olarak;

"0, = “RI°R,
o oo oo {7 otz st g0

seklinde ifade edilir. [ij, k] ve l“jik christoffel sembollerini ve L;; ikinci temel formun

katsayilarini asagidaki gibi cebirsel olarak ifade edilmistir.
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[Ll ([11.1], u, +[12,1], v, ° i

11

°Q, =- 0 [gij ([21.1], 4, +[22,1],v,) ©
0 0 0
1 . . 1)( 1 . . 1 . N
[g—] ([11.4], u, +[12,1], v, —(g—j (-J ([11.2], 4, +[12,2], v, —{g—j {(Ly), 0y + (L), v }
+ (gi] (gij ([12.2], u, +[12,2], v, [gi] ([21.1], 4, +[22.1], v;) —(giJ (L), Uy + (L ), Ve f
1 . . 1 . .
[g_j {(L11)1u1+(L12)1V1} {g_zzj {(L21)1u1+(L22)1v1} 0
buradan;
0 —(0:1Uy) {—(\/G—l)_1L1U1}2X1
01, = (0111 Uy) 0 1 (4.31)
1 . 5T
{~(GD 'L}, , 0 0
1
elde edilir. Burada i =1,2 i¢in o; = {%}2 baz vektorlerinin normlarina oranidir.

Ortonormal bir sistem i¢in o; = 1’dir. i i¢in [ ve L; sirastyla christoffel sembolii ve ikinci
temel formun katsayilarindan olusan 1 X 2 ve 2 X 2 tipinden matrislerdir. " ve L;
['= [F121 F122]

L = L4 L12]
Lyy Ly
seklinde tanimlanir. Benzer sekilde;
0 —(0,1,Uy) {—(\/G_z)_leuz}ZXl
02q,, = (0:1,U5) 0 1 (4.32)
W)LY 0 0

seklinde olur. ¢, c¢atisindaki her vektor igin (4.21) denkleminde 4.28-4.29

denklemlerindeki O,y Ve 0y,  ifadeleri yerine yazilirsa ;
€20, €101
JGU; = Ry /G, Uy + v
2Uz = Ryt ™ |y

V,=0



ifadesi elde edilir. (4.68) denklemindeki o, , (4.32) denklemindeki o, ve (4.30)
c1 c2
denklemindeki ¢, ifadesi (4.22) denkleminde yerine yazilirsa;
€1
. W )
Ry(G) 'L, Uy + [_zx] = —(G2) 'L, U;
_O-lrlUl + w,; = _l/) + 0-21—‘202

elde edilir. Yukaridaki denklem basitlestirilerek kati cisimlerin hizlarindaki degme

hareketlerinin degisim orani olan ;

Uy = (G Ry + 1) [ = (7 )~ iy (%)] (4.33)
0, = e+ ) = (53) + ()] (4.34)
Y = o, U, + 0,10, — w, (4.35)
V=0 (4.36)

ifadeler birinci dereceden degme hareketinin kinematiklerini verir. Burada;

H; = (/G1)"*Li(\/G,)™! ve H; = RyH; Ry seklinde tanimlicir. Bu denklemler ilk
olarak Montana [15] tarafindan hiz denklemleri olarak ifade edildi. Ilk olarak yiizey
ozelliklerini agiklamak i¢in standart diferansiyel geometri gosterimini (g;;, Fl-’; ve Li;)

kullanacgiz. ikinci olarak ; ¢, montana gibi c, ¢atisindaki tiim vektorleri ¢ozecegiz.
4.2. ivme Analizi

¢, catisinda ki degme hareketindeki kati cisimlerin relatif dogrusal ve agisal

a, Ay
=1|a . =|a
D2 ap1p, ay Pza,p1 y
z

a;

bilesenlerini;

seklinde alalim. Bu boliimde (4.23) ve (4.24) denklemlerindeki kalan terimleri bulmak i¢in
yukarida tanimlanan relatif lineer ve agisal ivmelerin degme hareketindeki koordinatlari ve
onlarin tiirevlerindeki degisiklikler ile iliskilendirerek terimleri bulacagiz. Yiizey
Ozelliklerinin diger matris fonksiyonlarini tanimlamak i¢in uygundur. (I' ve L ile benzer
sekilde)

rf, 2ri, lez]
Iy 2rh T3
L=1[Lyy 2L;p Ly]

[ =
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T3
(TH —TiTA + 6_51

arg,  oTh

[=|(} —T{OTE + (T4 —TH)TE + FIE) + 9¢?
2 1\12 F122
(Fzz - Flz)rlz + 0_52
[ 0Lq1
/ FillLll 651 \
| dLi; Ly |
| TiL1p + Ly, — 6{1 - 6{ i
_ l—‘112L12 afz /
L= oL
21
/ l—‘le’ZI aél \
I 0Ly, 0Ly |
| T2 Ly, + ThLy — 6{1 - 0{2 i
dL,,
i 1—‘2221’22 o afz / |

ilk olarak degme hareketinin lineer ivmelerini dikkate alacagiz. o; ¢atisindaki;

Ot = 3| Otves] = Z(xoﬂZ(afk) g

j.k=1
ifadesi ¢, degme ¢atisinda;
C2

1aC101 RCI ClRO [(xl)lul + (Xz)l‘ijl

(—)1(u1) + 2( )1”1171 +( )1(171) ]

_ Ry /G (U; + oWy
01, - (4.37)
€101 _L1W1

seklinde ifade edilir. Buradaki W; = [(i;)? wv; (¥;)?]"  ifadesi non-lineer hiz

terimlerini temsil eder. Benzer sekilde;

o

X — \/G_z (Uz + r2 Wzl
Ae202 L,w,

seklinde tanimlidir. ¢; degme noktasindaki i’ye bagli o; relatif catis1 i¢in ¢; catisinin
anti-simetrik matrisini tanimlayacagiz.

Ochi

Oig, = Oigf Otk —( Oy OiRCi)( OigT OiRci)
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= Oigr Oig, — Oiq. g
seklinde tanimlanir. o; QCi’nin (4.68) ‘daki ifadesi ve oiRCi’nin (4.26) “de ifadesi yerine
yazildiktan sonra gerekli islemler yapilirsa;
OiQCi = OiRCTi Oi,;;ci - OiQCi OiQCi
Not: 1x3 tipindeki T matrisi ve 2x3 tipindeki L matrisi 3. dereceden yiizey
ozelliklerinin denklemleri igine girer. ¢, ¢atisinda (4.23) ve (4.24) denklemlerinin terimleri
asagidaki gibidir:

szlRll)‘/G—lul
0 = /—wn\T
P, X v = | (70 (a0,
-1 . . (T
~Ry(E)  Latha, + aurin ()
Pzwp 1wc1=

—wy\T A
~(0.)) RyEL(JGDTL10;
y

0
€24, = [ O..]
oy

Burada E; = [(1) _01] ‘dir. (4.23) denklemindeki uygun ifadeler yerine yazilirsa;

.. — .. — . a

JG2 (U, + TyWs) = Ry JGL(Uy + TyWy) + 20,1 Ry [GL Uy + [a;] (4.38)
_ _ —wy, T .
LW, = —L,W, + 2( o, ) Ry/GLU; + a, (4.39)

ve (25) denkleminden;
-1 ,= . -1 . . —w
RyE\(\JG) (LW, — L, Uy) = RyE,({G1) LiUyw, + 011U, ( wzy)

o] = (V8 Lalioh + E(VG) " LW — LT, 0.0

. = wy\T -1 .
_0'1(F1U1 + F1W1) - ( wz ) Rl[)El(\/G_Z) L1U1 + aZ

elde edilir. (4.38), (4.40) ve (4.41) denklemlerinin ¢Oziimleri ile kat1 cisim hizlar1 ve
ivmelerindeki degme hareketlerinin ikinci tiirevlerine iliskin ikinci mertebeden degme

hareketlerinin kinematik denklemlerini elde ederiz. Bunlar;
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lgj_lm}:g;_ —Ele\/_ l {[RWR(%ETJ Wi

N VG2 T, ) le+ —2w,E; Ry [G, | 0 lull
.E1(\/G_2)_1L2 _(Ulelex/G_1 _l/)HZ\/G_z Uz
021 O2><1
— 01F1U1( y Ole } (4.42)

l/) = 0-1(F1U1 + FWl) + 0-2(F2U2 + F2W2)

Wy \T )
+(Zg.) ReE(G) MUy — (4.43)
seklindedir. (40) denklemi diizenlenirse ;
— _ wy, \T .
a, = LW, + LyW, + 2 (—wx) Ry\/G1 U, (4.44)

seklinde elde edilen ifade bir degme hareketinin ivmesidir.
4.3. Ornekler
4.3.1. iki Kiirenin Birbirine gore Degme Hareketi

Degme halindeki iki kiire i¢in birinci ve ikinci dereceden degme hareketinin
kinematik denklemini elde edecegiz. Koordinatlari ve denklem se¢imini 3.3 boliimiine gore
yapacagiz. (4.33)-(4.35) denklemlerini kullanacak olursak;

P1 Vy sin Y-V, cos lﬂ]

ul B P1¥pz [w Slnl/) " a)y €08 lp] p1t+p2 (445)
. 1 . _
Vv = (o1 + py) sinas [Pz (wx cosyP — w,, siny) + (V; siny + 1, cos 1,[1)] (4.46)
i, = pry + Vx )
p1+ P2
—p1wy + 1,
= Gt payen (4.48)

(p1 + p2) sinu,

; 1 Vesiny +V, cos
Y=-w,+ i (a)x cos Y — wy, sin ¢:) + [ wsin + 1y 1/)] (4.49)
tanv, [p, + p2 p1t p2

seklinde ifade edilen birinci dereceden degme hareketinin kinematik denklemlerini elde

ederiz. Hizlanma aninda (4.42) denklemini;
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U, P, Sinysinu, sinu,  p, cosy sinu, sinu,  cosy sinu, sinu, siny sinu, sinu, | ( &y

v 1 cosy sinu siny sinu siny sinu cosy sinu a
“1 _t P 4 2 P> _ ‘//_ 2 : 4 e 4 2 Yk (450)
u, | A 0 P, sinu; sinu, sinu, sinu, 0 ay
v, p,sinu, 0 0 sinu, a,

formunda ifade edebiliriz. Burada h degme hareketinin koordinatlarinin degisim orani ile
kat1 cisim hizlarinin bir non- lineer fonksiyonu olacak sekilde ;
wu, +W,U, cos'¥ —w,V; cosu, —U,V; os ‘¥ cosu, + U,V, Cosu, — W,V sin ‘¥ sinu,
W, V, COSU, — W, U, sin ¥ +U,V, cosu, sin ¥ —w,V, cos P sinu, + PV, sinu,
2w, p,U, Sin¥ — 2 p,U,V, cosu, sin W + 2w, p,V, cos ¥ sinu, — o,V cos P cosu, sinu, + p,V cosu, sinu,
2w, p,U, cos ¥ — 2 p,U,V, cos W cosu, — 2 p,U,V, CoSU,— 2w, p,V, sin W sinu, + p,V” cosu,sin ¥ sinu,

h:

seklinde tanimlanir ve
A = (p; + pz) sinu, sinu,
dir. (4.43) denkleminden;
Y = —a, + ¥, cosu, + i, cosu, — w,y (U siny + vy sinu, cosy
—UyV; Sinuy — UV, Sinu, + w, (V4 sinuy siny — 14 cos P) (4.51)
denklemi elde edilir ve (4.39) denkleminden degme hareketinin ivmesi ;
a; = —(p1Uf + p1 (U1 sinuy)? + pott5 + p, (v, sinuy)? — 2p1wy Ty + 2p1w, Dy SINUL)
(4.52)
seklinde olur. Cai ve Roth [4] ‘un bulusuna goére 6zel bir durum olarak ayni hizada
bulunan iki ylizey tizerindeki koordinat egrileri arasindaki ¥ agis1 0’dir. Bu 6zel durum
i¢in;
Y=0,u = g v, =0,u, = g v, =0 degerlerini yukaridaki denklemde yerine

yazarsak ayni sonucu elde ederiz.

P2y — Ve
Uy =———
p1t P2
P2y + Vy
v =—
p1t p2
pP1wWy + Vx
uz S —
p1+ p2
. —pP10x t Vy
V) =—"T"—
p1+ P2
4 = —a, + Ayp; — Wy, P — 2w,y
! p1t P2
5 = Ay + Axpr + WywW,P; — 20,y
! p1t P2
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—a; + ayp; — WyW,P; — 20,y

uz =

p1+ P2
1.].2 — Ay—axP1tWywzP1

p1tp2
olacak sekilde tanimlidirlar. Bu kisimda ;
ljj = —wy,
Y a)x(wypl + vx)
pP1+ p2

dir.
4.4, Kiire ile Diizlemin Birbirine gore Degme Hareketi
Bir kiireyle (obj2) temas eden bir diizlemin (objl) ornegini diislinelim. Hiz

denklemleri;

Uy = p(wy cosy + wy siny — Vi cosy +

V, sin)
Uy = p(—wy siny + wy cosy + Vi siny + 1, cos y)
Uy = Wy
Uy = —W, CSCU,

P = —(w, cotu, + w,)
seklinde tanimlanir. lvme denklemleri;
i, = pY (i, siny + v, sinu, cosP) — P, ¥, coS Uy Siny — p(1,)? sin u, cos u, cos P
—2w,¥; + p(ay siny + a, cosyp) — (a, cosy — a, siny)
¥y = p (i, cosP — ¥, sinu, siny) — pii, v, cosu, cosP + p(v,)? sinu, cos u, sin P
+2w,1, + p(ax cosy — ay, sin 1/1) + (ax siny + a,, cos 1/))
il, = v, sinu, + ay
Dy = Uyt CSCUy — Uy Vy COt U, — Ly CSC U,

Y = v, sinuy; — UV, COSU, — Ay,
seklinde tanimlanir.
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4.4.1. Bir Eksen Etrafinda Donme Hareketinin Kinematigi

Eger bir cisim iizerindeki degme hareketinin hizi baska bir cisim tizerindeki degme

hareketinin hizina esit ise bu durum iki cismin donme hareketinin degme sartidir.

, obj 1
Py
Py
P 2
* obj 2
p, /)
at time r/ at time

Sekil 4.1. iki kat1 cismin donme hareketi

Bagka bir deyisle degme hareketleri arasindaki bagil hiz ya da kayma hiz1 [3,4]
sifirdir. Bu tanim 1yi1 bilinen ve standart kinematik konusunda bulunabilir. Donme hareketi
i¢in 1. dereceden degme hareketi tanimlanir. (ve daha yiiksek mertebeden tiirevler lizerinde
) Ciinkii bu hizlar lizerinde bir kosulu getirir. Donme hareketi i¢in 1. dereceden kosulu
kullanacagiz. Bununla birlikte degme hareketleri arasindaki relatif hizin sifir olmasinin
yani sira belli bir aralikta sabit kalir. iki cismin donme hareketi icin 2. dereceden sartini
kullanacagiz. Sekil.4.1 de p; ve p; i ¢ ye bagl noktalardir. t anindaki degme noktas p; , £
anindaki degme noktasi p; ‘diir. t ve £, At aalig1 ile boliinmiis anlik zamanlar olarak ifade

edilir. Donme hareketi igin 1. dereceden kosul;

Pav,, ) =0 (4.53)
seklinde tanimlidir. ¢, temas catisinda ;
Vs
=0 (4.54)
V,
dir. Donme hareketi icin 2. dereceden kosul;
pZV (t) - ﬁZV, ) (f)
lim 2p2 P2 (4.55)

(t—-£)-0 t—t
seklindedir. (4.55) denklemini yeniden diizenleyip yazarsak ;
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P2 t)- p2 ® P2y () P2y, ~®
lim —2p2 P2 gy, P2 P g (4.56)

(t=£)—0 t—t (t—t)—0 t—t

ifadesi elde edilir. Yukardaki denklemin P2, (t) harig ilk terimi sifirdir.
1p2

- P2y, X Pir,
ﬁzvplpz = Pay,, ~ oldugu kabul edilerck ikinci terimi lim = Pipy
eklinde yazabiliriz. At — 0 iken lim % = — ‘dir. Boylece ;
$ Y . (t—£)=0 t—f prClpl . Yy ’
Pzap () + P24, ( P1y ) =0 (4.57)
€1p1
seklinde yazabiliriz. Ciinkii ;
P1Vclp2 = 01\16101
‘dir. (58) denklemini diizenlersek
b2, ( )=-— sz 1y (4.58)
P1ip €104

ifadesini elde ederiz. Bu ifade déonme hareketi i¢in 2. dereceden kosuldur. ¢, degme

catisinda ;

[ ] ( ElRlp\/ Ul)wz
y .
wz R¢1/GlUl

seklinde olur. (4.28) denkleminden o,,, ifadesi ve P2, = [Wx Wy Wz]7 esitligini
€101 1

(4.59)

kullanacagiz. Donme hareketi i¢in 1. dereceden kosul aslinda (4.44) denklemi ile ayn1 olan
bir 3. skalar denklemi olarak gdsterilebilir[20]. Daha 6nce tanimlamis oldugumuz dénme
hareketi kosullarina ilave olarak no-spin kosulu olarak bilinen sadece donme hareketi
denilen baska bir kosulu elde edecegiz. Donme hareketi i¢in agisal hizlarin dénme
bilesenleri sifirdir[ 16]. Baska bir ifade ile ¢, ¢atisinda

w, =0 (4.60)
dir. 2. dereceden donme hareketi i¢in donme hizinin tiirevi ya da bagil agisal hizin z
bilesenine gore tlirevi sifirdir. Yani ;

a,=0 (4.61)
dir.
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4.5. Ornek: iki Kiirenin Degme Hareketi

Bir 6nceki boliimde kiire disinda bir degmenin kiire i¢in olan 6rnegi dikkate alalim.

1. dereceden donme hareketi kosullari ;

V,=0 V,=0 V,=0
‘dir. (4.59) denkleminden 2. dereceden dénme hareketi igin;
Ay — (P11 Siny + p, vy cosP)w,
[ay] = —(p1y cOSY — po1 ) w, (4.62)
az (P11 Siny + po vy cosP)w, + (p1Utg COSY — P vy sinYP)wy,

Buradaki 1; ve v; (4.45) ve (4.48) denklemlerinde verilmistir. Ayrica donme hareketi

i¢in ;
w, =0 (4.63)
a,=0 (4.64)
‘dir.
(4.45)-(4.48) denklemlerindeki w; ve v; ifadeleri yerine yazilirsa;
a,=0 (4.65)
a,=0 (4.66)
_ (w3+w3)p1p2
z p1t+p2 (4.67)

olarak elde edilir.
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