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OZET
MANNHEIM EGRILERiI VE KARAKTERIZASYONLARI

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; ¢aligmanin igerigi ve amaci verilmistir.

Ikinci bdliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii bolimde, 4-Boyutlu Oklid uzay1 E* de genellestirilmis Mannheim egrileri
incelenmistir.

Dordiincii ve besinci boliimlerde calismamizin orijinal olan kisimlar1 verildi.

Dérdiincii boliimde, 5-boyutlu Oklid uzayi E° de genellestirilmis Mannheim egrileri
ve karakterizasyonlar1 verilmistir.

Besinci boliimde de n-boyutlu Oklid uzay1 E" de genellestirilmis Mannheim egrileri

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Oklid uzayi, Genellestirilmis Mannheim egrileri
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SUMMARY

MANNHEIM CURVES AND THEIR CHARACTERIZATIONS

This thesis consists of five chapters.
In the first chapter; the aim and content of the thesis are explained.
In the second chapter; basic definitions and theorems were given.

In the third chapter; generalised Mannheim Curves in the four dimensional
Euclidean Space E* were examined.

Fourth and fifth chapter are original parts of our study.

In the fourth chapter; generalised Mannheim Curves and their characterizations in
the five dimensional Euclidean Space E> were given.

In the fifth chapter; generalised Mannheim Curves in the n dimensional Euclidean
Space E" were examined.

Keywords: Euclidean Space, Generalised Mannheim curves.
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1.GIRIS

Egriler kavrami diferensiyel geometrinin temel konularindan biridir. Iki uzay
egrisinin Frenet catilarmnin vektorleri arasindaki lineer bagimlilik géz oniine alinarak
yapilan c¢aligmalar diferensiyel geometride ilgi ¢eken konulardan biridir. Bu 6zellikteki
egri ciftlerinden en iyi bilinenlerinden biri Bertrand egrileridir. Son yillarda bu egrilerden
biri olan Mannheim egriler calisilmaya baslanmistir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin

Mannheim egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrinin egrilik ve burulmasi arasinda A
sifirdan farkli bir sabit olmak iizere x°=A(x*+7°) esitliginin saglanmasidir. Literatiir

arastirildiginda Mannheim egri kavrami 1948 yilinda O. Tigano ve 1966 yilinda R.Bloom
tarafindan galisilmustir. Oklid uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve
yeter kosullar1 2007 ve 2008 yillarinda Liu ve Wang incelemistir. Bu g¢alismada bir
Mannheim egrisinin genellestirilmis helis olmasi durumunda Mannheim egri ¢iftinin bir
dogru oldugu; Mannheim egri ciftinin bir genellestirilmis helis olmasi durumunda ise
Mannheim egrisinin egrilik ve burulmasi arasindaki oran bulunmustur. Ayrica 2008 yilinda
Liu ve Wang yaptig1 ¢alismada Minkowski uzayinda da Mannheim egrileri ile ilgili
karakterizasyonlar bulmustur. Orbay ve Kasap 2009 yilinda yaptiklar1 calismada Oklid
uzayinda Mannheim egrisinin egrilik ve burulmasi arasinda sabit katsayili lineer bir iligki

oldugunu, Mannheim egri ¢iftlerinin ilgili noktalarindaki zvez, burulmalarmnm ¢arpiminin
sabit olmadigint ve farkl isaretli oldugunu gostermislerdir. Ayrica « ve ¢, egrilerinin

egriligi ve burulmasi ile ilgili esitlikler elde etmislerdir. 2009 yilinda H.Matsuda ve
S.Yorozu 4-boyutlu Oklid uzayinda genellestirilmis Mannheim egrileri ele almistir. Biz bu
calismalardan yararlanarak 5-boyutlu ve n-boyutlu Oklid uzaymda genellestirilmis

Mannheim egri kavramini ve karakterizasyonlarini inceledik.



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Oklid Uzay

Tanmm 2.1.1. IR, reel sayilar cismini gdstermek iizere IR"= {(p1,p2,...,pn) | pilR,
i=1,2,...,n } esitligiyle belirli IR" kiimesinde toplama islemi

(P1,P2,---,Pn) + (A,02,.- - -.qn) = (P1+01, P2+02,.....Prt0n)
esitligiyle tanimlanir. Skalerle carpma islemi, A€ IR ve (p1, P2,..., pn) € IR" icin

APy Pysaas Py) = (AP AP, AR,)
esitligiyle tammlanir. Bu islemlere gore IR" kiimesi IR cismi iizerinde bir vektdr uzayi
olur.

IR" vektdr uzayinda p = ( p1, P2,....Pn) V€ g = (01, Go, ..., qn) olmak iizere

<pq >:ipiqi
esitligiyle tanimlanan

<> IR" x IR" IR

(p.0) = <p.g>

fonksiyonu IR" uzaymda bir i¢ garpimdir. Bu i¢ ¢arpmma IR" uzaymda dogal i¢ ¢arpimi
veya Oklid i¢ carprmi denir.

pelR" olmak iizere

Ipll = J/<p.p>
diyelim.
I[.1l: IR™ - IR
p — llpll

" uzayinda bir normdur. Buna gore IR" vektdr uzayi, normlu vektdr

fonksiyonu, IR

uzayidir.
d(,q) =llp — 4l

Seklinde tanimlanan d: IR" x IR" — IR fonksiyonu IR" uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla

IR" bir metrik uzayidir. Bu metrikle birlikte IR" uzayma Oklid uzay1 denir. Bu uzay E" ile

de gosterilir [1].



2.2. OKklid Uzayinda Egriler

Tamm 2.2.1. f, E" uzayindan IR ye giden bir fonksiyon ve p e E" olsun.

=] (aeeer Py By 450 Ppaseees Po) = T (Prc Py as By Ppeeeos P2

s—>0 g

limiti varsa bu limite, f fonksiyonunun j inci degiskene gore kismi tiirevi denir [1].

Tamm 2.2.2. E" in her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri

varsa “ f fonksiyonu C” smifindandir veya diizgiin fonksiyondur” denir [1].

Tamim 2.2.3. | c IR agik alt ciimle olmak {izere diferensiyellenebilir
a: |l —>E"
t —>a (t) = (ou(t), aa(t), ..., an (1))

fonksiyonu verilmis olsun. (l,a) koordinat komsulugu ile tammlanan « (1) ya E" de bir

egri denir. t ye ise a egrisinin yay parametresi denir. I ya da o egrisinin parametre araligi

denir [2].

Tamm 2.2.4. E" de bir M egrisinin (I,c) ve (J,B) gibi iki koordinat komsulugu verilsin.
h=atop:] > 1
diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi (veya M nin | daki

parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir [2].

Tamm 2.2.5. M egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vsel icin,

la’ts)l[ =1
ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinin sel parametresine

yay parametresi ad1 verilir [2].

Tamm 2.2.6. E" de M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. o: - E"
fonksiyonunun Oklid koordinat fonksiyonlar1 o, d, ..., o,y olmak {izere
(g, ay,....x,), a(t) eM

ve



de,

R

dir. (a(t), a(t)) € Tgn (out)) tanjant vektdriine, M egrisinin tel parametre degerine karsilik

gelen ou(t) noktasinda (I,a) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir [2].

Tammm 2.2.7. a: |- E" egrisi verilsin. Her tel igin o(t) # 0 ise o egrisine regiiler egri

denir [1].

Tamm 2.2.8. M c E" egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin.
le]:1 - IR
t = lla'l|(©) = lla’ @Ol
seklinde taniml ||a|| fonksiyonuna, M egrisinin (I,a) koordinat komsuluguna gore skalar
hiz fonksiyonu ve ||a/(t)|| reel sayisina da M nin (l,a) koordinat komsuluguna gore ou(t)

noktasindaki skalar hizi denir [2].

Tanim 2.2.9. M c E"egrisi (l,0) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda v = {o.,
o, ... oc(r)} sistemi lineer bagimsiz ve Vol k>, icin o e Sp {v } olmak iizere, y den

elde edilen {e;, ..., er} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret- Frenet  r-ayakli alan1 ve

meM i¢in {ei(m), ..., e(M)} ye ise meM noktasindaki Serret-Frenet vektori adi verilir

[2].

Tamm 2.2.10. M < E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sl ya karsilik gelen
o(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {e;(S), ..., e/(S) } olsun. Buna gore

k:1 >IR

s>k (s)=<e/(s),e..(s)> 1<i<r

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve ki(s) reel

sayisina da o(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir [2].

Tanmm 2.2.11. ¢: 1 x IR >E*, ¢ (91, 92)= n(01) + g2. e(qy) seklinde tanimli bir déniisiim
olmak tizere o(I x IR) yiizeyine, E* uzayinda bir regle yiizey denir.



n egrisine regle yilizeyin bir dayanak egrisi ad1 verilir. e(t) vektoriine regle yiizeyin
n(t) noktasindaki dogrultmani denir. n(t) noktasindan gecen ve e(t) vektoriine paralel olan

dogruya, n(t) noktasindan gegen ana dogru denir [1].

Tamm 2.2.12. {: 1> M, {(s) = n(s) + a8 e(s)

a2(s)+c2(s)’
esitligiyle tanimli { egrisine M regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi denir. n(s) noktasindan
gegen ana dogru tstiindeki {(S) noktasina, regle yiizeyin bu ana dogruya iliskin merkez

noktasi ad1 verilir [1].

Tamm 2.2.13. M < E? egrisinin meM noktasinda M ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi

olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri olan

&:a(so)"'ﬁvz (Sp) +AV;(S,)

dogrusuna M egrisinin meM noktasindaki egrilik ekseni denir. Egrilik ekseni {izerindeki

1
C(so):a(so)"'mvz (So)

noktasma da M nin m=«(s,) daki egrilik merkezi denir [2].

Tamim 2.2.14. a:1 — E®egrisinin egrilik fonksiyonu x olmak iizere 1 fonksiyonuna, «
K

egrisinin egrilik yarigap1 fonksiyonu denir ve p ile gosterilir.
tel i¢in p(t) sayisima a:l >E® egrisinin «(t) noktasindaki egrilik yarigap:

denir [1].

Tamm 2.2.15. E® uzayndaki birim hizli «:1 —E® egrisinin Frenet vektor alanlari
e, =T,e,=N,e, =B olmak lizere,
{T (9), N(S)} kiimesini gerdigi diizleme, «(S) noktasindaki dokunum diizlemi veya

oskiilator diizlem denir.

{T (s), B(S)} kiimesini gerdigi diizleme, «(S) noktasindaki dogrultma diizlemi veya

rektifiyan diizlem denir.



{N(s),B(s)} kiimesini gerdigi diizleme, «(s) noktasndaki dik diizlem veya

normal diizlem denir [1].

Tamm 2.2.16. M < E® egrisiyle meM noktasinda sonsuz yakin dort noktasi ortak olan

kiireye, M nin meM noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik kiiresi ad1 verilir [2].

Tamim 2.2.17. E> 5-boyutlu Oklid uzayinda yay parametreli regiiler diferensiyellenebilir
bir o egrisi
a:lcIR>E®
S—X(S)
seklinde tanimlansin.

Eger o egrisi boyunca asagidaki ozellikleri saglayacak sekilde {ee,,e; e, &}

catis1 ve a Uzerinde {ki, ko, ks, kq} diferensiyellenebilir fonksiyonu mevcut ise « ya dzel
Frenet egrisi denir.

1) Vsel igin

e(s)=a(s)

e, (s) =k, (s)&,(s)

e,(s) = —k (s)-&,(s) +K,(s).£(s)
e,(s) = —k,(s).,(s) +K,(s).,(s)
8,(5) =Ky (5)8,(5) + K, (5) & (S)
e (s) = —k,(s)€,(s)

Frenet-Serret formiilleri saglanir.

2) {e,,&,,6;,8,,6} catisi pozitif ydnlendirilmisse ortonormaldir.
3) ki, kz, ks fonksiyonlar1 pozitif ve ks # 0 dir.
4) ki, kz, ks, ks fonksiyonlar1 « nm birinci, ikinci, tliglincii ve dordiincti egrilik

fonksiyonlari, {ee,e,,e, &} catialamda & iizerinde Frenet cat1 olarak adlandirilir [5] .

sel igin {e,e, e, e, 6} catist ve ki, Ko, ks, ks egrilik fonksiyonlar1 asagidaki

adimlarla elde edilir.

L.adim

e(s)=a(s)



Il.adim

k() =[les(s)] >0
&,(s) =ﬁ.e;(s)

IH1.Adim

k;(5) = ez (s) + i (5),(s)| > O
1

&;(s) = k—(S)-(e'z (s) +k,(s)€.(5))

IV.adim

ks (5) = s () + k, (9),(5)] > O
1

&,(s) = Px) (83(8) +k,(5)£,(5))

V.adim

1

(s)=e. He;(s) o)., (S)H (e,(8) +ky(s)65(8)) (e=+11)

&

k,(s) =<e,(s),e(s) >~ 0

Teorem 2.2.1. M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay-parametresi

olmak tiizere, ou(S) noktasinda i-yinci egrilik ki(s) ve Frenet r-ayaklisi {e;(S), ..., e/(S) } ise

D! (5)-k(5).(5)
2) &' (s) ==k, (s)e(s)+k(s)e..(s) L<i<r,
3 e (s)==k_(s)e(s)

dir [2].

a nin her bir noktasinda e; dogrultusundaki £, dogrusu birinci normal dogru, e3
dogrultusundaki ¢, dogrusu ikinci normal dogru, e4 dogrultusundaki €5 dogrusu igiincii
normal dogru, ..., e, dogrultusundaki #,,_; dogrusu (n-1) inci normal dogru olarak
adlandirilir. 3-boyutlu Oklid uzay: E® de Ki birinci normal dogru ve ikinci normal dogruya

ise sirastyla, asli normal dogru ve binormal dogru denir [5].



2.3. E® Oklid Uzayinda Mannheim Egri Cifti

Tamm 2.3.1. 3- boyutlu Oklid uzay: E® de regiiler diferensiyellenebilir bir egri C olsun.
Eger ¢¢ C— C 1:1, orten doniisiimii altmda C nin her bir noktasinda asli normal
dogrusunu C nm binormal dogrusuna doniistiirecek sekilde diger bir regiiler
diferensiyellenebilir bir C egrisi meveut ise bu takdirde C ye bir Mannheim egrisi denir.

C yada C nin Mannehim egri ¢ifti ve {C, é} ikilisine de Mannheim ¢ifti denir [3].

Teorem 2.3.1. C ve C, E® Oklid uzaynda birim hizh iki egri olsun. C ile C nin

Mannheim ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart o sifirdan farkl bir sabit olmak iizere
k, (s) = a{(k,(5))* + (K, (5))*}

esitliginin saglanmasidir. Burada k; ve k,, C egrisinin egrilik ve burulmasidir [7].

Teorem 2.3.2. C ve C, E® Oklid uzayinda birim hizli iki egri olsun. C bir Mannheim
egirisi ise C egrisinin C nin Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart C

sifirdan farkl bir sabit olmak iizere C egrisinin 121 egriliginin ve IZZ burulmasinin

A A

=~

~y ~

dk
k' =—2 =2(1+a’k,’
Y. L+a’k,’)

R

esitligini saglamasidir [7].
Onerme 2.3.1. {C, c} E2 de bir Mannheim ¢ifti olsun. C bir genellestirilmis helis ise C

bir dogrudur [7].

Onerme 2.3.2. {C, é} , E* de bir Mannheim ¢ifti olsun. C bir genellestirilmis helis ise C

nin egriligi ve burulmasi, sirastyla, k; ve k, olmak iizere

ﬁ:&ecls _ L g ,C.,CelR
k2 2c,

dir. Ozel olarak ¢, = ¢, = 1 alrsak



-~
»

|
»

e’ —e i
2 = =sinhs

k2

elde edilir [7].

Teorem 2.3.3. E® de Mannheim egrilerinin ilgili noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir [6].

Teorem 2.3.4. E® de bir C egrisi i¢in {C, é} bir Mannheim ¢ifti olacak sekilde bir C

egrisi vardir [6].
Teorem 2.3.5. {C, é}, E® de Mannheim cifti olsun. Bu taktirde C Mannheim egri

ciftinin burulmasi IZZ = k_li dir [6].
2

Teorem 2.3.6. {C, é} , E® de Mannheim ¢ifti olsun. A ve p sifirdan farkli reel sayilar

olmak iizere C egrisinin egrilik ve burulmas1 gk, — Ak, =1 esitligini saglar [6].

Teorem 2.3.7. {c, é} , E® de Mannheim ¢ifti olsun. Bu taktirde asagidaki esitlikler

saglanir.
A do
) k,=——,
)k ds
e A . ds ds
i) k, =sin @k, — —cos ok, —,
)k, ' ds 2 dé

iii) klzsin0|22$,
S

ds

Iv) k, =—cos 6?I22 &

Burada 6, C nin teget vektor alami e, ile C in teget vektor alan1 €, arasindaki agidir [6].

Teorem 2.3.8. {C, é}, E® de Mannheim c¢ifti olsun. X(S), X(§) noktalari {C, é}

Mannheim c¢iftinin ilgili noktalar1 ve bu noktalarin egrilik merkezleri M, M olsun. Bu

taktirde



N

[REM] [XEM
XM |x(s)m

orant sabit degildir [6].
Teorem 2.3.9. g: U—IR diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve h: U—IR

h(u) = {1+(g)?+(GW)*P+{1+(g )P (g W+g W)}
{1+(gwW) A2 (1+(g (W) ?+(g (w))?}5/2

seklinde taniml1 bir fonksiyon olmak iizere
a_[h(u)sinudu
x(u)= ajh(u)cosu du|,ueUclIR aelR’
ajh(u)g (u)du
ile verilen C egrisinin k; egrilik fonksiyonu ve k, torsiyon fonksiyonu arasinda
k, (s) = a{(k,(5))* + (K, (5))*}
bagmntis1 vardir [8].

1) Eger g(u) = c (sabit) ise bu takdirde h(u) = 1 dir. Dolayisiyla C bir dairesel

helistir.

2) Eger g(u) =tanu (—g <u< g) ise bu takdirde C Mannheim egrisi

(5 n 3coszu)cos usinu
o
J. (1+ cos’u)®?

2 2
()= aJ.(5+3cos u)cos u

du

du |, aelR”

(1+ cos’u)®?

(5 + 3COSZU) sinu
a-[ (1+ cos’u)®?

seklinde verilir.

3) Eger g(u) =sinh u (uelR) ise bu takdirde C Mannheim egrisi

10



dir [8].

(1+ cosh®u)sinu

“ ]

cosh?u
14—cosh2u)cosu

o
:zij cosh®u

14—cosh2u)sinhu

Kl

cosh?u

11

du

du

,aelR"



3. E* OKLID UZAYINDA GENELLESTIRILMiS MANNHEIM EGRILERI

Tamm 3.1.1. E* de bir 6zel Frenet egrisi C olsun. ¢: C— C 1:1, érten doniisiimii altinda C
nin her noktasindaki birinci normal dogrusu C nm ikinci normal dogrusu ve lgiinci
normal dogrusu tarafindan gerilen diizlemde yatacak sekilde E* de bir C Frenet egrisi
mevcut ise C ye genellestirilmis Mannheim egrisi denir ve C ya da C nin genellestirilmis
Mannheim ¢ifti denir [3].
Bu tanimdan C genellestirilmis Mannheim ¢ift egrisi

2(s) = x(s) + a(s).e,(s), sel, a:I » IR
olacak sekilde X:I —» E* doniisimii ile verilir. Genel olarak C nn yay uzunlugu
parametresi s degildir. Bu nedenle C nm yay uzunlugu parametresi

s=1

bi¢iminde tanimlanir. f(s) = § seklinde tanimli f: T — [, C*® smifindan diferensiyellenebilir

ax(s)
ds

ds

bir fonksiyonu goz oniine alabiliriz. Bu takdirde sel i¢in

£ (s) = V{1 —a(s).ki(s)}? + {a ()} + {a(s). ky(s)}?

dir. Boylece
X(f(s)) =x(s)+«(s).e,(s)
yazabiliriz ve ¢: C— C  1:1, érten doniisiimii de $(X(s))=%(f(s)) seklinde verilebilir.

Dolayisiyla sel igin

d(f(s)) dr(s)

ds ds

s-r(9-1'(5)

= f(s).é1(f (s))
dir.

Teorem 3.1.1. E* de bir Frenet egrisi C olsun. Eger C genellestirilmis Mannheim egrisi ise
bu takdirde C nin ki ve ky egrilikleri

k(s) = {(K ()" + (K,(s))°} s €|

esitligini saglar [3].



Teorem3.1.2. C: 1 — E*,

k(s)=a{(k(s))] + (ke(s))}, sel.aelR’

esitligini saglayan ki (= sabit) ve k, (# sabit ) egriliklerine sahip bir egri olsun. Eger C
egrisi
2(s) =x(s) + a.e,(s), sel

seklinde verilen bir Frenet egrisi ise C Mannheim c¢ifti C olan bir genellestirilmis

Mannheim egrisidir [3].

Teorem 3.1.3. C, E* de ks tigiincii egrilik fonksiyonu sifirdan farkli bir Frenet egrisi olsun.

Bu egrinin k; ve k; egrilik fonksiyonlarmim sabit olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir

noktasindaki birinci normal dogrusu C nmn ticlincii normal dogrusu olacak sekilde bir C

Frenet egrisinin mevcut olmasidir [3].

Teorem 3.1.4. f: U=IR,
f(u) = @+ () +(h(w)?) >

< (14 (g ()2 + (h(u))? + ((W)? +(A())?
HOWh() - gWhw)?)

<[ {1+ (0 (W)? + (hW)? + (g (u)* +(A(w)*
HeUhW) - gWhw)?}’

+ Q@) + (1)) x| (9 + 8+ (W) + (W)

+((9hW - gWh(w) )~ (3WHh() - §WHW))

+(9fiw-ghw) |

seklinde tanimli ve g: U—IR, h: U—IR diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere

[a [ f(w)sinu du]
Iaff(u)cosu du|
= | | *
x(u) la [ Fa)gadu | ueUcIR, aclIR

la [ F)R@dul

ile verilen bir egri C olsun. Bu takdirde C nin k ve k egrilik fonksiyonlar arasinda

ki(s) = af(ki(s))*+ (k2 (5))*}, selcIR, aeIR*
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bagmtis1 vardir [3].

Teorem 3.1.5. E* de dayanak egrisi C Mannehim egrisi ve ana dogrusu C nin birinci

normal dogrusu olan bir regle yiizey S olsun. Bu takdirde C Mannheim ¢ifti S in

striksiyon egrisidir [3].
3.1.Genellestirilmis Mannheim Egrileriyle Tlgili Ornekler

Ornek 3.1.1. Teorem 2.1.4. de g(u) = sinh(u), h(u) = cosh(u), alinirsa

f(u)= 1+cosh’u
J2coshu

olur. Boylece E*de C egrisi, X: U— E*,

r if 1+cosh?u sinu du 7
V2 cosh?u
a 1+cosh?u

ﬁf ———cosudu

x(u) = 5 LUEU

a 1+cosh usinhu du

V2 cosh?u

a 1+cosh?u

— coshu du

-\/Ef cosh?u :

seklinde verilir. C egrisinin yay uzunlugu parametresi s olmak tizere,

c;_u _ ¢,(S) _ cosh¢>(23) Csel
sls a (1+cosh’p(s))
dir. Bu taktirde C egrisi
-1 1 . :
i 1] P sing(s)ds
1 1
ﬁf P cosg(s)ds
x(s) = ifsmhg(s) ,s€el
V27 coshg(s)
1
ﬁf 1ds

seklinde yay parametresi cinsinden ifade edilebilir. Dolayisiyla C egrisi E* de bir 6zel

Frenet egrisidir ve

ki(s) =

1
a(1+cosh2g(s))’

_ cosh g(s)
ks (s) = a(1+cosh?g(s))’

14



1
a(1+cosh?g(s))

k3(s) =

olup

k() = a{(ka ()" + (ka()) "},

elde edilir. Simdi
X(s)=x(s) + a.ey(s),s €l

seklinde tanimlanan regiiler diferensiyellenebilir bir C egrisini goz oniine alalim. Bu

taktirde

f ! sing(s)ds — aMsing(s) + acosg(s) |

coshg(s) coshg(s)
1 _ sinhg(s) _ .
2(s) = 1 fcoshg(s) cosg(s)ds X o cosg(s) — asing(s)
V2 fsinhg(s)

coshg(s) coshg(s)

[[1ds

olup C egrisi de E* de 6zel Frenet egrisidir. Bu nedenle C egrisi E* de genellestirilmis

Mannheim egrisidir ve C egrisi de C nin genellestirilmis Mannheim egri ¢iftidir.

Ornek 3.1.2. Teorem 2.1.4. de, acIR*, be IR, b )1 olmak iizere

g(u) = asin(bu) ve h(u) = acos(bu) olarak alalim. Bu taktirde f =

fonksiyondur. Boylece E* de C egrisi
[ a(l+ a?b*)

W sin(u) du
a(l+ a?b*)
W cos(u) du
x(u) = aa(l+ a?b*) [ | B
m sm(bu) du
aa(l + a?b*)
REYTHED cos(bu) du_
seklinde verilir. Ayrica
_ (a+a2b2)3/2
T a(1+a?)Y2(1+a%b*)

olmak tizere yay parametresi cinsinden C,

15

a(l + a?b*)
R
a(l+ a?b*)
aa(l + a?b*)

~ b(1 + a2b?)3/2
aa(l + a?b*)

sin(u)

L b(1 + a?b?)3/2

1+a?b*

(1+a2p?)3/2

cos(u)

cos(bu)

sin(bu)

olup sabit bir



_ a(1+a?b*) COS( (a+azbz)3/2 >_

(1+a2p2)3/2 a(1+a?)1/2(1+a2b*)

a(1+a?p*) SiTl( (a+azbz)3/2 >

(1+a2p?)3/2 a(1+a?)1/2(1+a%p*)

x(s) =

1+a2p* b(a+a?p?)*/?
_aa(1+a®p*) COS( (a+a?b?)

b(1+a2b2)3/2 a(1+a?)1/2(14+a2p*)

b(1+a2b2)3/2 a(1+a?)/2(1+a%p*)

1+a%p*) . b(a+a?p?)*/?
_aa(1+a”p*) SlTl( (a+a?b?)

seklinde verilir. Dolayisiyla C bir 6zel Frenet egrisidir ve sel i¢in

_ (1+azbz)2
kl(s) T a(1+a?)(1+a2b)

__a(b?-1)(1+a?b?)
ks (S) T a(1+a?)(1+a?bh)

__ b(1+a?b?)
k3 (S) T a(1+a?b%)

dir. ky, ko, k3 egrilik fonksiyonlar1 sabit fonksiyonlardir ve bu takdirde
ki, = a{(ky)? + (k;,)?}

. . . cn: A A a(b?-1) .
olur. Boylece C nin Mannheim ¢ifti C, § = 1 a?) 2 (1rap )i olmak tizere
3/2
aa’h’ (b* -1) (1+a%?)

———-———C0S S
(1+a’h?)*? aa (b’ -1)(L+a’h*)"

aa’d?(b?-1) (1+a?)”
(1+a’h?)*? .l aa(b2 —1)(1+ a’h*)"? >

*O =1 ga(b?-1) b(1+a®?)”
b(1+a’b?)*? °8 aa(b®-1)(1+a’h*)*? >

aa(b*-1) b(l+a’?)”
— Sin S
b(l+a’h?*)** | za(b® -1)(L+a’b*)"
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seklindedir ve C nin her bir noktasindaki birinci normal dogrusu, ¢ doniisiimii altindaki

karsilik gelen her bir noktada, C nin iigiincii normal dogrusudur. Bu nedenle C egrisi E*

de genellestirilmis Mannheim egrisidir.
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4. E° DE GENELLESTIRILMiS MANNHEIM EGRILERI

Tamm 4.1.1. E° de bir 6zel Frenet egirisi o olsun. ¢:a—> & 1:1, 6rten doniisii altinda o
nin her noktasindaki birinci normal dogrusu & nin ikinci normal dogrusu, ti¢lincti normal
dogrusu ve dordiincii normal dogrusu tarafindan gerilen uzayda yatacak sekilde E° de bir
& Frenet egrisi meveut ise o egrisine E° de genellestirilmis Mannheim egrisi denir. & ya
da E° de genellestirilmis Mannheim cifti denir.
Bu tamimdan & genellestirilmis Mannheim ¢ifti

a(s)=a(s)+A(s).e(s), sel, 1:1 > IR (4.1.1)

olacak sekilde &:1 — E® doniisii ile verilir. Genel olarak & nin yay uzunlugu parametresi

da(s)

S
s degildir. Bu nedenle & nin yay uzunlugu parametresini § = J.
0

ds seklinde

tanimlarsak f:lclR>1cCIR, f(s) =8, C”smifindan  diferensiyellenebilir bir

fonksiyonu goz Oniine alabiliriz. Bu taktirde sel i¢in

£'(5) = J{l- Ak )Y +H{A S +HAGK ()Y (4.1.2)
dir. Boylece

a(f(s))=a(s)+A(s).e(s) (4.1.3)
yazabiliriz. ¢:a—>a 1:1 orten doniigiimii de @(ax(s)) =a&(f(s)) seklinde verilebilir. O
halde

da(f(s)) dd(§)|
ds  ds |§:f(s)

f(s)=1'(s)€,(f(s))
dir.

Teorem 4.1.1. E®> de bir Frenet egrisi « olsun. Eger E® de genellestirilmis Mannheim

egrisi « ise bu takdirde « nin ky, ks egrilikleri
K (5) = A{(k(3))" + (K, (s))*} s € | (4.1.4)

esitligini saglar.

ispat: E° de genellestirilmis Mannheim egrisi & ve @ da a mn genisletilmis Mannheim

¢ifti olsun. & egrisi



a(s) =a(s)+A(s).e(s)
seklinde parametrelendirilebilir. Burada A:1 — IR diferensiyellenebilir bir fonksiyondur.

Tanim 4.1.1. den X, Y, z fonksiyonlar1 | lizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
uzere
e,(S) =X(8).&(f () +y(s)&,(f(s)+z(s)E&(f(s) (4.1.6)
yazilabilir. (4.1.3) esitliginin tiirevi alinirsa S e | igin
f'(s)a’(f(s))=a'(s)+A'(s).e,(s)+ A(s)e;(s)
f'(S)E,(T(3)) =e,(S)+A'(s).,(S)+ A(S)(—K,(5).e,(s) +K,(5)-5(3))
= (1- 7k, (s)).e,(S) + A'(s).e,(s) + A(S)k,(S).€5(S)

<& (f(s)),e,(s) >=<&,(f(s)),x(5)&(F(s))+y(s)-E(F(s))+2z(s)&(f(s))>
-0

oldugundan herhangi bir s | i¢in A'(s) =0 olur. Yani A fonksiyonu sabittir.

Boylece
F(8)8.(f (5) = (12K, (5))£,(5) + 2K, () &4(5) (4.1.7)

olur. Buradan da
AK, (s)

1= 2k (s) e,(s) + =222 g, (s) (4.1.8)

&(f(s) = e o £(s)

elde edilir. Burada

£'(s) = {L— Ak, (S)¥ + (K, (5))* ,s €l (4.1.9)

dir. (4.1.8) esitliginin tiirevi alinirsa,

PO )8 ()= %} ()

(1—/1k1(5))-k1(5)_ﬂ(kz(s))zJ-ez(s)
f'(s)
(4.1.10)

+ Ak, (S)] £5(8)

f'(s)
AK, (5)ks(8)
f'(s)
bulunur. (4.1.10) denkleminin her iki tarafi ey(s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulur ve (4.1.6)

+

j.e4(s), sel

esitligi yerine yazilirsa
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<& (1(5)). x(s).&(f(5)) +y(5) & (f(s)) +2(5) & (F(s)) >=0, s el
olup (4.1.10) denkleminde e,(s) in katsayis1 sifir bulunur. Béylece

(1= 2k, (8))ky(5) — A(k,(5))* =0, s €l
elde edilir. Dolayisiyla

k,(s) = 2{(k,(5))* + (k,(5))’} s €|

elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.1.2. f. U—IR seklinde tanimli ve h,h,,h;: U—=IR diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak tizere

a(u) =

A £ (u)cosudu |
zjf(u)sin udu
/”LJ'f(u)hl(u)du
2 j f (u)h, (u)du

K j f (u)hy(u)du |

ueUl

ile verilen bir egri o olsun. Bu takdirde « nin k; ve k; egrilik fonksiyonlar1 arasinda

ki(s) = A {(ki(s))* + (k2 (5))°}, sel IR, AeIR*

bagintis1 vardir.

Ispat:  1€lIR", h,h,,h,:U > IR, f:U —IR" herhangi bir diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak {izere

a(u) =

_/IJ.f(u)cosudu_
/IJ'f(u)sin udu
ﬂ'[f(u)hl(u)du
zj f (u)h, (u)du

_zj f (u)hy(u)du |

,uel

seklinde tanimli bir egri « olsun. Bu takdirde
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A f(u)cosu |
Af(u)sinu

a(u)={ Af(uh(@u) [,ueU
At (u)h,(u)
| AT (u)hy(u) |

elde edilir. & nin yay uzunlugu parametresi
s=p(u) = [[a)]du

seklinde verilir. Burada

lec(u)][ = A T L+ (hy (u))* + (h, (u))* + (hy(u))?}?
dir.
w:U — | c IR inters fonksiyonu ¢ olsun. Béylece u = ¢(s) ve

da(u)
d(u)

dir. Boylece her «(¢(s)) noktasinda o egrisinin birim teget vektorii e (s)

, Sel

9 (s)=

u=¢(s)

{1+ (1 (0(9)° + (,(0())” + (hy ()7} sin(e(s)) |
L+ (n (0(9))* +(,(0(5)? + (M (9(9))} 2 cos(p(s)
&,(5) =| L+ (h(0(8))? + (M, (p(9)* +(y((s))} 2hy(p(s) | s
{+(n (0(9))* +(,(0(5) + (M (0(9))} 2h, ((S))
U+ ( (0(9)* +(,(0(5) + (M (0(9))} 2y ((9))

seklinde verilir. Burada kisaltma yapmak amaciyla

f =1 (p(s)),
h = (p(s)), h, =h,(¢(s)), h, = hy((s))

=) =W R R e = T2M R (s = oW

du u=p(s) u=p(s) du u=g(s)
. dzhl(u) . dzhz(u) .. d2h3(u)
h =h(p(s)) =—7 h, =h,((s)) = > Py =hy((s)) = >

du u=¢(s) du u=p(s) du u=p(s)
@ = (s) =¥ ,A=1+h?+h?+h?, B=hh +hh,+hh,

C= e+, D=hfi+nfi+hil £~ +hi +hf,  F =Rt 4

gosterimlerini kullanacagiz. Bu takdirde
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A=2B, B=C+D, C=2E, ¢ =A'f*A

ve

A'h,

% sin(p(s))
% cos(¢(s))
AR
A,

7

dir. Simdi ki, k» egrilik fonksiyonlarini hesaplayalim.

—}/A Asm

Boylece

}/A Acos (g

ﬂéA Ah + AR,
~1p A" Ah, + A,
~15 A An,+ A,

—A "Bsin

P

_ABcos

(#(5))-

| -A"Bh+AH,

ny
_A“Bh + A h,
_A“Bh + A h,

(0(s))+ A" cos(p(s))

)+A ” cos(¢(s))

Ay sin(o(s))

A% sin

(#(s))

k =k () =|e]| = A (A+ AC-B?)"

olur. Sonra e, = (k,) ', esitliginden
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A B(A+AC B?) sm( ())+A%(A+AC—BZ)% cos(¢(s))
A" B(A+AC—-B?) " cos(g(s))— A" (A+ AC—B?) " sin(g(s))
e, =| -A ZB(A+AC—BZ) “h- A" (A+ A(:—Eaz)%ril
_AB(A+AC—-B?) “h — A" (A+AC—B?)
_AB(A+AC-B?) “h—A*(A+AC-B?) ',

bulunur. Dolayistyla
P=(A+AC-B?)’+(A+AC-B?)(B* -~ AC — AD) + AB(B + AE — BD)
Q=A*(A+AC-B?)
R=A’(B+AE-BD)

olmak tizere

[(P-Q)sin(p(s))—Rcos(¢(s))]
(P-Q)cos(¢(s))+Rsin(p(s))
e, +ke —p.A (A+AC—B2) | Ph—Rh +Qh,
Ph, —Rh, +Qh,
Ph, — Rh, +Qh,

elde edilir. Burada

P=A2(1+C+BE-D-CD)

dir. Boylece
_(5—Q)sin(¢)(s))—Iicos(qo(s))_
(5—Q)cos(¢(5))+ Rsin(p(s))
e +k.e,=pA (A+AC—B?) *| Ph —Rh + O,
Ph, —Rh, +Qh,
Ph, —Rh, +Qh,
olur. Burada

P=(1+C+BE—-D-CD)
Q=A+AC-B?
R=B+AE-BD
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dir. Sonug olarak
&, +ke = (@)? A(A+ AC ~B2)*{P? ~2PQ +Q +R? + P2(h} + hZ +h?)
RO+ 2 4 2)+ QU + i + )
—2PR(hh, +hh, +hh,)—2RQ(hh, +h,h, + hh,)
+2PQ(hh, +hh, +hh)}
=(¢)? A(A+ AC —B?)*{A(1+C + BE - D—CD)?
~2(1+C +BE - D—-CD)(A+ AC —B?)+ (A+ AC —B?)?
+(B+ AE —BD)’ +C(B + AE —BD)? + F(A+ AC — B?)?
—2B(1+C+BE -D-CD)(B+ AE—-BD)
—2E(B+ AE - BD)(A+ AC — B?)
+2D(l+C+BE-D-CD)(A+AC-B?)}
=(¢')’ A(A+AC-B?)~
x{(A+AC-B?)*(1+F)
+2(A+AC-B?)(D-1)(1+C+BE-D-CD)
—2(A+AC-B’)E(B + AE - BD)
+A(1+C+BE-D-CD)’+(B+ AE -BD)?*(1+C)
~2B(1+C+BD-D-CD)(B+ AE - BD)|

olur. Burada yukaridaki son ii¢ terim hesaplandiginda
A(l+C +BE ~ D—CD)’ + (B + AE — BD)’(1+C) — 2B(1+C + BE — D —CD)(B + AE — BD)
=(A+AC-B?)(1+C -2D-2CD + D? +CD? + 2BE — 2BDE + AE?)

bulunur. Boylece

(kz)2 =
= (9)?A(A+ AC —B?)?
«{(A+ AC —B?)(L+ F)+2(D-1)(1+C + BE—D—CD)
—2E(B+AE-BD)+1+C-2D-2CD+D?+CD?+2BE
_2BDE + AE?}
= (¢)? A(A+ AC — B?)?
x{(A+ AC —B?)(1+ F)~1-C + 2D + 2CD — 2BE — AE?— D? —CD? + 2BDE}

2
e, +k.e

elde edilir. Ayrica (k,)* = A?(A+ AC —B?) oldugundan
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(k)* +(k,)* =(p)*A*(A+ AC-B*)”
«{(A+AC—B?)’
+A’(A+ AC-B”+ AF + ACF -B°F-1-C+2D
+2CD -2BE - AE? - D* -CD? + 2BDE}
dir. Boylece ¢ = AfA esitligi yerine yazilirsa

(k)? +(k,)* = A2 f 2A3(A+ AC — B?)?
<{(A+AC - B?)®
+ A°(A+ AC — B’ + AF + ACF —B2F —1-C +2D
+2CD - 2BE — AE? — D? ~CD? + 2BDE}

ve
k =A™ fA " (A+ AC—B?)”
dir. Boylece
f—A(A+AC—B?) "
x{(A+AC -B?)*+ A>(A+ AC-B*+AF + ACF —-B*F -1-C+2D
+2CD-2BE — AE’ - D> —CD? + 2BDE}

olarak alinirsa
k= (k)" +(k,)}
olur. f fonksiyonu ile h,h,,h,,h,h,, h,lerin agik bir ifadesini gosterebiliriz. Yani

A=1+h’+hl+h?
A+ AC —B? =1+h? +h? +h? + h? +hZ + h? + (hh, —h,h )? + (hh, —h.h)? + (h,h, —h,h,)?
Ve

A+ AC —B?+ AF + ACF —B*F -1-C + 2D +2CD - 2BE - AE®
-D*-CD?+2BDE

=(h+R) +(h+,) +(n, + )
(i) - (8-
({0 i) (85 - )
+((hhy ~bhy )~ (R fi, Ry f, )
dir. Dolaysiyla
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f =(1+h?+h?+h?)?
x{1+ h?+h?+h?+h?+h/?

R2 -+ (0, —Rh,)2 + (i, ~Rh,)? + (hh, ~Rhy)2)
x| {14077 h? 4R

h2 -+ (hh, —fih,)? + (A, —Ry)? +(hh, b))
+(1+hf+h22+h32)3><{(hl+ﬁ1)2+(h2+H2)2+(h3+ﬁ3)2
+((h, ~in,)~ (F, ~Fif, )
+((hhy ~ i)~ (R, ~Riky))
()~ (R fiy ~Fify ))
+(hh, ~fh,) +(nf, - fh,)
+(nfi,~fih,) H

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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5. E" OKLIiD UZAYINDA GENELLESTIRiLMiS MANNHEIM EGRIiLERI

Tamim 5.1.1. E" de bir 6zel Frenet egrisi  olsun. ¢:a — @ 1:1, 6rten doniisiimii altinda
a nin her noktasindaki birinci normal dogrusu & nin ikinci normal, ti¢iincii normal,..., n-
inci normal dogrusu tarafindan gerilen uzayda yatacak sekilde E" de bir & 6zel Frenet
egrisi mevcut ise o Yya E" de genellestirilmis Mannheim egrisi denir ve & egrisine de o

nin E" de genellestirilmis Mannheim cifti denir.
Teorem 5.1.1. E" de Mannheim egrilerinin ilgili noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir.

Ispat: E" de genellestirilmis Mannheim egrisi & ve & da o nin E" de genellestirilmis
p g g

Mannheim ¢ifti olsun. Tanim 5.1.1 geregince & egrisi
a(s) =a(s)+A(s).e(s) (5.1.1)

seklinde yazilabilir. Burada A:1 — IR, s — A(s) diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. &

genel olarak yay parametreli olmadigindan diferensiyellenebilir bir f:1 —>1,s— f(s)

fonksiyonu

da(s)
ds

ds=§

f(s):j

seklinde tanimlayalim. ¢ doniisiimii altinda o nin her noktasindaki birinci normal
dogrusu @ nin ikinci normal dogrusu, tigiincii normal dogrusu,..., n-inci normal dogrusu

tarafindan  gerilen uzayda yattigindan dolayt Vsel icin e,(S) vektorii
&(f(9)),6,(f(9)), ..., €,(f(s)) in lineer birlesimi seklinde yazilir. Yani | iizerinde en az

bir diferensiyellenebilir s, ie{3,4,..., n} fonksiyonlar: igin

e,(5) =24 (5)6(1(5)

yazabiliriz. (5.1.1) esitliginin s ye gore tiirevi alinirsa



f'(s).€(f(s)) =e,(s) + A'(s)-£,(8) + A(s).(ky(5).£,(S) +k,(5).£5())
= (1_ /I(S)kl(s))-e1(5) + l(s)-ez (S) + ﬂ(s)kz (S)-es (S)

<&(1(9). Y1 (9)8(F()>=0
i=3
oldugundan herhangi bir sel i¢in A'(s)=0 olur. Yani A fonksiyonu sifirdan farkli bir
sabittir. Diger taraftan iki nokta arasindaki uzaklik fonksiyonundan;

d(a,a)=|a-q|
=|la+1e,—d|
=|l2e,|
1l
=|4| = sabit = 0

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.1.2. E" de bir Frenet egrisi « olsun. Eger o E" de genellestirilmis Mannheim

egrisi ise bu taktirde A sifirdan farkl bir sabit olmak iizere & nm k; ve k, egrileri

k, (s) = 2{(k,(5))* + (k,(5))’} s €| (5.1.2)
esitligini saglar.
Ispat: E" de genellestirilmis Mannheim egrisi @ ve @ da a nin E" de genellestirilmis
Mannheim ¢ifti olsun. Tanim 5.1.1 geregince & egrisi

a(s) =a(s)+A(s).e(s)

seklinde parametrelendirilebilir. Burada A:l1 —IR,s— A(s) diferensiyellenebilir bir
fonksiyondur. & genel olarak yay parametreli olmadigindan diferensiyellenebilir bir

f:l >1,s— f(s) fonksiyonunu

da(s)
ds

f(s) :j ds=3§ (5.1.3)

seklinde tanimlayalim.
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(5.1.1) esitliginin s ye gore tiirevi alinirsa

f'(s).&(f(s)) =e,(s) + A'(5)&,(s) + A(S) (=K, (5).€,(S) +K,(5) &(8))

=(1- 1k, (9)).,(s) + Ak, (s).5(s) (5.1.4)
esitliginden
~ _1-2k,(s) AK, (S)
a(fO) =" g~ 8+ T 5 e (5.1.5)
elde edilir. Burada
f'(s)= \/(l— 2K (8))? + (2K, (s))? (5.1.6)

(5.1.5) esitliginin tiirevi alinirsa,

CRUORUOREC 2R

[ A=Ak )k () = Ak, (s))°
f'(s)

Aky(s) ) 2k, (8)ks (5)
{ (s j 'es(s){ (s J'e“(s)

j.ez (s) (5.1.7)

olur. Tamm 5.1.1 den dolayr Vsel igin diferensiyellenebilir 4 ,ie{34,..,n}

fonksiyonlar1 igin
()= ()81 () (5.18)

seklinde yazabiliriz. (5.1.7) denkleminin her iki tarafi €,(S) ile i¢ ¢arpima tabi tutulur ve

(5.1.8) esitligi yerine yazilirsa
<& (FEN Y ()& (1 (s) >=0
i3

ve
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(L— 2K, (8))k,(8) — (K, (s))* =0
elde edilir. Boylece

k,(8) = 2{(,(8))° + (K ())° |
bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem5.1.3. a:1 > E",

k (s) = A{(K,(8))* +(K,(5))*},s €1, A€ IR*

esitligini saglayan K, (= sabit) ve Kk, (s sabit) egriliklerine sahip bir egri olsun. Eger &

egrisi

a(s)=a(s)+1e,(s), sel

seklinde verilen bir Frenet egrisi ise «, Mannheim ¢ifti @ olan bir genellestirilmis

Mannheim egrisidir.
Ispat: §,a nm yay parametresi olsun. Yani §

I

da(s) ds. s c

seklinde tanimli olmak tizere diferensiyellenebilir bir f : 1

g6z Oniine alalim. Teoremin hipotezinden

£(5) = A= 2K,(8))” + (2K, (5))° = 1= Ak, (5)

dir. Bu taktirde & egrisi igin

a(8) = G(f(s)) = a(s) + 1.,(S)

yazabiliriz. Buradan

K (S)
€ (f(s))_ajl Ak (s).e (S)+\/T() &,(s)
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elde edilir. (5.1.9) esitliginin tiirevini alirsak,

de@G) _ ( m) ,(5) + 1= 2K, (5) k. (5) &, (3)

ds |, (s)

£1(s).

+[ Ik (s) /tkl(s)J £;(8) + m.( K, (5)-2,(5) +Ky(5).€,(5))

a Ozel Frenet egrisinden

dé,($)

s =k, (f(5))&((5))
S

§=f(s)

olur. Bulunan bu ifade yukaridaki denklemde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

F/(s).k,( () &(F(5))
- (V2K E) ) &)

+ 1/1 Ak, (8) k. (s) - j%} ,(S)

Ak, (s) (ky (S)ks(s)

’ ﬂ/l—/lkl(s)]'es(s) (,/1 zk()J (8)

bulunur. Burada
JL= 2k (5) k,(s) + J%(—kz(s»

W (K (3) = A(K, ()2 = A(K, (5))%)
=0

elde edilir. Boylece yukaridaki esitlikten e,(S) in katsayismim sifir oldugunu goriiriiz.
(5.1.3) esitliginden & (f(s)), €,(s) ve e, (s) in lineer birlesimidir. @ egrisi E" de 6zel

Frenet egrisi oldugundan e,(s) vektori &(f(S)).&,(f(s)),...€,(f(s)) in lineer
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birlesimidir. Dolayisiyla Vsel icin &,(f(s)) vektori e(s) e (s) ve e,(s) in lineer

birlesimi seklinde verilir. Boylece & (f(s)) ve &,(f(s)), e,(s) e bagh degildir.

Bu nedenle ¢:a—a, ¢(a(s))=a(f(s)) 1:1, orten doniisimii altinda o mnin her

noktasindaki birinci normal dogrusu & nmn ikinci normal dogrusu, tgiincii normal

dogrusu,...,n-inci normal dogrusu tarafindan gerilen uzayda yatar. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem5.1.4. f:U > IR,i# | i¢in
n-2 _%
f(u)= (1+Z(hi (U))ZJ
i=1

ij=1

2 . S 7
><(1+ 2 (h(u))* + (hy () + (h, (W)h; () =, (U)h, (U))ZJ

x {1+ z (B ) + (B )? + (R Wy (W) = K, W)h, <U>)2}

+ 1+H_Z_%‘(hi (u))zj x{j (W +hw)

i,j=1

+((h W)h, (W)~ K W), ) ~ (§ (WA, (W) ~ B WA, W)’
+(h ()F ()= (Why @)} |

seklinde tanimli ve h =U — IR, i {1, 2,...,n—2} diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak

luzere

A £ (u)sinudu
2 j f (u) cosudu

1[ f (u)h, (u)du
a(u) = : ,ueUcCIR, 1€IR"

A[ f(u)h, ,(u)du

ile verilen bir egri o olsun. Bu taktirde & nin k; vek, egrilik fonksiyonlar: arasinda
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K (5) = A{(k(s))’ + (K, (8))°}, sel < IR, 1€ IR"
bagmntis1 vardir.

Ispat: AelR",h:U—>IR ie{l2..,n-2} ve f:U—>IR' herhangi

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

A £ (u)sinudu
2 j f (u) cosudu

;tjf(u)hl(u)du
a(u) = . ,ueUcCIR

A[ f(u)h, ,(u)du

seklinde tanimli bir egri « olsun. Bu taktirde

A f(usinu
;t_[ f (u)cosu

A[ f(uyhy(u)
a(u) = : ,ueUcIR

A[ f(u)h, ,(u)

elde edilir. ¢ nin yay uzunlugu parametresi

n-2 %
||d(u)|| =Af(U) {1+ Z(hi (u))z}
olmak tizere

s=y(u) = [[adu
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seklinde verilir.

w:U — | c IR inters fonksiyonu ¢ olsun. Béylece u=y(s)=¢(s) ve

de(u)
d(u)

sel

9 (s)=

u=¢(s)

dir. Boylece her a(¢(s)) noktasinda ¢ egrisinin birim teget vektorii €, (S)

n-2 _}/
{1+ Z (h (cf)(S)))z}

“sin(e(s))
n-2 7}/
{1+Z(hi (co(S)))z}

" cos((9))

n-2 7%
{1+ Z (h ((/)(S)))Z} h (¢(s))

el(s)= . ,Sel

n-2 _%
{1+ Z (h (co(S)))z} h,_.(¢(s))

seklinde elde edilir. Burada kisaltma yapmak amaciyla

h =h(e(s)), h, = h,((8)),.... N, = h, ,(@(s))

=ty =0

u=¢(s)

dh, ,(u)

I‘in—z = |fin—z ((p(S)) = du

u=g(s)
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f = i (p(s)) = W)

du u=¢(s)

.. .. d?h .(u

hn—2 =hn—2(¢(s))= dn—22( )

ut |
u=g(s)

ey 49(S)
= S)= ——
@' =¢'(s) gs |,

A:1+nz_2:h B= Z(hh +h;h;)
i=1

ij=1
i#]

C= Z(h +h?), D= Z(hh+hh

ij=1 i,j=1
i#] i#]
n-2
E=> (hh+hh) F= Z(h +h?)
ij=1 i,j=1
i#] i]

olarak alalim. Bu taktirde

A=2B,B=C+D,C=2E, ¢ =a f A2 ve

A" sin(p(s))
A cos(¢(s))
A,

dir. k;,k, egrilik fonksiyonlarmi elde etmek i¢in hesaplamaya devam edelim. Simdi
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-y A7 Asin(p(s))+ A% cos(p(s))|
% A% Acos(p(s))— A% sin(p(s))
24 A2 Ah + A%h

4 A%Ah ,+A%h

A Bsin(p(s) A" co(o(5)]
~A%Bcos(p(s)) - A%sin(p(s))
~A7Bh + A%

~A”Bh ,+A”h_,

Boylece k, =k, (s) =|e}| esitliginden

k. =k (s) =[e]| = ¢’ A" (A+ AC - B?)"

dir. Sonra e, = (k,) ., den

ve

~A”B(A+AC-B’) “sin(p(s))+ A*(A+ AC—B)* cos(p(s))
~A7B(A+AC-B’) % cos(p(s))- A*(A+AC—B) #sin(p(s))
~A”B(A+AC-B?)”h — A*(A+AC-B?)”h

~A%B(A+AC-B?)”%h _,- A*(A+AC-B?)"h ,
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[(P-Q)sin(¢(s))~Reos(g(s))]
(P—Q)cos(g(s))+Rsin(p(s))

Ph, —Rh, +Qh,
e, +k.e =@ A% (A+AC -B?)”

Phn—2 - Rhn—z + Qﬁn—2

elde edilir. Burada

P =(A+AC —B?)? +(A+ AC — B?)(B?> — AC — AD) + AB(B + AE — BD)
Q=A’(A+AC-B?)
R=A’(B+AE —BD)

dir. Buradan da

P=A?’(1+C+BE-D-CD)

dir. Boylece
|(P-Q)sin(¢(s))—Rcos(p(s))]
(P-Q)cos(g(s))+Rsin(ep(s))
Ph -, + Of
e, +k.e =@ A?(A+ AC—B?) % .
ﬁhn—Z - Iihn—z +(jﬁn—2
dir. Burada

P=1+C+BE-D-CD
Q=A+AC-B?
R=B+AE-BD

dir. Sonug olarak
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e + ko] = (¢)>. A(A+ AC—B?)*{P*—2PQ+Q’ + R

+R%(h? +...+h%))

+Q*(h2+...+h%))

~2PR(hh, +...+h, N )

—2RQ(hh +..+h h )

+2PQ(hh +...+ hn_zﬁn_z)}
= (¢') A(A+AC ~B?)* {A(L+C +BE ~ D ~CD)?
—2(1+C+BE-D-CD)(A+AC-B?)+(A+AC - B?)?
+(B+ AE -BD)* +C(B + AE —BD)* + F(A+ AC - B?)?
—2B(1+C + BE - D—CD)(B + AE - BD)}

elde edilir. Simdi yukaridaki islemin son ii¢ terimi hesaplandiginda

A(L+C + BE — D—CD)?+ (B + AE - BD)?(1+C)
~2B(1+C + BD - D—CD)(B + AE — BD)
= (A+ AC —B?)(1+C - 2D -2CD + D? + CD? + 2BE — 2BDE + AE?)

bulunur.

(k2)2 =|le; + kl'el||2
=(¢)*.A(A+ AC-B?)? x{(A+ AC -B?*)(l1+F)-1-C+2D+2CD-2BE

—AEZ—DZ—CD2+ZBDE}

oldugundan

(k)?+(k,)> =(¢)’A?(A+AC-B?)?
x{(A+AC-B?)’
+A*(A+AC -B? + AF + ACF —-B*F -1-C+2D
+2CD - 2BE - AE* - D*~CD’ + 2BDE)}

dir. Boylece ¢ =A™ f *A” esitligi kullanilirsa,
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(k)2 +(k,)* =22 f 2A°(A+ AC - B?)™?
x{(A+AC -B")’
+A*(A+ AC—B?+ AF + ACF —B*F -1-C +2D
+2CD - 2BE — AE* - D’ -CD” + 2BDE)}

ve
k= 2{ (k)7 +(k,)?}
bulunur.
n-2
A=1+>h’
i=1
n72 . . .
A+AC-B?=1+> (h?+h’+(hh,—hh,)?)
e
ve

A+ AC-B?+AF + ACF -B*F -1-C+2D
+2CD-2BE - AE*-D*-CD? + 2BDE

:j ((h, +h)? +{(hh, —hh)) - (hh; —Rh)? |+ (A —hih)?)

dir. Dolayisiyla i # J i¢in

n-2 _%
f =(1+Z(hi)2j

n-2 7%
x[l—i— () +(h)* +(hh, —hihj)ZJ

i,j=1

XHH 22: ((h)* +(h)* +(hh, -hihj)z}

ij=1

S (Y {Z ((h = )"+ (hA, —Rih) = (RA, —RA))* + (R i

i,j=1

elde ediliri ki bu da ispati1 tamamlar.
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Teorem 5.1.5. {a,a}, E" de genellestirilmis Mannheim ¢ifti olsun. «(s),&(5) noktalar:
{a,o?} genellestirilmis Mannheim ¢iftinin ilgili noktalardaki ve bu noktalarin egrilik
merkezleri M, M olsun. Bu taktirde

Jexsym ] )]
oM | [t 1|

orani sabit degildir.
Ispat: o egrisinin bir «(s) noktasindaki egrilik cemberi oskiilator diizlemde yatan ve

. s . 1
merkezi «(s) in birinci normal dogrusu e, iizerinde ve «(s) den P yarigap1 kadar
1

uzakliktadir. Yani M :oz(s)+kl.e2 dir.
1

1 1
a(s)M || =M —a(s)| =|la(s) +—.e, —a(s) =H—.e
|| I=1 || klz =
e el =fc]=
kl kl k1
N T PPN VR I K
|a@M =M -ae)|= a(s)+k7.e2—a(s) :HKT.e2
1 1
= i ||é2||: i :i
kl kl I(1
oM ] =M -a(s)]
_la@)+L 8, —als)
kl
o1 L
=a(3)+ =& - (a(®)+ > ue)
1 i=3
1. &
== — 2 46
1 i=3
1+E12'Zn:ﬂi2
_ i=3
- "
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[a@M] =M -a )

=|la(S) Jrkll.e2 —a(S)

=la(8) + Zn:yie} +kl.e2 —a(S)

1

= Zn: ei+le
izsluul kl-z

i=3
1. <G .
= (1+k_)zlui&|
1 i=3
:1+£ z|2—(1+k1) le
k]_ i=3 k1 i=3

esitliklerinden

o A+k) K 2 i
M) Jaom] &%
la(s)M|| Ha(S)M H : \/1+ Rlzzn:/liz
1 i=3
3
= (1+k,). zn:yf .J1+ Klzzn:yf
=3 i=3
# sabit

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.1.6. o ve &, E" Oklid uzaymda birim hizl1 iki egri olsun. « bir genellestirilmis
Mennheim egrisi ise & egrisinin « nin genellestirilmis Mannheim egri ¢ifti ise

W, é e {l, 2,..., n} sabitler olmak {izere & egrisinin Izl, lzz lZn,l egrilikleri arasinda

ifn (lui—lizi—l _/ui+lizi) =0

bagintis1 mevcuttur.
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Ispat: o genellestirilmis Mannheim egrisinin genellestirilmis

olsun. Tanim 5.1.1. den
a(8)=a(8)+) 1(5)&()
i-3
yazabiliriz. (5.1.20) esitliginin § ye gore tiirevini alirsak

d_Of = ~""Zn:lui’-éi +iﬂi &
ds i=3 i=3

bulunur. Frenet esitliklerinden

da . -~ o~
E —aT A (—k2.82 + k3'e4) tH, (_k3'63 + I(4'65)
...t (_En—z 'én—z + lzn—l'én) + 4, (_Rn—l'én—l)
elde edilir. Ayrica

d_a_d_a%_a,ds ds
d§ ds d§ ~ d§ ‘ds

Mannheim egri ¢ifti &

(5.1.20)

n—l'én)

oldugundan
ds . ~ o ~ O &
el.E =€ + 1, (K, &, + K3 .6,) + 14, (—K;.6; + K, €)
+ 1 (K, &, + K E) + o+ 11, (K L8 L +k
+ 4, (_kn—l'én—l)
ve
ds ~ X ~ “\ &
el-E =6 — 1K, + Z(/ui—lki—l —4,1K)€
i=3

n

bulunur. Son denklemi e, = Zé‘i.éi ile garpim islemine tabii tutarsak

i=3
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< elge2 >=< él,gfi.éi >—< ysﬁgéz,ggiq >
+< Z(yk ~4,K)8, Zf 6>
0=0-0+ Z E(u Kk~ k) <E,& >
i3
> k) =0
bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 5.1.7. k (s) =4 {(kl(s))2 +(k, (s))z} bagintis1 Mannheim egrileri i¢in bir diferensiyel

inveryenttir.
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