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OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde; temel kavramlar verilmistir.

ikinci boliimde; E* de rektifiye egrilerle ilgili 5zellikler ve rektifiye egrilerin bazi
karakterizasyonlart ile ilgili teoremler ve 6rnek verilmistir.

Ugiincii, dérdiincii, besinci bdliim ¢alismamizin orijinal kisimlarini olusturmaktadir.

Uciincii boliimde; Q?c E? de rektifiye egriler ve rektifiye egrilerin bazi
karakterizasyonlari ile ilgili teoremler incelenmistir.

Dérdiincii bolimde; Q°c E;' de rektifiye egriler ve rektifiye egrilerin
karakterizasyonlari ile ilgili teoremler analiz edilmistir.

Besinci boliimde; Tzitzeica tipinde rektifiye egriler ile ilgili teoremler ve
ornekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Rektifiye egriler, Tzitzeica egrisi, Tzitzeica tipinde
rektifiye egriler.
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SUMMARY

DIFFERDERTIAL GEOMETRY OF THE RECTIFYING CURVES

This work consists of five chapters:
In the first chapter; basic concepts are given.

In the second chapter; some properties, characterizations, theorems and an example
related to rectifying curves are given.

The third, fourth and fifth chapters are the original parts of our work.

In the third chapter; rectifying curves in Q°c E’, some theorems and
characterizations of rectifying curves are examined.

In the fourth chapter; rectifying curves in Q°c E;' , some theorems and also some
characterizations of rectifying curves are analysed.

In the fifth chapter; some theorems and examples on rectifying curves of Tzitzeica
type are given.

Keywords: Rectifying curves, Tzitzeica curve, Rectifying curves of Tzitzeica type.
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1. BOLUM
1.1. TEMEL KAVRAMLAR
Tamm 1.1.1. A bos olmayan bir climle ve bir K cismi {izerinde tanimlanan vektor uzayi
V olsun. Bu takdirde,

f: AXA >V
fonksiyonu icin asagidaki onermeler saglaniyorsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay
denir [1].

(A1) VP, Q, ReA igin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)

(A2) VPeA ve VaeV igin f(P—Q)) = « olacak sekilde bir tek Q€A vardir.
Tanmm 1.1.2. Reel bir afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay V olsun. V de bir i¢
carpim iglemi olarak,

<,>: VXV =>IR

)<= Sanfy G

oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve aci1 gibi metrik
kavramlar tamimlanabilir. Bdylece A afin uzayr Oklid uzayr admi alir ve E" ile gdsterilir
[1].

Tanim 1.1.3.

d: E" XE™"> IR
(x,3)=> d(x ) =l = V<X, % >= | > (x,~»)’
i=l1

seklinde tamimlanan d fonksiyonuna E" de uzaklik fonksiyonu veya Oklid metrigi denir
[1].

Tamim 1.1.4. A bir afin uzay ve A ile birlesen bir vektdr uzayr V olsun. A da verilen

{P,,P, ..., P} nokta (n+1)- lisine V de karsilik gelen { PyP;, PyP,, ... ,PyP, } vektor

n-lisi bir baz olusturuyorsa, {P; , P; , ..., P, } nokta (n+1)-lisine afin ¢at1 denir [1].

Tamm 1.1.5. E" de sirali bir {Py, P, , ... , B,} nokta (n+1)-lisine IR" de karsilik gelen

{PoPy, PyPy, ...,PoP, } vektor n-lisi IR" de ortonormal bir baz ise {Py, Py, ... , Py}
sistemine E" de Oklid ¢at1 denir [1].



Tamm 1.1.6. Xz @ bir ciimle ve X in alt climlelerinin bir koleksiyonu t olsun. Eger t
icin agagidakiler dogru ise T ya X iizerinde bir topoloji denir [1].

(T X, der

(T2) VA,Bet icinAnBert

(T3) iel,A4 et igin ng[er

Tamm 1.1.7. Bir X climlesi ve iizerindeki bir T topolojisinden olusan (X, 1) ikilisine bir
topolojik uzay denir [1].
Tanim 1.1.8. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar.

f: XY
fonksiyonu siirekli ise f' var ve ' de siirekli ise f ye X den Y ye bir homeomorfizm
denir. Bu takdirde X ile Y uzaylarina homeomorfik uzaylar denir [1].
Tamm 1.1.9. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar1 i¢in, X de
sirast ile P ve Q noktalarini igine alan Ap ve A, acik alt ciimleleri, Ap NAy = < olacak
bicimde bulunabilirse, X uzayma Hausdorft uzay1 denir [1].
Tanmm 1.1.10. M bir topolojik uzay ve M i¢in asagidaki dnermeler saglaniyorsa, M ye
n-boyutlu topolojik manifold denir [1].

(M1) M bir Hausdorff uzayidir.

(M2) M nin her bir agik alt ciimlesi E" € ya da E" in bir agik alt ciimlesine
homeomorfdur.

(M3) M sayilabilir ¢coklukta agik climlelerle ortiilebilir.
Tanmm 1.1.11: M bir topolojik manifold ve M nin bir atlas1 S={(‘¥,,W,)},., olsun.
Eger S atlast igin, W\ Wp # J olmak lizere Vo, BeA ya karsihik Qo ve @pq
fonksiyonlar1 ~ C* smifindan  diferensiyellenebilir iseler S ye  C*sinifindan
diferensiyellenebilirdir denir. S atlasina M iizerinde C* sinifindan diferensiyellenebilir
yapi denir [1].
Tammm 1.1.12. M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* sinifindan

diferensiyellenebilir bir yapi tammmlamirsa, M ye C*smifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [1].



Tamm 1.1.13. E" n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1)-boyutlu bir yiizey veya (n-1) yiizey

diye E" deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, dyleki bu M ciimlesi

dif .bilir
M={x€Uc E'| £ U — IR,

x - f(x)=c}
Vil, # 0, VpEM bigiminde tanimlanir [2].

o0

Tamm 1.1.14. Ic IR acik(kapal) bir aralik olmak {izere a: I —C> E™ fonksiyonuna E"
de bir egri denir [1].

Tamm 1.1.15. M, (I,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Vseligin ||a’(s)|| =1
ise M egrisine birim hizli egri denir. sel ya da yay-parametresi ad1 verilir [1].

Tanim 1.1.16. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.
Yani Vtelc IR igin a'(t) #0 dir [1].

Tamm 1.1.17. McE3 egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
y={a', .., a”} sistemi lineer bagimsiz ve Vo), k>rigin a® €S, {y} olmak
lizere y den elde edilen {V,,V,,...,.V } ortonormal sistemine M egrisinin Serret-
Frenet r- ayaklh alani denir. m eM igin {V,(m),V,(m),...V. (m)} ye ise meM
noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. 1<i<r i¢in her V; vektoriine de Serret-

Frenet vektori denir [1].

Tamm 1.1.18. McE’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Vtel i¢in o(t)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi,

1
"0 = o™
N(t) = B(t)xT(t)
a' (t)xa' (t)
lla’ (&) xa" (DI
seklindedir [1].

B(t) =

Tanmm 1.1.19. o: I — E’ egrisi birim hizli bir egri olmak iizere, Vsel igin a(s)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi,
T(s) =a’'(s)
a”(s)
THOIION
B(s) =T(s)xN(s)
seklindedir [1].

N(s) = T'(s)



Tamm 1.1.20. McE" egrisinin a(s)eM noktasindaki Frenet r-ayaklisi { V...V, }

olsun. Bu durumda, a(s) belli bir nokta olmak tizere E" nin

Sp{Vl,...,Vp }, pSr
vektor uzayi ile birlesen afin alt uzayina, o(s) noktasinda M egrisinin p-yinci Oskiilator
Hiperdiizlemi denir [1].
Tanmm 1.1.21. M c E" egrisi, (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel ya karsilik gelen
o(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist { V7 ((S), ..., V' «(s)} olsun. Buna gore,

ki: 1> IR

s > ki(s)=<V,/(s), Viy1(s)>, 1<i<r

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu denir. s€l i¢in
ki(s) reel sayisina, a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir [1].
Tanmm 1.1.22. McE" egrisi (La) koordinat komsulugu ile verilsin. sel igin o(s)
noktasinda i-yinci egrilik ki(s) ve Frenet r-ayaklist {V,(s), ..., V (s)} olsun. Bu taktirde

Frenet formilleri,

D) Vi'(s) = ki ($)Va(s)

2) Vi'(s) = kia () Vica(s) +ki(s) Viga(s) , 1<i<r (1.L.1)
3) Ve(s) =-k,,(8) Vrea(9)
seklindedir [1].

Tamm 1.1.23. E" in bir hiperylizeyi M olsun. M de bir egri o ve . nin teget vektor alani
T olmak {izere o lizerindeki bir Y vektor alani i¢in, o boyunca,
DY =0
ise Y vektor alanina M iizerinde o boyunca bir Levi-Civita anlaminda paralel vektor alani
denir. Eger DI = 0 ise o egrisine M iizerinde bir geodezik egri denir [2].
Tamm 1.1.24. M bir Riemann manifoldu ve M {izerindeki Riemann koneksiyonu D
olsun. O zaman, M iizerinde {(I, o)} atlas1 ile verilen egri boyunca geodezik egrilik
vektor alani diye, bu egrinin birim teget vektor alan1 T olmak iizere D;T vektor alanina
denir.
ky: 1— 1R
8 = ky(s) = [[DrT ||

olarak tanimlanan k, fonksiyonuna da a egrisinin geodezik egrilik fonksiyonu denir [3].



2. BOLUM
2.1. E* Oklid Uzayinda Rektifiye Egrilerle ilgili Bazi1 Ozellikler

Rektifiye egriler, ilk olarak B.Y.Chen (2003) tarafindan, E* de egrinin teget(T) ve
binormal(B) vektor alanlar tarafindan gerilen rektifiye diizleminde yatan uzay egrileri
olarak tammlanmstir [4,5]. Bundan dolayr E3 de orijinden gegen bir o rektifiye egrisi,
A(s) ve u(s) keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

a(8)=A(s)T(s) +u(s)B(s)
denklemi ile ifade edilir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda rektifiye egriler Kazim Ilarslan, Emilija Nesovic,
Miroslava Petrovig-Torgasev(2003) tarafindan calisilmistir [6]. Daha sonra Ahmad T.
Ali, Mehmet A. Onder (2012) tarafindan Minkowski Space-Time uzayinda Space-Like
Rektifiye egriler incelenmistir [7]. Yine rektifiye egriler Pseudo-Galilean uzayinda
Handan Oztekin ve Alper O. Ogrenmis (2012) tarafindan da calisilmustir [8].

Bu bolimde E, 4-boyutlu Oklid uzayinda rektifiye egri tanmimlanmustir ve rektifiye
egri ile ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Ayrica 3 ve 4-boyutlu Oklid uzaylarinda
rektifiye egrilerle ilgili 6rnek verilmistir.

Burada E® Oklid uzayu ile benzer olarak E* de bir rektifiye egri tanimlanacaktir. E* de

bir o rektifiye egrisi, E* de asli normal vektor alan1 N olmak iizere yer vektorii N nin N+

ortogonal komplemani {izerinde yatan bir egri olarak tanimlanmistir [6]. N" ile N nin

ortogonal komplemani gosterilmek tizere,
N ={WeE* |[<WN>=0

ile verilir. <, > ile E* de standart i¢ arpim gosterilir. Boylece N * , E*{in teget(T), birinci
binormal(B,), ikinci binormal(B,) vektor alanlar1 tarafindan gerilen ii¢ boyutlu bir alt
uzaydir. Dolayisiyla E* de orijinden gegen pozitif yonlii bir rektifiye egrisi,

a(s) =Ms) T (s) + u(s) By (s)+v(s) Ba (s) 2.1.1)
ile tanimlidir [6].

Burada s yay parametresi olmak iizere A(s), u(s), y(s) diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir. Ikinci boliimde rektifiye egriler ki, ko, ks egrilik fonksiyonlari cinsinden
karakterize edilecektir ve E* de verilen keyfi bir egrinin rektifiye egri olmasi igin gerek
ve yeter sartlar verilecektir. Boylece E* de bir rektifiye egrinin agik denklemleri

bulunacaktir.



E*de a: 1 — E* <a’(s), a'(s) > =1 olmak iizere birim hizli bir egri olsun. Burada
<, >, E*de standart i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ carpim,
V X,Ye E*i¢in,

<SXY >= X0 X0, X35+ X,),

seklinde ifade edilir. Sonug olarak bir X eE* vektoriiniin normu || X|| = V< X,X > dir.
Birim hizli bir a egrisi boyunca hareket eden Frenet catist {T, N, By, B,} olsun. T, N,
B,, B; sirasiyla egrinin teget, asli normal, birinci binormal, ikinci binormal vektor alanlar

olmak iizere Frenet formulleri,

T 0 k 0 oOfT
N| |-k 0 &k O|N
- (2.1.2)
B'l |0 -k 0 k|B,
Bl |0 0 -k 0]B,

ile verilir [9].
ki, ko, ks fonksiyonlar1 a nin birinci, ikinci, lgiincii egrilikleridir. Vse IcIR igin
ks(s) # 0 ise a egrisi tam olarak E*de yatar. E*de orijin merkezli birim kiire S*(1),
S’(1)={XeE!, < XX>=1}
ile taniml1 hiperyiizeydir.

2.2. E* de Rektifiye Egriler ve Karakterizasyonlar
Bu bolimde ilk olarak E* de rektifiye egriler, egrilikler cinsinden karakterize
edilecektir.
Teorem 2.2.1. E* de sifirdan farkli ki, k, k3 egriliklerine sahip birim hizli bir egri a(s)
olsun. O zaman o nin bir rektifiye egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart(cIR olmak iizere)
ki ($)ks(s)(s +¢) | (ka($)ka(s) + (s + ) (ki (s)kz(s) = kp()ka(s)\
o E6)-kaG) ) -0
olmasidir [10].

ispat. E* de sifirdan farkli k, ko, ks egrilikli birim hizli bir egri « olsun. Tanimdan o nin
yer vektorli (2.1.1) denklemini saglar. A(s), u(s), y(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar
icin (2.1.2) Frenet denklemleri kullanilip s ye gore (2.1.1) denkleminin diferensiyeli
alinarak,

T=MT + (Ak-pk) N + (u-y k3) By + (pks+y") B,



bulunur. Daha sonra esitligin her iki yani sirasiyla T, N, Bj, B, ile ayr1 ayr1 i¢ ¢carpima

tabi tutularak,

Ao=1
Aky —pk, =0 (2.2.3)
W —vks =0
uks +y' =0
esitlikleri elde edilir. c e IR olmak iizere, (2.2.3) esitliklerinden
A(s) =s+c
u(s) = %&”) (2.2.4)
J(5) = FOR9)+ (s Ok (ks () =Ky (k')

by (9)ky (5)
bulunur. Sonug¢ olarak A, p, y fonksiyonlart o nin kj, ko, k3 egrilikleri cinsinden ifade
edilmis olur. Ayrica (2.2.4) de verilen son iki esitlik ile (2.2.3) deki son esitlik

kullanilarak,

k() (5)(s +¢) | Ky (9)ky(5) + (s + )k, " ()k, (5) — K, (5)k, ()
ky(s) k,” (8)k;(s)

denklemi elde edilir.

J =0 (2.2.5)

Sonuc 2.2.1. E* de birim hizli keyfi bir a egrisinin k;, ko, ks egrilikleri (2.2.5)

denklemini saglar.

X = as) = (s + OT(s) ~ L2 D g ()
() = G+ ) + KO +0)
K3(Dks(s) *

seklinde verilen bir XeE*' vektorii i¢in (2.1.2) ve (2.2.5) bagmtilar1 kullanilarak
kolayca X' (s)=0 bulunur. Bu da X in sabit bir vektor oldugunu gosterir. Bu da agik¢a o
nin bir rektifiye egrisine esdeger oldugunu ifade eder.

E* de bir rektifiye egrinin ki, ks, ks egrilik fonksiyonlarinin sifirdan farkli ve sabit
oldugu kabul edildiginde (2.2.5) denklemi acgikca bir ¢eliski olusturur. Bundan dolay1

asagidaki teorem verilir.



Teorem 2.2.2. E* de tam olarak yatan, sifirdan farkli ve k;, kj, ks sabit egriliklerine sahip
bir rektifiye egri yoktur [10].

Simdi egrilik fonksiyonlariin ikisinin sabit oldugu durumlar asagida incelenecektir.

Kabul edelim ki ki(s) = sabit > 0, ky(s) = sabit # 0, ks(s) # sabit olsun. (2.2.5)
denklemini kullanarak, ¢ € IR olmak tizere

ki(s) —k3(s)(s+c)=0 (2.2.6)

diferensiyel denklemi bulunur. (2.2.6) diferensiyel denklemin ¢6ziimii c,c; € IR olmak

lzere
1
k3(s) =
\/I—sz — 2¢s — 2¢4|
seklindedir.

Benzer olarak ky(s) = sabit # 0, kj(s) = sabit # 0, k; (s) # sabit oldugu takdirde
(2.2.5) denklemi, ¢ € IR, k3 € IR, olmak iizere

k3(s)ki(s)(s+¢) + (ky(s)(s+¢))' =0 (2.2.7)
diferensiyel denklemi ile belli olur. (2.2.7) diferensiyel denklemin ¢oziimii ise, ¢; € IR

olmak tlzere

ke (s) = —

" (s +¢)
seklinde bulunur.

Son olarak k;(s) = sabit > 0, kj(s) = k3 = sabit # 0 ve k;, # sabit #0 oldugu takdirde
(2.2.5) kullanilarak, c € IR, k3 € IR, olmak iizere

!

2
oo | ((s+e)) _ (2.2.8)
L@ )

diferensiyel denklemi bulunur. (2.2.8) diferensiyel denklemin ¢dziimii, ¢; € IR* olmak

luzere

ky(s) = ¢, €9 (s + )

seklindedir. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.



Teorem 2.2.3. E* de ki, ko, ks egriliklerine sahip birim hizli bir egri o olsun. Asagidaki

ifadeler saglanirsa a egrisi bir rektifiye egrisine denk olur [10]:

1

JI-s2-2cs—2¢4|
b) k,(s) = sabit > 0, k;(s) = sabit # 0 ve k,(s) = 26—1 ,c,cp €EIRT

a) k 1(s) = sabit > 0,k,(s) = sabit # 0 ve k;(s) = c,c,€IR

¢) ky(s) = sabit > 0,k5(s) = ks = sabit # 0ve k, = ¢, " (s +¢), ¢, c; € IR*
Asagidaki teoremde E* deki egrinin bir rektifiye egri olmast icin gerek ve yeter sartlar
verilecektir.
Teorem 2.2.4. E* de o sifirdan farkl ki, ko, ks egriliklerine sahip birim hizli bir egri
olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.
i) p(s) = lla(s)|| uzaklik fonksiyonu c, € IR, c,eIR™ igin,
pi(s) =s?+ s+,
ifadesini saglar.
ii) Egrinin yer vektorliniin teget bileseni, < a(s) , T(s) > = c+s, celR seklinde
verilir.
iti) Egrinin yer vektoriiniin o (s) normal elemani sabit uzunluga sahiptir ve p(s)
uzaklik fonksiyonu sabit degildir.
iv) Egrinin yer vektoriiniin birinci ve ikinci binormal elemanlari, sirasiyla ,c € IR
i¢in,
k1(S)(s+c)
ka(s)

k1 () Jez (8)+ (s+0) (I (k2 ()~ k2 ()K5(5) )
k3 ()k3(s)

<a(s), By(s) >= (2.2.9)

< a(s), By(s) >=

ile verilir [10].

Tersine E* de sifirdan farkli ki, ks, ks egriliklerine sahip birim hizli bir o egrisi
(i), (ii), (iii), (iv) ifadelerinden birini saglar ise o bir rektifiye egri olur.
ispat. ilk olarak kabul edelim ki o(s), E* de sifirdan farkli k;, ks, ks egriliklerine sahip
birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde o nin yer vektorii (2.1.1) denklemini saglar.
Buradaki A(s), p(s), y(s) fonksiyonlar1 (2.2.3) bagintisin1 gergekler. (2.2.3) de tglincii
denklem —y'(s) ile ¢arpilip ve (2.2.3) de son denklem () ile ¢arpilarak bu iki denklem
karsilikl1 olarak toplanip gerekli islemler yapildiginda,

k3(s)(u(s)p'(s) +y(s)y'(s)) =0



denklemi bulunur. Burada k5(s) # 0 oldugundan uu’'+ yy’ =0 olur. Son olarak
aelR{ sabiti i¢in,
u%(s) + y%(s) = a? (2.2.10)
bulunur. (2.1.1) bagintisindan,
< a(s),a(s) >=212(s) + u2(s) + v2(s)
yazilir. (2.2.4) ve (2.2.10) kullanilarak son esitlik,
<aos), a(s)>= (s+ c)2 +a’
seklinde olur. Dolayisiyla ¢, IRy, c; IR olmak lizere
p2 (s)= $2+ c,stc,
olur ki bununla (i) ispatlanir.
Ayrica (2.1.1) ve (2.2.4) bagintilar1 kullanillarak < o(s) , T(s) > =s + ¢, celR
bulunur. Bununla da (ii) ispatlanir.
E*de keyfi bir egrinin yer vektorii,
a(s) =m(s) T(s) + o (s)
seklinde kabul edilebilir. m(s) diferensiyellenebilir keyfi bir fonksiyon ve o'\(s), yer
vektoriinlin normal bileseni olmak {izere a bir rektifiye egri ise (2.1.1) bagintisinda,
a(s) = u(s)B1(s) +y(s)B,(s)
yazilip gerekli islemler yapildiginda <aN(s), alN(s)>= HZ(S) +v%(s) ifadesi bulunur.
Ayrica (2.2.10) kullanilarak ||a"|| = a, aeIR{ bulunur. (i) den p(s) sabit fonksiyon
olmadigindan (iii) ispatlanir. Son olarak (2.1.1) ve (2.2.4) kullanilarak kolayca (2.2.9)
ifadesi bulunur. Boylece (iv) ifadesi ispatlanir.
Tersine kabul edelim ki (i) saglansin. O zaman, c¢; €IR( olmak iizere
<a(s),a(s)> = s+ cis+c
olur. Son denklemin s ye gore iki defa diferensiyeli alinip (i) kullanilirsa
< a(s) , N(s) >= 0 bulunur. Bu da o nin bir rektifiye egri oldugunu gosterir.
Eger (i1) saglanirsa, benzer yolla o nin rektifiye egri oldugu gosterilebilir.
Eger (iii) saglanirsa o egrisi a(s) = m(s)T(s) + a(s) seklinde yazilabilir. m(s) keyfi
bir diferensiyellenebilir fonksiyon olup,
<alN(s),aV(s) >=<a(s),a(s) > -2 < a(s), T(s) > m(s) + m?(s)
seklinde yazilabilir. Ayrica < a(s), T(s) > = m(s) oldugundan
<al(s), aV(s) >=<a(s), a(s) > —< a(s),T(s) >2
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bulunur. Burada < a(s) , a(s) > = p(s) # sabit olup s ye gore yukaridaki denklemin
diferensiyeli alinip (2.1.2) kullanilarak,

ki(s) <au(s), T(s)><a(s),N(s)>=0
bulunur. Buradan < a(s) , N(s) > = 0 olur. Bu da a nin bir rektifiye egri oldugunu

gosterir.
k1(s)(s+c)

Eger (iv) saglanirsa < a(s) , B;(s) > =
k2 (s)

denkleminin s ye gore tiirevi

alinip (2.1.2) kullanilarak,

!

-y (s)a(s) N(s)) + ks (s)ex(s). B, (5)) = (M;L(Ss;@]

bulunur.

(2.2.9) kullanilarak son denklem < a(s) , N(s) > = 0 olur. Bu da o nin bir rektifiye
egri oldugunu gosterir. Boylece teorem ispatlanir.

Sonraki teoremde rektifiye bir egrinin parametrik denklemi bulunacaktir.
Teorem 2.2.5. E* de a(t)= p(t) y(t) ile verilen bir egri a: I cIR —» E* olsun. p(t) pozitif
keyfi bir fonksiyon ve y(t), S*(1) birim kiiresinde birim hizli bir egri olmak iizere o nin

bir rektifiye egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

'0( ) - cos(t+t0)
olmasidir [10].

a€lR,, toelR 2.2.11)

ispat. E*de ou(t) = p(t)y(t) ile verilen bir egri o olsun. p(t) keyfi bir fonksiyon ve y(t),
S*(1) de birim hizl1 bir egri olmak tizere, o(t) nin t ye gore tiirevi alindiginda,
a'(®) = p' Oy + p(O)y' (1)

elde edilir. a nin birim teget vektorti,

© ©
(0 =22y(0) +22y'(5) (2.2.12)

seklinde olup, o nin hiz1 v(t) = ||a’(t)|| dir. t ye gore (2.2.12) denkleminin tiirevi
alinarak,
P (P
r=(5) v+

bulunur.

(2 - 220Dy ey £y (2.2.13)

v

E'de <Y,y>=<Y,y >=<Y, yxy >= 0 denklemlerini saglayan birim vektor
alan1 Y olsun. O zaman {y, y, yX y',Y} sistemi E* {in ortonormal bir catist olur.

Buradan y", {y, y', yXy', Y} c¢atisina gore,
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Y=<y y>yt<yly>y+<y,yxy'>yxXy'+<y", Y>Y (2.2.14)
seklinde yazilabilir.

<y, y>=<y'y>=1 oldugundan;

<y,y>=-lve< y", y>=0 (2.2.15)
olur. (2.2.14) denkleminde (2.2.15) denklemleri g6z 6niine alindiginda,

Y'=-y +<yLyxy >y Xy +<y,Y>Y (2.2.16)
seklinde olur.

(2.2.16) esitligi (2.2.13) da yerine yazilip ve E*de keyfi birim hizli egriler i¢in Frenet

formiilleri uygulanirsa,

n' 20’ I + 17 < II' XV >
klvN=(<%>_£)y+<i_W_P>>y,+ VL YXY >

v v v3 v

+(£j,<y~, Y)Y (2.2.17)
v

bulunur.
<y,y>=1oldugundan <y, y>=0ve <y, a>=0olur. Dahas1 <o,Y >=0
bulunur. Ayrica o, E* de bir rektifiye egri ise gerek ve yeter sart < a., N > = 0 olmasidir.

Ayrica o ile (2.2.17) {in skaler ¢arpimini aldiktan sonra < a., N > = 0 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

(%) —2=y (2.2.18)
olmasidir.

(2.2.18) deki diferensiyel denklem,

pp'2p°—p> =0 (2.2.19)

seklinde yazilip denklem i¢in keyfi olmayan ¢oziimler (2.2.11) de verilmistir. Boylece

teoremin ispat1 tamamlanir.

Tanim 2.2.1. k # 0 olmak iizere E’ de regiiler bir x(s) egrisi icin, D = 7.T + x.B Darboux
vektori tarafindan verilen egriye x(s) in merkezi denir. x(s) in yer vektorii

x(s) = A(s).T(s)+ u(s).B(s)
seklindedir [5].
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Ornek 2.2.1. =0, k = sabit = 0 olmak iizere E’ de birim hizli bir egrinin merkezi, bir
rektifiye egridir.

D nin s ye gore diferensiyeli alinip, (1.1.1) kullanilarak D'=t'T bulunur. D'=t'x" olup,
uygun noktalarda D ve x in birim teget vektorleri paraleldir. x(s) egrisi lizerinde {T,N,B}
catisina gore elde edilen Serret-Frenet denklemlerinde ilk esitlikten xve D nin asli
normal vektorleri uygun noktalarda paralel olur. Bundan dolayr D ve x in binormal
vektor alanlari da paralel olacagindan Tanim 2.2.1 den x in merkezinin yer vektorii onun

rektifiye diizleminde yatar. Sonug olarak D bir rektifiye egri olur [5].

Ornek 2.2.2. E* dea € IRy, s, € IR olmak iizere,

a(s) = (m) (sin(s),cos(s),sin(s), cos(s))
edrisi, p(s)=a/cos(s+sy) ve S3(1) birim kiiresi iizerinde birim hizli bir egri
y(s)=(1/"/2)( sin(s), cos(s),sin(s),cos(s))  olmak iizere verilen bu  egri

a(s) = p(s)y(s) seklinde yazilirsa teorem 2.2.5 den a(s), E* de yatan bir rektifiye egri
olur [10].
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3.BOLUM
3.1. Q> E; de Rektifiye Egriler

Tamm 3.1.1. E;, 3- boyutlu pseudo- Oklidyen uzayi, x,y € E; igin

N 2 3
G(x,y)=(x,») :iny[ _ijyj =XV XY, XY

i=1 j=3

metrigi ile tanimlidir. Bu metrige pseudo-Riemannian metrigi ad1 verilir [12].
Tamm 3.1.2. M, E; {in bir altmanifoldu olsun. Eger E; iin G pseudo-Riemannian
metrigi, M iizerinde bir pseudo-Riemannian G metrigine karsilik geliyorsa, o zaman M,
E; iin bir timelike altmanifoldu olarak adlandirilir [12].
Tamim 3.1.3. E; de segilmis bir nokta ¢ olmak iizere pseudo-Riemannian lightlike koni
uzayl,

Qi(c)={xekE;] :(N}(x—c,x—c) =0}
seklinde tanimlidir. Buradaki metrik ise,

(N?(x—c,x—c) =(x—c,x—c)=(x,—¢,)> +(x, —¢,)” —(x; —¢;)’
seklinde ifade edilir. ¢ noktasina Q;(c¢) uzaymn merkezi adi verilir. ¢=0 oldugu zaman
Q;(0) uzay1 Q" ile gosterilir ve lightlike koni olarak adlandirilir [13].
Tamim 3.1.4. 3-boyutlu Minkowski uzay1 E; ve E; de bir lightlike koni Q° olsun. E;
de bir a #0 vektori eger (a,a) >0, (a,a) <0 veya (a,a)=0 seklinde ise sirasiyla
spacelike, timelike veya lightlike olarak adlandirilir [12].

Tamim 3.1.5. E; de bir {e,,e,,e,} ¢at1 alani igin
(e;,e;) =(e,,e,) =0, (e,,e;)=1
(e, ;) =(e,,€) =0,
ifadeleri saglaniyorsa bu catiya asimptotik ortonormal ¢at1 alan denir.
Ayrica E13 de bir {e,,e,,e,} cat1 alani i¢in,
(e,,e,) =—(e;,e;) =1, {e,,e;) =0 ve (e,e,) =0={e;,e) (3.1.1)

ifadeleri saglaniyorsa bu ¢atiya bir pseudo ortonormal ¢at1 alan1 denir [13].
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Tamim 3.1.6. E; de spacelike bir x:/ —>Q*c E; egrisini ele alalim. x(s) birim hizli bir
egri olmak lizere x(s) egrisinin birim teget vektor alan1 x' = & seklinde olup,

) =1, {xx) =(y,») =", ) =0
olacak bigimde bir y vektor alani segilerek x(s) egrisinin ¥’ normal uzayi,

VO ={spani{x,y}}", X' =aeV’, Span{x,y,a} =E]
seklinde verilir.

Q’ c E] de bir x(s) egrisi boyunca asimptotik ortonormal bir ¢at1 {x,y,x’} olsun.
Bu takdirde Tanim 3.1.6 dan,

) =1 {xx) =y, ="y =0, (a,a) =1
yazilir [13].

E] de rektifiye egriler, @ min a*ortogonal komplemaninda yatan uzay egrileri
olarak tanimlanmustir. Bu egriler Q° uzaymnda x ve y vektdr alanlari tarafindan gerilen
diizlemde yatarlar. & ve u diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere x egrisinin
span{ x, y} diizlemindeki yer vektort,

x(s) =06(s)x+ u(s)y (3.1.2)
seklinde tanmlanir.

x(s): 1 — Q’c E;, E; de keyfi birim hizl1 bir egri olsun. O halde E; deki metrik,
Vx,y € E; igin

(GLY) =X ) + X0, — X305
seklinde olup Vx € E} i¢in x in normu,

||xH X +x; —x;
seklinde olur.

Q’ de birim hizli spacelike bir x(s) egrisi boyunca hareket eden asimptotik

ortonormal bir ¢at1 {x,y,a} olsun. x(s) egrisinin koni egriligi k olmak {izere Frenet

formiilleri,
x' 0 1 0| x
a'l=lx 0 -lja (3.1.3)

i

vy |0 =x 0|y

seklinde olup agikga,
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X' =a

a'=re-y (3.1.4)
V' =-ka

seklinde ifade edilebilir[14].

3.2. Q° de Rektifiye Egrilerin Karakterizasyonlari
Bu bélimde ilk olarak E; de rektifiye egriler, egrilikler cinsinden karakterize
edilecektir.
Teorem 3.2.1. Q*de birim hizli ve egriligi x olan bir rektifiye egri x(s) olsun. Bu
durumda x(s) egrisinin x ve y vektor alanlarinin bilesenleri sirasiyla, ¢ € IR igin
0=1+cKk
U=c
seklinde verilir.
Ispat. Q° de birim hizli bir egri x(s) olsun. x(s) egrisinin egriligi «, 0 ve p
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere (3.1.2) bagintisindan
x(s) = O(s)x + p(s)y
esitligi yazilir. Burada s ye gore tiirev alinip (3.1.4) yardimiyla
x'=0x+&"+uy+w'
x'=0x+6a+ uy+ u(-xa)
oa=6+(0—-xua+uy
elde edilir. Son ifadenin her iki yani sirasiyla y, a ve x ile i¢ carpima tabi tutularak
(a,y)=60=0
(a,a) =0—kKku=1 (3.2.1)
(a,x)=p"=0
esitlikleri bulunur. Ayrica buradan,
uU=0=>u=c,celR
O—-xku=1=0=1+xu=1+ckx
ifadelerinden,
O=1+ck
U=c
elde edilir.

(3.2.2)
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Teorem 3.2.2. Q> de birim hizli spacelike bir egri x(s) ve x(s) in egriligi x = sabit
olsun. O halde ¢ € IR, i¢in asagidaki ifadeler saglanirsa, x(s) bir rektifiye egri olur.
Tersine x(s) bir rektifiye egri ise asagidaki ifadeler saglanir.

(1) x(s) in uzaklik fonksiyonu p = 2c(1+ cx) seklinde olup p sabittir.

(2) Egrinin x ve y vektor alanlarinin bilesenleri sirasiyla

(x(5),x(5)y = =c ve {(x(5),y(s))y =0 =1+cK
seklindedir.
Ispat. Q7 de birim hizli ve sifirdan farkli sabit egrilikli bir rektifiye egri x(s) olsun. Bu
nedenle x(s) egrisinin yer vektorii (3.1.2) denklemini saglar. Ayrica 6 ve p fonksiyonlari

(3.2.2) bagitisini saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. O halde
P (5) = [x(9)]|” = (x(),x(8)) = (O(5)x + (), O(5)x + p2(5) y)

= 0% (s)(x, x) + 20(5) a(s)(x, y) + 1% (s)(> )
=20(s) u(5)<x, )

=26(s)u(s).1

=20(s)u(s)

=2c(1+cx)

¢ € IR, igin, p sabit olur.

Tersine p°(s) = (x(s), x(s)) = 2¢(1+ cx) saglansin. Buradan tiirev alinarak

2(x'(5),x(s)) = Qc(1+cx)) = 2(x'(s),x(s)y =0

= 2a(s),x(s)) =0

elde edilir. Bulunan bu son esitlikte 2# 0 oldugundan (a(s),x(s)) =0 bulunur. Bu da
x(s) in bir rektifiye egri oldugunu gosterir. Boylece (1) ispatlanir.

(2) i¢in, x(s) bir rektifiye egri ise (3.1.1) ve (3.2.2) den kolayca (x(s),x(s))=u=c
ve (x(s), y(s)) =0 =1+ ck elde edilir.

Tersine (x(s),x(s)) = =c ve (x,y) =6 =1+cxk saglansin. Bu takdirde x(s) in bir
rektifiye egri oldugunu gosterelim. {(x(s),x(s)) = ¢ = c esitliginde s ye gore tiirev alinirsa

(x(s),x(s)" = p' =" = Kas),x(s)) =0
elde edilir. 2# 0 oldugundan {(a(s),x(s)y =0 bulunur. Bu da x(s) in bir rektifiye egri
oldugunu gosterir.

Tanim 3.1.6 dan « € span{x, y}* i¢in (a, y) =0 ve x =sabit oldugundan,
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(xx, ) =0"=(+cx) ={a,y) +{x,—xa) =0

={a,y)—k{x,0) =0
= k{a,x)=0

bulunur. k# 0 oldugundan (&, x) =0 bulunur. Bu da x(s) in bir rektifiye egri oldugunu
gosterir. Boylece (2) nin ispati tamamlanir.

Teorem 3.2.3. x (t)= p(t)z(t) ile verilen spacelike bir egri x:/ —Q? c E; olsun. Burada
p(t) keyfi pozitif bir fonksiyon, z(t) ise E; uzayi iizerinde birim hizli bir egri olsun. O

halde x (t) nin bir rektifiye egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart z(t) bir rektifiye egri ve

-1
P(f)—%

olmasidir.
Ispat. Q° de bir spacelike egrisi x(t)=p(t)z(t) seklinde verilsin. p(t) keyfi pozitif bir
fonksiyon ve z(t) E; uzayi iizerinde birim hizl1 egri olsun. x (t) egrisinin t ye gore tiirevi
alinirsa,

x'(t) = p'(O)z(1) + p()z'(2)

esitligi bulunur. Burada x(t) in birim teget vektor alani, 4 = \/ (pz+p2',pz+ p2') olmak

lizere,
ol P
ot)=—7zl)+—z (¢
() 3 (1) 3 (0 (3.23)
seklinde yazilir. (3.2.3) de t ye gore tekrar tiirev alinirsa,
PN P PN P
=(=)z+(=+(= + = 324
a (9)2 (3 (3))2 i (3.2.4)

esitligi elde edilir.

x (t) bir rektifiye egri olsun o zaman (x(¢),x(¢)) =0 olur. x(t)=p(t)z(t) ifadesi goz
ontine alinirsa (o(¢)z(¢),a(t)) =0 olur ve dolayistyla da p(¢){z(¢),x(¢)) = 0 bulunur. Bu
da (z(?),a(t)) = 0 olmasm gerektirir. Bu son esitligi (3.2.3) esitliginin her iki tarafini z

ile ¢arparak elde edelim. Bu takdirde
(,2) =2 (220 + 242 2)

elde edilen bu son esitlikte < z, a >=0 olmas1 < z, z >=0 ve < z’, z >=0 olmasini
gerektirir. Dolayisiyla da < z,z >=0 ifadesi z(t) egrisinin bir rektifiye egri oldugunu
gosterir.
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Bu durumda z(t) egrisi igin,
(z,z) ={k,k)y =(z"k) =0,(z,k) =1 (3.2.5)
ozelliklerini saglayacak sekilde bir ¢at1 {z,k,z" = } olsun.
(3.2.5) den faydalanarak z" ifadesini yazalim.
" ={(z2",2)z+ (" kYk +(z",2")z’ (3.2.6)
ifadesi ile (3.2.5) ve Frenet denklemlerinden (z,z) =0, (z’,z) = 0 bulunur. Ayrica
(2,2)=1=(B.B) ,
(2", zy=-1,{z",2"y =0,
(2" k) =(f,k) =(,z —k,k) =x{z,k) =K
elde edilen bu i¢ ¢arpimlar (3.2.6) da kullanilirsa,
Z"=—z+xKk (3.2.7)

seklinde olur.

(3.2.7) ifadesi (3.2.4) de goz Oniine alinirsa,

a' = ﬂj z+(ﬂ+(£] }Z'+£(—Z+Id€)
4 9 N 4

a =2 L+ | Lt 2| 2+ Lk
9 9 g \ 9 9

oo—y=|| 2| =L+ L w2 2+ Lk (3.2.8)
9 v g g 9
esitligi elde edilir. Boylece (3.2.8) ifadesinin her iki yani1 x ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa,
1(x, x) — (, x) = [(%) - %}(z, X+ {% + (gj ](z', X) + % x(k, x) (3.2.9)

esitligi bulunur. (3.2.9) daki i¢ carpimlar,
(z,x) =(z,p2) = p(z,2) = p.0=0
(z',x)=(2',pz) = p{z’,2) = p.0=0
(k,x) =(k,pz) = plk,z) = p.1=p
(x,x) =0,{x,y) =1
seklinde olup bunlar (3.2.9) da yerine yazilarsa,

P
-1="x
g P
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esitligi elde edilir. Ayrica, 9 =./(p’z+ pz', pz+ pz’y ifadesinden

9= \/(p’)2 (z,2) +2pp"(z',2) + p°(2’,2") (3.2.10)
esitligi yazilarak

(z,z)=0,{z,z)y=0,{z",z"y =1
ifadeleri (3.2.10) da g6z Oniine alinirsa

d=p
bulunur. Boylece

-1
-1 =§Kp: % = p(?)

bulunur.
Tersine _Tl) = p(t) ve z(t) bir rektifiye egri olsun. z(t) bir rektifiye egri oldugundan
x(t

(z,z"y =0 sart1 saglanir. Bu durumda x(¢)= p(t)z(t) olmak iizere (x,a)=0 oldugunu

!

gostermeliyiz. x'=a = -z esitliginden (x,a) = (—i,—z—> = %(z,z'} =0 olur ki
K K K K

x (t) bir rektifiye egri olur. Boylece ispat tamamlanur.
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4. BOLUM
4.1.Q’°c E; de Rektifiye Egriler

Tamm 4.1.1. £/, 4-boyutlu pseudo-Oklidyen uzay1, x,y € E;' i¢in

- 3 4

G(x,p)=(x,y) = ;xiyl— - ;xjyj = X))+ X0, XYy — XY,
metrigi ile tanimlidir ve bu metrige pseudo-Riemannian metrigi adi verilir [12].

Tamm 4.1.2. M, E; iin bir altmanifoldu olsun. Eger E, iin G pseudo-Riemannian
metrigi, M lizerinde bir pseudo-Riemannian G metrigine karsilik geliyorsa o zaman M,
E; iin bir timelike altmanifoldu olarak adlandirilir [12].

Tamim 4.1.3. E; de segilmis bir nokta ¢ olmak iizere pseudo-Riemannian lightlike koni
uzayl,

Q(c)={xekE} :(N}(x—c,x—c) =0}
seklinde tanimlidir. Buradaki metrik ise,

G(x—c,x—c)={(x—c,x—c) =(x, —¢,) +(x, =) +(x, —¢c;)’ —(x, —¢c,)’
seklinde ifade edilir. ¢ ye Q;(c) uzaymnin merkezi adi verilir. ¢=0 oldugu zaman Q; (0)
uzay1 Q' ile gosterilir ve lightlike koni uzay olarak adlandirilir [13].

Tamm 4.1.4. 4-boyutlu Minkowski uzayr E,' ve E; de lightlike koni Q' olsun. E;' de
bir o #0 vektori eger (a,a) >0, {(a,a)<0 veya {(a,a)=0 seklinde ise sirasiyla
spacelike, timelike veya lightlike olarak adlandirilir [13].

Tamm 4.1.5. E; de bir {e,,e,,e;,e,} ¢at1 alan igin,

<€3,€3> =<e4,e4> :09 (e4,e3> =1

(e,,¢,) =(e;,€,)=0,e,e;) =0

ij°

i,j=12

ifadeleri saglantyorsa bu catiya asimptotik ortonormal ¢at1 alan1 denir.
Ayrica E; de bir {e,,e,,e;,e,} cat1 alani igin,
(e;,e;) =—e,,e,)=1,(e,,e;) =0
(e,€,) =(e,,¢,)=0,¢e,e,)=0;,1i,j=12

ifadeleri saglaniyorsa bu catiya pseudo-Riemannian ¢at1 alan1 denir [13].
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Tamm 4.1.6. E; de spacelike bir egri x:/ —>Q’c E; olmak iizere Vel igin

@ yektor alanlart lineer

x,x',x",x" vektor alanlar1 lineer bagimsiz ve x,x",x",x", x
bagimli ise x egrisine bir Frenet egrisi denir[13].

x (s) egrisinin s yay uzunlugu, ds* = (dx(¢),dx(t)) ile tammlidir. Bu halde x egrisi ise
x(s) = x(t(s)) ile gosterilir.
Tanim 4.1.7. x(s) egrisinin spacelike birim teget vektor alani x'(s) olmak tizere

%) =1 {xx)=(y,y=("y)=0
olacak bigimde bir y vektor alan1 secilerek x (s) egrisinin V' spacelike normal uzayi,

V' ={spanix,y,x'}}", BeV', spanix,y,a =x"V'} = E;
seklinde verilir [13].

Q’ c E! de bir x(s) egrisi boyunca bir asimptotik ortonormal cat1 {x,y,a, £} olsun.
Bu taktirde Tanim 4.1.5 den,

(B.x)=0,{B,y) =0y, y)=(a, ) =0
(x,x)=0,{y, ) =0,{(x",y) =0 (4.1.1)
() =1{a,a)={(B,5) =1

seklinde ifade edilir[13].

E! de rektifiye egriler, @ min a® ortogonal komplemaninda yatan uzay egrileri
olarak tanimlanmustir. Bu egriler Q° uzaymnda x, y, # vektdr alanlar tarafindan gerilen
diizlemde yatarlar. 8, i, y diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere x (s) egrisinin
span{ x, f, y} diizlemindeki yer vektorii

X(8)=60(s)x+u(s)L+y(s)y (4.1.2)
seklinde ifade edilir.

x:I = Q’cE!, E de keyfi birim hizli bir egri olsun. O halde E;' deki metrik,
x,y € E; igin

(6P = X9+ X, + X595 =X, Y,

seklinde olup Vx € E' igin x in normu,

[ 2 2 2
||xH—\/x1 X5 X7 —x;

seklinde tanimlanir.
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Q’de birim hizli spacelike bir x(s) egrisi boyunca hareket eden asimptotik
ortonormal ¢at1 {x,«, S, y} olsun. x(s) egrisinin koni egrilik fonksiyonlar1 k ve T olmak

tizere Frenet formiilleri,

' 0O I 0 O

X X
a' _|x 0 0 -l|a 4.1.3)
A r 0 0 O0|p
y' 0 -« -7 0y
seklinde olup acikea,
X'=a
a'=ki—y
B = (4.1.4)
V' =—-ka—1f

seklinde ifade edilebilir [14].

4.2.Q’ de Rektifiye Egrilerin Karakterizasyonlar

Q’ de birim hizli spacelike bir egri x(s) olsun. x(s) egrisinin k, t koni egrilik
fonksiyonlart sifirdan farkli ve 0, p, vy diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere
(4.1.2) bagitisindan

x(s) = O(s)x + () B+ y(s)y
seklinde yazilir. Burada s ye gore tiirev alindiginda,

X'=0x+&"+up+ub' +yy+p'
x'=0x+0a+ u'f+ uc+yy+y(—ka—103)
a

=0+ pur)x+yy+ (@ —y)a+(u' —)p (4.2.1)
esitligi elde edilir. (4.2.1) in her iki yani, sirasiyla, y, x, a, B ile i¢ ¢arpima tabi tutularak,
0 +ur=0
y'=0
0-yic=1 (4.2.2)
p'—ty=0

esitlikleri elde edilir. Buradan,
y'=0=>y=c,celR
O—-yk=1=>0=1+ck

!

9'+,ur=0:>,u=_—lt9'=_—l(l+01()
T T

elde edilir.
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Sonug olarak;

y=c,celR
-1
=—/{(cxk+1)
p=—(ex+1) (4.2.3)
0=ck+1

esitlikleri bulunur.
Boylece bir x(s) egrisinin 0, y, u diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 k ve t egrilikleri
cinsinden ifade edilmis olur.

(4.2.2)de ' —1.y=0 denklemi ile (4.2.3) deki ifadeler kullanilarak,

!

(l (czc + I)J —cr=0 (4.2.4)

r
esitligi elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki x:7 — Q’c E; egrisi (4.2.4) deki denklemi saglayan ve
Q3 de k#0 ve t#0 egriliklerine sahip birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde,

Y=x(s) = 0(s)x — u(s) = y(s)y
ile verilen bir Y vektori i¢in (4.1.4) ve (4.2.3) bagintilar1 kullanilarak Y'= 0 bulunur. Bu
Y nin sabit bir vektdr oldugunu dolayisiyla da x(s) in bir rektifiye egrisine esdeger
tutuldugunu ifade eder.

Boylece asagidaki teoremin ispati verilmis olur.

Teorem 4.2.1. Q " de sifirdan farkli k ve T egriliklerine sahip birim hizli spacelike bir egri

x(s) olsun. x(s) bir rektifiye egrisine esdegerdir gerek ve yeter sart i¢cin

!

(1(0K+1)'j —ct=0,c€IR; 4.2.5)

T

olmasidir.

Ayrica, Q3de sifirdan farkli ve sabit x ve t egriliklerine sahip birim hizli bir x(s)
egrisi i¢in (4.2.5) esitligi bir ¢eliski olusturur.

Bu durumda asagidaki teorem verilir.
Teorem 4.2.2. Sifirdan farkli ve sabit k ve 1 egriliklerine sahip ve Q3 de tam olarak yatan

bir rektifiye egri yoktur.
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Fakat egrilik fonksiyonlarinin biri sabit ise asagidaki durumlari diistinebiliriz.

i) k(s) #sabit, T =sabit ise (4.2.5) den

!

(l(cml)'j —er=0

T

ifadesinden,

!

[l(cx(s) + l)lj —ct=0=cKk"(s)—ct’ =0
T

=x"(s)-7° =0
=k'(s)=1’s+d

2
= x(s) =%s2 +ds+e

elde edilir. Burada ¢, d, e IR, dir.
ii) k =sabit, 1 (s)#sabit ise (4.2.5) den,

!

[l(cwrl)’] —er=0

T

ifadesinden, ce IR, ve k =sabit olmak {izere k'=0 oldugundan ct=0 esitligi elde edilir ki
buradan ¢=0 veya t=0 bulunur. Ayrica 10 oldugundan c=0 bulunur. Bu da ce IR,
olmasiyla ¢elisir. Bu da «k nin sabit olmamasi dolayisiyla da T nun sabit olmas1 demektir.
Sonug 4.2.1. Q° de alinan sifirdan farkli x, t egriliklerine sahip herhangi spacelike bir
x(s) egrisinin torsiyonu sabittir.

Teorem 4.2.3. Q’ de birim hizli ve sifirdan farkli «, © egriliklerine sahip spacelike bir
egri x(s) olsun. O halde asagidaki ifadeler saglaniyorsa, x(s) bir rektifiye egrisine

esdeger tutulabilir.
2

i) k(s) #sabit, T =sabit ise k(s) Z%sz +ds+e; d,ec IR,

ii) T (s)#sabit, k =sabit ise 7=0 ¢eliskisi elde edilir ki T =sabit olmak zorundadir.
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Teorem 4.2.4. Q° de birim hizli spacelike bir egri x(s) olsun. x(s) egrisinin egrilikleri

rektifiye egri olur.

1) x(s) egrisinin d uzaklik fonksiyonu sabittir,

2) x(s) egrisinin yer vektoriniin £, x, ve y vektdr alanlarinin bilesenleri sirasiyla,

1
(X, y=p=—(cx+1)", (x,y) =0 =cx+1 ve (x(s),x(s))y =y =c¢
T
seklindedir.
3) x(s) egrisinin x" normal bileseninin normu [x" (s)| = p = —cz - de seklindedir.
T

Tersine (1), (2), (3) saglanirsa x(s) bir rektifiye egri olur.

Ispat. Q° de birim hizli ve sifirdan farkli «, © # O egriliklerine sahip bir rektifiye egri

x(s) olsun. O zaman x(s) egrisinin yer vektori (4.1.2) denklemini saglar. Ayrica 6, p,
y fonksiyonlar1 (4.2.3) denklemini saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak

lizere,
d*(s) =|x()|” = (x(5), x(5)) =(O(s)x + () B+ 7(5)y,0(5)x + 1(5) B+ ¥(5)y)

=07 (s){x,x) + O(s) u(s)x, By + O(s)y (s)(x, ¥)
+ u($)0(s)x, B + 1> (s B, B + u(8)y (s )y, B
+7()0(s)( . x) + t()y (s)», B + > (). 1

esitligi elde edilir. Ayrica, {x,a, 3, v} Frenet catis;, Q° de

(x,x) =, 1) =) =0,{x, ) =(B. By =1, {y. ) ={x, ) =0
ozelliklerini sagladigindan yukaridaki esitlik,

d* (s) = |x(s)|" = 07 (x,x) +20u(x, B) + 200(x, ) + 187 B, B) + 24173, B + 7 (3, )
= 1” (5) +20(s)y (4.2.6)
seklinde olur. (4.2.3) de y =c,c € IR, oldugundan (4.2.6) ifadesi
d*(s) =|x(s)|" = 1> () + 2¢6(s) (4.2.7)
seklinde olur. Ayrica (4.2.2) de son esitligin her iki yan1 sirastyla x ve 2 ile carpilirsa

H() ' () =Ty () pu(s) = 0= () ' (s) = 7.y () ()
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= 2u(s)p'(s) =2z.u(s).c,(y =)
= [2u(s)u/(s)ds = [ 2z.pu(s).c.ds (4.2.8)
= 1’(s)= ZCIT.y(S)dS +12,1° e IR
ifadesi elde edilir. (4.2.2) de €'(s)+ u(s).r =0 esitliginden elde edilen 6'(s) =—u(s).r
ifadesi (4.2.8) kullanilirsa,
= 11 (s) = 2¢[ 0'(s)ds +1°
= 1°(s) = 2cl(s) + 1’ 4.2.9)
esitligi elde edilir. Daha sonra (4.2.9) ifadesi (4.2.7) da kullanilarak,
d’ (x(s)) = 1’ () +20(s)y(s) = d* (x(s)) = > () + 270, y =c
= d*(x(s)) = 1° (s) + 2¢O
= d*(x(s)) = 2cO+1*> +2c0

= d*(x(s)) =1’
= d(x(s)) =1

esitligi elde edilir. Boylece / € IR, igin, d=sabit olur.

Tersine, kabul edelim ki (1) saglansin. O halde d’(x(s)) = (x(s),x(s)) = /> =sabit
olur ve bu ifadede s ye gore tiirev alinirsa

(x(9).x(s)) = (17) = 2Ax(s),a(s)) =0
elde edilir. Burada (x(s),a(s))=0 olur. Bu da x(s) in bir rektifiye egri oldugunu

gosterir. Boylece (1) ispatlanir.

(2) i¢in, x(s) bir rektifiye egri oldugundan (4.1.2) ve (4.2.3) bagmtilarindan istenilen
elde edilir.

Tersine, (2) saglansin, yani (x(s),S(s)) = u(s)= l(czc(s) +1)" oldugunu kabul
T

edelim. (x(s), y(s)) =0(s) =ck(s)+1 ve {(x(s),x(s)) = y = c oldugu kabul edilerek x(s)
in bir rektifiye egri oldugunu gosterelim:
(x(s), B(s)) = u(s) ise s ye gore tiirev alinip, Vs €/ i¢in (4.2.1) den
EB) ==& B+xpr=p=ty=wr, (y=cla,p)=0)
= TnY) =, (4.2.10)
(4.2.10) da s ye gore tekrar tiirev alinirsa, ayrica Teorem 4.2.3 den bir x(s) rektifiye
egrisi igin T =sabit ve ¢ € IR, durumunda y = ¢ oldugundan, (z)' = Oolur ve,
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= (7(x,x))" = (),
=7.2{x,a)=0

esitligi elde edilir. Son esitlikte 1£0 icin {x,a) =0 olur ki bu da x(s) in bir rektifiye egri
oldugunu gosterir.
(x(s), y(s)) = O(s) ise s ye gore tiirev alinip, Vs € [ igin (4.2.2) den
(5, 1)'=0"={a,»+{(x—xa—1p)=0"=-ur
= (a,y) = k{x,a) —=7(x, ) = =2{x, B), (1 = {x, B),{a, y) = 0)

= x{x,a) =0

esitliginde k#0 oldugundan (x,a) =0 olur. Bu da x(s) in bir rektifiye egri oldugunu
gosterir.

(x(s),x(s)y = y(s) ise s ye gore tiirev alinip, Vs € [ icin (4.2.1) den (x(s),ax(s))=0
bulunur. Bu da x(s) in bir rektifiye egri oldugunu gosterir. Bdylece (2) ispatlanir.

(3) icin, x(s) bir rektifiye egri oldugundan (4.1.2) den x (s) = 8(s)x + () + y(s)y
yazilabilir. Buradan x" (s) = u(s)8 + y(s)y kabul edilerek x (s) = 8(s)x + x" (s) esitligi
elde edilir. Ayrica ¢atidan (£, ) =1, (B,y) =0, (y,y) =0 oldugundan,

[ @) = (e ()." (9)) = () B+ 1)y, () B+ 7(5))

= 1> (), B + 2(8)y () B, ¥) + 77 ()1, »)
= 1’ (s)

olur ki buradan HxN (S)H =u= _—I(CK' +1)" elde edilir. Teorem 4.2.3 den
T
T’ dc
K(s) =" +ds+e igin e ()| = 1t =—cmx == elde edilir.
T

Tersine HxN (S)H =U=—Cr— de = olsun. Ayrica u={x,[) olmak lizere u'=-c7
T

oldugundan x"' =0 olur. x =(x, ) esitliginin tiirevi alinirsa,

5B =1 =By +(x, B =—ct
esitligi elde edilir. Burada tekrar tiirev alinirsa
= (&, B) +(x,m)) = (=c7)’
=/(a', ) +{a, ") +2t{x,a) =0
= (kx—y, ) +{a, )+ 2t(x,a) =0
= x{x, ) =<y, ) +3t(x,a) =0
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ifadesi bulunur. Ayrica, cati tanimindan B eV =span{x,a,y}" igin (B,y)=0,
{x, ) = 0 olmak iizere,

=0-0+37{x,a) =0
= 3r(x,a) =0.
Son esitlikte t#0 oldugundan (x,a)=0 olur ki buda x(s) in bir rektifiye egri
oldugunu gosterir. Boylece (3) ispatlanir.
Teorem 4.2.5. x: I - Q’ c E;' ile verilen spacelike bir egri x (t)=p(t)z(t) olsun. Burada
p(t) keyfi pozitif bir fonksiyon, z(t) ise E;' uzayi iizerinde birim hizl bir egri olsun. x (t)
bir rektifiye egridir gerek ve yeter sart z(t) bir rektifiye egri ve
-1
p(t) = %
olmasidir.
Ispat. Q° de bir x egrisi x(t)=p(t)z(t) seklinde verilsin. p(t), keyfi pozitif bir fonksiyon,
z(t) ise E,' uzayi iizerinde birim hizli bir egri olsun. x(t) egrisinin t ye gore tiirevi
alinarak,

x'(@) = p'(D)z(1) + p()z'(1)

ifadesi bulunur. Burada x(t) in teget vektér alani, 3=+/(pz+ pz', pz+ o) olmak iizere,

!

P P
all)=—z(@)+—z (¢
() 3 () g (?) (4.2.11)
seklinde yazilir. Son ifadede t ye gore tekrar tlirev alinirsa,

a' = (%)'z+(%+(§)')z'+§z” (4.2.12)
esitligi elde edilir.

x(¢) bir rektifiye egri oldugundan {x(z),(¢)) =0 olmalidir. x(t)=p(t)z(t) ifadesi goz
oniine alinarak (p(¢)z(¢),a(t)) =0 ve dolayistyla da p(#)(z(¢),c(¢)) = 0 bulunur. Bu da
(z(2),a(t)y =0 olmasin1 gerektirir. Bu son esitligi, (4.2.11) in her iki tarafin1 z(t) ile i¢

carpima tabi tutarak elde edelim. Bu takdirde
P P,
a,z)y=—(z,z)+—(z,z
(@,z) E (z,2) 3 (z',2)
esitliginde < z, a >=0 olmas1 < z, z >=0 ve < z’, z >=0 olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla da

<z',z>=0 ifadesi z(s) egrisinin bir rektifiye egri oldugunu gdsterir. Bu halde z(t) egrisi i¢in
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E! de asimptotik ortonormal bir ¢ati {zk,z",,} ve z' =/, oldugu kabul edilerek

ayrica,
(z,z) ={k,k)y ={z", k) =0,{z,k) =1,{z, 5,) =<k, 3,) =0 (4.2.13)
ozelliklerinden faydalanarak z” ifadesi bu cat1 cinsinden yazildiginda
" =" 2)z+ (2", kYk +{(z",2" )" +{z", B,) 3, (4.2.14)

esitligi elde edilir. Ayrica (4.2.13) ve Frenet denklemlerinden (z,z)=0, (z’,z)=0

bulunur. Dolayisiylada (z',z") =1=(g,,,) ve (z",z) =—1, (z",z") =0 bulunarak,

By =B, ) = sz —k. ) =0,

(2" k) = (B, k) = iz — ke, k) = Kz, k) = &
degerleri (4.2.14) de yerine yazilirsa,

Z"=—z+ Kk (4.2.15)
esitligi elde edilir.

(4.2.15) ifadesi (4.2.12) da g6z Oniine alinirsa,

(%’+(§jllz'+§(—z+m’c)

a = [ 2| Ll Ly 2] 2+ Lk
9 9 g 9 9

o—y=|| 2| =Ll L4 2] |2+ Lk (4.2.16)
9 9 g 9 9
esitligi elde edilir. Boylece (4.2.16) ifadesinin her iki yan1 x ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,
Y p P (P, , o
KX, x) =, x)=|| —= | —= (z,x)+| —+| = ,X) +— K<k, 4.2.17
(-0 [(9) 2 ( (B feotmnn w2

esitligi bulunur. (4.2.17) deki i¢ ¢arpimlar,
(z,x) =(z,pz) = p{z,2) = p.0=0
(z',x) =(2',pz) = p(z,2) = p.0=0
(k,x) =<k, pz) = plk,z) = p.1=p
(x,x) =0,(x, ) =1

seklinde ifade edilip bunlar (4.2.17) de yerine yazilarsa,

yo,
1=K
3 P
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esitligi elde edilir. Diger taraftan, § = \/(pz+ pz’, p'z + pz') ifadesi

8=\(p)(z.2) +2pp/(2",2) + p(2,2") (4.2.18)
seklinde yazilabileceginden ve

(z,2)=0,(z,2) =0,({z",z/) =1
Ifadeleri (4.2.18) de gdz dniine alinirsa,

G=p
bulunur. Boylece

Yo -1

—l==xp=> ——=p()
p K (1)
bulunur.

Tersine _Tl) = p(t) ve z(t) bir rektifiye egri olsun. z(t) bir rektifiye egri oldugundan

K(t

(z,z"y =0 sart1 saglanir. Bu durumda x (t)=p(t)z(t) olmak iizere (x,a)=0 oldugunu

.. - s ' 1 :
gostermeliyiz. x'=a = -z esitliginden (x,a) = (—i,— Z—) =—<(z,z)=0 olur ki
K K K K

x (¢) bir rektifiye egri olur. Boylece ispat tamamlanir.
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5. BOLUM
5.1.Tzitzeica Tipinde Rektifiye Egriler
Tammm 5.1.1. [16] Bir egrinin torsiyonu(t) ile orjinden oskiilatér diizlemine olan

uzakliginin(d) karesine orani sabit ise o egriye bir Tzitzeica egrisi denir. Yani egrinin

keyfi bir noktasinda dT—z = sabit olmalidir.

Teorem 5.1.1. [14] Q’de yay parametreli spacelike bir egri, herhangi /(5) ve &(s)
fonksiyonlart i¢in;
x:1—>Q°'cE}
s = x(s) = p()2f(5),28() 1= ()= ()1 + £ () + g7 (5))
seklindedir. Burada p(s), 40° (s)(f7(s)+ g2 (s)) =1 seklinde tanimlidir.

Ispat. [14] Q’de yay parametreli spacelike bir egri x(s) olsun. Metrik tanimindan
x = (x,X,,X3,%,) ifadesi

X 45+ x5 —x; =0 (5.1.1)
seklinde yazilir. (5.1.1) esitliginden

xp = () =—(x; —x3) (5.1.2)
yazilabilir. Ayrica (5.1.2) den

x, +ix, Xy =X, X, +ix, X, +Xx,
= — veya == (5.1.3)

Xy +x, X, —ix, X3 — X, X, —ix,

ifadeleri yazilarak bir x = (x,,x,,x;,x,): 1 —>Q’ c E,' egrisi igin,

x, +ix X; —X )
== f(s) +ig(s) (5.1.4)
X, +X, X, — X,
ve
Xy +x, =2p(5) (5.1.5)

esitlikleri kabul edildiginde;

X HX, XX, 1

X, —x,  x—ix, f(s)—ig(s) (5.1.6)

ifadesi bulunur.
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Dolayisiyla da (5.1.4), (5.1.5), (5.1.6) dan

x, +ix, =2p(s)(f(s)+ig(s))
x, —ix, =2p(s)(f(s)—ig(s))

X, +x, =2p(s) (5.1.7)
—x; +x, =2p()(f7(s) + &7 (5))
esitlikleri bulunur. Boylece gerekli hesaplamalar yapildiginda
x, =2p(s)f(s)
x, =2p(s)g(s) (5.18)

Xy = p()1=f7(s) - g (5)
x, = p(s)1+ () + 27 (5)
esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla da x(s) egrisi
x(5) = p()2f (9).2g(5) — £ ()~ g ()1 + /() + g2 (5)) (5.19)
seklinde olur.
Vs e[ i¢in (5.1.9) dan,
X, =p,2f 28117 =g N+ [P +g)+2p(f,. 8, M, — 88, [, +88.)
yazilir. Ayrica x(s) birim hizli bir egri oldugundan p(s) ifadesi
4p7 () () +g; (s) =1 (5.1.10)
seklinde bulunur.
Tamim 5.1.2. [14] Teorem 5.1.1 deki f(s) ve g(s) fonksiyonlari, yay parametreli bir
x(s): 1 ->Q’c E;' koni egrisinin yap1 fonksiyonlaridir.
(5.1.10) dan p(s) 1fadesi
pls) =~ —
20/ (s)+gl(s)
seklinde elde edilir. Gerekli dontigiimler yardimiyla
2f,(s) = p ' (s)sing(s)
2g,(s) = p " (s) cos ()

(5.1.11)

(5.1.12)

ifadeleri bulunup buradan,

tango(s):& (5.1.13)

g,(s)

yazilarak ¢, (s) fonksiyonu,
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N -1
s s
o.(5)=| 14220 (AU]
g, () \&G)),
seklinde olur. Egrinin « ve 1 egrilik fonksiyonlar1 i¢in gerekli hesaplamalar yapildiginda,

1 ) 2 1 2 -1
K(s)=—— s $)——@, (s)+ s s
() ==2 P (P () =50 )+ p ()P (s) (5.1.14)

7(s) = p ()P, ()9, (5) + @, (5)
seklinde ifade edilir.
Teorem 5.1.2. Q*de s yay parametreli spacelike bir rektifiye egri X(s) olsun. O zaman
sifirdan farkli herhangi f(s),g(s)#sabit yap1 fonksiyonlari igin eger;

f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 kompleks degerli ise Q° de bir x(s) rektifiye egrisi,

x(s) =2p(s)(f (5),&(5),1,0)
seklinde olur.

f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 reel degerli ise Q° de bir x(s) rektifiye egrisi,

x(5) = 2p(5)(f (5), g()1 = ay (5) + g2 (), 0y £2(5) + g1 () ), < IR,
seklinde yazilir. Burada p(s) ifadesi i¢in ¢(s) degeri

i) p # sabit ise

A 2 B
¢®)—2p%@{Q?X®dﬂ-+p%”}

ii) p =sabit ise

o(s) =§S2 +Bs+C, A,B,CelIR

seklinde ifade edilir. Ayrica, x(s) egrisinin x ve t egrilikleri Vs €/ igin,

2 1 4
__||xu
4

2

r= ||xu/r

(5.1.15)

1 1
K=
2

seklinde verilir.
Ispat. Q’ de bir egri
x:I>Q’cE/,
s = x(8) = (0,25, X3,%,) = p(S)2S(5).28(8),L = £ () =g ()1 + [7(5) + g7 (5))

seklinde olsun.
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x(s) egrisinin bir rektifiye egri olmast i¢in {(x(s),x(s) = x'(s)) =0 sart1 saglanmali.
O halde Vs e[ igin,

(Cof2pg.p-pf —pg’.p+of +pg)Q2p f+20,.2p.8+2p8,,

PP S = P& =20l ~2p8g,.p, + P + P& + 200, +2pgg)) =0
ifadesinden

dpp f7 +4p’ ff, +4pp.g’ +4pige, + pp, — pp S’ — P2’ =207 1,

~2p’gg, —pp.f oS +pp 78+ 207 [ f, +2p788, [~ P8’

+pp 8’ [P +ppgt +2p .87 +2p°S g, + pp, + oo, f + poE’

+20° . +2p gg, +pp ST+ pp S pp S8 + 207 1 f +2p7gg f

+op8  +pp, g’ +ppgt +2p° fg" +2p°2’g, =0 (5.1.16)
bulunur. Buradan gerekli islemler yapilip, (5.1.16)ifadesi diizenlenirse ve

p,(Apf? +4pg® +2p+217g" +2pf  +2pg" )+ f.(4p° [P +4p7 fg* +4p7 )+
g, (4p°g" +4p°ef* +4p°g) =0

esitligi gdz Oniine alinirsa,

P 2p(f*+g" + D)+ f(4p° f(f* + g  +D)+g,(4p’g(f* +g" +1)) =0

20p,(f7+&" + D)’ +(f7 +g” +D2p 21, +2g2,)) =0

P+ +D)* +(P)(f* +g*+D)*) =0

(P*(f*+g*+D*) =0

(p(f*+g* +1)*)' =0
bulunur. Buradan (p (> +g” +1))*=sabit veya ( p(f* + g> +1))* = 0 olmalidir.

p(fP+g>+1)=0 olmast p=0 veya (f>+g>+1)=0 olmasim1 gerektirir. Bu
durumda p =0 olmasi1 (5.1.11) ile ¢elisir. Buradan soyleyebiliriz ki p # 0 olmalidir. O
halde f*>+g>+1=0 olmahdir. Bu ise reel degerli f(s) ve g(s)fonksiyonlar1 icin
miimkiin degildir. O halde;

f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 kompleks degerli ise Q" de bir x(s) rektifiye egrisi,

x(5) = p(s)(2f(5),2g(),1 = £ () = g ()1 + 2 () + g7 (5)) = 2p()(f (5), £(5),1,0)
seklinde olur.

(p(f*> +g° +1))> =sabit ise p=sabit ve f>+g°+1=sabit olmall. Ayrica,
f(s),g(s) # sabit oldugundan £+ g* +1=# sabit olmalidir. Bu nedenle p #sabit olur.

Buradan (p(f” +g” +1))> =sabit=a’ oldugunu kabul edelim bu durumda p,

35



1

21 () +gl(s)

oldugundan (f?+g> +1)=2a,/f7 +g. yazilir. Bu halde x(s) rektifiye egrisi

p(s) = seklinde olur. Ayrica p fonksiyonu p(s)=

_a
frP+g+1

x(5) = 2p()(f(5), @M —ay £ + gl a2 +2))
seklinde olur.
Burada p nun sabit ve sabit olmama durumuna goére egrinin torsiyonunu inceleyelim.
i) p # sabit ise;
t=sabit=A  oldugu kabul edilip ¢(s) ifadesini bulalim. (5.1.14) de
7(s) = p ' (5)p,(5)p,(s)+ ¢, (s) denkleminde ¢, =w oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde ¢ =w, olur. Boylece

w +&W=T=A

Cop

Langrange diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢éztimiiyle;
A
w(s) =——| p(s)ds
p(s) I

y
20°(s)

denklemleri elde edilir.

o(s) = {( j p(s)dsy: +—2 } (5.1.17)

P (s)

ii) p =sabit ise;
1=sabit=A oldugu kabul edilip ¢(s) ifadesini bulalim. p=sabit oldugundan p, =0
olur. Boylece (5.1.14) denklemi ¢, =4 seklinde olur. Bu diferensiyel denklem

coziilerek,
4
go(s)zES +Bs+C, A,B,C < IR (5.1.18)

esitligi elde edilir.
(4.1.4) denkleminden;
X'=a
X'=a'=f=Kki—y
¥'=a"=f' =y
X"=a"=p"=y' =—ka-10

(2

yazilarak
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1817 = (rec =y — ) = K20, X) — KX, 1) — K, X) + (0, ) = 2

!!2

x'’ X

A" =

? :—2K:>1<:—l
2

? = (—xa—1B-xa—1B) = Kk {a,0) — 2kKa, B) + (B, B

[
=Kk’ +7’
Iy’ ol =+ = = -«
N
4
bulunur.

Teorem 5.1.3. Q° de birim hizli bir rektifiye egri x(s) olsun. Eger x(s), p = sabit sart1
ile bir Tzitzeica egrisi ise a, b, ce IR i¢in,

K(s)

7(s)

=as’ +bs+c

ifadesi saglanir.

Ispat. Q’ de birim hizli bir x(s) rektifiye egrisi icin p = sabit olup, p, =0 oldugundan

p,, =0 olur. x(s) bir Tzitzeica egrisi oldugundan t=sabit olmalidir. Ayrica teorem 5.1.2
. A, <

den A4,B,CelIR igin ¢@(s)= ES + Bs+ C saglanmali. Buradan ¢, = A4s+ B olur.

Boylece x(s) in egriligi, Vs € [ igin (5.1.14) den

1

1 1 1
K== P p =20 +p p = K(s) == p 0= (s +B) +p 0

= x(s) = —%(AZSZ +2ABs + B*)

seklinde bulunur. x(s) egrisinin torsiyonu ise p, =0, ¢ = A4 olmak iizere,

t=p ' po +p,=p ' .02A4s + A=sabit

) A 2 .. k() . :
eklinde bulunur. Buradan, ——=a, —B=5b, — B =ce IR, i¢in, ——= ifadesi
$ 2 AA 0 g’ Z'(S)
1 5, B?
K)o T 4 :

=——s’-Bs——=as’ +bs+c
7(s) A 2 24

seklinde bulunur.
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Ornek 5.1.1. Q° de f(s)=icos(ws),g(s) =isin(ws) igin p(s)=2#, we IR, olmak
w

tizere x ,(s) rektifiye egrisi x, (s)=.i(i cos(ws),isin(ws),1,0) seklindedir. Bir diger
iw

ornek ise f(s) = tan(ws), g(s) = : ) icin p(s) = cos(ws) , we IR, olmak iizere bir
ws
x,(s)  rektifiye  eprisi x(s) = ) an(ws),———10)  seklindedir.
cos(ws)
f(s) =sin(ws), g(s) = cos(ws) icin  p(s)= ZL’ w,a € IR, olmak  fizere
w

x3(s):l(sin(ws),cos(ws),l—aw,aw) rektifiye egrisi de bir diger Ornek olarak
w

verilebilir.
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