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ÖZET  

 

        Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır: 

 

    Birinci bölümde; temel kavramlar verilmiştir. 

 

    İkinci bölümde; E
4 
de rektifiye eğrilerle ilgili özellikler ve rektifiye eğrilerin bazı 

 

karakterizasyonları ile ilgili teoremler ve örnek verilmiştir.  

 

    Üçüncü, dördüncü, beşinci bölüm çalışmamızın orijinal kısımlarını oluşturmaktadır. 

 

    Üçüncü bölümde; Q 3

1

2 E  de rektifiye eğriler ve rektifiye eğrilerin bazı 

karakterizasyonları ile ilgili teoremler incelenmiştir. 

    Dördüncü bölümde; Q 4

1

3 E  de rektifiye eğriler ve rektifiye eğrilerin 

karakterizasyonları ile ilgili teoremler analiz edilmiştir.    

    Beşinci bölümde; Tzitzeica tipinde rektifiye eğriler ile ilgili teoremler ve 

örnekler verilmiştir. 

    Anahtar Kelimeler: Rektifiye eğriler, Tzitzeica eğrisi, Tzitzeica tipinde 

rektifiye eğriler. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



V 
 

SUMMARY 

 

DİFFERDERTİAL GEOMETRY OF THE RECTİFYİNG CURVES 

 

    This work consists of  five chapters: 

    In the first chapter; basic concepts are given. 

    In the second chapter; some properties, characterizations, theorems and an example 

related to rectifying curves are given. 

    The third, fourth and fifth chapters are the original parts of our work. 

    In the third chapter; rectifying curves in Q 3

1

2 E ,  some theorems and 

characterizations of  rectifying curves are examined. 

    In the fourth chapter; rectifying curves in Q 4

1

3 E  , some theorems and also some 

characterizations of  rectifying curves are analysed. 

    In the fifth chapter; some theorems and examples on rectifying curves of  Tzitzeica 

type are given. 

     Keywords: Rectifying curves, Tzitzeica curve, Rectifying curves of  Tzitzeica type. 
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1. BÖLÜM 

1.1. TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 1.1.1. A boş olmayan bir cümle ve bir K cismi üzerinde tanımlanan vektör uzayı 

V olsun. Bu takdirde,  

       f: A A  V 

fonksiyonu için aşağıdaki önermeler sağlanıyorsa A ya V ile birleştirilmiş bir afin uzay 

denir [1].  

       (A1)  P, Q, RA için f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)  

       (A2)  PA ve V için f(  ⃗⃗⃗⃗  ⃗)    olacak şekilde bir tek QA vardır.     

Tanım 1.1.2.  Reel bir afin uzay A ve A ile birleşen vektör uzay V olsun. V de bir iç 

çarpım işlemi olarak, 

       <  ,  > :       IR 

                      ,   <  ,  > = 












 ),...,(

),...,(

1

1

1 n

n

i

n

i

i



  

öklid iç çarpımı tanımlanırsa bu işlem yardımı ile A da uzaklık ve açı gibi metrik 

kavramlar tanımlanabilir. Böylece A afin uzayı Öklid uzayı adını alır ve E
n
 ile gösterilir 

[1].  

Tanım 1.1.3. 

       d:         IR 

     ( yx, ) d( yx, ) = ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖  √   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    √ 2

1

)( i

n

i

i yx 


 

şeklinde tanımlanan d fonksiyonuna E
n
 de uzaklık fonksiyonu veya Öklid metriği denir 

[1].  

Tanım 1.1.4. A bir afin uzay ve A ile birleşen bir vektör uzayı V olsun. A da verilen      

{ 0 , 1P , … , nP } nokta (n+1)- lisine V de karşılık gelen {      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗} vektör 

n-lisi bir baz oluşturuyorsa, {   ,    , … ,    } nokta (n+1)-lisine afin çatı denir [1].  

Tanım 1.1.5.  E
n
 de sıralı bir {  ,    , … ,   } nokta (n+1)-lisine IR

n
 de karşılık gelen 

{      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗} vektör n-lisi IR
n
 de ortonormal bir baz ise {  ,   , … ,   } 

sistemine E
n
 de Öklid çatı denir [1].  
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Tanım 1.1.6.  X  bir cümle ve X in alt cümlelerinin bir koleksiyonu  τ  olsun. Eğer  τ  

için aşağıdakiler doğru ise  τ  ya X üzerinde bir topoloji denir [1].  

       (T1)   X,   τ 

       (T2)   A, B  τ   için AB  τ 

       (T3)   Ii , iA τ   için   


i
Ii
A

 

Tanım 1.1.7.  Bir X cümlesi ve üzerindeki bir τ  topolojisinden oluşan (X, τ) ikilisine bir 

topolojik uzay denir [1].  

Tanım 1.1.8.  X ve Y birer topolojik uzay olsunlar.  

       f: XY  

fonksiyonu sürekli ise f
-1

 var ve f
-1

 de sürekli ise f ye X den Y ye bir homeomorfizm 

denir. Bu takdirde X ile Y uzaylarına homeomorfik uzaylar denir [1]. 

Tanım 1.1.9.  X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farklı noktaları için, X de 

sırası ile P ve Q noktalarını içine alan    ve    açık alt cümleleri,        =  olacak 

biçimde bulunabilirse, X uzayına Hausdorff uzayı denir [1].  

Tanım 1.1.10.  M bir topolojik uzay ve M için aşağıdaki önermeler sağlanıyorsa, M ye     

n-boyutlu topolojik manifold denir [1]. 

       (M1)   M bir Hausdorff uzayıdır.  

       (M2)  M nin her bir açık alt cümlesi E
n
 e ya da E

n
 in bir açık alt cümlesine 

homeomorfdur.  

       (M3)   M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir. 

Tanım 1.1.11: M bir topolojik manifold ve M nin bir atlası  S AW   )},{(
 
olsun. 

Eğer S atlası için, WW   olmak üzere , A ya karşılık φ ve φ 

fonksiyonları kC  sınıfından diferensiyellenebilir iseler S ye kC sınıfından 

diferensiyellenebilirdir denir. S atlasına M üzerinde kC  sınıfından diferensiyellenebilir 

yapı denir [1]. 

Tanım 1.1.12. M bir topolojik n-manifold olsun. M üzerinde kC sınıfından          

diferensiyellenebilir bir yapı tanımlanırsa, M ye  kC sınıfından diferensiyellenebilir  

manifold denir [1]. 
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Tanım 1.1.13.  E
n
 n-boyutlu Öklid uzayında (n-1)-boyutlu bir yüzey veya (n-1) yüzey 

diye E
n 

deki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyleki bu M cümlesi  

       M = { x U  E
n  

|   f:   U   
         
→       IR, 

                                              x            f(x) = c } 

 f        p M biçiminde tanımlanır [2]. 

Tanım 1.1.14. I IR açık(kapalı) bir aralık olmak üzere     
         

→        fonksiyonuna E
n 

de bir eğri denir [1].  

Tanım 1.1.15.  M, (I,) koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. sI için  ‖     ‖    

ise M eğrisine birim hızlı eğri denir. sI ya da yay-parametresi adı verilir [1]. 

Tanım 1.1.16. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir. 

Yani  tI IR    için         0 dır [1]. 

Tanım 1.1.17.  ME3 eğrisi  I   koordinat komşuluğu ile verilsin  Bu durumda                     

={ '       )(r }  sistemi lineer bağımsız ve  (r )   k r için  (k)  PS {} olmak 

üzere  den elde edilen { rVVV ,...,, 21 } ortonormal sistemine M eğrisinin Serret-

Frenet r- ayaklı alanı denir  mM için { )(),...,(),( 21 mVmVmV r } ye ise mM 

noktasındaki Serret-Frenet r-ayaklısı denir  1 i r için her iV  vektörüne de Serret-

Frenet vektörü denir [ ]    

Tanım 1.1.18.  ME
3
 eğrisi (I,) koordinat komşuluğu ile verilsin.   I için (t)  

noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, 

             
 

‖     ‖
                                                                                                            

                                                                                                                                 

             
           

‖           ‖
                                                                                                     

şeklindedir [1].  

Tanım 1.1.19. : I  E
3
 eğrisi birim hızlı bir eğri olmak üzere, sI için (s) 

noktasındaki Frenet 3-ayaklısı,  

                                                                                                                                    

            
      

‖      ‖
 

 

    
                                                                                        

                                                                                                                             

şeklindedir [1].  
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Tanım 1.1.20. ME
n
 eğrisinin (s)M noktasındaki Frenet r-ayaklısı { pVV ,...,1 }  

olsun. Bu durumda, (s) belli bir nokta olmak üzere E
n
 nin  

         { pVV ,...,1  },   p  r  

vektör uzayı ile birleşen afin alt uzayına, (s)  noktasında M eğrisinin p-yinci Oskülatör 

Hiperdüzlemi denir [1].  

Tanım 1.1.21. ME
n
 eğrisi, (I,) koordinat komşuluğu ile verilsin. sI ya karşılık gelen 

(s) noktasındaki Frenet r-ayaklısı {V ı(s) , … , V r(s)} olsun. Buna göre,  

             I  IR 

  s  ki(s) = <    (s) ,     (s) >  ,   1  i < r  

şeklinde tanımlı      fonksiyonuna M eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu denir. sI için 

ki(s)  reel sayısına, (s) noktasında M nin i-yinci eğriliği denir [1].  

Tanım 1.1.22. ME
n
 eğrisi (I,) koordinat komşuluğu ile verilsin. sI için (s) 

noktasında i-yinci eğrilik ki(s) ve Frenet r-ayaklısı { 1V (s) , … , rV (s)} olsun. Bu taktirde 

Frenet formülleri, 

       1)     (s) = k1 (s)  (s) 

       2)     (s) = -ki-ı (s)     (s)  + ki(s)     (s)  ,    1 <   <                                          (1.1.1) 

       3)    (s) = - 1rk (s)     (s) 

şeklindedir [1]. 

Tanım 1.1.23. E
n
 in bir hiperyüzeyi  M olsun. M de bir eğri α ve α  nın teğet vektör alanı 

T olmak üzere
 
 üzerindeki bir Y vektör alanı için, α boyunca, 

          
                                                                                                                                 

ise Y vektör alanına M üzerinde  boyunca bir Levi-Civita anlamında paralel vektör alanı 

denir. Eğer    
    ise  eğrisine M üzerinde bir geodezik eğri denir [2].  

Tanım 1.1.24. M bir Riemann manifoldu ve M üzerindeki Riemann koneksiyonu D 

olsun. O zaman, M üzerinde {(I, α)} atlası ile verilen eğri boyunca geodezik eğrilik 

vektör alanı diye, bu eğrinin birim teğet vektör alanı T olmak üzere       vektör alanına 

denir. 

           I  IR 

           s  kg(s) = ‖   ‖                                                                                                  

olarak tanımlanan     fonksiyonuna da  eğrisinin geodezik eğrilik fonksiyonu denir [3]. 
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2. BÖLÜM 

2.1. E
4
 Öklid Uzayında Rektifiye Eğrilerle İlgili Bazı Özellikler 

     Rektifiye eğriler, ilk olarak B.Y.Chen (2003) tarafından, E
3
 de eğrinin teğet(T) ve 

binormal(B) vektör alanları tarafından gerilen rektifiye düzleminde yatan uzay eğrileri 

olarak tanımlanmıştır [4,5]. Bundan dolayı    de orijinden geçen bir  rektifiye eğrisi, 

λ(s) ve µ(s) keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere, 

     α(s)=λ(s)T(s) +µ(s)B(s)  

denklemi ile ifade edilir. 

     3-boyutlu Minkowski uzayında rektifiye eğriler Kazım İlarslan, Emilija Nesovic, 

Miroslava Petroviç-Torgasev(2003) tarafından çalışılmıştır [6]. Daha sonra Ahmad T. 

Ali, Mehmet A. Önder (2012) tarafından Minkowski Space-Time uzayında Space-Like 

Rektifiye eğriler incelenmiştir [7]. Yine rektifiye eğriler Pseudo-Galilean uzayında 

Handan Öztekin ve Alper O. Öğrenmiş (2012) tarafından da çalışılmıştır [8]. 

     Bu bölümde E
4
, 4-boyutlu Öklid uzayında rektifiye eğri tanımlanmıştır ve rektifiye 

eğri ile ilgili bazı karakterizasyonlar verilmiştir. Ayrıca 3 ve 4-boyutlu Öklid uzaylarında 

rektifiye eğrilerle ilgili örnek verilmiştir.  

     Burada E
3 

Öklid uzayı ile benzer olarak E
4
 de bir rektifiye eğri tanımlanacaktır. E

4
 de 

bir α rektifiye eğrisi, E
4
 de asli normal vektör alanı N olmak üzere yer vektörü N nin N   

ortogonal komplemanı üzerinde yatan bir eğri olarak tanımlanmıştır [6]. N


 ile N nin 

ortogonal komplemanı gösterilmek üzere,  

     N


= { WE
4
 < W,N > = 0 } 

ile verilir. < , >  ile E
4
 de standart iç çarpım gösterilir. Böylece N


, E

4
 ün teğet(T), birinci 

binormal(B1), ikinci binormal(B2) vektör alanları tarafından gerilen üç boyutlu bir alt 

uzaydır. Dolayısıyla E
4
 de orijinden geçen pozitif yönlü bir rektifiye eğrisi, 

      (s) =λ(s) T (s) + (s) B1 (s)+ (s) B2 (s)                                                              (2.1.1)  

ile tanımlıdır [6].  

      Burada s yay parametresi olmak üzere λ(s), (s), γ(s) diferensiyellenebilir  

fonksiyonlardır. İkinci bölümde rektifiye eğriler k1, k2, k3 eğrilik fonksiyonları cinsinden 

karakterize edilecektir ve E
4
 de verilen keyfi bir eğrinin rektifiye eğri olması için gerek 

ve yeter şartlar verilecektir. Böylece E
4
 de bir rektifiye eğrinin açık denklemleri 

bulunacaktır. 
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     E
4
 de  : I  E

4
, <              > = 1 olmak üzere birim hızlı bir eğri olsun. Burada   

˂  ,  ˃ ,  E
4
 de standart iç çarpımdır.  Bu iç çarpım, 

  X,Y E
4
 için,   

     < X,Y > = 44332211 yxyxyxyx    

şeklinde ifade edilir. Sonuç olarak bir XE
4
 vektörünün normu  ‖ ‖  √        dir.  

     Birim hızlı bir  eğrisi boyunca hareket eden Frenet çatısı {T, N, B1, B2} olsun. T, N, 

B1, B2 sırasıyla eğrinin teğet, asli normal, birinci binormal, ikinci binormal vektör alanları 

olmak üzere Frenet formülleri,  

     






























































2

1

3

32

21

1

2

1

000

00

00

000

'

'

'

'

B

B

N

T

k

kk

kk

k

B

B

N

T

                                                                   (2.1.2)  

ile verilir [9].  

     k1, k2, k3 fonksiyonları  nın birinci, ikinci, üçüncü eğrilikleridir. s I IR için   

k3(s)  0  ise  eğrisi tam olarak E
4
 de yatar. E

4
 de orijin merkezli birim küre S

3
(1),  

     S
3
(1) = { XE

4
,   <  X,X > = 1 } 

ile tanımlı hiperyüzeydir. 

 

2.2. E
4 
de

 
Rektifiye Eğriler ve Karakterizasyonları 

     Bu bölümde ilk olarak E
4
 de rektifiye eğriler, eğrilikler cinsinden karakterize 

edilecektir. 

Teorem 2.2.1. E
4
 de sıfırdan farklı k1, k2, k3 eğriliklerine sahip birim hızlı bir eğri (s) 

olsun. O zaman 
  
nın bir rektifiye eğri olması için gerek ve yeter şart(cIR olmak üzere)  

      
               

     
 (

                   
            

         

  
          

)

 

   

olmasıdır [10]. 

İspat. E
4
 de sıfırdan farklı k1, k2, k3 eğrilikli birim hızlı bir eğri  α  olsun. Tanımdan 

 
nın 

yer vektörü (2.1.1) denklemini sağlar. λ(s), (s), (s) diferensiyellenebilir fonksiyonları 

için (2.1.2) Frenet denklemleri kullanılıp s ye göre (2.1.1) denkleminin diferensiyeli 

alınarak, 

      T  =  λ' T   +  ( λ k1-  k2) N  +  (  -   k3 ) B1 + (  k3+  ) B2 
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bulunur. Daha sonra eşitliğin her iki yanı sırasıyla T, N, B1, B2 ile ayrı ayrı iç çarpıma 

tabi tutularak, 

                                                                                                                                                

                                                                                                                       (2.2.3)           

                                              

                        

eşitlikleri elde edilir. cIR olmak üzere, (2.2.3) eşitliklerinden 

                    

             
          

     
                                                                                                             (2.2.4) 

             
)()(

))(')()()(')(()()(

3

2

2

212121

sksk

skskskskcssksk 
 

bulunur. Sonuç olarak λ, ,  fonksiyonları  nın k1, k2, k3 eğrilikleri cinsinden ifade 

edilmiş olur. Ayrıca (2.2.4)  de verilen son iki eşitlik ile (2.2.3) deki son eşitlik 

kullanılarak, 

      0
)()(

))(')()()(')(()()(

)(

))(()(

3

2

2

212121

2

31 















 




sksk

skskskskcssksk

sk

cssksk
           (2.2.5) 

denklemi elde edilir.  

      Sonuç 2.2.1. E
4
 de birim hızlı keyfi bir  eğrisinin k1, k2, k3 eğrilikleri (2.2.5) 

denklemini sağlar.  

                          
          

  
     

 
                   

        
              

  
         

      

şeklinde verilen bir  E
4
 vektörü için (2.1.2) ve (2.2.5) bağıntıları kullanılarak 

kolayca      (s)=0 bulunur. Bu da   in sabit bir vektör olduğunu gösterir. Bu da açıkça 
 
 

nın bir rektifiye eğrisine eşdeğer olduğunu ifade eder. 

       E
4
 de bir rektifiye eğrinin k1, k2, k3 eğrilik fonksiyonlarının sıfırdan farklı ve sabit 

olduğu kabul edildiğinde (2.2.5) denklemi açıkça bir çelişki oluşturur. Bundan dolayı 

aşağıdaki teorem verilir.  
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Teorem 2.2.2. E
4
 de tam olarak yatan, sıfırdan farklı ve k1, k2, k3 sabit eğriliklerine sahip 

bir rektifiye eğri yoktur [10]. 

      Şimdi eğrilik fonksiyonlarının ikisinin sabit olduğu durumlar aşağıda incelenecektir.  

      Kabul edelim ki k1(s) = sabit > 0, k2(s) = sabit  0, k3(s)  sabit olsun. (2.2.5) 

denklemini kullanarak,      olmak üzere 

         
       

                                                                                               (2.2.6) 

diferensiyel denklemi bulunur. (2.2.6) diferensiyel denklemin çözümü         olmak 

üzere 

             
 

√             
                    

şeklindedir.  

      Benzer olarak k2(s) = sabit  0,  k3(s) = sabit  0,  k1 (s)  sabit olduğu takdirde  

(2.2.5) denklemi,              olmak üzere 

         
                                                                                         (2.2.7) 

diferensiyel denklemi ile belli olur. (2.2.7) diferensiyel denklemin çözümü ise,        

olmak üzere 

             
  
)(23 sk

e      
                 

şeklinde bulunur.  

     Son olarak k1(s) = sabit > 0,  k3(s) = k3 = sabit  0 ve k2  sabit 0   olduğu takdirde   

(2.2.5)  kullanılarak,             olmak üzere 

      
  
         

     
 

 









 

)(2 sk

cs
                                                                                     (2.2.8) 

diferensiyel denklemi bulunur. (2.2.8) diferensiyel denklemin çözümü,        olmak 

üzere 

               
)(23 sk

e                     

şeklindedir. Böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış olur.  
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Teorem 2.2.3. E
4
 de k1, k2, k3 eğriliklerine sahip birim hızlı bir eğri  olsun. Aşağıdaki 

ifadeler sağlanırsa  eğrisi bir rektifiye eğrisine denk olur [10]:  

     a)                                        
 

√             
    c, c 1 IR  

     b)                                       
  

)(23 sk
e      

 , c        

     c)                                        
)(23 sk

e      ,          

     Aşağıdaki teoremde E
4
 deki eğrinin bir rektifiye eğri olması için gerek ve yeter şartlar 

verilecektir. 

Teorem 2.2.4. E
4
 de  sıfırdan farklı k1, k2, k3 eğriliklerine sahip birim hızlı bir eğri 

olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler sağlanır.  

               ‖    ‖  uzaklık fonksiyonu c 1   , c2    için, 

                                 

ifadesini sağlar. 

           Eğrinin yer vektörünün teğet bileşeni,  < (s) , T(s) > = sc  ,  cIR şeklinde 

verilir.  

            Eğrinin yer vektörünün 
N
 (s) normal elemanı sabit uzunluğa sahiptir ve  (s) 

uzaklık fonksiyonu sabit değildir.  

      iv)  Eğrinin yer vektörünün birinci ve ikinci binormal elemanları, sırasıyla , IRc

için, 

                      
           

     
                                                                               (2.2.9) 

                      
                 (  

                 
    )

  
         

                   

ile verilir [10].  

     Tersine E
4
 de sıfırdan farklı k1, k2, k3 eğriliklerine sahip birim hızlı bir  eğrisi 

                    ifadelerinden birini sağlar ise   bir rektifiye eğri olur.  

İspat. İlk olarak kabul edelim ki (s), E
4
 de sıfırdan farklı k1, k2, k3 eğriliklerine sahip 

birim hızlı bir eğri olsun. Bu takdirde  nın yer vektörü (2.1.1) denklemini sağlar. 

Buradaki λ(s), (s), (s)  fonksiyonları (2.2.3) bağıntısını gerçekler. (2.2.3) de üçüncü 

denklem        ile çarpılıp ve (2.2.3) de son denklem       ile çarpılarak bu iki denklem 

karşılıklı olarak toplanıp gerekli işlemler yapıldığında, 

                 
                  



10 
 

denklemi bulunur. Burada           olduğundan            olur. Son olarak  

a   
  sabiti için, 

                                                                                                                (2.2.10)   

bulunur. (2.1.1)  bağıntısından,  

                                                

yazılır. (2.2.4) ve (2.2.10) kullanılarak son eşitlik, 

     < (s), (s) > =  (s + c)
2
 + a

2 

şeklinde olur. Dolayısıyla c2IR0, c1IR olmak üzere 

      ρ
2
 (s) =  s

2 
+ c 1 s + c 2     

olur ki bununla (i) ispatlanır. 

      Ayrıca (2.1.1) ve (2.2.4) bağıntıları kullanılarak  < (s) , T(s) > = s + c,   cIR 

bulunur. Bununla da (ii) ispatlanır.  

      E
4
 de keyfi bir eğrinin yer vektörü, 

      (s) = m(s) T(s) + 
N
(s) 

şeklinde kabul edilebilir. m(s) diferensiyellenebilir keyfi bir fonksiyon ve 
N
(s), yer 

vektörünün normal bileşeni olmak üzere  bir rektifiye eğri ise (2.1.1) bağıntısında, 

                                                                                                                

yazılıp gerekli işlemler yapıldığında    N
(s) ,  

N
(s)  =  

2
(s) + γ

2
(s)  ifadesi bulunur.  

      Ayrıca (2.2.10)  kullanılarak ‖  ‖         
  bulunur. (i) den ρ(s) sabit fonksiyon 

olmadığından       ispatlanır. Son olarak (2.1.1) ve (2.2.4) kullanılarak kolayca (2.2.9) 

ifadesi bulunur. Böylece (iv) ifadesi ispatlanır.  

      Tersine kabul edelim ki (i) sağlansın. O zaman, c1IR0 olmak üzere  

      < (s) , (s) >  =  s
2
+ c1s + c2      

olur. Son denklemin s ye göre iki defa diferensiyeli alınıp (i) kullanılırsa                                   

< (s) , N(s) > = 0 bulunur. Bu da  nın bir rektifiye eğri olduğunu gösterir.  

      Eğer (ii) sağlanırsa, benzer yolla  nın rektifiye eğri olduğu gösterilebilir.  

      Eğer       sağlanırsa  eğrisi  (s) = m(s)T(s) + 
N
(s)  şeklinde yazılabilir. m(s) keyfi 

bir diferensiyellenebilir fonksiyon olup, 

                                                                

şeklinde yazılabilir. Ayrıca                      olduğundan  
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bulunur. Burada  < (s) , (s) > = ρ
2
(s)  sabit olup s ye göre yukarıdaki denklemin 

diferensiyeli alınıp (2.1.2) kullanılarak,  

      k1(s) < (s) , T(s) > < (s) , N(s) > = 0 

bulunur. Buradan  < (s) , N(s) > = 0 olur.  Bu da  nın bir rektifiye eğri olduğunu 

gösterir.  

      Eğer  (iv)  sağlanırsa <  (s) ,       > =  
          

     
    denkleminin s ye göre türevi 

alınıp  (2.1.2) kullanılarak, 

       -










 


)(

))((
)(),()()(),()(

2

1
232

sk

cssk
sBssksNssk   

bulunur. 

      (2.2.9) kullanılarak son denklem  < (s) , N(s) > = 0 olur. Bu da  nın bir rektifiye 

eğri olduğunu gösterir. Böylece teorem ispatlanır.  

      Sonraki teoremde rektifiye bir eğrinin parametrik denklemi bulunacaktır.  

Teorem 2.2.5. E
4
 de (t)= ρ(t) y(t)  ile verilen bir eğri  : I  IR  E

4
 olsun. ρ(t) pozitif 

keyfi bir fonksiyon ve y(t), S
3
(1) birim küresinde birim hızlı bir eğri olmak üzere   nın 

bir rektifiye eğri olması için gerek ve yeter şart  

         
 

         
                                                                                          (2.2.11) 

olmasıdır [10].  

İspat. E
4 

de  (t) = ρ(t)y(t) ile verilen bir eğri  olsun. ρ(t) keyfi bir fonksiyon ve y(t), 

S
3
(1)  de birim hızlı bir eğri olmak üzere, (t) nin t ye göre türevi alındığında,  

                                 

elde edilir.  nın birim teğet vektörü, 

            
     

    
     

    

    
                                                                                   (2.2.12) 

 şeklinde olup,  nın hızı v (t) = ‖     ‖ dir.  t ye göre  (2.2.12)  denkleminin türevi 

alınarak,  

          (
  

 
)
 

  (
   

 
 

          

  )    
 

 
                                                               (2.2.13)  

bulunur. 

      E
4
 de  < Y, y > = < Y, yʹ > = < Y, y yʹ

 
> = 0 denklemlerini sağlayan birim vektör 

alanı Y olsun. O zaman  {y, yʹ, y  yʹ ,Y} sistemi E
4
 ün ortonormal bir çatısı olur. 

Buradan y'',  {y,  yʹ ,  y yʹ,  Y} çatısına göre,  
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      yʺ = <
 
yʺ, y > y + < yʺ, yʹ > yʹ

 
+ < yʺ, y yʹ

 
> y yʹ

 
+ < yʺ, Y > Y                       (2.2.14) 

şeklinde yazılabilir. 

      < y, y > = < yʹ, yʹ
 
> = 1 olduğundan; 

      < yʺ, y > =  -1 ve <  yʺ, yʹ
 
> = 0                                                                          (2.2.15) 

olur. (2.2.14) denkleminde (2.2.15) denklemleri göz önüne alındığında, 

      yʺ = - y  + <  yʺ, y yʹ
 
> y  y' 

 
+ < y


, Y > Y                                                      (2.2.16) 

şeklinde olur.  

      (2.2.16) eşitliği  (2.2.13) da yerine yazılıp ve E
4
 de keyfi birim hızlı eğriler için Frenet 

formülleri uygulanırsa, 

           ((
  

 
)

 

 
 

 
)  (

   

 
 

          

  
)   

               

 
      

         







.

v


     Y                                                                                      (2.2.17) 

bulunur. 

      < y, y > = 1 olduğundan < yʹ,
 
y > = 0 ve  < yʹ,  > = 0 olur.  Dahası  < ,Y > = 0 

bulunur. Ayrıca  , E
4
 de bir rektifiye eğri ise gerek ve yeter şart <  , N > = 0 olmasıdır. 

Ayrıca  ile (2.2.17) ün skaler çarpımını aldıktan sonra <  , N > = 0 olması için gerek ve 

yeter şart 

     (
  

 
)
 

 
 

 
                                                                                                           (2.2.18) 

olmasıdır.  

     (2.2.18) deki diferensiyel denklem,  

     0'2'' 22                                                                                                   (2.2.19) 

şeklinde yazılıp denklem için keyfi olmayan çözümler (2.2.11) de verilmiştir. Böylece 

teoremin ispatı tamamlanır.  

 

Tanım 2.2.1. κ 0 olmak üzere E 3 de regüler bir )(sx eğrisi için, BTD ..    Darboux 

vektörü tarafından verilen eğriye )(sx  in merkezi denir. )(sx  in yer vektörü 

      )().()().()( sBssTssx    

şeklindedir [5]. 
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Örnek 2.2.1. τ 0 , κ = sabit 0  olmak üzere E
3
de birim hızlı bir eğrinin merkezi, bir 

rektifiye eğridir.  

      D nin s ye göre diferensiyeli alınıp, (1.1.1) kullanılarak   =    bulunur.   =     olup, 

uygun noktalarda D ve x in birim teğet vektörleri paraleldir. )(sx eğrisi üzerinde {T,N,B} 

çatısına göre elde edilen Serret-Frenet denklemlerinde ilk eşitlikten x ve D nin asli 

normal vektörleri uygun noktalarda paralel olur. Bundan dolayı D ve x  in binormal 

vektör alanları da paralel olacağından Tanım 2.2.1 den x  in merkezinin yer vektörü onun 

rektifiye düzleminde yatar. Sonuç olarak D bir rektifiye eğri olur [5]. 

 

Örnek 2.2.2.    de a              olmak üzere, 

            (
 

√           
) (                           )                            

eğrisi,  (s)=a/cos(s      ve    (1) birim küresi üzerinde birim hızlı bir eğri 

y(s)=(1/√ )(                              olmak üzere verilen bu eğri                

        (s)y(s)  şeklinde yazılırsa teorem 2.2.5 den      ,     de yatan bir rektifiye eğri 

olur [10]. 
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3. BÖLÜM 

3.1. Q 3

1

2 E  de Rektifiye Eğriler 

Tanım 3.1.1. 3

1E , 3- boyutlu pseudo- Öklidyen uzayı, yx,
3

1E  için  

     332211

3

3

2

1

,),(
~

yxyxyxyxyxyxyxG j

j

ji

i

i  


  

metriği ile tanımlıdır. Bu metriğe pseudo-Riemannian metriği adı verilir [12].  

Tanım 3.1.2. M, 3

1E  ün bir altmanifoldu olsun. Eğer 3

1E  ün G
~

 pseudo-Riemannian 

metriği, M üzerinde bir pseudo-Riemannian G metriğine karşılık geliyorsa, o zaman M, 

3

1E  ün bir timelike altmanifoldu olarak adlandırılır [12]. 

Tanım 3.1.3. 
3

1E  de seçilmiş bir nokta c olmak üzere pseudo-Riemannian lightlike koni 

uzayı, 

      Q }0),(
~
:{)( 3

1

2

1  cxcxGExc  

şeklinde tanımlıdır. Buradaki metrik ise, 

      2

33

2

22

2

11 )()()(,),(
~

cxcxcxcxcxcxcxG   

şeklinde ifade edilir. c noktasına Q )(21 c  uzayının merkezi adı verilir. c=0 olduğu zaman   

Q )0(21  uzayı Q 2  ile gösterilir ve lightlike koni olarak adlandırılır [13]. 

Tanım 3.1.4. 3-boyutlu Minkowski uzayı 3

1E  ve 3

1E  de bir lightlike koni Q 2  olsun. 3

1E  

de bir 0  vektörü eğer ,0,    0,    veya 0,    şeklinde ise sırasıyla 

spacelike, timelike veya lightlike olarak adlandırılır [12]. 

Tanım 3.1.5. 3

1E   de bir },,{ 321 eee çatı alanı için  

      0,, 2233  eeee ,  1, 32  ee   

      ,0,, 1231  eeee  

ifadeleri sağlanıyorsa bu çatıya asimptotik ortonormal çatı alanı denir. 

       Ayrıca 3

1E   de bir },,{ 321 eee çatı alanı için,  

      ,1,, 3322  eeee
 

0, 32  ee
 
ve  1321 ,0, eeee                                (3.1.1)  

ifadeleri sağlanıyorsa bu çatıya bir pseudo ortonormal çatı alanı denir [13]. 
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Tanım 3.1.6. 3

1E  de spacelike bir Ix : Q 3

1

2 E  eğrisini ele alalım. )(sx  birim hızlı bir 

eğri olmak üzere )(sx  eğrisinin birim teğet vektör alanı x  şeklinde olup, 

      1,  yx , 0,,,  yxyyxx  

olacak biçimde bir y vektör alanı seçilerek )(sx  eğrisinin 0V  normal uzayı, 

     ,}},{{0  yxspanV  ,0Vx      3

1,, Eyxspan    

şeklinde verilir. 

      Q 2 3

1E  de bir )(sx  eğrisi boyunca asimptotik ortonormal bir çatı },,{ xyx   olsun. 

Bu takdirde Tanım 3.1.6 dan,  

      1,  yx , 0,,,  yxyyxx , 1,           

yazılır [13]. 

      3

1E  de rektifiye eğriler,   nın  ortogonal komplemanında yatan uzay eğrileri 

olarak tanımlanmıştır. Bu eğriler Q 2
 uzayında x  ve y  vektör alanları tarafından gerilen 

düzlemde yatarlar.   ve   diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere x  eğrisinin 

span{ }, yx  düzlemindeki yer vektörü,  

      ysxssx )()()(                                                                                                (3.1.2) 

şeklinde tanmlanır.  

      Isx :)(  Q 3

1

2 E , 3

1E  de keyfi birim hızlı bir eğri olsun. O halde 3

1E deki metrik, 

 yx,
3

1E  için  

      332211, yxyxyxyx   

şeklinde olup 3

1Ex  için x  in normu, 

      
2

3

2

2

2

1 xxxx   

şeklinde olur. 

      Q
2  de birim hızlı spacelike bir )(sx  eğrisi boyunca hareket eden asimptotik 

ortonormal bir çatı },,{ yx  olsun. )(sx  eğrisinin koni eğriliği κ olmak üzere Frenet 

formülleri, 

     


























































y

x

y

x







00

10

010

                                                                                      (3.1.3) 

şeklinde olup açıkça, 
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











y

yx

x

                                                                                                             (3.1.4) 

şeklinde ifade edilebilir[14]. 

 

3.2. Q 2  de Rektifiye Eğrilerin Karakterizasyonları 

     Bu bölümde ilk olarak 3

1E  de rektifiye eğriler, eğrilikler cinsinden karakterize 

edilecektir. 

Teorem 3.2.1. Q 2 de birim hızlı ve eğriliği κ olan bir rektifiye eğri )(sx  olsun. Bu 

durumda )(sx  eğrisinin x ve y vektör alanlarının bileşenleri sırasıyla, IRc  için 

      c1  

     c  

şeklinde verilir. 

İspat. Q 2  de birim hızlı bir eğri )(sx  olsun. )(sx  eğrisinin eğriliği κ, θ ve μ 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere (3.1.2) bağıntısından  

     ysxssx )()()(    

eşitliği yazılır. Burada s ye göre türev alınıp (3.1.4) yardımıyla 

     
yx

yxx

yyxxx













)(

)(  

elde edilir. Son ifadenin her iki yanı sırasıyla y, α ve x ile iç çarpıma tabi tutularak 

     
0,

1,

0,













x

y

                                                                                                 (3.2.1) 

eşitlikleri bulunur. Ayrıca buradan, 

     



c

IRcc





111

,0

 

ifadelerinden, 

     c

c







 1

                                                                                                               (3.2.2) 

elde edilir.  
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Teorem 3.2.2. Q 2 de birim hızlı spacelike bir eğri )(sx  ve )(sx  in eğriliği κ = sabit 

olsun. O halde  için
 
aşağıdaki ifadeler sağlanırsa, )(sx  bir rektifiye eğri olur. 

Tersine )(sx  bir rektifiye eğri ise aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

        

 

     (1) )(sx  in uzaklık fonksiyonu  ρ )1(22 cc   şeklinde olup ρ sabittir. 

     (2) Eğrinin x  ve y vektör alanlarının bileşenleri sırasıyla  

     csxsx  )(),(  ve  csysx  1)(),(  

şeklindedir. 

İspat. Q 2 de birim hızlı ve sıfırdan farklı sabit eğrilikli bir rektifiye eğri x(s) olsun. Bu 

nedenle )(sx  eğrisinin yer vektörü (3.1.2) denklemini sağlar. Ayrıca θ ve µ fonksiyonları 

(3.2.2) bağıntısını sağlayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. O halde  

      ysxsysxssxsxsxs )()(,)()()(),()()(
22   

                              

)1(2

)()(2

1).()(2

,).()(2

,)(,)()(2,)( 22











cc

ss

ss

yxss

yysyxssxxs











 

 0IRc

 

için, ρ sabit olur.  

     Tersine )1(2)(),()(2  ccsxsxs   sağlansın. Buradan türev alınarak             

  

   

0)(),(2))1(2()(),(2  sxsxccsxsx 

  

 

                                                  0)(),(2  sxs  

elde edilir. Bulunan bu son eşitlikte 2 0  olduğundan 0)(),(  sxs  bulunur. Bu da 

)(sx  in bir rektifiye eğri olduğunu gösterir. Böylece (1) ispatlanır. 

      (2) için, )(sx  bir rektifiye eğri ise (3.1.1) ve (3.2.2) den kolayca csxsx  )(),(  

ve  csysx  1)(),(  elde edilir.  

      Tersine csxsx  )(),(  ve  cyx  1,  sağlansın. Bu takdirde )(sx  in bir 

rektifiye eğri olduğunu gösterelim. csxsx  )(),(  eşitliğinde s ye göre türev alınırsa  

     0)(),(2)(),(  sxscsxsx   

elde edilir. 2 0  olduğundan 0)(),(  sxs  bulunur. Bu da )(sx  in bir rektifiye eğri 

olduğunu gösterir.  

     Tanım 3.1.6 dan  },{ yxspan  için 0,  y  ve  =sabit olduğundan,  

 0IRc
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     0,,)1(,   xycyx  

                                        
0,

0,,





x

xy




 

bulunur. κ 0  olduğundan 0,  x  bulunur. Bu da )(sx  in bir rektifiye eğri olduğunu 

gösterir. Böylece (2) nin  ispatı tamamlanır. 

Teorem 3.2.3. x (t)= ρ(t)z(t) ile verilen spacelike bir eğri Ix : Q 2 3

1E  olsun. Burada 

ρ(t) keyfi pozitif bir fonksiyon, z(t) ise 3

1E  uzayı üzerinde birim hızlı bir eğri olsun. O 

halde x (t)  nin bir rektifiye eğri olması için gerek ve yeter şart z(t) bir rektifiye eğri ve 

    
)(

1
)(

t
t





  

olmasıdır.  

İspat. Q 2
de bir spacelike eğrisi x(t)=ρ(t)z(t) şeklinde verilsin. ρ(t) keyfi pozitif bir 

fonksiyon ve z(t) 3

1E  uzayı üzerinde birim hızlı eğri olsun. x (t) eğrisinin t ye göre türevi 

alınırsa, 

     )()()()()( tzttzttx    

eşitliği bulunur. Burada x(t) in birim teğet vektör alanı,  zzzz  ,  olmak 

üzere,  

     )()()( tztzt 










                                                                                          (3.2.3) 

şeklinde yazılır. (3.2.3) de t ye göre tekrar türev alınırsa, 

     zzz 





















 ))(()(                                                                          (3.2.4) 

eşitliği elde edilir. 

      x (t) bir rektifiye eğri olsun o zaman 0)(),(  ttx   olur. x(t)=ρ(t)z(t) ifadesi göz 

önüne alınırsa 0)(),()(  ttzt   olur ve dolayısıyla da 0)(),()(  ttzt   bulunur. Bu 

da 0)(),(  ttz    olmasını gerektirir. Bu son eşitliği (3.2.3) eşitliğinin her iki tarafını z 

ile çarparak elde edelim. Bu takdirde  

     



 zzzzz ,,,










 

elde edilen bu son eşitlikte  ˂ z, α ˃=0 olması ˂ z, z ˃=0 ve ˂ z׳, z ˃=0 olmasını 

gerektirir. Dolayısıyla da ˂ z׳,z ˃=0 ifadesi z(t) eğrisinin bir rektifiye eğri olduğunu 

gösterir.  
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      Bu durumda z(t) eğrisi için,
 

  ,0,,,  kzkkzz 1,  kz                                                                       (3.2.5) 

özelliklerini sağlayacak şekilde bir çatı },,{ zkz  olsun. 

     (3.2.5) den faydalanarak z   ifadesini yazalım.  

     zzzkkzzzzz  ,,,                                                                           (3.2.6) 

ifadesi ile (3.2.5) ve Frenet denklemlerinden ,0,  zz 0,  zz bulunur. Ayrıca     

        ,1, zz  , 

      ,1,  zz ,0,  zz  

        kzkkzkkz ,,,,  

elde edilen bu iç çarpımlar (3.2.6) da kullanılırsa, 

      kzz                                                                                                            (3.2.7) 

şeklinde olur.  

      (3.2.7) ifadesi (3.2.4) de göz önüne alınırsa, 

     

 

kzz

kzzz






















































 





































 















 























 


  

     kzzyx 



















 













 





































 
                                                    (3.2.8) 

eşitliği elde edilir. Böylece (3.2.8) ifadesinin her iki yanı x ile iç çarpıma tabi tutulursa, 

     












 





































 
 xkxzxzxyxx ,,,,, 






















                 

(3.2.9) 

eşitliği bulunur. (3.2.9) daki iç çarpımlar, 

     

1,,0,

1.,,,

00.,,,

00.,,,









yxxx

zkzkxk

zzzzxz

zzzzxz







 

şeklinde olup bunlar (3.2.9) da yerine yazılarsa, 

     



1  
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eşitliği elde edilir. Ayrıca,
 

 zzzz  ,
 
 ifadesinden 

     
 zzzzzz ,,2,)( 22 

                                                           
(3.2.10)

 

eşitliği yazılarak 

     ,0,  zz ,0,  zz 1,  zz  

ifadeleri (3.2.10) da göz önüne alınırsa 

        

bulunur. Böylece 
 

      
 




1

 
)(

)(

1
t

t







                       

bulunur.  

       Tersine )(
)(

1
t

t






 ve z(t) bir rektifiye eğri olsun. z(t) bir rektifiye eğri olduğundan 

0,  zz  şartı sağlanır. Bu durumda )(tx = ρ(t)z(t) olmak üzere 0,  x  olduğunu 

göstermeliyiz. 



z

x


   eşitliğinden 0,
1

,,
2




 zz
zz

x



 

olur ki       

x (t) bir rektifiye eğri olur. Böylece ispat tamamlanır. 
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4. BÖLÜM 

4.1. Q 4

1

3 E  de Rektifiye Eğriler 

Tanım 4.1.1. 4

1E , 4-boyutlu pseudo-Öklidyen uzayı, 4

1, Eyx   için  

     44332211

4

4

3

1

,),(
~

yxyxyxyxyxyxyxyxG j

j

ji

i

i  


 

metriği ile tanımlıdır ve bu metriğe pseudo-Riemannian metriği adı verilir [12]. 

Tanım 4.1.2. M, 4

1E  ün bir altmanifoldu olsun. Eğer 4

1E  ün G
~

 pseudo-Riemannian 

metriği, M üzerinde bir pseudo-Riemannian G metriğine karşılık geliyorsa o zaman M, 

4

1E  ün bir  timelike altmanifoldu  olarak adlandırılır [12]. 

Tanım 4.1.3. 
4

1E  de seçilmiş bir nokta c olmak üzere pseudo-Riemannian lightlike koni 

uzayı, 

      Q }0),(
~
:{)( 4

1

3

1  cxcxGExc  

şeklinde tanımlıdır. Buradaki metrik ise, 

      2

44

2

33

2

22

2

11 )()()()(,),(
~

cxcxcxcxcxcxcxcxG   

şeklinde ifade edilir. c ye Q )(31 c  uzayının merkezi adı verilir. c=0 olduğu zaman Q )0(31  

uzayı Q 3   ile gösterilir ve lightlike koni uzayı olarak adlandırılır [13]. 

Tanım 4.1.4. 4-boyutlu Minkowski uzayı 4

1E  ve 4

1E  de lightlike koni Q 3  olsun. 4

1E  de 

bir 0  vektörü eğer ,0,    0,    veya 0,    şeklinde ise sırasıyla 

spacelike, timelike veya lightlike olarak adlandırılır [13]. 

Tanım 4.1.5. 4

1E  de bir },,,{ 4321 eeee çatı alanı için,  

     0,, 4433  eeee , 1, 34  ee   

     ,0,, 34  ii eeee ,, ijji ee   2,1, ji    

ifadeleri sağlanıyorsa bu çatıya asimptotik ortonormal çatı alanı denir. 

      Ayrıca 4

1E de bir },,,{ 4321 eeee çatı alanı için,  

     ,1,, 4433  eeee 0, 34  ee
  

     ,0,, 43  ii eeee ijji ee  , , 2,1, ji  

ifadeleri sağlanıyorsa bu çatıya pseudo-Riemannian çatı alanı denir [13]. 
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Tanım 4.1.6. 4

1E  de spacelike bir eğri x I: Q 4

1

3 E  olmak üzere It  için 

xxxx  ,,,  vektör alanları lineer bağımsız ve 
)4(,,,, xxxxx 
 vektör alanları lineer 

bağımlı ise x eğrisine bir Frenet eğrisi denir[13]. 

     x )(s  eğrisinin s yay uzunluğu, d  )(),(2 tdxtdxs  ile tanımlıdır. Bu halde x  eğrisi ise 

))(()( stxsx   ile gösterilir. 

Tanım 4.1.7. x(s) eğrisinin spacelike birim teğet vektör alanı x'(s) olmak üzere   

     ,1,  yx  0,,,  yxyyxx  

olacak biçimde bir y vektör alanı seçilerek x )(s  eğrisinin 1V  spacelike normal uzayı, 

      ,}},,{{1  xyxspanV ,1V 4

1

1},,,{ EVxyxspan    

şeklinde verilir [13]. 

      Q 3 4

1E  de bir x (s) eğrisi boyunca bir asimptotik ortonormal çatı },,,{ yx  olsun. 

Bu taktirde Tanım 4.1.5 den,  

      

1,,,1,

0,,0,,0,

0,,,0,,0,











yx

yxyyxx

yyyx

                                                              (4.1.1)      

şeklinde ifade edilir[13]. 

      4

1E  de rektifiye eğriler,   nın   ortogonal komplemanında yatan uzay eğrileri 

olarak tanımlanmıştır. Bu eğriler Q 3
 uzayında ,x ,y   vektör alanları tarafından gerilen 

düzlemde yatarlar. , ,   diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere x (s) eğrisinin 

span{ },, yx   düzlemindeki yer vektörü  

      x yssxss )()()()(                                                                                  (4.1.2)   

şeklinde ifade edilir.  

      x I:  Q 4

1

3 E , 4

1E  de keyfi birim hızlı bir eğri olsun. O halde 4

1E  deki metrik, 

yx,
4

1E  için  

      44332211, yxyxyxyxyx   

şeklinde olup 4

1Ex  için x  in normu, 

      
2

4

2

3

2

2

2

1 xxxxx   

şeklinde tanımlanır. 
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     Q
3 de birim hızlı spacelike bir )(sx  eğrisi boyunca hareket eden asimptotik 

ortonormal çatı },,,{ yx   olsun. )(sx  eğrisinin koni eğrilik fonksiyonları κ ve τ olmak 

üzere Frenet formülleri, 

     




































































y

x

y

x















00

000

100

0010

                                                                             (4.1.3) 

şeklinde olup açıkça, 

     

















y

x

yx

x

                                                                                                        (4.1.4) 

şeklinde ifade edilebilir [14]. 

 

4.2. Q
3
 de Rektifiye Eğrilerin Karakterizasyonları        

     Q 3  de birim hızlı spacelike bir eğri )(sx  olsun. )(sx  eğrisinin κ, τ koni eğrilik 

fonksiyonları sıfırdan farklı ve θ, μ, γ  diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere 

(4.1.2) bağıntısından  

     yssxssx )()()()(    

şeklinde yazılır. Burada s ye göre türev alındığında, 

     






)()()(

)(







yx

yxxx

yyxxx

                                                       (4.2.1)

 

eşitliği elde edilir. (4.2.1) in her iki yanı, sırasıyla, y, x, α, β ile iç çarpıma tabi tutularak, 

     

0

1

0

0

















                                                                                                             (4.2.2) 

eşitlikleri elde edilir. Buradan,  

     

)1(
11

0

11

,0

























c

c

IRcc

 

elde edilir.  
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     Sonuç olarak; 

     

1

)1(
1

,



















c

c

IRcc

                                                                                                     (4.2.3) 

eşitlikleri bulunur. 

     Böylece bir x(s) eğrisinin θ, γ, µ diferensiyellenebilir fonksiyonları κ ve τ eğrilikleri 

cinsinden ifade edilmiş olur. 

     (4.2.2) de  μ' – τ .γ = 0 denklemi ile (4.2.3) deki ifadeler kullanılarak, 

       01
1












 
 


cc                                                                                            (4.2.4) 

eşitliği elde edilir. 

      Tersine,  kabul edelim ki Ix :  Q 4

1

3 E  eğrisi (4.2.4) deki denklemi sağlayan ve  

Q 3  de κ≠0 ve τ≠0 eğriliklerine sahip birim hızlı bir eğri olsun. Bu takdirde,   

      Y= x yssxss )()()()(    

ile verilen bir Y vektörü için (4.1.4) ve (4.2.3) bağıntıları kullanılarak Y'= 0 bulunur. Bu 

Y nin sabit bir vektör olduğunu dolayısıyla da x(s) in bir rektifiye eğrisine eşdeğer 

tutulduğunu ifade eder. 

      Böylece aşağıdaki teoremin ispatı verilmiş olur. 

Teorem 4.2.1. Q
3
de sıfırdan farklı κ ve τ eğriliklerine sahip birim hızlı spacelike bir eğri 

x(s) olsun. x(s) bir rektifiye eğrisine eşdeğerdir gerek ve yeter şart için 

       










 
 0,01

1
IRccc 

                                                                               (4.2.5)                        

olmasıdır.   

      Ayrıca, Q
3
de sıfırdan farklı ve sabit κ ve τ eğriliklerine sahip birim hızlı bir x(s) 

eğrisi için (4.2.5) eşitliği bir çelişki oluşturur.  

      Bu durumda aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 4.2.2. Sıfırdan farklı ve sabit κ ve τ eğriliklerine sahip ve Q
3
de tam olarak yatan 

bir rektifiye eğri yoktur. 
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     Fakat eğrilik fonksiyonlarının biri sabit ise aşağıdaki durumları düşünebiliriz.  

 i) κ(s) ≠sabit, τ =sabit ise (4.2.5) den  

         01
1












 
 


cc     

ifadesinden, 

        0)(01)(
1 2 










 
 


csccsc  

                                               

edsss

dss

s







2
2

2

2

2
)(

)(

0)(








 

elde edilir. Burada c, d, e  0IR  dir. 

ii) κ =sabit, τ (s)≠sabit ise (4.2.5) den,  

      

  01
1












 
 


cc  

ifadesinden, c  0IR ve κ =sabit olmak üzere κ'=0 olduğundan cτ=0 eşitliği elde edilir ki 

buradan c=0 veya τ=0 bulunur. Ayrıca τ≠0 olduğundan c=0 bulunur. Bu da c  0IR  

olmasıyla çelişir. Bu da κ nın sabit olmaması dolayısıyla da τ nun sabit olması demektir. 

Sonuç 4.2.1. Q 3  de alınan sıfırdan farklı κ, τ eğriliklerine sahip herhangi spacelike bir 

)(sx  eğrisinin torsiyonu sabittir. 

Teorem 4.2.3. Q 3  de birim hızlı ve sıfırdan farklı κ, τ eğriliklerine sahip spacelike bir 

eğri )(sx  olsun. O halde aşağıdaki ifadeler sağlanıyorsa, )(sx  bir rektifiye eğrisine 

eşdeğer tutulabilir. 

      i) κ(s) ≠sabit, τ =sabit ise κ(s) = edss 2
2

2


;  0, IRed  

      ii) τ (s)≠sabit, κ =sabit ise τ=0 çelişkisi elde edilir ki τ =sabit olmak zorundadır. 
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Teorem 4.2.4. Q 3  de birim hızlı spacelike bir eğri )(sx  olsun. )(sx  eğrisinin eğrilikleri    

κ, τ ≠0 ve c  0IR olmak üzere )(sx  eğrisi için aşağıdaki ifadeler sağlanıyorsa )(sx  bir 

rektifiye eğri olur. 

      1)  )(sx  eğrisinin d uzaklık fonksiyonu sabittir, 

      2) )(sx  eğrisinin yer vektörünün  , x , ve y vektör alanlarının bileşenleri sırasıyla,  

      
)1(

1
,  


 cx , 1,   cyx  ve csxsx  )(),(  

şeklindedir. 

      3) )(sx  eğrisinin Nx  normal bileşeninin normu 



dc

scsxN )(   şeklindedir.  

      Tersine (1), (2), (3) sağlanırsa )(sx  bir rektifiye eğri olur. 

İspat. Q 3  de birim hızlı ve sıfırdan farklı κ, τ ≠ 0 eğriliklerine sahip bir rektifiye eğri 

)(sx  olsun. O zaman )(sx  eğrisinin yer vektörü (4.1.2) denklemini sağlar. Ayrıca , ,

  fonksiyonları (4.2.3) denklemini sağlayan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak 

üzere, 

      yssxsyssxssxsxsxsd )()()(,)()()()(),()()(
22   

                                        







yysyssxyss

ysssxss

yxssxssxxs

,)(,)()(,)()(

,)()(,)(,)()(

,)()(,)()(,)(

2

2

2







 

eşitliği elde edilir. Ayrıca, { },,, yx   Frenet çatısı, Q 3  de  

     ,0,,,  yxyyxx ,1,,  yx 0,,   xy  

özelliklerini sağladığından yukarıdaki eşitlik, 

      yyyyxxxxsxsd ,,2,,2,2,)()( 22222   

                               )(2)(2 ss                                                                            (4.2.6)  

şeklinde olur. (4.2.3) de  0, IRcc  olduğundan (4.2.6) ifadesi 

     
22 )()( sxsd  )(2)(2 scs                                                                              (4.2.7)                                          

şeklinde olur. Ayrıca (4.2.2) de son eşitliğin her iki yanı sırasıyla   ve 2 ile çarpılırsa  

    )()(.)()(0)()(.)()( ssssssss    
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







 

0

222 ,)(.2)(

.).(.2)()(2

)(,).(.2)()(2

IRlldsscs

dscsdsss

ccsss







                         (4.2.8) 

ifadesi elde edilir. (4.2.2) de 0).()(   ss  eşitliğinden elde edilen  ).()( ss 
 

ifadesi (4.2.8) kullanılırsa, 

                                                 22 )(2)( ldsscs   

                                   22 )(2)( lscs                                                  (4.2.9) 

eşitliği elde edilir. Daha sonra (4.2.9) ifadesi (4.2.7) da kullanılarak, 

      ,2)())(()()(2)())(( 2222   ssxdssssxd  c  

                                                      cssxd 2)())(( 22   

                                         

lsxd

lsxd

clcsxd







))((

))((

22))((

22

22 

 

eşitliği elde edilir. Böylece  0IRl  için, d=sabit olur. 

      Tersine, kabul edelim ki (1) sağlansın. O halde  22 )(),())(( lsxsxsxd sabit 

olur ve bu ifadede s ye göre türev alınırsa  

      0)(),(2)()(),( 2  ssxlsxsx   

elde edilir. Burada 0)(),(  ssx   olur. Bu da )(sx  in bir rektifiye eğri olduğunu 

gösterir. Böylece  (1) ispatlanır. 

      (2) için, )(sx  bir rektifiye eğri olduğundan (4.1.2) ve (4.2.3) bağıntılarından istenilen 

elde edilir. 

      Tersine, (2) sağlansın, yani )1)((
1

)()(),(  scsssx 


  olduğunu kabul 

edelim. 1)()()(),(  scssysx   ve csxsx  )(),(  olduğu kabul edilerek )(sx

in bir rektifiye eğri olduğunu gösterelim: 

     )()(),( sssx    ise s ye göre türev alınıp, Is  için (4.2.1) den 

     ,,,, cxxx     )0,,(   c    

            ,, cxx                                                                                     (4.2.10) 

(4.2.10) da s ye göre tekrar türev alınırsa, ayrıca Teorem 4.2.3 den bir )(sx  rektifiye 

eğrisi için τ =sabit ve  0IRc  durumunda c  olduğundan, 0)( c olur ve, 
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0,2.

,)(),(









x

cxx
 

eşitliği elde edilir. Son eşitlikte τ≠0 için 0,  x  olur ki bu da )(sx  in bir rektifiye eğri 

olduğunu gösterir. 

      )()(),( ssysx   ise s ye göre türev alınıp, Is  için (4.2.2) den  

        ,,, xyyx  

                        
0,

)0,,,(,,,,,









x

yxxxxy
 

eşitliğinde κ≠0 olduğundan 0,  x  olur. Bu da )(sx  in bir rektifiye eğri olduğunu 

gösterir.  

      )()(),( ssxsx   ise s ye göre türev alınıp, Is  için (4.2.1) den 0)(),(  ssx   

bulunur.  Bu da )(sx  in bir rektifiye eğri olduğunu gösterir. Böylece (2) ispatlanır. 

      (3) için, )(sx  bir rektifiye eğri olduğundan (4.1.2) den x yssxss )()()()(    

yazılabilir. Buradan ysssxN )()()(     kabul edilerek x )()()( sxxss N  eşitliği 

elde edilir. Ayrıca çatıdan ,1,    ,0,  y  0,  yy  olduğundan, 

     
 yssysssxsxsx NNN )()(,)()()(),()(

2


 

                                               
)(

,)(,)()(2,)(

2

22

s

yysysss








 

olur ki buradan )(sxN )1(
1




 

c  elde edilir. Teorem 4.2.3 den 

edsss  2
2

2
)(


   için 




dc
scsxN )(

  
elde edilir. 

 
 

      Tersine 



dc

scsxN )(  olsun. Ayrıca   ,x  olmak üzere  c

olduğundan 0  olur.   ,x  eşitliğinin türevi alınırsa, 

       cxxx  ,,,  

eşitliği elde edilir. Burada tekrar türev alınırsa 

             

0,3,,

0,2,,

0,2,,

)(),,(

















xyx

xxyx

x

cxx
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ifadesi bulunur. Ayrıca, çatı tanımından  },,{ yxspanV   için ,0,  y

0,  x olmak üzere,  

                         
.0,3

0,300









x

x
 

     Son eşitlikte τ≠0 olduğundan 0,  x  olur ki buda )(sx  in bir rektifiye eğri 

olduğunu gösterir. Böylece (3) ispatlanır. 

Teorem 4.2.5. x I: Q 3 4

1E  ile verilen spacelike bir eğri x (t)=ρ(t)z(t) olsun. Burada 

ρ(t) keyfi pozitif bir fonksiyon, z(t) ise 4

1E  uzayı üzerinde birim hızlı bir eğri olsun. x (t) 

bir rektifiye eğridir gerek ve yeter şart z(t) bir rektifiye eğri ve 

    
)(

1
)(

t
t







 

 

olmasıdır.  

İspat. Q 3
de bir x eğrisi x(t)=ρ(t)z(t) şeklinde verilsin. ρ(t), keyfi pozitif bir fonksiyon, 

z(t) ise 4

1E  uzayı üzerinde birim hızlı bir eğri olsun. x (t) eğrisinin t ye göre türevi 

alınarak, 

      )()()()()( tzttzttx    

ifadesi bulunur. Burada x(t) in teğet vektör alanı,  zzzz  ,  olmak üzere,  

     )()()( tztzt 










                                                                                         (4.2.11) 

şeklinde yazılır. Son ifadede t ye göre tekrar türev alınırsa, 

     zzz 





















 ))(()(                                                                        (4.2.12) 

eşitliği elde edilir. 

     )(tx  bir rektifiye eğri olduğundan 0)(),(  ttx   olmalıdır. x(t)=ρ(t)z(t) ifadesi göz 

önüne alınarak 0)(),()(  ttzt   ve dolayısıyla da 0)(),()(  ttzt   bulunur. Bu da  

0)(),(  ttz   olmasını gerektirir. Bu son eşitliği, (4.2.11) in her iki tarafını z(t) ile iç 

çarpıma tabi tutarak elde edelim. Bu takdirde  

     


 zzzzz ,,,







  

eşitliğinde ˂ z, α ˃=0 olması ˂ z, z ˃=0 ve ˂ z׳, z ˃=0 olmasını gerektirir. Dolayısıyla da     

˂z׳,z˃=0 ifadesi z(s) eğrisinin bir rektifiye eğri olduğunu gösterir. Bu halde z(t) eğrisi için 
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4

1E  de asimptotik ortonormal bir çatı { },,, 2zkz   ve 
1z  olduğu kabul edilerek 

ayrıca,
 

     ,0,,,  kzkkzz ,1,  kz 0,, 22   kz                                   (4.2.13)                                               

özelliklerinden faydalanarak z   ifadesi bu çatı cinsinden yazıldığında 

     
22,,,,   zzzzkkzzzzz                                                     (4.2.14) 

eşitliği elde edilir. Ayrıca (4.2.13) ve Frenet denklemlerinden ,0,  zz 0,  zz  

bulunur. Dolayısıyla da  22 ,1, zz  ve ,1,  zz  0,  zz  bulunarak, 

     ,0,,, 2212 


  kzz  

      


 kzkkzkkz ,,,, 1  

değerleri (4.2.14)  de yerine yazılırsa,      

     kzz                                                                                                           (4.2.15)                                                                                 

eşitliği elde edilir.   

     (4.2.15) ifadesi (4.2.12) da göz önüne alınırsa, 

     

 kzzz 















 













 























 
  

     kzz 



















 













 





































 
   

     kzzyx 



















 













 





































 
                                                  (4.2.16) 

eşitliği elde edilir. Böylece (4.2.16) ifadesinin her iki yanı x  ile iç çarpıma tabi tutulursa, 

     












 





































 
 xkxzxzxyxx ,,,,, 




















                 (4.2.17)                                                                                                              

eşitliği bulunur. (4.2.17) deki  iç çarpımlar, 

     

1,,0,

1.,,,

00.,,,

00.,,,









yxxx

zkzkxk

zzzzxz

zzzzxz







 

şeklinde ifade edilip bunlar (4.2.17) de yerine yazılarsa, 

      



1  
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eşitliği elde edilir. Diğer taraftan,
 

 zzzz  ,
 
 ifadesi 

     
 zzzzzz ,,2,)( 22 

                                                           
(4.2.18)

 

şeklinde yazılabileceğinden ve  

     ,0,  zz ,0,  zz 1,  zz  

İfadeleri (4.2.18) de göz önüne alınırsa, 

        

bulunur. Böylece 
 

     
 




1

 
)(

)(

1
t

t







                       

bulunur. 

     Tersine )(
)(

1
t

t






 ve z(t) bir rektifiye eğri olsun. z(t) bir rektifiye eğri olduğundan 

0,  zz  şartı sağlanır. Bu durumda x  (t)=ρ(t)z(t) olmak üzere 0,  x  olduğunu 

göstermeliyiz. 



z

x


   eşitliğinden 0,
1

,,
2




 zz
zz

x



 

olur ki       

x )(t  bir rektifiye eğri olur. Böylece ispat tamamlanır. 
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5. BÖLÜM 

5.1.Tzitzeica Tipinde Rektifiye Eğriler 

Tanım 5.1.1. [16] Bir eğrinin torsiyonu(τ) ile orjinden oskülatör düzlemine olan 

uzaklığının(d) karesine oranı sabit ise o eğriye bir Tzitzeica eğrisi denir. Yani eğrinin 

keyfi bir noktasında  
2d


sabit olmalıdır. 

Teorem 5.1.1. [14] Q 3
de yay parametreli spacelike bir eğri, herhangi )(sf  ve  )(sg

 
fonksiyonları için;  

     Ix : Q 3 4

1E  

          ))()(1),()(1),(2),(2)(()( 2222 sgsfsgsfsgsfssxs    

şeklindedir. Burada )(s , 1))()()((4 222  sgsfs ss  şeklinde tanımlıdır. 

İspat. [14] Q 3
de yay parametreli spacelike bir eğri x(s) olsun. Metrik tanımından 

),,,( 4321 xxxxx 
 ifadesi 

     02

4

2

3

2

2

2

1  xxxx                                                                                              (5.1.1) 

şeklinde yazılır. (5.1.1) eşitliğinden  

     )()( 2

4

2

3

2

2

2

1 xxixx                                                                                          (5.1.2) 

yazılabilir. Ayrıca (5.1.2) den  

    
21

43

43

21

ixx

xx

xx

ixx









  veya  

21

43

43

21

ixx

xx

xx

ixx









                                                   (5.1.3) 

ifadeleri yazılarak bir  Ixxxxx :),,,( 4321 Q 3 4

1E   eğrisi için,  

     )()(
21

43

43

21 sigsf
ixx

xx

xx

ixx










                                                                       (5.1.4) 

 ve   

     )(243 sxx                                                                                                        (5.1.5)

   

 

eşitlikleri kabul edildiğinde; 

     
)()(

1

21

43

43

21

sigsfixx

xx

xx

ixx












                                                                    (5.1.6) 

ifadesi bulunur. 

 

 



33 
 

      Dolayısıyla da (5.1.4), (5.1.5), (5.1.6) dan  

     

))()()((2

)(2

))()()((2

))()()((2

22

43

43

21

21

sgsfsxx

sxx

sigsfsixx

sigsfsixx

















                                                                          (5.1.7) 

eşitlikleri bulunur. Böylece gerekli hesaplamalar yapıldığında 

     

))()(1)((

))()(1)((

)()(2

)()(2

22

4

22

3

2

1

sgsfsx

sgsfsx

sgsx

sfsx

















                                                                                 (5.1.8)  

eşitlikleri elde edilir. Dolayısıyla da )(sx  eğrisi  

     ))()(1),()(1),(2),(2)(()( 2222 sgsfsgsfsgsfssx                                 (5.1.9)                                   

şeklinde olur. 

     Is  için (5.1.9) dan, 

     ),,,(2)1,1,2,2( 2222

ssssssss ggffggffgfgfgfgfx    

yazılır. Ayrıca )(sx  birim hızlı bir eğri olduğundan )(s  ifadesi  

     1))()()((4 222  sgsfs ss                                                                                    (5.1.10) 

şeklinde bulunur. 

Tanım 5.1.2. [14] Teorem 5.1.1 deki )(sf  ve )(sg  fonksiyonları, yay parametreli bir 

Isx :)( Q 4

1

3 E  koni eğrisinin yapı fonksiyonlarıdır. 

      (5.1.10) dan )(s  ifadesi 

      
)()(2

1
)(

22 sgsf
s

ss 
                                                                                     (5.1.11) 

şeklinde elde edilir. Gerekli dönüşümler yardımıyla  

     
)(cos)()(2

)(sin)()(2

1

1

sssg

sssf

s

s












                                                                                      (5.1.12)  

ifadeleri bulunup buradan, 

     
)(

)(
)(tan

sg

sf
s

s

s                                                                                                    (5.1.13)  

yazılarak )(ss  fonksiyonu, 
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ss

s

s

s

s
sg

sf

sg

sf
s 




























)(

)(

)(

)(
1)(

1

2

2

  

şeklinde olur. Eğrinin κ ve τ eğrilik fonksiyonları için gerekli hesaplamalar yapıldığında,  

     

)()()()()(

)()()(
2

1
)()(

2

1
)(

1

1222

sssss

ssssss

ssss

ssss













                                             (5.1.14) 

şeklinde ifade edilir.  

Teorem 5.1.2. Q 3
de s yay parametreli spacelike bir rektifiye eğri )(sx  olsun. O zaman 

sıfırdan farklı herhangi )(),( sgsf ≠sabit yapı fonksiyonları için eğer;  

     )(sf  ve )(sg  fonksiyonları kompleks değerli ise Q 3 de bir )(sx  rektifiye eğrisi,  

     )0,1),(),()((2)( sgsfssx   

şeklinde olur.  

    )(sf  ve )(sg  fonksiyonları reel değerli ise Q 3 de bir )(sx  rektifiye eğrisi, 

     0

2222 ),)()(,)()(1),(),()((2)( IRasgsfasgsfasgsfssx ssss    

şeklinde yazılır. Burada )(s  ifadesi için )(s
 
değeri   

      i) sabit  ise 

     







  )(
))((

)(2
)(

2

2

2 s

B
dss

s

A
s







 

      ii) sabit  ise

 

     
,

2
)( 2 CBss
A

s   IRCBA ,,  

şeklinde ifade edilir. Ayrıca,  )(sx  eğrisinin κ ve τ  eğrilikleri Is  için, 

     
2

42

2

1

4

1

x

xx









                                                                                            (5.1.15)                                                             

şeklinde verilir. 

İspat. Q 3
de bir eğri 

     Ix : Q 3 4

1E , 

          ))()(1),()(1),(2),(2)((),,,()( 2222

4321 sgsfsgsfsgsfsxxxxsxs  
 

şeklinde olsun.
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      )(sx  eğrisinin bir rektifiye eğri olması için 0)()(),(  sxssx   şartı sağlanmalı. 

O halde Is  için, 

     
0)22,22

,22,22(),,,2,2(

2222

2222


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ifadesinden  
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022 32224222  sssss gggffgfgg 
                                 

(5.1.16) 

bulunur. Buradan gerekli işlemler yapılıp, (5.1.16)ifadesi düzenlenirse ve   

     0)444(

)444()222244(

22232

22232442222


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ggfgg

ffgffgfgfgf

s
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eşitliği göz önüne alınırsa,  
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0))22(2)(1()1(2
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ggffgfgf

gfgggfffgf
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sss
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0)))1((( 222  gf

 

bulunur. Buradan (  222 ))1(  gf =sabit veya ( 0))1( 222  gf
 
olmalıdır.                        

     0)1( 22  gf  olması  =0 veya )1( 22  gf =0 olmasını gerektirir. Bu 

durumda 0  olması (5.1.11) ile çelişir. Buradan söyleyebiliriz ki 0  olmalıdır. O 

halde 0122  gf  olmalıdır. Bu ise reel değerli )(sf  ve )(sg fonksiyonları için 

mümkün değildir. O halde; 

     )(sf  ve )(sg  fonksiyonları kompleks değerli ise Q 3 de bir )(sx  rektifiye eğrisi,  

     )0,1),(),()((2))()(1),()(1),(2),(2)(()( 2222 sgsfssgsfsgsfsgsfssx    

şeklinde olur.  

      222 ))1(( gf sabit ise  =sabit ve sabitgf  122  olmalı. Ayrıca, 

sabitsgsf )(),(  olduğundan sabitgf  122

 olmalıdır. Bu nedenle  ≠sabit olur. 

Buradan  222 ))1(( gf sabit=a 2  olduğunu kabul edelim bu durumda  ,
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1
)(

22 


gf

a
s  şeklinde olur. Ayrıca   fonksiyonu

 
)()(2

1
)(

22 sgsf
s

ss 
  

olduğundan 2222 2)1( ss gfagf   yazılır. Bu halde )(sx  rektifiye eğrisi              

     x ),1),(),()((2)( 2222

ssss gfagfasgsfss    

şeklinde olur. 

     Burada   nun sabit ve sabit olmama durumuna göre eğrinin torsiyonunu inceleyelim. 

     i) sabit  ise; 

     τ=sabit=A olduğu kabul edilip )(s  ifadesini bulalım. (5.1.14) de 

)()()()()( 1 sssss ssss   

 
denkleminde ws 

 
olduğunu kabul edelim. Bu 

takdirde sss
w  olur. Böylece  

    Aww s

s  



 

Langrange diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümüyle; 
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A
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
                                                                   (5.1.17)           

denklemleri elde edilir. 

      ii) sabit  ise; 

      τ=sabit=A olduğu kabul edilip )(s  ifadesini bulalım. ρ=sabit olduğundan 0s

olur. Böylece (5.1.14) denklemi A
ss
  şeklinde olur. Bu diferensiyel denklem 

çözülerek, 

     ,
2

)( 2 CBss
A

s   IRCBA ,,         (5.1.18) 

eşitliği elde edilir. 

     (4.1.4) denkleminden; 
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yazılarak  
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      yyxyyxxxyxyx ,,,,, 22
 2  

     
222

2

1
2 xx       

       ,,2,, 222
y  

                                                   22    

     2222222
  xxy  

                                            
42

4

1
xx   

bulunur. 

Teorem 5.1.3. Q 3 de birim hızlı bir rektifiye eğri )(sx  olsun. Eğer x(s), sabit  şartı 

ile bir Tzitzeica eğrisi ise a, b, c IR  için, 

     cbsas
s

s
 2

)(

)(




  

ifadesi sağlanır.  

İspat. Q 3 de birim hızlı bir )(sx  rektifiye eğrisi için sabit  olup,
 

0s  olduğundan 

0ss
 
olur. )(sx  bir Tzitzeica eğrisi olduğundan τ=sabit olmalıdır. Ayrıca teorem 5.1.2 

den IRCBA ,,  için CBss
A

s  2

2
)(  sağlanmalı. Buradan BAss   olur. 

Böylece )(sx  in eğriliği, Is  için (5.1.14) den  
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)2(
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1
)( 222 BABssAs   

şeklinde bulunur. )(sx  eğrisinin torsiyonu ise ,0s  Ass 
 
olmak üzere, 

     AAsssss   2.0.11  =sabit 

şeklinde bulunur. Buradan, ,
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şeklinde bulunur. 
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Örnek 5.1.1. Q 3  de )sin()(),cos()( wsisgwsisf   için 
iw

s
2

1
)(  , 0IRw  olmak 

üzere x 1 (s) rektifiye eğrisi )0,1),sin(),cos((
1

)(1 wsiwsi
iw

sx   şeklindedir.  Bir diğer 

örnek ise 
)cos(

)(),tan()(
ws

i
sgwssf   için 

w

ws
s

2

)cos(
)(  , 0IRw  olmak üzere bir 

x 2 (s) rektifiye eğrisi )0,1,
)cos(

),(tan(
)cos(

)(2
ws

i
ws

w

ws
sx   şeklindedir.  

)cos()(),sin()( wssgwssf   için ,
2

1
)(

w
s 

 
0, IRaw 
 

olmak üzere 

),1),cos(),(sin(
1

)(3 awawwsws
w

sx   rektifiye eğrisi de bir diğer örnek olarak 

verilebilir. 
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