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Şekil 2.2.2. Lie grubunda diskret altgruplar¬n çarp¬m¬. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Bu çal¬̧sma üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde; grup teorisi , manifoldlar ve Lie gruplar için kullan¬lan temel tan¬mlar

ve teoremler verildi.

·Ikinci bölümde; sonlu gruplar, simetri gruplar¬ve bunlar¬n Lie gruplar¬yla aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬lar araşt¬r¬ld¬. Sonra irtibatl¬Lie gruplar¬, homotopi gruplar¬ve temel grup ince-

lenerek Gauus-Bonnet teoremi uyguland¬. Bu bölümde son olarak Lie gruplar¬üzerinde

sol invaryant Riemann metri¼gin grup izometrileri verildi.

Üçüncü bölüm çal¬̧smam¬z¬n orjinal k¬sm¬n¬ihtiva etmektedir. Bu bölümde; Lie grup-

lar¬n¬n uygulama alan¬olarak 3-boyutlu Heisenberg gruplar incelendi. Heisenberg gruplar

üzerinde tan¬mlanan üç ayr¬Lorentz metri¼gin genel özellikleri verilerek, bu metriklere göre

3-boyutlu Heisenberg gruplarda homojen geodeziklerin denklemleri oluşturuldu. Ayr¬ca

bu metriklerin geodezik taml¬klar¬incelendi.

Anahtar Kelimeler: Sonlu grup, Lie grup, Heisenberg grup, Riemann metrik,

Lorentz metrik, Homotopi.
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This thesis consist of three chapters.

In the �rs chapter;fundamental de�nitions and theorems are given.

In the second chapter is searched that �nite groups, symetric groups and connections

of this groups with Lie groups. After, it is studied that connected Lie groups, homotopy

groups and fundamental group and apply Gauss Bonnet theorem. In this chapter latest it

is studied that isometries of left invariant Riemann metric which is de�ned on Lie groups.

The third chapter contain original part of our study. In this chapter it is studied that

three dimensional Heisenberg group which is application range of Lie groups. It is given

that properties of Lorentz metrics which are de�ned on three dimensional Heisenberg group

and it is �nd out that equations of homogeneous geodesics in three dimensional Heisenberg

group. In this chapter latest it is stuied that geodesically completeness of these Lorentz

metrics metrics.

Keywords: Finite group, Lie group, Heisenberg group, Riemann metric, Lorentz

metric, Homotopy.
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1. BÖLÜM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

TANIM 1..1: G, boştan farkl¬bir cümle ve � : G � G ! G de bir ikili i̧slem olsun.

E¼ger bu ikili i̧slem

8 a; b 2 G için a � (b � c) = (a � b) � c

özelli¼gini sa¼glarsa G ye yar¬grup denir, [1].

TANIM 1.2: G boştan farkl¬bir cümle olsun.

� : G

(x

�

;

G

y)

�!

�!

G

x � y

i̧slemi aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa (G; �) ikilisine bir grup denir.

(i) 8 x; y; z 2 G için (x � y) � z = x � (y � z),

(ii) 8 x 2 G için e � x = x � e = x olacak şekilde G de bir tek e birim eleman¬vard¬r.

(iii) 8x 2 G için x � x0 = x0 � x = e olacak şekilde G de bir tek x0 inversi vard¬r, [2].

TANIM 1.3: (G; �) bir grup olsun. G grubu " � " i̧slemine göre de¼gi̧simli ise, yani 8

x; y 2 G için x � y = y � x sa¼glan¬yorsa, G ye de¼gişimli grup denir, [3].

TANIM 1.4: (G; �) bir grup ve H 6= ?; H � G olsun. (H; �) bir grup ise bu gruba

(G; �) grubunun bir altgrubu denir ve H � G ile gösterilir, [2].

TANIM 1.5: (G; �) bir grup, H < G olsun. 8 x 2 G; 8 h 2 H için

xHx�1 2 H

önermesi do¼gru ise H altgrubuna G grubunun normal altgrubu denir ve H C G ile göste-

rilir, [3].

TANIM 1.6: (G; �) bir grup ve e, G grubunun "� " i̧slemine göre birim eleman¬olsun.

Grubun feg ve kendisinden başka normal alt grubu yoksa G grubuna basit grup denir, [4].
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TANIM 1.7: (G; �) ve (H; �) iki grup, f : G �! H fonksiyonu 8 a; b 2 G için

f(a � b) = f(a) � f(b) özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, f fonksiyonuna G den H a bir homomor�zm

denir, [2].

TANIM 1.8: f : G �! H homomor�zmi 1:1 ve örten ise bu homomor�zme izomor-

�zm denir, [5].

TANIM 1.9: f : G �! G izomor�zmine G nin otomor�zmi denir, [6].

TANIM 1.10: G grubunun key� ve sabit bir eleman¬a olsun. a �ya göre G �nin

fa : G �! G

fa (x) = axa
�1 şeklinde tan¬mlanan fonksiyona G nin iç otomor�zmi denir, [6].

TANIM 1.11: X boş olmayan bir cümle ve � ailesi de P (X) kuvvet cümlesinin

herhangi bir alt cümlesi olsun. E¼ger � � P (X) aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa, � ya X

üzerinde bir topoloji, (X; �) ikilisine bir topolojik uzay denir, [7].

(i) X;? 2 �

(ii) � da al¬nan her say¬da elemanlar¬n birleşimi � ya aittir; yani, I herhangi bir indis

cümlesi olmak üzere 8fAigi2I 2 � için, [
i2I
Ai 2 � d¬r.

(iii) � da al¬nan her sonlu say¬da elemanlar¬n¬n kesi̧simi � ya aittir; yani, J sonlu indis

cümlesi olmak üzere 8fAigi2J 2 � için \
i2J
Ai 2 � d¬r.

TANIM 1.12: X bir topolojik uzay olsun. Farkl¬iki p; q 2 X noktalar¬n¬n X deki

aç¬k komşuluklar¬, s¬ras¬ile, U ve V olsun. E¼ger U ve V yi U \ V = ? olabilecek şekilde

seçmek mümkün ise X topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzay¬denir, [8].

TANIM 1.13: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir f : X �! Y fonksiyonu

için,

(i) f sürekli,

(ii) f�1 mevcut,

(iii) f�1 sürekli ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomor�zm denir, [9].
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TANIM 1.14: Bir (G; �) grubu ve bir (X; �) topolojik uzay¬verilsin. E¼ger aşa¼g¬daki

aksiyomlar sa¼glan¬rsa (G;X; �) üçlüsüne bir topolojik grup denir.

(i) X in noktalar¬n¬n cümlesi ile G nin elemanlar¬n¬n cümlesi ayn¬d¬r.

(ii)

� : X

(a

�

;

X

b)

�!

�!

X

a � b�1

i̧slemi süreklidir. Burada G ye topolojik uzay¬n temel grubu ve X e de topolojik uzay¬n

temel uzay¬denir, [8].

TANIM 1.15: M bir topolojik uzay olsun. E¼ger

a) M bir Hausdor¤ uzayd¬r,

b) M nin her bir aç¬k alt cümlesi En e veya En nin aç¬k alt cümlesine homeomorftur,

c) M say¬labilir çoklukta alt cümlelerle örtülebilir,

önermeleri sa¼glan¬yorsa M ye n-boyutlu topolojik manifold denir, [9].

TANIM 1.16: En �nin iki alt cümlesi U ve V olsun. Bir 	 : U �! V fonksiyonu

için;

(i) 	 2 Ck (U; V ),

(ii) 	�1 : V �! U , 	�1 2 Ck (V;U), önermeleri sa¼glan¬yorsa 	 ye Ck s¬n¬f¬ndan

di¤eomor�zm denir, [10].

TANIM 1.17: M bir topolojik manifold olsun. M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan di¤eren-

siyellenebilir yap¬tan¬mlan¬rsa M ye Ck s¬n¬f¬ndan di¤erensiyellenebilir manifold denir,

[10].

TANIM 1.18: k � n olmak üzere, M bir k-manifold ve M 0 de bir n-manifold olsun.

8 p 2M noktas¬için M 0 de bir U 0 ve M de bir U koordinat komşulu¼gu var ve

U = fm 2 U 0 j x0k+1 (m) = ::: = x0n (m) = 0g

ise M ye M 0 nin bir alt manifoldu denir, [10].
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TANIM 1.19: (V;�; F;+; �;�) olmak üzere V cümlesi F cismi üzerinde bir vektör

uzay¬olsun ve ~ i̧slemi

~ : V

(�

�

;

V

�)

�!

�!

V

�~ �

olmak üzere

(i) 8 �; � 2 V ve 8 a 2 F için (a� �)~ � = a� (�~ �)

(ii) 8 �; �; 
 2 V için (�� �)~ 
 = (�~ 
)� (� ~ 
)

(iii) 8 �; �; 
 2 V için �~(� � 
) = (�~ �)�(�~ 
) özellikleri sa¼glan¬yorsa (V;�; F;+; �;�;~)

yap¬s¬na cebir denir.

E¼ger 8 �; �; 
 2 V için

a) �~ (� ~ 
) = (�~ �)~ 
 sa¼glan¬yorsa V ye birleşimli cebir,

b) 
 ~ � = � ~ 
 sa¼glan¬yorsa V ye de¼gişimli cebir,

c) 
 ~ e = e~ 
 = 
 sa¼glan¬yorsa V ye birimli cebir denir, [1].

TANIM 1.20: TM (p) tanjant vektörlerinin cümlesi olsun.

� : TM (p)� TM (p) �! TM (p)

ve


 : TM (p)� R �! TM (p)

olmak üzere fTM (p) ;�;R;+; :;
g vektör uzay¬na, A a�n uzay¬n¬n p 2 A noktas¬ndaki

tanjant uzay¬denir, [9].

TANIM 1.21: V � En üzerindeki bir vektör alan¬,

� : [
P2V

TV (P ) �! V

olmak üzere

� �X = I : V �! V

dönüşümü özdeşlik fonksiyonu olacak biçimde

X : V �! [
P2V

TV (P )
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şeklinde bir fonksiyondur.

� = fX j X : En �! [
P2En

TEn (P ) ; � � X = I; � : [
P2En

TEn (P ) �! Eng; olmak

üzere R üzerinde bir vektör uzayd¬r. Bu � vektör uzay¬na En üzerindeki vektör alanlar¬n¬n

uzay¬denir, [8].

TANIM 1.22: Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmi̧s olsun.

E¼ger aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬rsa (M;G) ikilisine bir Lie grubu denir, [8].

(i) M nin noktalar¬G �nin elemanlar¬ile çak¬̧s¬r.

(ii)

�G : G

(a

�

;

G

b)

�!

�!

G

ab�1

dönüşümü diferensiyellenebilirdir, [6].

TANIM 1.23: V bir K cismi üzerinde vektör uzay ve [; ] : V � V �! V dönüşümü

de

(i) Bilineer

(ii) 8 x; y 2 V için [x; y] = �[y; x];

(iii) 8 x; y; z 2 V için [x; [y; z]] + [y; [z; x]] + [z; [x; y]] = 0 şeklinde verilsin. [; ]

dönüşümüne V üstünde bir Lie (parantez) operatörü denir, [9].

TANIM 1.24: Karakteristi¼gi s¬f¬r olan bir K cismi üzerinde Lie operatörü ile tan¬m-

lanan lineer bir uzaya Lie cebiri denir, [11].

TANIM 1.25: G ve H birer Lie grup olmak üzere, e¼ger ' : G �! H dönüşümü hem

C1 s¬n¬f¬ndan di¤erensiyellenebilir hem de temel gruplar¬n bir grup homomor�zmi ise '

ye bir Lie grup homomor�zmi denir, [8].

TANIM 1.26: g ve h Lie cebirleri olmak üzere, e¼ger 	 : g �! h dönüşümü lineer ve

8 X;Y 2 g için 	 [X;Y ] = [	 (X) ;	(Y )] ise bir Lie cebir homomor�zmidir. 	 dönüşümü

1 : 1 ve üzerine ise o zaman 	 �ye izomor�zm denir, [8].
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TANIM 1.27: M bir C1 manifold olsun. M üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬� (M)

ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n¬n halkas¬C1 (M;R) olmak üzere

h; i : � (M)� � (M) �! C1 (M;R)

(i) Simetrik;

8 p 2M; Xp; Yp 2 � (M) için

hXp; Ypi = hYp; Xpi

(ii) Bilineerlik;

8 p 2M; a; b 2 R; Xp; Yp; ;Wp; Zp 2 � (M) için

haXp + bYp; Zpi = a hXp; Ypi+ b hYp; Zpi

ve

hXp; aWp + bZpi = a hXp;Wpi+ b hXp; Zpi

(iii) Pozitif tan¬ml¬l¬k;

a)

Xp 6= 0 için hXp; Xpi > 0

b)

Xp = 0 ise hXp; Xpi = 0

özellikleri sa¼glan¬yorsa h; i ye M üzerinde Riemann iç çarp¬m¬ denir. M üzerinde bu

Riemann iç çarp¬m¬n¬n tan¬mlanmas¬yla elde edilen (M; h; i) ikilisine Riemann manifoldu

denir, [9].

TANIM 1.28: M bir C1 manifold olsun. M üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬� (M)

ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n halkas¬da C1 (M;R) olmak üzere

h; i : � (M)� � (M) �! C1 (M;R)

fonksiyonu

6



(i) Bilineer;

8 p 2M; a; b 2 R; Xp; Yp; ;Wp; Zp 2 � (M) için

haXp + bYp; Zpi = a hXp; Ypi+ b hYp; Zpi

ve

hXp; aWp + bZpi = a hXp;Wpi+ b hXp; Zpi

(ii) Simetrik;

8 p 2M; Xp; Yp 2 � (M) için

hXp; Ypi = hYp; Xpi

(iii)

8X 2 � (M) için hX;Y i = 0 =) Y = 0 2 � (M)

özelliklerini sa¼gl¬yor ise M ye yar¬-Riemann manifoldu denir, [9].

TANIM 1.29: M bir C1-manifold olmak üzere,

<;>: � (M)� � (M) �! C1 (M;R)

şeklinde tan¬ml¬simetrik, bilineer, nondejenere fonksiyonaM üzerinde metrik tensör denir.

Bu metrik tensörün indeksine M manifoldunun indeksi denir ve v ile gösterilir, [20].

TANIM 1.30: boy M = n olmak üzere (M;<;>) çifti bir yar¬-Riemann manifoldu

olsun. E¼ger n � 2 ve v = 1 ise (M;<;>) çiftine bir Lorentz manifoldu denir, [20].

TANIM 1.31: M bir manifold olsun. E¼ger M üzerinde bir p 2M noktas¬için

g : M

p

�!

�!

$ (TM (p)� TM (p) ;R)

gp

şeklinde simetrik, pozitif tan¬ml¬bir bilineer form tan¬mlanm¬̧s ise g ye M üzerinde Rie-

mann metri¼gi denir.

E¼ger bir M manifoldunun 8 p 2M noktas¬nda bir U komşulu¼gu üzerinde g formu Cr

s¬n¬f¬ndan ise g Riemann metri¼gi Cr s¬n¬f¬ndand¬r denir, [8].
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TANIM 1.32: (G; �) bir grup olsun. E¼ger;

(i) G üzerinde bir g metri¼gi için 8 a; x; y 2 G olmak üzere g (ax; ay) = g (x; y) sa¼glan¬-

yorsa g metri¼gine sol invaryantt¬r denir.

(ii) G üzerinde g metri¼gi için 8 a; x; y 2 G olmak üzere g (xa; ya) = g (x; y) sa¼glan¬-

yorsa g metri¼gine sa¼g invaryantt¬r denir.

(iii) G üzerinde g metri¼gi hem sa¼g invaryant hem de sol invaryant ise g metri¼gine

biinvaryantt¬r denir, [6].

TANIM 1.33: a)G bir Lie grup olmak üzere belli bir go 2 G noktas¬nda

`(g0) : G �! G

dönüşümü 8 g 2 G için `(g0) (g) = g0g şeklinde tan¬mlan¬r ve sol öteleme ad¬n¬al¬r, [8].

b) G bir Lie grup olsun. Belli bir g0 2 G için

r(g0) : G �! G

dönüşümü 8 g 2 G için r(g0) (g) = gg0 şeklinde tan¬mlan¬r ve G üzerinde sa¼g öteleme ad¬n¬

al¬r, [8].

TANIM 1.34: a) G bir Lie grup olsun. 8 g1; g2 2 G için

`(g0) : G �! G

dönüşümünde `g0 (g1) = g2 olsun. T (g1) ve T (g2) s¬ras¬yla g1, g2 2 G noktalar¬ndaki

tanjant vektörlerin uzay¬n¬göstermek üzere,

`(g0)� : T (g1) �! T (g2)

dönüşümüne G üzerinde T (g1) den T (g2) ye bir sol grup paralelizmi denir, [8].

b) G bir Lie grup olsun. 8 g1; g2 2 G için

r(g0) : G �! G
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dönüşümünde r(g0) (g1) = g2 olsun. T (g1) ve T (g2) s¬ras¬yla g1, g2 2 G noktalar¬ndaki

tanjant vektörlerin uzay¬n¬göstermek üzere,

r(g0)� : T (g1) �! T (g2)

dönüşümüne G üzerinde T (g1) den T (g2) ye bir sa¼g grup paralelizmi denir, [8].

TANIM 1.35: G bir matris Lie grubu ve G üzerinde bir vektör alan¬X olsun. E¼ger

8 g0; g1 2 G için

`(g0)�X (g1) = X (g0g1)

yani 8 g 2 G için `(g0)� �X = X � ` (g) ise X vektör alan¬na bir sol invaryant vektör alan¬

denir.

Benzer olarak 8 g0; g1 2 G için

r(g0)�X (g1) = X (g1g0)

yani 8 g 2 G için r(g0)� �X = X � r(g) ise X vektör alan¬na bir sa¼g invaryant vektör alan¬

denir, [8].

TANIM 1.36: M bir Hausdor¤ topolojik uzay ve G bir topolojik grup olsun.

G � M

(g ; p)

�!

�!

M

g:p

örten dönüşümünde

(i) 8 g1; g2 2 G ve p 2M için

(g1:g2) :p = g1: (g2:p)

(ii) e; G grubunun birimi olmak üzere

e:p = p

şartlar¬sa¼glan¬yorsa G; M üzerine etki ediyor denir, [6].
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TANIM 1.37: 8 p; q 2M için g:p = q olacak şekilde g 2 G mevcut ise G; M üzerinde

geçişli etki ediyor denir, [6].

TANIM 1.38:

G � M

(g ; p)

�!

�!

M

g:p

dönüşümü sürekli ise G; M üzerinde sürekli etki ediyor denir, [6].

TANIM 1.39:E¼ger G; M üzerinde sürekli etki ediyor ise G ye topolojik öteleme grubu

denir, [6].

TANIM 1.40: 8 p 2M için a:p = p; a = e yi sa¼gl¬yorsa G ye efektiftir denir, [6].

TANIM 1.41: p; M de sabit bir nokta olsun. G (p) = fg 2 G j g:p = pg grubuna, G

nin p noktas¬ndaki izotropi grubu denir, [6].

TANIM 1.42: p; M de sabit bir nokta olsun. Gp = fg:p 2 M j g 2 Gg cümlesine G

nin yörüngesi denir, [6].

TANIM 1.43: M bir topolojik manifold ve A, B 2 M olsun. � : I �! M sürekli

dönüşümüne M de A dan B ye bir e¼gri denir. Burada � (0) = A ve � (1) = B dir, [6].

a) E¼ger � (0) = A = � (1) ise A ve B noktalar¬aras¬ndaki e¼griye kapal¬e¼gri denir, [14].

b) E¼ger � (0) = A = � (1) ve � dönüşümü 0 ile 1 noktalar¬ hariç birebir ise, �

dönüşümüne basit kapal¬e¼gri (Jordan e¼grisi) denir, [14].
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c) � : I �! M dönüşümü sabit dönüşüm ise � ([0; 1]) e¼grisine (X; �) uzay¬nda sabit

e¼gri denir, [14].

d) � : I �! M e¼grisinin h¬z vektörü T , manifoldun konneksiyonu D olmak üzere

manifold içinde DTT = 0 özelli¼gini sa¼glayan e¼griye geodezik denir, [12].

TANIM 1.44: H; G grubunun bir alt cümlesi olsun. E¼ger H da al¬nan her iki eleman

sürekli bir e¼gri ile birleştirilebilirse H a irtibatl¬d¬r denir, [15].

TANIM 1.45: Bir Lie grubunun bütün irtibatl¬alt cümleleri taraf¬ndan kapsanan

eleman¬na Lie grubunun bileşeni (komponenti) denir, [15].

TANIM 1.46: � ve �;M de x0 dan x1 e e¼gri olsun. E¼ger

h : I

(t

�

;

I

s)

�!

�!

M

h (t; s)

fonksiyonu için

(i) 8 s 2 I için h (0; s) = x0 ve h (1; s) = x1
(ii) 8 t 2 I için h (t; 0) = � (t) ve h (t; 1) = � (t) özellikleri sa¼glan¬yorsa h fonksiyonuna

homotopi, � ve � e¼grilerine homotopiktir denir, [6].

TANIM 1.47: g bir Lie cebiri, b de g nin bir alt vektör uzay¬olsun. X 2 b; Y 2 g

olmak üzere [X;Y ] 2 b sa¼glan¬yorsa b ye g nin ideali denir, [16].

TANIM 1.48: g, karakteristi¼gi 0 olan bir Lie cebiri olsun. _Iz; bir vektör uzay

endomor�zminin izi olmak üzere g � g üzerinde

B (X;Y ) = _Iz (adX,adY )

bilineer formuna g nin Killing formu denir, [13].

TANIM 1.49: V bir vektör uzay ve

f : V

(x

�

;

V

y)

�!

�!

V

f (x; y)
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bilineer form olsun. E¼ger

f (x; y) = 0;8 y 2 V için x = 0

sa¼glan¬yorsa f e dejenere olmayan form ad¬verilir, [13].

TANIM 1.50: g karakteristi¼gi 0 olan bir Lie cebiri olsun. E¼ger g nin B Killing formu

dejenere de¼gilse g Lie cebiri yar¬basittir denir, [13].

TANIM 1.51: G bir Lie grup olsun. E¼ger G nin elemanlar¬ kapal¬ ve s¬n¬rl¬ bir

aral¬kta ise G ye kompakt Lie grup denir.

TANIM 1.52: G bir Lie grup ve ~X 2 L (G) ; X 2 T (G; e) nin yerine kullan¬lan

vektör alan¬olsun.

f ~X : R �! G

_f ~X (t) =
~X (f (t)) olacak şekilde tek bir analitik homomor�zm olsun. Böylece üstel

dönüşüm

exp : L (G)

~X

�!

�!

G

f ~X (1)

şeklinde tan¬ml¬d¬r, [6].

TANIM 1.53: G bir Lie grubu olsun.

� : (R;+) �! G

Lie grup homomor�zmine G nin 1-parametreli alt grubu denir, [17].

TANIM 1.54: En nin bir hiperyüzeyi M , M nin birim normal vektör alan¬N ve

En nin Riemann konneksiyonu D olmak üzere 8 X 2 � (M) için S (X) = DXN şeklinde

tan¬ml¬S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü denir, [9].

TANIM 1.55: En de bir hiperyüzey M olsun. M nin bir P noktas¬ndaki şekil

operatörü S (P ) olmak üzere

K : M

P

�!

�!

R

detS (P )
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şeklinde tan¬ml¬ fonksiyona Gauss e¼grilik fonksiyonu, K (P ) de¼gerine de Gauss e¼grili¼gi

denir, [9].

TANIM 1.56: G bir Lie grup olsun. G(1) = (G;G) ve G(k+1) =
�
G(k); G(k)

�
olmak

üzere normal alt gruplardan oluşan

G B G(1) B G(2) B :::

serisini gözönüne alal¬m. E¼ger G(n) = feg olacak şekilde bir n say¬s¬varsa G ye n�ad¬mda

çözülebilirdir denir, [6].

TANIM 1.57: g sonlu boyutlu bir Lie cebiri ve g(1) = [gg] ve g(k+1) =
�
g(k)g(k)

�
olsun. g için Jacobi özdeşli¼ginden

gBg(1) B g(2) B :::

elde ederiz. E¼ger g(n) = f0g olacak şekilde bir n say¬s¬varsa g ye n�ad¬mda çözülebilirdir

denir, [6].

TEOREM 1.1 (Lagrange Teoremi): G bir grup ve H; G nin bir altgrubu olsun.

G sonlu n mertebeli bir grup ise H n¬n mertebesi G nin mertebesini böler, [1].

·ISPAT: Kabul edelim ki H n¬n mertebesi m olsun. H n¬n G deki bütün sol kosetlerini

göz önüne alal¬m. Bu kosetler ayr¬kt¬r ve H ile ayn¬say¬da yani m tane elemana sahiptir.

Böylece e¼ger r tane sol koset var ise o taktirde G nin her bir eleman¬sadece bir tek sol

kosette bulunaca¼g¬ndan n = mr yaz¬labilir.

TANIM 1.58: En1 ve En2 s¬ras¬ile Rn1 ve Rn2 n- boyutlu iç çarp¬m uzaylar¬yla birleşen

birer Öklid uzay¬olsunlar. Bir

f : En1 �! En2

a�n dönüşümü 8 �; � 2 Rn1 için

h	(�) ;	(�)i = h�; �i
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ba¼g¬nt¬s¬sa¼glanacak şekilde bir

	 : Rn1 �! Rn2

lineer dönüşümü ile birleşiyorsa f ye izometri denir, [8].
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2. BÖLÜM

2.1 Simetriler Grubu

TANIM 2.1.1: G cümlesinin elemanlar¬n¬n say¬s¬sonlu bir n ise (G; �) grubuna sonlu

grup (veya n. mertebeden bir grup) denir ve j G j ile gösterilir. Mertebesi sonsuz gruplara

sonsuz (free) grup denir. Sonlu gruptaki eleman say¬s¬na grubun mertebesi denir ve jGj ile

gösterilir, [1].

TANIM 2.1.2: Bir G cümlesi verilsin.

f : G �! G

1 : 1 ve örten fonksiyonuna G nin bir permütasyonu denir, [1].

TANIM 2.1.3: S = fa1; a2; :::; ang olsun.

0@ a1 a2 : : : an

a2 a3 : : : a1

1A
permütasyonuna S cümlesinin dairesel (devir) permütasyonu denir, [3].

TEOREM 2.1.1: S boş olmayan bir cümle, Sn de, S nin bütün permütasyonlar¬n¬n

cümlesi olsun. Sn cümlesi permütasyonlar¬n çarp¬m¬i̧slemine göre bir gruptur,[3].

·ISPAT: i) Kapal¬l¬k Özelli¼gi:

8 �; � 2 Sn için �� 2 Sn dir. Gerçekten; � ve � 2 Sn oldu¼gundan her ikisi de 1 : 1

fonksiyonlard¬r. ·Iki birebir fonksiyonun bileşkesi 1 : 1 oldu¼gundan �� 2 Sn dir.
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ii) Birleşme özelli¼gi.

8 �; � ; � 2 Sn ve a 2 S için

(��)� = � (��)

oldu¼gunu gösterelim:

a [(��)�] = [a (��)�] = [((a�) �)�]

= (a�) (��) = a [� (��)]

yaz¬labilir. O halde (��)� = � (��) dir.

iii) Birim eleman:

8 a 2 S için a�0 = a olacak şekilde �0 2 Sn birim permütasyonu vard¬r.

iv) ·Invers eleman:

8 � 2 Sn eleman¬için �; 1 : 1 ve örten oldu¼gundan ��1 de 1 : 1 ve örtendir.

8 a 2 S için

a�0 = a = a
0� =

�
a0�
�
��1 = a0

�
���1

�
oldu¼gundan 8 � 2 Sn için

��1� = ���1 = �0

olacak şekilde bir ��1 2 Sn vard¬r. Böylece (Sn; :) bir gruptur.

TEOREM 2.1.2: Sn, S nin bütün permütasyonlar¬n¬n grubu olsun ve G grubu bir

S cümlesi üzerine etki etsin. Bu etki ile


 : G �! Sn

homomor�zmi elde edilir, [6].

·ISPAT: g 2 G ise � g : S

x

�!

�!

S

gx

dir. 8 x 2 S için x = g
�
g�1x

�
oldu¼gundan � g

örtendir. x; y 2 S olmak üzere gx = gy; x = g�1 (gx) = g�1 (gy) = y yi sa¼glar. Bu ise � g
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nin 1 : 1 oldu¼gunu gösterir. Şimdi 8g; g0 2 G için

� gg0 = � g� g0 : S �! S

oldu¼gunu gösterelim.

� gg0 : S

x

�!

�!

S

(gg0)x

� gg0 =
�
gg0
�
x = g (x) g0 (x) = � g� g0

dir. Böylece 
 : G

g

!

!

Sn

� g

bir homomor�zmdir.

2.2 ·Irtibatl¬Lie Gruplar¬

TANIM 2.2.1: (M; �) topolojik uzay¬ve A 6= ;; B 6= ; olmak üzere herhangi A;

B � M alt cümleleri verilsin. At ve Bt s¬ras¬yla A ve B cümlelerinin tümleyenleri olmak

üzere, e¼ger

At \B 6= ; _ A \Bt 6= ;

ise A ve B cümlelerine irtibatl¬cümleler denir. E¼ger

At \B = ; ^ A \Bt = ;

ise A ve B cümlelerine irtibatl¬olmayan cümleler denir, [14].

TANIM 2.2.2: (M; �) topolojik uzay¬verilsin. E¼gerM cümlesi boştan farkl¬, irtibatl¬

olmayan iki alt cümlenin birleşimine eşit ise, (M; �) uzay¬na irtibatl¬olmayan uzay veya

irtibats¬z uzay denir. E¼ger M cümlesi boştan farkl¬, irtibatl¬iki cümlenin birleşimine eşit

ise, (M; �) uzay¬na irtibatl¬uzay denir, [14].

TEOREM 2.2.1: (M; �) topolojik uzay¬verilsin. Bu taktirde aşa¼g¬daki özellikler

denktir, [14].

(i) (M; �) uzay¬irtibatl¬de¼gildir.
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(ii) M cümlesi, irtibatl¬olmayan ve boş olmayan iki alt cümlenin birleşimine eşittir.

(iii) M cümlesi, boş olmayan ve ayr¬k iki aç¬k alt cümlenin birleşimine eşittir.

(iv) M cümlesi, boş olmayan ve ayr¬k iki kapal¬alt cümlenin birleşimine eşittir.

(v) (M; �) uzay¬n¬n, boş olmayan, hem aç¬k hem de kapal¬ olan öz bir alt cümlesi

vard¬r.

·ISPAT: (i) =) (ii): (M; �) ba¼glant¬s¬z olsun. Öyleyse

At \B = ;

A \Bt = ;

olup A ve B irtibats¬z cümlelerdir ve M = A [B irtibats¬zd¬r.

(ii) =) (iii): M = A [ B olacak şekilde boştan farkl¬, irtibatl¬olmayan A ve B alt

cümleleri verilsin. A [ B = M 2 � olup, A [ B aç¬k oldu¼gundan A ve B cümleleri de

aç¬kt¬r. M irtibats¬z ve At \ B = ; = A \ Bt oldu¼gundan, A \ B = ; olur. O halde M

cümlesi, boştan farkl¬, ayr¬k, aç¬k iki alt cümlenin birleşimine eşittir.

(iii) =) (iv): X cümlesi, boştan farkl¬ , ayr¬k, aç¬k A ve B gibi iki alt cümlenin

birleşimine eşit olsun. M = A [B ve A \B = ; oldu¼gundan, A =M �B ve B =M �A

olur. Dolay¬s¬yla A ve B cümleleri ayn¬zamanda kapal¬cümlelerdir. Böylece M cümlesi,

boştan farkl¬, ayr¬k, kapal¬iki alt cümlenin birleşimine de eşittir.

(iv) =) (v): M cümlesi, boştan farkl¬ , ayr¬k, kapal¬A ve B alt cümlelerinin bir-

leşimine eşit olsun. M = A [ B ve A \ B = ; oldu¼gundan, A = M � B olup, A cümlesi

hem aç¬k hem de kapal¬d¬r ve boştan farkl¬bir öz cümledir.

(v) =) (i): A � M alt cümlesi, boş olmayan hem aç¬k hem kapal¬öz bir alt cümle

olsun. Bu durumda B = M � A cümlesi de hem aç¬k hem kapal¬ öz bir alt cümledir.

A [B =M olur. Böylece At \B = A \Bt = A \B = ; elde edilir. O halde (M; �) uzay¬

ba¼glant¬l¬de¼gildir.

SONUÇ 2.2.1: (M; �) topolojik uzay¬verilsin. Bu taktirde aşa¼g¬daki özellikler denk-

tir:
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(i) (M; �) uzay¬irtibatl¬d¬r.

(ii) M cümlesi, irtibatl¬ve boş olmayan iki alt cümlenin birleşimine eşittir.

(iii) M cümlesi, boş olmayan ve ayr¬k olmayan iki aç¬k alt cümlenin birleşimine eşittir.

(iv) M cümlesi, boş olmayan ve ayr¬k olmayan iki kapal¬ alt cümlenin birleşimine

eşittir.

(v) (M; �) uzay¬n¬n, boş olmayan, hem aç¬k hem de kapal¬olan alt cümleleri, sadece

X ve ; cümleleridir, [14].

TANIM 2.2.3: G Lie grubunun birim eleman¬n¬kapsayan G1 birleşenine öz irtibatl¬

birleşen denir, şekil 2.2.1, [15].

Şekil 2.2.1

TANIM 2.2.4: Bir G Lie grubu, bir çok irtibatl¬Gi birleşenlerinden oluşur. Bu Gi

bileşenleri genellikle kendi aralar¬nda irtibats¬zd¬r. Her bir Gi irtibatl¬birleşeni, � diskret

alt grubunun baz¬
i diskret ötelemeleri taraf¬ndan G1 alt grubu ile elde edilir. Bu yüzden

bir Lie grup, G1 ile diskret alt gruplar¬n¬n çarp¬m¬,

G = G1 � �

olarak tan¬mlan¬r, şekil 2.2.2,
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Şekil 2.2.2

ÖRNEK 2.2.1: G = GL (n;R) nin bir Lie grup oldu¼gunu gösterip irtibatl¬l¬¼g¬n¬

inceleyelim. G = GL (n;R) olsun. i; j = 1; 2; :::; n olmak üzere xij matris elemanlar¬n¬

düşünelim. x = xij 2 GL (n;R) nin bir eleman¬n¬Rn
2
de bir nokta olarak düşünebiliriz.

Çünkü

' : Rn2

x

�!

!

R

detx

dönüşümü süreklidir ve '�1 (0), Rn2 de kapal¬d¬r. Bu sebeple GL (n;R) de
�
'�1 (0)

�0
tümleyeni, Rn2 �nin analitik aç¬k bir alt manifoldunun aç¬k bir alt cümlesidir. z = xy�1

eleman¬n¬n zij koordinatlar¬, xls ve ytu nun rasyonel fonksiyonlar¬olarak tan¬mlanabilir.

bu rasyonel fonksiyonlar¬n paydalar¬GL (n;R) de s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Böylece (x; y)! xy�1

dönüşümü analitiktir ve sonuç olarak GL (n;R) bir Lie gruptur. G = GL (n;R) irtibatl¬

de¼gildir. E¼ger irtibatl¬olsayd¬, det fonksiyonu sürekli oldu¼gundan, detG = R�f0g irtibatl¬

olurdu, bu ise bir çeli̧skidir.

Şimdi SL (2;C) yi düşünelim. T 2 SL (2;C) olmak üzere

T =

0@ � �


 �

1A
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olsun. Burada �; �; 
; � 2 C olup �� � �
 = 1 sa¼glan¬r. Ayr¬ca T nin inversi

T�1 =

0@ � ��

�
 �

1A
dir. E¼ger T 2 SU (2) ise

T�1 = T � =

0@ �
�

�



�
�

�
�

1A
dir. Bu yüzden � =

�
� ve 
 = �

�
� dir. Buradan

T =

0@ � �

�
�
�

�
�

1A
olup, j�j2+ j�j2 = 1 dir. Bu sebeple SU (2) ;C2 de S3 birim küresine izomorftur. Özellikle

SU (2) basit irtibatl¬d¬r, [22].

TEOREM 2.2.2: SO (n;R) ; GL (n;R) nin dald¬r¬lm¬̧s bir manifoldudur, [23].

·ISPAT: SO (n;R) ve GL (n;R) birer C1 manifoldlard¬r.

f : SO (n;R)

A

�!

�!

GL (n;R)

f (A)

olup, SO (n;R) ve GL (n;R) birer Lie gruplard¬r. Bu sebeple bütün elemanlar¬di¤eren-

siyellenebilirdir. Buna göre f fonksiyonu C1 dur. so (n;R) =
�
a 2 gl (n;R) j a+ at = 0

	
olup,

f� : so (n;R) �! gl (n;R)

dir. Bu ise f� fonksiyonuna karş¬l¬k gelen jakobiyen matrisinin so (n;R) nin bütün ele-

manlar¬ için regüler oldu¼gunu gösterir. Böylece f in bir immersiyon (dald¬rma) oldu¼gu

gösterilmi̧s olur. Şimdi ise f nin 1-boyutlu dald¬rma oldu¼gunu gösterelim: F fonksiyonu

1 : 1 dir. Gerçekten 8 A; B 2 SO (n;R) için A 6= B =) f (A) 6= f (B) dir. Böylece f;

1-boyutlu dald¬rmad¬r. Bu da ispat¬tamamlar.
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SONUÇ 2.2.1:SO (n;R) ; GL (n;R) nin dald¬r¬lm¬̧s bir manifoldu ve bir altgrubu

oldu¼gundan SO (n;R) ; GL (n;R) nin bir kapal¬Lie altgrubudur.

TANIM 2.2.5: X ve Y iki topolojik uzay olsun. f ve g : X �! Y dönüşümler

olsunlar. 9 F : X � J �! Y sürekli dönüşümü 8 x 2 X için

F (x; 0) = f (x) ve F (x; 1) = g (x)

olsun. Bu taktirde f , g ye homotoptur denir ve f � g ile gösterilir, [24].

TANIM 2.2.6: X0 � X olsun. f ve g : X �! Y sürekli dönüşümler ise 8 x0 2 X için

f (x0) = g (x0) d¬r. 9 F : X�J �! Y sürekli dönüşümünde 8 x 2 X için F (x; 0) = f (x),

F (x; 1) = g (x) olmak üzere 8 x0 2 X0 için F (x0; t) = f (x0) = g (x0) ise o zaman f , X0
a nazaran g ye homotoptur denir, [24].

TANIM 2.2.7: M bir topolojik uzay, y0 sabit bir nokta olmak üzere � : In !M ve

� : In !M sürekli dönüşümleri için; � (In) = � (In) = y0 olsun.

F (In � J) = F
� :
x; t
�
= F

� :
x1; :::;

:
xn; t

�
;
:
x =

� :
x1; :::;

:
xn
�
2 In

olmak üzere

F : In � J !M;F (x; 0) = � ve F (x; 1) = � 2 F = F (x; t) ve F (In � J) = y0 ise � � �

dir. Burada F e � dan � ya homotopi denir, [24].

TEOREM 2.2.3: �; �; 
; � : In !M sürekli dönüşümler olmak üzere

� (In) = � (In) = 
 (In) = � (In) = y0

ve � F� 
; � G� � olsun. Bu durumda �� H� 
� �d¬r, [24].

·ISPAT: � F� 
 =)

F (x1; :::; xn; 0) = � (x1; :::; xn)

F (x1; :::; xn; 1) = 
 (x1; :::; xn)

F
� :
x1; :::;

:
xn; t

�
= y0;

:
x =

� :
x1; :::;

:
xn
�
2 In
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9 F : In � J !M olur. Benzer şekilde � G� � =)

G (x1; :::; xn; 0) = � (x1; :::; xn)

G (x1; :::; xn; 1) = � (x1; :::; xn)

G
� :
x1; :::;

:
xn; t

�
= y0

9 G : In� J !M elde edilir. Son olarak H : In� J !M aşa¼g¬daki şeklinde tan¬mlans¬n:

H (x1; :::; xn; t) =

8<: F (2x1; :::; xn; t) 0 � x1 � 1=2

G (2x1 � 1; :::; xn; t) 1=2 � x1 � 1

H sürekli oldu¼gundan

H (x1; :::; xn; 0) =

8<: F (2x1; :::; xn; 0) = � (2x1; :::; xn) 0 � x1 � 1=2

G (2x1 � 1; :::; xn; 0) = � (2x1 � 1; :::; xn) 1=2 � x1 � 1

dir. Yani H (x1; :::; xn; 0) = �� d¬r. Ayn¬şekilde H (x1; :::; xn; 1) = 
� d¬r. Di¼ger taraftan

H
� :
x1; :::;

:
xn; t

�
= y0 d¬r. � (In) = y0 şart¬n¬sa¼glayan bütün � : In !M sürekli dönüşüm-

leri düşünelim. � ba¼g¬nt¬s¬, � dönüşümlerini denklik s¬n¬�ar¬na ay¬r¬r, [24].

TANIM 2.2.8: Teorem 2.2.3 de tan¬mlanan H (x1; :::; xn; 0) = �� çarpma i̧slemi ile

�n (M;y0) = f� j � : In �!M sürekli dönüşümg cümlesi bir grup yap¬s¬oluşturur. Bu

gruba homotopi grubu denir, [24].

TANIM 2 2.9:M bir (Hausdor¤) topolojik uzay, � ve � da M de x0 dan x1 e iki e¼gri

olsunlar. Bu durumda

h : I

(t

�

;

I

s)

s�urekli����!
�!

M

h (t; s)

dönüşümü

(i) 8 s 2 I için h (0; s) = x0 ve h (1; s) = x1
(ii) 8 t 2 I için h (t; 0) = � (t) ve h (t; 1) = � (t)

şartlar¬n¬sa¼glarsa � ve � e¼grileri homotopiktir denir. h fonksiyonuna da � dan � ya

e¼griler için homotopi (denklik) denir, şekil 2.2.3, [6].
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Şekil 2.2.3: Homotopik e¼griler

ÖNERME 2.2.1: E¼grilerin homotopi ba¼g¬nt¬s¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r, [6].

·ISPAT: (a) Yans¬ma:

h : I

(t

�

;

I

s)

�!

�!

M

h (t; s)

8 s 2 I için h (0; s) = x0 ve h (1; s) = x1
8 t 2 I için h (t; 0) = � (t) ve h (t; 1) = � (t) olur. Böylece

� (t) = � (t)

=) h (t; 0) = h (t; 1)

=) h (t; 1) = h (t; 0)

=) � (t) = � (t)

� � � bulunur.

(b) Simetri:

� � � =) h (0; s) = x0; h (1; s) = x1

h (t; 0) = � (t) , h (t; 1) = � (t)

olup � (t) ve � (t) ayn¬noktay¬gösterirler. Bu durumda

� (t) = � (t)
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dir. Bu ise

� (t) = � (t) =) � (t) = � (t)

olup � (t) ile � (t) yine ayn¬noktay¬göstereceklerdir. Böylece � � � elde edilir.

(c) Geçi̧sme:

� � � =) h (t; 0) = � (t) , h (t; 1) = � (t)

olup

� (t) = � (t)

dir.

� � 
 =) h (t; 0) = � (t) , h (t; 1) = 
 (t)

olup

� (t) = 
 (t)

dir. Böylece

� (t) = 
 (t)

olup � � 
 sa¼glan¬r.

Bu ise ispat¬tamamlar.

E¼griler aras¬ndaki homotopi bir denklik ba¼g¬nt¬s¬ oldu¼gundan, x0 ve x1, � n¬n biti̧s

noktalar¬d¬r ve [�], � n¬n denklik s¬n¬f¬n¬gösterir. Böylece [�], � n¬n bütün homotopik

e¼grilerini ifade eder. Yani

[�] = f� j � � �; h : I � I s�urekli�! Mg

dir.

ÖNERME 2.2.2: �, x0dan x1 e, � da x1 den x2 ye birer e¼gri olsunlar.

(i) iki e¼grinin çarp¬m¬da bir e¼gridir.

(ii) � e¼grisinin başlang¬ç noktas¬ile ��1 e¼grisinin biti̧s noktas¬çak¬̧s¬kt¬r.

·ISPAT: (i) � ve � n¬n çarp¬m¬�� : I �!M olmak üzere
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(��) (t) =

8<: � (2t) 0 � t � 1
2

� (2t� 1) 1
2 � t � 1

olup t = 0 için

� (2:0) = � (0) = x0

t = 1
2 için

�

�
2:
1

2

�
= � (1) = x1

ve

� (2t� 1) = � (0) = x1

t = 1 için

� (2:1� 1) = � (1) = x2

dir. Bu ise iki e¼grinin çarp¬m¬n¬n da bir e¼gri oldu¼gunu gösterir.

(ii) � n¬n tersi ��1, x1 den x0 e bir e¼gri olup

��1 (t) = � (1� t)

d¬r. Yani

� : I �! M
x0 �! �(x0)=x1

ise

��1 : M �! I
�(x0)=x1�!��1(x1)=��1(�x0)=x0

olur. Dolay¬s¬yla ��1 (t) = � (1� t) şeklinde tan¬ml¬d¬r. � ve ��1, M de ayn¬ nokta

cümlelerini belirtiler. Ancak e¼griler ters yönlerde tan¬mlanm¬̧slard¬r. Bu nnedenle � n¬n

bitim noktas¬, ��1 in başlang¬ç noktas¬olup � �n¬n başlang¬ç noktas¬��1 in biti̧s noktas¬

ile çak¬̧s¬r, [24].

ÖNERME 2.2.3: �0; �1 x0 dan x1 e,; �0; �1 x1 den x2 ye e¼griler omak üzere ; �0 � �1
ve �0 � �1 olsun. Her homotopi s¬n¬f¬inverse sahiptir.

·ISPAT: (i) " � " ba¼g¬nt¬s¬denklik ba¼g¬nt¬s¬olup yans¬ma özelli¼gi sa¼glan¬r. ��10 � ��11
dir.
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(ii) �0�0 tan¬ml¬ise �1�1 de tan¬ml¬d¬r. Böylece �0�0 � �1�1; e¼grilerin çarp¬m¬n¬n

ve tersinin denklik s¬n¬�ar¬:

[�][�] = [��] ve [�]�1 = [��1]

olur. Böylece [�]
�
��1

�
=
�
���1

�
= [e] dir. Bu da ispat¬tamamlar, [24].

TEOREM 2.2.5: M bir topolojik uzay olsun. Başlang¬ç ve biti̧s noktas¬x0 2 M

olan kapal¬e¼grilerin denklik s¬n¬f¬da [�][�] = [��], [�]�1 = [��1] olsun. Bu durumda [ex0 ]

birim eleman¬olmak üzere bir grup yap¬s¬vard¬r. Bu gruba temel grup denir ve �1 (M;x0)

ile gösterilir. Bu yap¬

�1 (M;x0) = f[�] j � (x0) ; x0 2 Ig

şeklindedir, [6].

·ISPAT: Temel grubun grup yap¬s¬n¬gösterelim:

� : �1 (M;x0)

([�]

�

;

�1 (M;x0)

[�])

�!

�!

�1 (M;x0)

[�] � [�]

olmak üzere ;

(i) Kapal¬l¬k: [�][�] = [��] olup, � n¬n denklik s¬n¬�ar¬n¬n � n¬n denklik s¬n¬�ar¬yla

çarp¬m¬, iki e¼grinin çarp¬m¬n¬n denklik s¬n¬f¬na eşit olup kapal¬l¬k özelli¼gi sa¼glan¬r.

(ii) Birleşimlilik: 8 �; �; 
 e¼grileri için

[�] ([�] [
]) = [�] ([�
])

= [� (�
)]

= [(��) 
]

= [��] [
]

= ([�] [�]) [
]

olu. Birleşimlilik özelli¼gi sa¼glan¬r.
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(iii) Birim eleman: [ex0 ] [�] = [�] = [�] [ex1 ] olup birim eleman¬vard¬r.

(iv) invers eleman: [�]�1 =
�
��1

�
şeklinde invers eleman tan¬mlan¬r.

Böylece (�1 (M;x0) ; �) yap¬s¬n¬n bir grup oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

ÖNERME 2.2.4: Temel grup bir Lie gruptur.

·ISPAT:

�1 (M;x0) = f[�] j � (x0) ; x0 2 Ig

Bir temel grup olsun. Buna göre

�G : �1 (M;x0)

([�]

�

;

�1 (M;x0)

[�])

�!

�!

�1 (M;x0)

[�] � [�]�1

şeklinde tan¬mlans¬n. �G nin di¤erensiyellenebilir oldu¼gunu gösterelim: � n¬n denklik

s¬n¬f¬tan¬m¬ndan

[�] = f� j � � �; h : I � I s�urekli�! Mg

d¬r. Bir fonksiyonun di¤erensiyellenebilmesi için, o fonksiyonun her bileşenin di¤erensiyel-

lenebilir olmas¬gerekir. Burada h bileşik fonksiyonu olup

h : I

(t

�

;

I

s)

s�urekli
�!

�!

M

h (t; s)

d¬r. Ayr¬ca �1 (M;x0) bir topolojik gruptur ve t; s birer parametre oldu¼gundan h dif-

ferensiyellenebilirdir. Dolay¬s¬yla [�] [�]�1 = [�]
�
��1

�
=
�
���1

�
dan �G di¤erensiyel-

lenebilirdir. Bu da ispat¬tamamlar.

TANIM 2.2.10: E¼ger M irtibatl¬ ise x0; x1 2 M noktalar¬ için �1 (M;x0) ve

�1 (M;x1) izomor�k gruplard¬r. Bu sebeple temel grup başlang¬ç noktas¬ile birlikte göste-

rilir ve �1 (M;x0) yerine �1 (M) yaz¬l¬r. �1 (M) ; M �nin temel grubudur, e¼ger f :M ! N

topolojik uzaylar aras¬nda bir homeomor�zm ise

f� : �1 (M;x0)

[�]

�!

�!

�1 (N; f (x0))

[f � �]
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dönüşümüne temel gruplar¬n bir izomor�zmi denir, [6].

2.3 Homotopi Grubu Örnekleri ve Uygulamalar¬

TANIM 2.3.1: E reel say¬lar ekseni üzerinde [0; 1] kapal¬aral¬¼g¬n¬n kendisiyle n�katl¬

kartezyen çarp¬m¬[0; 1]n şeklinde gösterilsin. Bu durumda

C : [0; 1]n s�urekli����! A � En

fonksiyonuna A da bir singüler n-küb denir, [18].

TANIM 2.3.2: A � En de singüler n-küblerin formal olarak toplam¬ve skalar ile

çarp¬m¬ile elde edilen linner birleşime A da bir n�zincir denir, [18].

TANIM 2.3.3: M bir yüzey ve

C : [0; 1]2 !M � E3

bir singüler 2-zincir olsun. C nin s¬n¬rlad¬¼g¬bölge A ise A n¬n C ye göre Euler karakte-

risti¼gi

�C (A) = V � E + F

olarak tan¬mlanan bir tam say¬d¬r. Burada V; E ve F; s¬ras¬ile, C nin köşelerinin, ayr¬t-

lar¬n¬n ve yüzlerinin say¬s¬n¬göstermektedir, [18].

TEOREM 2.3.1(Gauss-Bonnet Teoremi): M kompakt, irtibatl¬ve yönlendirilmi̧s

bir 2�Riemann manifoldu olsun. M nin Riemann (Gauss) e¼grilik fonksiyonu K ve Euler

Karakteristi¼gi � (M) ise Z
M

K = 2�:� (M)

dir, [18].

ÖRNEK 2.3.1: Homotopik e¼grilerin tan¬m¬ndan, bu e¼grilerin birer singüler n-küb

olduklar¬görebilir. Böylece homotopik e¼griler için Euler karakteristi¼gi hesaplanabilir ve

Gauss Bonnet teoremi uygulanabilir. � ve � homotopik iki e¼grimiz olsun.
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Şekil 2.3.1

Şekil (2:3:1) de görüldü¼gü gibi homotpik e¼griler için V = 4, E = 4 ve F = 1 dir.

Böylece Euler karakteristi¼gi

�C (A) = V � E + F

= 4� 4 + 1

= 1

dir. Bu da homotopik e¼grilerin Gauss-Bonnet teoremine uyguland¬¼g¬n¬gösterir..

Gauss-Bonnet Teoremi homotopik e¼grilere uygulan¬rsa, toplam Gauss e¼grili¼gi:

Z
M

K = 2�:1

= 2�

bulunur.

2.4 Lie Grup Üzerinde Sol ·Invaryant Metri¼gin Grup ·Izometrileri

G, irtibatl¬bir Lie grup ve g 2 G olmak üzere

Lg : G

x

�!

�!

G

gx
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sol öteleme,

Rg : G

x

�!

�!

G

xg�1

sa¼g öteleme olsun. G nin bütün sol ötelemelerinin cümlesi

L (G) = fLg j Lg : G

x

�!

�!

G

gx

g;

G nin ötelemeler grubudur. Benzer şekilde

R (G) = fRg j Rg : G

x

�!

�!

G

xg�1

g

cümlesi G nin bir Lie ötelemeler grubudur. Ayr¬ca

' : G �! L (G)

g �! Lg

dönüşümünün bir izomor�zm oldu¼gunu gösterelim;

1) ' homomor�zmdir:

' : G �! L (G)

g �! Lg

olmak üzere 8 g1; g2 2 G için

' : G �! L (G)

g1g2 �! Lg1g2

ve

Lg1g2 : G �! G

x �! (g1g2)x
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olur. (g1g2)x = (g1x) (g2x) = Lg1Lg2 olup, Lg1g2 = Lg1Lg2 �dir. Böylece ' bir homo-

mor�zmdir.

2) ' 1 : 1 dir: Bunun için

' (g1) = ' (g2) =) g1 = g2

oldu¼gunu gösterelim.8 g1 2 G olmak üzere

' : G �! L (G)

g1 �! Lg1

olup burada

Lg1 : G �! L (G)

x �! g1x

dir. Yine 8 g2 2 G için

' : G �! L (G)

g2 �! Lg2

olup, burada

Lg2 : G �! L (G)

x �! g2x

�dir.' (g1) = ' (g2) oldu¼gu için Lg1 = Lg2 olur. Bu da g1x = g2x olmas¬demektir 8 x 2 G

için bu eşitlik do¼gru oldu¼gundan g1 = g2 elde edilir.

3) ' Örtendir: 8 g1 2 G olmak üzere

' : G �! L (G)

g1 �! Lg1
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dönüşümü için Lgx = gx olacak şekilde her zaman bir g 2 G mevcuttur.

' : G �! L (G)

g �! Lg

dönüşümü yukar¬da verilen üç özellil¼gi sa¼glad¬¼g¬için bir izomor�zmdir.

ds2 = dx2+dy2+dz2 bir Riemann metri¼gi olsun. Bu metrik sol invaryantt¬r. Gerçekten;

ds2 = g (x; y; z) = dx2 + dy2 + dz2

olmak üzere. a 2 G için

g (a+ x; a+ y; a+ z) = d2 (a+ x) + d2 (a+ y) + d2 (a+ z)

= dx2 + dy2 + dz2

= g (x; y; z)

olur. Bu da metri¼gin sol invaryant oldu¼gunu gösterir.

TANIM 2.4.1: I
�
G; ds2

�
= f' j ' : G �! L (G)g cümlesi ds2 nin bütün izometri-

lerinin grubu olsun. L (G) � I
�
G; ds2

�
dir. E¼ger I

�
G; ds2

�
; R (G) cümlesini de kapsarsa,

ds2 metri¼gine biinvaryantt¬r denir, [5].

TANIM 2.4.2: G; irtibatl¬, kompakt ve yar¬basit bir Lie grup, ds2 de biinvaryant

ise I0
�
G; ds2

�
birim eleman¬aşa¼g¬daki gibi tan¬ml¬d¬r:

I0
�
G; ds2

�
= f' j ' (g) = Lg : G �! G; Lg (e) = ge = g; e 2 Gg ;

ve benzer olarak

I0
�
G; ds2

�
=
�
' j ' (g) = Rg : G �! G; Rg (e) = eg

�1 = g�1; e 2 G
	

dir. Dolay¬s¬yla L (G)R (G) cümlesi

L (G)R (G) = ff j f = Lg �Rg; g 2 G; Lg : G �! G; Rg : G �! Gg

şeklinde elde edilir., [5]. Bu durumda aşa¼g¬daki teoremler verilebilir.
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TEOREM 2.4.1: G; kompakt, irtibatl¬, basit bir Lie grubu ve ds2 de G üzerinde sol

invaryant bir Riemann metri¼gi olsun. I0
�
G; ds2

�
� L (G)R (G) dir. Böylece, I0

�
G; ds2

�
de her bir f izometrisi için f = Lx �Ry olacak şekilde G de x ve y elemanlar¬mevcuttur,

[5].

·ISPAT: I0
�
G; ds2

�
; Tan¬m 2.4.2 gere¼gince L (G)R (G) de kapsan¬r. Böylece I0

�
G; ds2

�
de tan¬ml¬her bir f izometrisi için öyle x, y 2 G vard¬r ki f = Lx �Ry dir.

TEOREM 2.4.2: G, kompakt, irtibatl¬ bir Lie grubu ve ds2 de G üzerinde sol

invaryant bir Riemann metri¼gi olsun. Bu durumda

(i) I0
�
G; ds2

�
� L (G)R (G) ise L (G) C Io

�
G; ds2

�
�dir.

(ii) I0
�
G; ds2

�
� L (G)R (G) dir () I0

�
G; ds2

�
�nin e deki izotropi grubu G nin iç

otomor�zmler grubunda kapsan¬r, [5].

·ISPAT: i) G, kompakt, irtibatl¬ bir Lie grubu ve ds2 de G üzerinde sol invaryant

bir Riemann metri¼gi olsun.. G kompakt oldu¼gundan, I0
�
G; ds2

�
de kompaktt¬r. Çünkü

' : G �! L (G) izometrisi mevcuttur. H, G nin e eleman¬nda I0
�
G; ds2

�
nin izotropi alt

grubu olsun. Burada

H = f' j ' � e = '; e birim dönüşümg

şeklindedir. Böylece H, I0
�
G; ds2

�
nin kompakt alt grubu olup

I0
�
G; ds2

�
= L (G)H; L (G) \H = fbirimg (2.4.1)

d¬r. Bu ise I0
�
G; ds2

�
nin L (G) �H manifolduna di¤eomor�k olmas¬n¬sa¼glar. Böylece

H irtibatl¬olur.

I0
�
G; ds2

�
; L (G)R (G) de kapsan¬r. ds2 biinvaryant olup sa¼g ve sol ötelemeler yer

de¼gi̧stirebildi¼ginden L (G) C I0
�
G; ds2

�
dir.

ii) H � L (G)R (G) de kapsand¬¼g¬ndan H �¬n her bir eleman¬Lx�Rx formuna sahiptir.

Di¼ger taraftan

(Lx �Rx) (h) = Lx (Rx (h))

= Lx
�
hx�1

�
= xhx�1
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oldu¼gundan H, G nin iç otomor�zmler grubunda kapsan¬r.

Tersine; H ¬n, G nin iç otomor�zmler grubunda kapsand¬¼g¬n¬ kabul edelim. E¼ger

f 2 I0
�
G; ds2

�
ise (2.4.1) eşitli¼ginden f = Lx � h olacak şekilde x 2 G ve h 2 H vard¬r.

Kabulümüzden h = Ly �Ry olacak şekilde y 2 G mevcuttur.

(Lx � Ly) (g) = Lx (Ly (g)) = Lx (yg) = x (yg) = (xy) g = Lxy (g)

olup 8 y 2 G için sa¼gland¬¼g¬ndan Lx �Ly = Lxy dir. Bu sebeple f = Lxy �Ry dir. Böylece

I0
�
G; ds2

�
� L (G)R (G) dir.

TEOREM 2.4.3: G; kompakt, irtibatl¬bir Lie grubu, ds2 de sol invaryant Riemann

metri¼gi ve L (G) C Io
�
G; ds2

�
olsun. I0

�
G; ds2

�
nin L (G)R (G) �de kapsanmas¬ için G

nin yar¬basit olmas¬gerek koşuldur, [5].

·ISPAT: G yar¬basit ve L (G) C I0
�
G; ds2

�
olsun. h 2 H, x 2 G olmak üzere

h � Lx � h�1 = h
�
Lxh

�1� = hxh�1
olup L (G) de sa¼glan¬r. Burada öyle bir y 2 G vard¬r ki

h � Lx = Ly � h

d¬r. Çünkü h � Lx � h�1, L (G) de kapsand¬¼g¬ndan y 2 G için h � Lx � h�1 = Ly dir. Her

iki taraf¬sa¼gdan h ile i̧sleme tabi tutarsak;�
h � Lx � h�1

�
� h = Ly � h

=) (h � Lx) �
�
h�1 � h

�
= Ly � h

=) (h � Lx) � e = Ly � h

=) (h � Lx) = Ly � h (2.4.2)

olur. Bu özellik 8 z 2 G için h (xz) = yh (z) şeklinde gösterilebilir. Gerçekten (2.4.2) den

(h � Lx) � z = (Ly � h) � z

=) h (Lxz) = (Lyh) z

=) h (xz) = yh (z) (2.4.3)
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bulunur. (2.4.3) de z yerine e al¬n¬rsa

h (xe) = yh (e) (2.4.4)

olup, H izotropi grubu oldu¼gundan h (e) = e elde edilir. Böylece (2.4.4) ifadesi

h (x) = y

olur. (2.4.3) den

h (xz) = h (x)h (z)

bulunur. Bu ise H ¬n her bir eleman¬n¬n G nin bir otomor�zmi oldu¼gunu gösterir. Yani

H izotropi grubu, G nin otomor�zm grubunda kapsan¬r. Bu da ispat¬tamamlar:

SONUÇ 2.4.1: G, kompakt, yar¬ basittir ve irtibatl¬ bir Lie grubu ve ds2 de G

�de bir sol invaryant Riemann metri¼gi olsun. I0
�
G; ds2

�
, L (G)R (G) �de kapsan¬r ()

L (G) C I0
�
G; ds2

�
, [5].

Sonlu bir g Lie cebiri, g1, g2, ...,gs, G de basit idealler olmak üzere g=g1�:::�gs
direkt topolam¬na eşittir. s; g nin bütün basit ideallerinin say¬s¬n¬göstersin. g Lie cebiri

ile verilen irtibatl¬, yar¬basit Lie grubu için s (G) = jGj = jgj = s (g) �dir. Bunun sebebi;

g sonlu oldu¼gundan g ye karş¬l¬k gelen G Lie grubu da sonludur. Dolay¬s¬yla G nin her

bir eleman¬na bir ideal denk gelir.

Kompakt, irtibatl¬ ve feg den farkl¬G Lie grubu yar¬ basittir. =) �1 (G) temel

grubu sonludur. Bunun tersi de do¼grudur. E¼ger G, kompakt, irtibatl¬, basit bir Lie grup

ise G nin 3-boyutlu homotopi grubu �3 (G), (Z;+) grubuna izomor�ktir. Bu sebeple G

kompakt, irtibatl¬ve yar¬basit bir Lie grup ise s = s (G) = jGj için �3 (G) = Zs olur.

YARDIMCI TEOREM 2.4.1: K, kompakt, irtibatl¬bir Lie grubu olsun. G ve H;

K n¬n kapal¬altgruplar¬ve K = GH ve G \H = feg olsun.

(i) G ve H irtibatl¬d¬r.

(ii) K yar¬basittir () G ve H �¬n ikisi de yar¬basittir.

(iii) K, G ve H yar¬basit ise jKj = jGj+ jHj, [5]:
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·ISPAT: (i) Kabulümüzden G ile H kompakt ve K; G�H �a di¤eomor�k oldu¼gundan

G ve H irtibatl¬d¬r.

(ii) K, kompakt, irtibatl¬bir Lie grup oldu¼gundan

�i (K) u �i (G) + �i (H) ; i = 1; 2; ::: (2.4.5)

�d¬r. �i (K) sonludur.Dolay¬s¬yla �i (G) ve �i (H) sonludur. Tersi de do¼grudur. Öyleyse

G ve H yar¬basittir.

(iii) K; G ve H yar¬basit ise �3 (K) = Zk; �3 (G) = Zg ve �3 (H) = Zh d¬r. (2.4.5)

�den k = g � h olur. Çünkü k = jKj ; g = jGj ve h = jHj d¬r.

ÖNERME 2.4.2: E¼ger k, kompakt ve yar¬basit, g; h alt cebirlerinin direkt toplam¬

da k=g � h ise, k kompakt, yar¬basittir ve jkj = jgj+ jhj d¬r, [5].

·ISPAT: K; k Lie cebiri ile verilen basit irtibatl¬bir Lie grup olsun. G ve H da, g ve

h Lie cebirleri ile verilen K n¬n irtibatl¬Lie altgruplar¬olsun. Buradan G ve H kompakt

ve yar¬basittir. GH = K ve G \H = feg oldu¼gundan K kompaktt¬r. Yard¬mc¬teorem

2.4.1 den K n¬n yar¬basit ve jKj = jGj+ jHj oldu¼gu görülür.

TANIM 2.4.3: M bir manifold ve T (M) bir Haussdorf uzay olmak üzere

P : T (M) �! M

(p; Y ) �! p

dönüşümüne izdüşüm dönüşümü denir, [6].
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Şekil 2.4.1: ·Izdüşüm dönüşümü

TEOREM 2.4.4: K, kompakt, irtibatl¬Lie grup olsun. G ve H da K n¬n irtibatl¬

kapal¬altgruplar¬olsun. Buna göre;

(i) G grubu basittir,

(ii) K = GH ve G \H = feg;

(iii) H; K n¬n feg haricinde hiç bir normal altgrubunu kapsamaz.

özellikleri sa¼glan¬yor ise G; K n¬n normal altgrubudur, [5].

·ISPAT: k; g ve h; K; G ve H ¬n Lie cebirleri olsunlar. Hipotezden bu Lie cebirleri

kompaktt¬r. (i) özelli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan dolay¬G basittir. (ii) den k Lie cebiri g ve h

Lie cebirlerinin direkt toplam¬d¬r. Yani k=g � h. Ayr¬ca G \ H = feg oldu¼gundan Lie

gruplar¬na karş¬l¬k gelen Lie cebirleri için g \ h = f0g olur. (iii) den, H; feg nin haricinde

K n¬n hiç bir normal altgrubunu içermedi¼ginden H �a karş¬l¬k gelen h Lie cebiri f0g ¬n

haricinde k n¬n hiç bir idealini içermez.

G nin K n¬n normal altgrubu oldu¼gunu ispatlamak için g nin k da bir ideali oldu¼gunu

göstermeliyiz. Gerçekten e¼ger g, k n¬n bir ideali ise X 2 g; Y 2 k olmak üzere [X;Y ] 2 g

dir. [X;Y ] = XY � Y X 2 g oldu¼gundan XY = Y X olup G; K �n¬n bir normal altgrubu

olur.

"g; k da bir basit ideal ise, g; k da kendi kendisinin bir idealidir."

Gerçekten g0; k da g yi kapsayan basit bir ideal ise K n¬n irtibatl¬, G0 �nün yerini

tutan, g0 Lie cebiri kompakt ve basittir. G; G0 �nün kapal¬ bir normal altgrubudur ve
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H 0 = H \ G0 kompaktt¬r. (ii) den G0 = GH 0 ve G \ H 0 = feg dir. E¼ger G; G0 nün öz

altgrubu iseH 0 de G0 nün öz altgrubudur. Çünkü G = feg dir. Yard¬mc¬teorem 2.4.1 �den

dolay¬H 0 yar¬basit ve irtibatl¬d¬r ve jG0j = jGj + jH 0j �dür. g0 basit ideal oldu¼gundan

jg0j = 1 dir. jg0j = jG0j oldu¼gundan jG0j = 1 dir. Buradan jG0j = jGj + jH 0j oldu¼gundan

jH 0j = 0 bulunur. Bu sebeple G; G0 nün öz altgrubu de¼gildir. Yani G = G0 olur. Böylece

g = g0 ve g; k n¬n bir idealidir.

Şimdi g nin k da herhangibir basit ideal taraf¬ndan kapsanmad¬¼g¬n¬kabul edelim. k;

kompakt bir Lie cebiri olsun.; k n¬n merkezi k0 ve k1; :::;km , k da basit idealler olmak

üzere k=k0�k1�:::�kn direkt toplam¬olsun. Böylece g nin; k da en az bir basit ideal

taraf¬ndan kapsand¬¼g¬göserilmi̧s olur. Bu ise g nin k da herhangibir basit ideal taraf¬ndan

kapsanmamas¬yla çeli̧sir.

Pi : k �! ki izdüşüm dönüşümü olsun. Bu durumda

P1 : k �! k1

r �! r1

P2 : k �! k2

r �! r2

� � �

� � �

� � �

Pn : k �! kn

r �! rn

yaz¬l¬r. Pi ler birer Lie cebir homomor�zmi oldu¼gundan g \ P�1i (0) ; g de bir idealdir. Bu

sebeple g \ P�1i (0) = f0g yada g \ P�1i (0) = g dir. g 6= f0g oldu¼gundan g \ P�1i (0) = f0g

olacak şekilde bir i say¬s¬vard¬r. g \ P�1i (0) = f0g ise i 6= 0 için Pi (g) ; g ye izomor�ktir.

Gerçekten, i = 0 ise P0 (g) ; k n¬n k0 merkezinde kapsan¬r. Böylece �0 (g) de¼gi̧simli

olur ki bu da g nin basit olmas¬ ile çeli̧sir. i lerin de¼gi̧stirilmesi ile, g \ P�11 (0) = f0g

olsun. g \ k1, g de bir ideal oldu¼gundan g \ k1 = f0g yada g \ k1 = g dir. E¼ger g\k1=g
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ise g � k1 olur. Bu ise g nin k da herhangi bir basit ideal taraf¬ndan kapsanmamas¬yla

çeli̧sir. Bu sebeple g\k1 = f0g d¬r. �1 (g) � k1 oldu¼gundan

g \ P1 (g) = f0g (2.4.6)

elde edilir.

P1 : k �! k1 izdüşüm dönüşümü oldu¼gundan �1 in k1 deki karş¬l¬¼g¬k1 in birimidir.

Di¼ger taraftan (2:4:6) dan ve g � k1 oldu¼gundan

[g; P1 (g)] � [g;k1] � k1

yaz¬l¬r. Böylece

[g; P1 (g)] = P1 [g; �1 (g)] = [P1 (g) ; P1 (g)] � P1 (g) (2.4.7)

bulunur.

k0 = g + �1 (g) (2.4.8)

olsun. (2.4.8) �den, k0 nün k alt cebiri oldu¼gu görülür ve P1 (g) ; k0 �nün basit idealidir.

g, k da bir ideal ise (2.4.7) den [g; P1 (g)] = f0g elde edilir. (2.4.8) den [g; P1 (g)] =

[P1 (g) ; P1 (g)] dir. Böylece P1 (g) de¼gi̧simlidir. Bu P1 (g) u g olmas¬ile çeli̧sir. Bu sebeple

g; k0 nün bir ideali de¼gildir:

Önerme 2.4.2 den k0; kompakt, yar¬basit ve
��k0�� = jgj+ jP1 (g)j = 2 �dir. k01 = �1 (g)

olsun. Buradan k0 de

k0=k01+k
0
2 (2.4.9)

direkt toplam¬olacak şekilde başka bir k02 basit ideali vard¬r.

(2.4.9) ile (2.4.8) karş¬laşt¬r¬l¬rsa

boy g = boy k01 = boy k
0
2

elde edilir. g \ k02, g nin bir ideali oldu¼gundan g \ k02 = f0g veya g \ k02 = g dir. E¼ger

g \ k02 = g ise

boyk02 = boyg
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oldu¼gundan g=k02 olur. Bu ise g nin k
0 de bir ideal olmamas¬yla çeli̧sir. Bu sebeple

k02 \ g = f0g (2.4.10)

bulunur. h0=k0\h olsun. Buradan

k0 = g + h0 (2.4.11)

direkt toplam¬d¬r ve (2.4.11) ile (2.4.8) ün karş¬laşt¬r¬lmas¬ile boy h0 = boy g elde edilir.

K 0; k0 ye karş¬l¬k gelen, K n¬n bir Lie altgrubu olsun. H 0 = K 0\H olsun.K 0; kompakt

ve semisimple oldu¼gundan, H 0 kompaktt¬r. Di¼ger taraftan K 0 = GH 0 ve G \ H 0 = feg

yaz¬l¬r. Yard¬mc¬teorem 2.4.1 den H 0 irtibatl¬ve yar¬basittir. Ayr¬ca

��H 0�� = ��K 0��� jGj = 2� 1 = 1
oldu¼gundan.H 0 basittir. (iii) den K; K=H = K 0=H 0 de efektif hareket etti¼ginden, K 0 de

K 0=H 0 de efektif hareket eder. BuradanH 0; K 0 de feg haricinde hiç bir normal altgrubunda

kapsanmaz ve h0; k0 �nün f0g haricinde hiç bir idealini içermez.

fi (i = 1; 2) ; (2.4.9) direkt toplam¬na karş¬l¬k gelen k0 �den k0i ye izdüşüm olsun. f 0i

,g üzerinde fi nin k¬s¬tlamas¬, f 00i ; h
0 üzerine fi �nin k¬s¬tlanm¬̧s¬olsun. (2.4.6) ile (2.4.10)

�den

f 01
�1 (0) = g \ k02 = f0g

f 0�12 (0) = g \ k01 = f0g

bulunur. Bu sebeple f 0i ; g den k
0
i ye bir izomor�zmdir.

h0 basit oldu¼gundan f 00 �11 (0) = h0 \ k02 = f0g d¬r yada h0 \ k02 = h0 dür . Buradan

h0=k02 elde edilir. h
0, k0 nün f0g haricinde hiç bir normal altgrubunu kapsamaz. Bu

sebeple f 00 �11 (0) = f0g yaz¬l¬r. Benzer şekilde f 002 (0) = f0g bulunur. Bu sebeple f 00i ; h0

den ki ye izomor�zmdir.

h = f 0 �12 �f 002 � f 00 �11 � f 01 olsun. Burada h; g nin bir otomor�zmidir. Kompakt, yar¬

basit Lie cebirinin otomor�zmi s¬f¬r olmayan sabit vektör içermedi¼ginden, g de h (X) = X

olacak şekilde s¬f¬r olmayan X vektörü vard¬r. Y = f 00�11 � f 01 (X) olsun. Buradan Y 2 h0
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ve f 001 (Y ) = f
0
1 (X) yani f1 (X) = f1 (Y ) �dir. Di¼ger taraftan, f

0 �1
2 � f 002 (Y ) = h (X) = X

oldu¼gundan f 002 (Y ) = f
0
2 (X) olur. Yani f2 (X) = f2 (Y ) dir. Böylece

X = f1 (X) + f2 (X) = f1 (Y ) + f2 (Y ) = Y

elde edilir. Dolay¬s¬yla X = Y 2 g\h0 = f0g olur. Bu X 6= 0 olmas¬ile çeli̧sir. bu çeli̧ski

g nin k da hiç bir basit ideal taraf¬ndan kapsanmamas¬kabulünden kaynaklanmaktad¬r.

Bu da teoremin ispat¬n¬tamamlar.

ÖNERME 2.4.3: Teorem 2.4.4 ifadesi, Teorem 2.4.1 nin ifadesine denktir, [5].

·ISPAT: Teorem 2.4.4 (ii) den K=H homojen uzay¬tan¬mlanabilir. Yani M = K=H

olsun. Böylece K

(g

�

;

M

xH)

�!

�!

M

(gx)H

dönüşümüne göre K; M üzerinde sürekli etki

eder ve � (g) : M �! M

xH �! gxH

bir homeomor�zmdir. Böylece K; M üzerinde geçi̧sli etki

eder. Buna göre M = K=H bir homojen uzayd¬r. Bu özelli¼gin sa¼glanmas¬yla K n¬n G

üzerinde efektif etki etti¼gi görülür.

Teorem 2.4.4 (iii) ile G �nin her bir eleman¬G üzerinde sol öteleme ile hareket eder.

Çünkü H; K n¬n feg haricinde hiç bir normal altgrubunu içermez. K, G üzerine efektif

etki etti¼ginden 8 p 2 G için a:p = p ise a = e olacakt¬r. Böylece G nin her bir eleman¬için

e:p = p olup sol öteleme sa¼glan¬r.

H kompakt oldu¼gundan, öyle bir ds2 Riemann metri¼gi vard¬r ki K n¬n etkisi alt¬nda

G de de¼gi̧smez kal¬r. Buradan K � I0
�
G; ds2

�
ve ds2; G üzerinde sol invaryant Riemann

metri¼gidir. E¼ger Teorem 2.4.1 sa¼glan¬rsa I0
�
G; ds2

�
� L (G) R (G) olur. Çünkü G basittir.

Teorem 2.4.4 de ise I0
�
G; ds2

�
, L (G) R (G) de kapsan¬rsa L (G) C I0

�
G; ds2

�
oldu¼gu

belirtilmi̧stir. Böylece G, K n¬n normal altgrubudur.

TEOREM 2.4.5: SO (3) üzerinde iki sol invaryant metri¼gin izometrik olmas¬ için

gerek ve yeter koşul ayn¬karakteristik de¼gerlere sahip olmalar¬d¬r.

·ISPAT: gL1 ve gL2 birer sol invaryant metrikler olmak üzere,

' : (SO (3) ; gL1) �! (SO (3) ; gL2)
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bir izometri olsun. Genelli¼gi bozmadan ' (I) = I oldu¼gunu kabul edelim.

d'I : so (3) �! so (3)

dönüşümü gL1 nin karakteristik vektörlerini, gL2 nin karakteristik vektörlerine götürsün.

d'I uzunlu¼gu korudu¼gundan, bu iki metri¼gin karakteristik de¼gerleri ayn¬d¬r.

Tersine: gL1 ve g2; SO (3) üzerinde E = fe1; e2; e3g ve F = ff1; f2; f3g fakl¬karak-

teristik vektörleri ile verilen iki metrik olsun. ·Iki metri¼gin karakteristik de¼gerleri ayn¬

olsun. E ve F bazlar¬ayn¬yönlendirmeye sahiptir. Böylece x 2 SO (3) olmak üzere

Adx : so (3) �! so (3)

dönüşümü E baz¬n¬F baz¬na götürecektir. Buradan

' : (SO (3) ; gL1) �! (SO (3) ; gL2)

dönüşümü bir izometridir. Bu da ispat¬tamamlar.
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3. BÖLÜM

L·IE GRUPLARININ UYGULAMALARI

Bu bölümde, aşa¼g¬da tan¬mlanan Lorentz metriklerinin taml¬klar¬ incelenecek ve bu

metriklere göre 3-boyutlu Heisenberg grouplarda homojen geodezikler hesaplanacakt¬r.3-

boyutlu Heisenberg grup üzerinde üç farkl¬şekilde Lorentz metrik ifade edilebilir. Yani

g1 = � dx2 + dy2 + (xdy + dz)2 ;

g2 = dx2 + dy2 � (xdy + dz)2 , (3.1.1)

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2

�dir, [25].

TEOREM 3.1: (3:1:1) de tan¬mlanan g1; g2 ve g3 Lorentz metrikleri sol invaryant

metriklerdir.

·ISPAT: (i) (3:1:1) in birinci eşitli¼gi 8 a 2 Heis3 için

g1 (a+ x; a+ y; a+ z) = �d2 (a+ x) + d2 (a+ y) + d2y (a+ x) +

2 (a+ x) d (a+ y) d (a+ z) + d2 (a+ z)

= �dx2 + dy2 + xd2y + 2xdydz + d2z

= �dx2 + dy2 + (xdy + dz)2 = g1 (x; y; z)

olur. Bu da g1 metri¼ginin sol invaryant olmas¬n¬gösterir.

(ii) (3:1:1) in ikinci eşitli¼gi 8 a 2 Heis3 için

g2 (a+ x; a+ y; a+ z) = d2 (a+ x) + d2 (a+ y)� d2 (a+ y) (a+ x)�

2 (a+ x) d (a+ y) d (a+ z)� d2 (a+ z)

= �dx2 + dy2 � xd2y � 2xdydz � d2z

= �dx2 + dy2 � (xdy + dz)2 = g2 (x; y; z)

bulunur. Bu ise g2 metri¼ginin sol invaryant olmas¬demektir.

44



(iii) (3:1:1) in üçüncü eşitli¼gi 8 a 2 Heis3 için

g3 (a+ x; a+ y; a+ z) = d2 (a+ x) + (a+ x)2 d2 (a+ y) + d2 (a+ z) +

2 (a+ x) d (a+ y) d (a+ z)� [(1� (a+ x)) d2 (a+ y)�

2 (1� (a+ x)) d (a+ y) d (a+ z) + d2 (a+ z)]

= dx2 + x2dy2 + 2xdydz �
�
(1� x) dy2 � 2 (1� x) dydz + dz2

�
= dx2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2 = g3 (x; y; z)

olur. Bu ise g3 metri¼ginin sol invaryant oldu¼gunu gösterir.

TEOREM 3.2: 3-boyutlu Heisenberg grup üzerinde tan¬mlanan

g3 = dx
2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2

Lorentz metri¼gi düzlemseldir, [26].

·ISPAT: Heis3 üzerinde bazlar¬

e1 =
@

@x
; e2 =

@

@y
+ (1� x) @

@z
; e3 =

@

@y
� x @

@z

olarak seçelim. Bazlara göre

g3 (e1; e1) = g3 (e2; e2) = �g3 (e3; e3) = 1:

�dir. Bu bazlara göre

re2 = 0; re2e1 = re3e1 = e2 � e3; re2e2 = re2e3 = re3e3 = �e1

ve

[e2; e3] = 0; [e3; e1] = e2 � e3; [e2; e1] = e2 � e3

elde edilir. g3 metri¼ginin düzlemsel oldu¼gunu göstermek için

R (e1; e3) = R (e1; e2) = R (e2; e3) = 0

oldu¼gunu göstermeliyiz. E¼grilik tensörü için

R (x; y) = r[x;y] �rxry +ryrx

45



eşitli¼ginden;

R (e1; e3) = r[e1;e3] �re1re3 +re3re1

= re3�e2 � 0 + 0

= 0;

R (e1; e2) = r[e1;e2] �re1re2 +re2re1

= re3�e2 � 0 + 0

= 0;

R (e2; e3) = r[e2;e3] �re2re3 +re3re2

= 0�re2re3 +re3re2

= 0

elde edilir. Böylece g3 metri¼gi düzlemseldir.

3.1 Heis3 Grubunda Homojen Geodezikler

TANIM 3.1.1: H bir diferensiyellenebiilir manifold ve K bir Lie grup olsun. E¼ger

i) 8 k1; k2 2 K ve 8 p 2 H için

(k1k2) � p = k1 � (k2 � p) ;

ii) 8 p 2 H ve K n¬n birim eleman¬e olmak üzere

� : K

(k

�

;

H

p)

�!

�!

H

k � p

diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa H ya bir K�manifold denir. Bu fonksiyona da K

n¬n H üzerine bir diferensiyellenebilir etkisi ad¬verilir, [19].

TANIM 3.1.2: H bir K�manifold olsun. Bir p 2 H için H n¬n

K � p = fk � p j k 2 Kg
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alt cümlesine p deki K�yörünge denir. Tüm K�yörüngelerin cümlesine de yörünge uzay¬

ad¬verilir, [19].

THEOREM 3.1.1: g metri¼gi g1; g2; g3 metriklerinden biri olmak üzere (Heis3; g)

3-boyutlu Heisenberg grubu verilmi̧s olsun. O zaman (H3; g) bir geodezik yörünge mani-

foldudur.

·ISPAT: h3 3-boyutlu Heisenberg grubun Lie cebirini göstersin. 3- boyutlu Heisen-

berg grup bir homojen uzay oldu¼gundan Heis3 = M=K ve buradan m = h3 � k direkt

toplam¬yaz¬labilir. k; bütün self-adjoint A endomor�zmlerinin cümlesine izomorf olsun.

fe1; e2; e3g ortonormal baz¬n¬seçelim. a; b; c reel sabitler olmak üzere

A (e1) = be2 + ce3; A (e2) = �be1 + ae3; A (e3) = ce1 + ae2 (3.1.2)

yaz¬labilir. Üç metrik için de k cümlesini oluşturarak, homojen geodeziklerin denklemlerini

bulmak ispat¬tamamlar.

i)

g1 = �dx2 + dy2 + (xdy + dz)2

Lorentz metri¼gi için homojen geodezikleri hesaplayal¬m. h3 cebiri için

e1 =
@

@z
; e2 =

@

@y
� x @

@z
; e3 =

@

@x

baz¬mevcuttur. Bu baz için Lie operatörü

[e2; e3] = e1; [e3; e1] = 0; [e2; e1] = 0:

olur. Böylece

[e1; e2] = �3e3; [e2; e3] = �1e1; [e3; e1] = �2e2

genel halinden

�1 = 1; �2 = 0; �3 = 0 (3.1.3)

elde edilir. Böylece Ricci e¼grilik tensorü � yu hesaplayabiliriz:

�i =
1

2
(�1 + �2 + �3)� �i
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ifadesinde (3:1:3) gözönüne al¬n¬rsa

�1 = �
1

2
, �2 =

1

2
, �3 =

1

2
(3.1.4)

bulunur. � Ricci E¼grilik Tensörü

�1 = 2�2�3; �2 = 2�1�3; �3 = 2�1�2

oldu¼gundan

�1 =
1

2

�2 = �1
2

�3 = �1
2

bulunur. Burada �1 6= �2 = �3; ve �1 6= �2 = �3 olup b = c = 0 elde edilir. A

endomo�zmini için (3:1:2) den

A (e1) = ae2 + be3; A (e2) = �ae1 + ce3; A (e3) = �be1 � ce2

elde edilir. Buradan

A (e1) = 0; A (e2) = e3, A (e3) = �e2:

olur.

X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + a1A (e1)

vektörünün geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart, � 2 Z olmak üzere8>>>><>>>>:
0 = �x1

x3 (x1 + a1) = �x2

x2 (x1 � a1) = �x3

(3.1.5)

olmas¬d¬r. Gerçekten

g1
�
[X;Y ]h3 ; Xh3

�
= �g1 (Xh3 ; Y ) , Y = ei

yaz¬l¬r. Burada s¬ras¬yla Y = e1 al¬n¬rsa

0 = �x1;
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Y = e2 al¬n¬rsa

x3 (x1 + a1) = �x2;

Y = e3 al¬n¬rsa

x2 (x1 � a1) = �x3

elde edilir. E¼ger � = 0 ise, (3:1:5) den x2 = x3 = 0 yada a1 = x dir. � 6= 0 için,

x1 = x2 = x3 = 0 d¬r. Sonuç olarak x1e1 + x2e2 + x3e3 vektörünün h3 de bir geodezik

olabilmesi için gerek ve yeter koşul

X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x1A1

olmas¬d¬r. Böylece Heis3 deki bütün geodezikler homojen geodezikler olup (Heis3; g1) bir

geodezik yörünge manifoldudur.

ii)

g2 = dx
2 + dy2 � (xdy + dz)2

metri¼gi için homojen geodezikleri hesaplayal¬m. h3 cebiri için

e1 =
@

@x
; e2 = x

@

@z
� @

@y
; e3 =

@

@z

baz¬mevcuttur.

e1 =
@

@x
; e2 = x

@

@z
� @

@y
; e3 =

@

@z
:

Bu baz için Lie operatörü

[e1; e2] = e3; [e2; e3] = 0; [e1; e3] = 0:

dir.Böylece

[e1; e2] = �3e3; [e2; e3] = �1e1; [e3; e1] = �2e2

genel halinden

�1 = 0; �2 = 0; �3 = 1

elde edilir. Buradan Ricci tensor � (i) dekine benzer şekilde hesaplanabilir:

�i =
1

2
(�1 + �2 + �3)� �i:
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oldu¼gundan

�1 =
1

2
, �2 =

1

2
, �3 = �

1

2

ve

�1 = 2�2�3

= �1
2

�2 = 2�1�3

= �1
2

�3 = 2�1�2

=
1

2

bulunur. Burada �1 = �2 6= �3 ve �1 = �2 6= �3 �dir. Böylece a = c = 0 dir. (3:1:1) den

A (e1) = ae2 + be3; A (e2) = �ae1 + ce3; A (e3) = �be1 � ce2

ve

A (e1) = e2; A (e2) = �e1, A (e3) = 0:

elde edilir.

X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + a3A (e3)

vektörünün geodezik olmas¬için gerek ve yetre koşul8>>>><>>>>:
x2 (x3 + a3) = �x1

�x1 (x3 � a3) = �x2

0 = �x3

(3.1.6)

olmas¬d¬r. Gerçekten; (i) deki i̧slemler g2 metri¼gi için tekrar edilirse

g2
�
[X;Y ]h3 ; Xh3

�
= �g2 (Xh3 ; Y ) , Y = ei
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formülünden (3:1:6) elde edilir. E¼ger � = 0 ise, (3:1:6) dan x1 = x2 = 0 yada a3 = �x

bulunur: � 6= 0 için, x1 = x2 = x3 = 0 d¬r. Sonuç olarak x1e1 + x2e2 + x3e3 vektörünün

h3 de geodezik olmas¬için gerek ve yeter koşul

X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x3A3

olur. Böylece Heis3 deki bütün geodezikler homojen geodezikler olup (Heis3; g2) bir

geodezik yörünge manifoldudur.

iii)

g3 = dx
2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2

metri¼gi için homojen geodezikleri hesaplayal¬m. h3 cebiri için

e1 =
@

@x
; e2 =

@

@y
+ (1� x) @

@z
; e3 =

@

@y
� x @

@z

baz¬mevcuttur. Bu baz için

[e2; e3] = 0; [e1; e2] = e3 � e2; [e1; e3] = e3 � e2:

bulunur.

[e1; e2] = (2"� �2) e3 � e2; " = �1

[e1; e3] = ��2e2 + e3

[e2; e3] = �1e1

olup, " = 1; �2 = 1; �1 = 0 dir.Böylece

a = 0; c = �b 6= 0

olup (3:1:1) göz önüne al¬n¬rsa

Ae1 = e2 � e3; Ae2 = �e1; Ae3 = �e1

elde edilir.

X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + a1A (e1)
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geodeziktir gerek ve yeter koşul8>>>><>>>>:
(x2 + x3)

2
= �x1

�x1 (x2 + x3) = �x2

x1 (x2 � x3) = � �x3

(3.1.7)

olmas¬d¬r. E¼ger � = 0 ise, (3:1:7) ten x1 = x2 + x3 = 0 d¬r. � 6= 0 ise, x1 = x2 = x3 = 0

elde edilir. Bu nedenle geodezik vektörler

X = x1e1 + x2e2 + x3e3 � (x2 + x3)A3:

olarak verilebilir. BöyleceHeis3 deki bütün geodezikler homojen geodezikler olup (Heis3; g3)

bir geodezik yörünge manifoldudur.

3.2 Heis3 Üzerinde Tan¬ml¬Lorentz Metriklerin Taml¬klar¬

YARDIMCI TEOREM 3.2.1: Bir G Lie grup ve g de bu Lie grubunun Lie cebiri

olsun. ad�, ad dönüşümünün adjoint (ek) dönüşümü olmak üzere

_x = adxx (3.2.1)

denkleminin çözümü, g nin geodezikleridir, [27].

·ISPAT: r; metrikle birleşen Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere

8 X; Y 2 g için rXY =
1

2
f[X;Y ]� ad�XY � ad�YXg

şeklindedir. Buradan Y = X al¬n¬rsa

rXX =
1

2
f2ad�XXg

= ad�XX

bulunur. Bu da istendir.

TEOREM 3.2.1: g Lie cebiri 2-ad¬mda çözülebilir olsun. Böylece g nin de¼gi̧simli,

tümleyen boyutlu bir ideali vard¬r. Bu ideali u ile gösterelim. G üzerinde bir sol-invaryant
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Lorentz metri¼ge karş¬l¬k gelen iç çarp¬m h:; :i ile verilsin. h:; :i j
u
dejenere de¼gilse, e0 =2 u

olmak üzere, he0;ui = 0 dir ve g= Re0 � u direkt toplam¬yaz¬labilir. Böylece

S =
1

2

�
ade0 + ad

�
e0

�
ve

L�1
c(t)�

_c (t) = x0e0 + x

olmak üzere (3:2:1) denklemleri, _x0 ve _x için s¬ras¬ile,8>>><>>>:
_x0 = �

h[e0; x] ; xi

he0; e0i
= �

hSx; xi

he0; e0i

_x = x0
�
ad�e0x

�
:

elde edilir. Burada S şekil opeartörünü göstermektedir. Burada

L (X) : g

Y

�!
�!

g

XY

olmak üzere L (X) = ad (X) dir. Ayr¬ca ad�, ad dönüşümünün adjoint (ek) dönüşümüdür,

[27].

·ISPAT:

L�1
c(t)�

_c (t) = x0e0 + x =) _c (t) = Lc(t)�x0e0 + Lc(t)�x

= (x0e0)Lc(t) + xLc(t)

�olur.

hSx; xi =

�
1

2

�
ade0 + ad

�
e0

�
x; x

�
=

1

2

�
hade0x; xi+



ad�e0x; x

��
=

1

2
(h[e0; x] ; xi+ h[e0; x] ; xi)

= h[e0; x] ; xi

bulunur. x0e0 + x e¼grisi bir geodezik oldu¼gundan

r(x0e0+x) (x0e0 + x) = rx0e0x0e0 +rxX = 0:
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Böylece

rx0x0e0 +re0e0x0 = �rxX (3.2.2)

elde edilir. re0e0 = 0 oldu¼gundan (3:2:2) de göz önüne al¬n¬rsa

_x0e0 = � _x

olur.

h _x0e0; e0i = �h _x; e0i

= �h[e0; x] ; xi

=) _x0 he0; e0i = �h[e0; x] ; xi

=) _x0 = �h[e0; x] ; xihe0; e0i

bulunur. h[e0; x] ; xi = hSx; xi oldu¼gundan

_x0 = �
h[e0; x] ; xi
he0; e0i

= �hSx; xihe0; e0i

elde edilir. Şimdi _x ile _x0 aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬gösterelim.

hrxx; e0i = hSx; xi

,[28] ; oldu¼gundan

hrxx; e0i = h[e0; x] ; xi

= hade0; xi

=


I; ad�e0x

�
=) h _x; e0i =



I; ad�e0x

�
dir. Her iki taraf¬x0 ile çarparsak

hx0e0; _xi =


x0; ad

�
e0x
�

elde edilir. Bu ifade 8 x0e0 için do¼gru oldu¼gundan

_x =


x0; ad

�
e0x
�
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dir. Böylece 8>>><>>>:
_x0 = �

h[e0; x] ; xi

he0; e0i
= �

hSx; xi

he0; e0i

_x = x0
�
ad�e0x

�
:

elde edilir.

TEOREM 3.2.2: g metri¼gi, 3-boyutlu Heisenberg grup üzerinde tan¬mlanan bir

Lorentz metrik olsun. g metri¼gi geodezik olarak tamd¬r.

·ISPAT: 3-boyutlu Heisenberg grup üzerinde (3:1:1) de tan¬mlanan üç tane Lorentz

metri¼gi vard¬r. Buna göre;

g1 = � dx2 + dy2 + (xdy + dz)2 ;

g2 = dx2 + dy2 � (xdy + dz)2 ve

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2

i) g metri¼gi

g1 = �dx2 + dy2 + (xdy + dz)2

olsun. Heis3 üzerindeki bazlar¬da

e1 =
@

@z
; e2 =

@

@y
� x @

@z
; e3 =

@

@x

olarak seçelim. Bunlara göre

g1 (e1; e1) = g1 (e2; e2) = �g1 (e3; e3) = 1:

olur. fe2; e3g baz¬üzerinde

rXX = ad�XX

oldu¼gundan

ad�e2e1 = �e3; ad�e3e1 = �e2

bulunur. u ideali e1 taraf¬ndan gerilir ve null de¼gildir. Böylece e2; e3 =2 u olmak üzere

g1 (e1;u) j
u
= 0; g1 (e2;u) j

u
= 0 ve h3 = Re0 � u:
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elde edilir. Buna göre fe1; e2; e3g sisteminin h3 için bir ortogonal baz oldu¼gu söylenebilir.

[e2; e3] = e1; [e3; e1] = 0; [e2; e1] = 0:

olmak üzere

ad�e1 =

0@ 0 �1

�1 0

1A
elde edilir.E¼ger L�1

c(t)�
c0 (t) = x1e1 + x2e2 + x3e3 al¬n¬rsa, (3:2:1) denklemleri

_x1 = 0

_x2 = � x1x3

_x3 = � x1x2:

olur. Böylece g1 metri¼gi tamd¬r.

ii) g metri¼gi

g2 = dx
2 + dy2 � (xdy + dz)2

olsun. Heis3 üzereindeki bazlar¬

e1 =
@

@x
; e2 = x

@

@z
� @

@y
; e3 =

@

@z

olarak seçelim. Bu bazlara göre

g2 (e1; e1) = g2 (e2; e2) = �g2 (e3; e3) = 1:

fe1; e2g baz¬üzerinde

rXX = ad�XX

oldu¼gundan

ad�e1e3 = �e2; ad�e2e3 = �e1

elde edilir. u ideali e3 taraf¬ndan gerilir ve null de¼gildir. Böylece e1; e2 =2 u olmak üzere

g2 (e1;u) j
u
= 0; g2 (e2;u) j

u
= 0 and h3 = Re0 � u:

bulunur.
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Buna göre fe1; e2; e3gsisteminin h3 için bir ortogonal baz oldu¼gunu söylenebilir ve

[e1; e2] = e3; [e3; e1] = 0; [e2; e1] = 0:

olmak üzere

ad�e3 =

0@ 0 �1

1 0

1A
elde edilir. E¼ger L�1

c(t)�
c0 (t) = x1e1 + x2e2 + x3e3; al¬n¬rsa (3:2:1) denklemleri

_x1 = x1x3

_x2 = � x2x3

_x3 = 0:

bulunur. Böylece g2 metri¼gi tamd¬r.

iii) g metri¼gi

g3 = dx
2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2

olsun Heis3 üzerindeki bazlar¬da

e1 =
@

@x
; e2 =

@

@y
+ (1� x) @

@z
; e3 =

@

@y
� x @

@z

olarak seçelim. Bu bazlara göre

g3 (e1; e1) = g3 (e2; e2) = �g3 (e3; e3) = 1:

u ideali e2 � e3 taraf¬ndan gerilir ve nulldur. Böylece�
x =

1p
2
(e2 � e3) ; y =

1p
2
(e3 + e2) ; z = e1

�
yeni baz sistemini seçebiliriz. Bu bazlarla,

[y; z] = 2x

olmak üzere

g3 (x; y) j
u
= 1 ve g3 (z; z) j

u
= 1
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elde edilir. Böylece

ad�yy = z; ad�zy = �x

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa, adjoint dönüşümün tan¬m¬ndan

ad�x =

0@ 0 �1

1 0

1A
bulunur. E¼ger L�1

c(t)�
c0 (t) = x1e1 + x2e2 + x3e3; al¬n¬rsa (3:2:1) denklemleri

_x1 = 0

_x2 = x1x3

_x3 = � x1x2:

elde edilir. Böylece g3 metri¼gi tamd¬r. Bu da ispat¬tamamlar.
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