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Bu calisma ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde; grup teorisi , manifoldlar ve Lie gruplar i¢in kullanilan temel tanimlar
ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; sonlu gruplar, simetri gruplar: ve bunlarin Lie gruplariyla arasmdaki
bagintilar arasgtirildi. Sonra irtibathi Lie gruplari, homotopi gruplari ve temel grup ince-
lenerek Gauus-Bonnet teoremi uygulandi. Bu boliimde son olarak Lie gruplar itizerinde
sol invaryant Riemann metrigin grup izometrileri verildi.

Uciincii boliim calismamizin orjinal kisminm ihtiva etmektedir. Bu boliimde; Lie grup-
larinin uygulama alani olarak 3-boyutlu Heisenberg gruplar incelendi. Heisenberg gruplar
tizerinde tanimlanan ti¢ ayr1 Lorentz metrigin genel 6zellikleri verilerek, bu metriklere gore
3-boyutlu Heisenberg gruplarda homojen geodeziklerin denklemleri olugturuldu. Ayrica

bu metriklerin geodezik tamliklar: incelendi.

Anahtar Kelimeler: Sonlu grup, Lie grup, Heisenberg grup, Riemann metrik,

Lorentz metrik, Homotopi.
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This thesis consist of three chapters.

In the firs chapter;fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter is searched that finite groups, symetric groups and connections
of this groups with Lie groups. After, it is studied that connected Lie groups, homotopy
groups and fundamental group and apply Gauss Bonnet theorem. In this chapter latest it
is studied that isometries of left invariant Riemann metric which is defined on Lie groups.

The third chapter contain original part of our study. In this chapter it is studied that
three dimensional Heisenberg group which is application range of Lie groups. It is given
that properties of Lorentz metrics which are defined on three dimensional Heisenberg group
and it is find out that equations of homogeneous geodesics in three dimensional Heisenberg
group. In this chapter latest it is stuied that geodesically completeness of these Lorentz

metrics metrics.

Keywords: Finite group, Lie group, Heisenberg group, Riemann metric, Lorentz

metric, Homotopy.



1. BOLUM
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

TANIM 1..1: G, bostan farkli bir ciimle ve - : G x G — G de bir ikili iglem olsun.
Eger bu ikili islem
VabeG igina-(b-c)=(a-b)-c

ozelligini saglarsa G ye yar: grup denir, [1].
TANIM 1.2: G bogtan farkli bir ciimle olsun.
G x G — (G

(x , y) — z-y

islemi asagidaki ozellikleri saglarsa (G, -) ikilisine bir grup denir.
(i) Vez,y,2 €Gicin (z-y) - z=2z-(y-2),
(ii) V2 € G i¢in e - * = x - e = z olacak sekilde G de bir tek e birim eleman: vardir.

(iii) Vz € G i¢in z - 2’ = 2’ - © = e olacak sekilde G de bir tek 2’ inversi vardir, [2].

TANIM 1.3: (G,-) bir grup olsun. G grubu " - " iglemine gore degisimli ise, yani V
z,y € G igin x -y = y - © saglaniyorsa, G ye degisimli grup denir, [3].

TANIM 1.4: (G, ) bir grup ve H # @, H C G olsun. (H,-) bir grup ise bu gruba
(G, ) grubunun bir altgrubu denir ve H < G ile gosterilir, [2].

TANIM 1.5: (G,-) bir grup, H < G olsun. V z € G,V h € H i¢in
cHz leH

onermesi dogru ise H altgrubuna G grubunun normal altgrubu denir ve H <1 G ile goste-

rilir, [3].

TANIM 1.6: (G,-) bir grup ve e, G grubunun "- " iglemine gore birim eleman olsun.

Grubun {e} ve kendisinden bagka normal alt grubu yoksa G grubuna basit grup denir, [4].



TANIM 1.7: (G,-) ve (H,o) iki grup, f : G — H fonksiyonu V a,b € G igin
fla-b) = f(a)o f(b) bzelligini saghyorsa, f fonksiyonuna G den H a bir homomorfizm
denir, [2].

TANIM 1.8: f: G — H homomorfizmi 1:1 ve 6érten ise bu homomorfizme izomor-

fizm denir, [5].
TANIM 1.9: f: G — G izomorfizmine G nin otomorfizmi denir, [6].
TANIM 1.10: G grubunun keyfi ve sabit bir elemani a olsun. a ’ya gore G ’nin
fo:G— G
fa (z) = aza™! seklinde tanimlanan fonksiyona G nin i¢ otomorfizmi denir, [6].

TANIM 1.11: X bos olmayan bir ciimle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet ciimlesinin
herhangi bir alt ciimlesi olsun. Eger 7 C P(X) asagidaki ozellikleri saglarsa, 7 ya X
tizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir, [7].

() X,oer

(ii) 7 da alinan her sayida elemanlarin birlesimi 7 ya aittir; yani, I herhangi bir indis
ciimlesi olmak tizere V{A;}icr € 7 igin, iLEJIAi € 7 dir.

(iii) 7 da alinan her sonlu sayida elemanlarinin kesigimi 7 ya aittir; yani, J sonlu indis

ciimlesi olmak iizere V{A;};cs € T igin ﬂJAi e 1 dir.
1€

TANIM 1.12: X bir topolojik uzay olsun. Farkh iki p,q € X noktalarinin X deki
acik komguluklari, sirasi ile, U ve V olsun. Eger U ve V yi U NV = & olabilecek sekilde

se¢mek miimkiin ise X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay: denir, [8].

TANIM 1.13: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir f : X — Y fonksiyonu
icin,

(i) f stirekli,

(ii) f~! mevcut,

(iii) f~! siirekli ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomorfizm denir, [9].



TANIM 1.14: Bir (G, ) grubu ve bir (X, 7) topolojik uzay: verilsin. Eger agagidaki
aksiyomlar saglanirsa (G, X, 1) tigliisiine bir topolojik grup denir.
(i) X in noktalarmin ciimlesi ile G nin elemanlarmin ctimlesi aynidir.
(ii)
X x X — X
(@ , b — a-b!
iglemi siireklidir. Burada G ye topolojik uzayin temel grubu ve X e de topolojik uzaymm

temel uzayr denir, [8].

TANIM 1.15: M bir topolojik uzay olsun. Eger

a) M bir Hausdorff uzaydir,

b) M nin her bir agik alt ciimlesi E™ e veya E™ nin agik alt ciimlesine homeomorftur,
c) M sayilabilir ¢oklukta alt ciimlelerle ortiilebilir,

onermeleri saglaniyorsa M ye n-boyutlu topolojik manifold denir, [9].

TANIM 1.16: E™ ’nin iki alt ciimlesi U ve V olsun. Bir ¥ : U — V fonksiyonu
icin;

(i) ¥ € CF (U, V),

(ii) ' : V — U, ¥~! € C*(V,U), 6nermeleri saglaniyorsa ¥ ye C* simifindan
diffeomorfizm denir, [10].

TANIM 1.17: M bir topolojik manifold olsun. M iizerinde C* smmfindan differen-
siyellenebilir yap1 tanimlanirsa M ye C* simfindan differensiyellenebilir manifold denir,

[10].

TANIM 1.18: k < n olmak iizere, M bir k-manifold ve M’ de bir n-manifold olsun.
YV p € M noktasi i¢in M’ de bir U’ ve M de bir U koordinat komsulugu var ve

U={meU |z} (m)=..=21),(m)=0}

ise M ye M’ nin bir alt manifoldu denir, [10].



TANIM 1.19: (V,®, F,+,-,©) olmak iizere V ciimlesi F' cismi iizerinde bir vektor

uzay1 olsun ve ® iglemi
®: V x V — V
(@ , B) — a®p

olmak tizere

() Va,feVveVaeFigin (a@a)®B=a0 (a® )

(i) Ve, B,7€Vign (@ B)@y=(a®7) & (B®@7)

(i) Vo, 8,7 € Vigina®(8 @ v) = (a ® B)D(a ® ) dzellikleri saglaniyorsa (V, @, F, +, -, ©, ®)
yapisina cebir denir.

Eger V a, 8, v € V icin

a) a® (B®v) = (a® B)® v saglamyorsa V ye birlegimli cebir,

b) v® B = 5 ® ~y saglaniyorsa V' ye degisimli cebir,

c) Y®e=e®y = saglaniyorsa V ye birimli cebir denir, [1].

TANIM 1.20: T/ (p) tanjant vektorlerinin ciimlesi olsun.

@ : Tag (p) x Tog (p) — Tar ()
ve
®:TM(])) X]R—>TM(p)
olmak iizere {Tis (p),®, R, +,.,®} vektor uzayma, A afin uzaymin p € A noktasindaki
tanjant uzayr denir, [9].

TANIM 1.21: V C E"™ iizerindeki bir vektor alani,

: Ty (P
T PLGJV V( )—>V

olmak tiizere

ToX=1:V—V

doniistimii 6zdeglik fonksiyonu olacak bigimde

X: Ty (P
V—>PL€JV V( )
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seklinde bir fonksiyondur.
X={X|X:E"— U Tgn(P), moX =1, ©: U Tgn(P) — E"}, olmak
PEEn PEE™
iizere R iizerinde bir vektor uzaydir. Bu y vektor uzayina E" tizerindeki vektor alanlarinin

uzayr denir, [8].

TANIM 1.22: Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun.
Eger agagidaki ozellikler saglanirsa (M, G) ikilisine bir Lie grubu denir, [8].
(i) M nin noktalar1 G ’nin elemanlar ile gakigir.

(ii)

doniigtimii diferensiyellenebilirdir, [6].

TANIM 1.23: V bir K cismi iizerinde vektor uzay ve [,] : V x V — V doniigiimii
de

(i) Bilineer

(i) V 2,y € V icin [z,y] = —[y, 2],

(iii) V z,y,2 € V icin [z,[y, 2]] + [y,[2,2]] + [2,[z,y]] = O seklinde verilsin. [;]

doniigiimiine V iistiinde bir Lie (parantez) operatorii denir, [9].

TANIM 1.24: Karakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde Lie operatorii ile tanim-

lanan lineer bir uzaya Lie cebiri denir, [11].

TANIM 1.25: G ve H birer Lie grup olmak iizere, eger ¢ : G — H doniisiimii hem
C* smifindan differensiyellenebilir hem de temel gruplarin bir grup homomorfizmi ise ¢

ye bir Lie grup homomorfizmi denir, [8].

TANIM 1.26: g ve h Lie cebirleri olmak iizere, eger ¥ : g — h doniisiimii lineer ve
VX, YegiginV¥[X,Y]=[V(X),V (Y)] ise bir Lie cebir homomorfizmidir. ¥ doniistimii

1 : 1 ve iizerine ise o zaman V¥ ’ye izomorfizm denir, [8].
)



TANIM 1.27: M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarimin uzay: x (M)

ve reel degerli C* fonksiyonlarimin halkasi C*° (M, R) olmak {izere
() x (M) x x (M) — C% (M, R)

(i) Simetrik;
VpeM, XY, e x(M)icin

<XP>Y}7> = <Y;7’Xp>
(ii) Bilineerlik;
VpeM,abeR, X,,Y,,, Wy, Z, € x (M) igin

<aXp + bY), Zp> =a <Xp7 Yp> +b <Ypa Zp>

ve

(Xp, aWp +bZp) = a(Xp, Wp) + b(X}, Zp)
(iii) Pozitif tamimhlik;

a)

X, # 0icin (Xp, Xp) >0

X, =01ise (X,,X,)=0

ozellikleri saglaniyorsa (,) ye M iizerinde Riemann i¢ ¢arpims denir. M iizerinde bu
Riemann i¢ ¢arpiminin tanimlanmasiyla elde edilen (M, (,)) ikilisine Riemann manifoldu

denir, [9].

TANIM 1.28: M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarimin uzay: x (M)

ve reel degerli C* fonksiyonlarin halkas1 da C*° (M, R) olmak iizere
() s x (M) x x (M) — C% (M,R)

fonksiyonu



(i) Bilineer;

Vpe M, abeR, X, Y, W, Z, € x (M) igin
(aXp +bYy, Zp) = a(Xp,Yy) +0(Yy, Zp)

ve
(Xp, aWp +bZp) = a (X, Wp) +b(X}, Zp)
(ii) Simetrik;
VpeM, XY, e x(M)icin
(Xp, Yp) = (¥p, Xp)
(iii)
VX e x(M) igin (X, Y)=0 = Y =0€ x (M)

ozelliklerini saghyor ise M ye yari-Riemann manifoldu denir, [9].
TANIM 1.29: M bir C*°-manifold olmak {izere,
<> x (M) x x (M) — C% (M, R)

seklinde tanimli simetrik, bilineer, nondejenere fonksiyona M iizerinde metrik tensér denir.

Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir ve v ile gosterilir, [20].

TANIM 1.30: boy M = n olmak iizere (M, <,>) ¢ifti bir yari-Riemann manifoldu

olsun. Eger n > 2 ve v = 1 ise (M, <, >) ¢iftine bir Lorentz manifoldu denir, [20].
TANIM 1.31: M bir manifold olsun. Eger M iizerinde bir p € M noktasi igin

9+ M — £(Tm(p) x Tm (p),R)
p — 9p
seklinde simetrik, pozitif tanimlh bir bilineer form tanimlanmis ise g ye M iizerinde Rie-
mann metrigi denir.
Eger bir M manifoldunun V p € M noktasinda bir U komsulugu iizerinde g formu C”

smifindan ise g Riemann metrigi C” siifindandir denir, [8].



TANIM 1.32: (G, ) bir grup olsun. Eger;

(i) G tizerinde bir g metrigi i¢in V a, z, y € G olmak iizere g (ax, ay) = g (x,y) saglani-
yorsa g metrigine sol invaryanttir denir.

(ii) G tizerinde g metrigi igin V a, x, y € G olmak iizere g (za,ya) = g (z,y) saglani-
yorsa g metrigine sag invaryanttir denir.

(iii) G iizerinde g metrigi hem sag invaryant hem de sol invaryant ise g metrigine

biinvaryanttir denir, [6].
TANIM 1.33: a)G bir Lie grup olmak iizere belli bir g, € G noktasinda
bgo) 1 G — G
doniisiimii V g € G igin £(4) (9) = gog seklinde tanimlanir ve sol dteleme adim alr, [8].
b) G bir Lie grup olsun. Belli bir gy € G i¢in
Tgo): G — G

doniisiimii V g € G icin (4 (9) = ggo seklinde tanimlanir ve G tizerinde sag dteleme adim

alir, [8].
TANIM 1.34: a) G bir Lie grup olsun. V g1, g2 € G igin
Uy G— G

dontigiimiinde £g, (91) = g2 olsun. T (g1) ve T (g2) sirasiyla g1, g2 € G noktalarindaki

tanjant vektorlerin uzayin gostermek iizere,

Ligoys : T (g1) — T (g2)

doniigiimiine G {izerinde T (g1) den T (g2) ye bir sol grup paralelizmi denir, [8].
b) G bir Lie grup olsun. V g1, g2 € G i¢in

T(go) : G— G



doniigtimiinde 74 (1) = g2 olsun. T (g1) ve T (ga) sirasiyla g1, go € G noktalarindaki

tanjant vektorlerin uzayini gostermek {izere,

T(go) * T (91) — T (g2)

doniigiimiine G iizerinde 7' (g1) den T (g2) ye bir sag grup paralelizmi denir, [8].

TANIM 1.35: G bir matris Lie grubu ve G iizerinde bir vektor alan1 X olsun. Eger
Y g0, g1 € G icin
Ligo)«X (91) = X (9091)

yaniV g € G igin £(4), 0 X = X o/ (g) ise X vektor alanina bir sol invaryant vektor alans
denir.

Benzer olarak V ¢g, g1 € G igin

T(g0)+X (91) = X (9190)

yani vV g € G igin r(g,), 0 X = X or(y) ise X vektor alanina bir sag invaryant vektér alan

denir, [8].

TANIM 1.36: M bir Hausdorff topolojik uzay ve G bir topolojik grup olsun.

G x M — M

(9.p — gp
orten dontigtimiinde

(i) VY 91,92 € G ve p € M igin
(91-92) -p = 91- (92-p)
(ii) e, G grubunun birimi olmak {izere
ep=p

sartlar1 saglaniyorsa G, M fizerine etki ediyor denir, [6].



TANIM 1.37: V p,q € M i¢in g.p = q olacak sekilde g € G mevcut ise G, M tzerinde

gegisli etki ediyor denir, [6].

TANIM 1.38:
G x M — M

(g,p) — gp

doniigtimii siirekli ise G, M dzerinde strekli etki ediyor denir, [6].

TANIM 1.39:Eger G, M iizerinde siirekli etki ediyor ise G ye topolojik teleme grubu
denir, [6].

TANIM 1.40: V p € M igin a.p = p, a = e yi saghyorsa G ye efektiftir denir, [6].

TANIM 1.41: p, M de sabit bir nokta olsun. G (p) = {g € G | g.p = p} grubuna, G

nin p noktasindaki izotropi grubu denir, [6].

TANIM 1.42: p, M de sabit bir nokta olsun. G, = {g.p € M | g € G} ciimlesine G

nin yoringesi denir, [6].

TANIM 1.43: M bir topolojik manifold ve A, B € M olsun. a : I — M siirekli
doniigiimiine M de A dan B ye bir egri denir. Burada a (0) = A ve o (1) = B dir, [6].

a) Eger a (0) = A = (1) ise A ve B noktalar1 arasindaki egriye kapali egri denir, [14].

b) Eger a(0) = A = a(1) ve o doéniisiimii 0 ile 1 noktalar1 harig birebir ise, «

doniistimiine basit kapali egri (Jordan egrisi) denir, [14].

10



c) a: I — M doniislimii sabit doniigiim ise « ([0,1]) egrisine (X, 7) uzayinda sabit

egri denir, [14].

d) a : I — M egrisinin hiz vektorii 7', manifoldun konneksiyonu D olmak iizere

manifold i¢inde DT = 0 6zelligini saglayan egriye geodezik denir, [12].

TANIM 1.44: H, G grubunun bir alt ciimlesi olsun. Eger H da alinan her iki eleman

stirekli bir egri ile birlegtirilebilirse H a irtibatlider denir, [15].

TANIM 1.45: Bir Lie grubunun biitiin irtibath alt ciimleleri tarafindan kapsanan

elemanina Lie grubunun bilegseni (komponenti) denir, [15].
TANIM 1.46: « ve 8, M de zo dan x1 e egri olsun. Eger

h: T x T — M
t , s) — h(ts)

fonksiyonu igin
(i) Vselicin h(0,s) =z ve h(l,s) =x;
(ii) Vt € I igin h (¢,0) = a (t) ve h (¢, 1) = B (t) Ozellikleri saglaniyorsa h fonksiyonuna

homotopi, o ve [ egrilerine homotopiktir denir, [6].

TANIM 1.47: g bir Lie cebiri, b de g nin bir alt vektor uzayi olsun. X € b, Y € g

olmak iizere [X,Y] € b saglanmiyorsa b ye g nin ideali denir, [16].

TANIM 1.48: g, karakteristigi 0 olan bir Lie cebiri olsun. Iz, bir vektor uzay

endomorfizminin izi olmak iizere g x g iizerinde
B(X,Y) = Iz (adX ,adY)
bilineer formuna g nin Killing formu denir, [13].
TANIM 1.49: V bir vektor uzay ve

f:V x V. — vV

(z , y) — f(z,y)

11



bilineer form olsun. Eger
f(z,y)=0,VyeViginxz=0
saglaniyorsa f e dejenere olmayan form adi verilir, [13].

TANIM 1.50: g karakteristigi 0 olan bir Lie cebiri olsun. Eger g nin B Killing formu

dejenere degilse g Lie cebiri yar: basittir denir, [13].

TANIM 1.51: G bir Lie grup olsun. Eger G nin elemanlari kapali ve simirh bir

aralikta ise G ye kompakt Lie grup denir.

TANIM 1.52: G bir Lie grup ve X € L(G), X € T(G,e) nin yerine kullanilan

vektor alani olsun.

st R — @G
f)? (t) = X (f(t)) olacak sekilde tek bir analitik homomorfizm olsun. Béylece iistel
dontistim

exp: L(G) — G

seklinde tanimhdur, [6].
TANIM 1.53: G bir Lie grubu olsun.
a: (R,+) — G
Lie grup homomorfizmine G nin 1-parametreli alt grubu denir, [17].

TANIM 1.54: E™ nin bir hiperyiizeyi M, M nin birim normal vektor alan1 N ve
E"™ nin Riemann konneksiyonu D olmak tizere V X € x (M) icin S (X) = Dx N seklinde

tamiml S doniistimiine M {izerinde sekil operatori denir, [9].

TANIM 1.55: E™ de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil

operatorii S (P) olmak iizere

K: M — R
P — detS(P)
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seklinde tanimli fonksiyona Gauss egrilik fonksiyonu, K (P) degerine de Gauss egriligi

denir, [9].

TANIM 1.56: G bir Lie grup olsun. GO = (G, Q) ve GUk+1) — (G(k),G(k)) olmak

izere normal alt gruplardan olusan

G GY >G> .

(n

serisini gozoniine alahm. Eger G = {e} olacak gekilde bir n sayis1 varsa G ye n—adimda

¢oziilebilirdir denir, [6)].

TANIM 1.57: g sonlu boyutlu bir Lie cebiri ve g = [gg] ve glFtD = [g(k)g(k)]

olsun. g i¢in Jacobi dzdegliginden
g>gM > g?® >

elde ederiz. Eger g™ = {0} olacak sekilde bir n sayisi varsa g ye n—adimda ¢oziilebilirdir

denir, [6].

TEOREM 1.1 (Lagrange Teoremi): G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun.

G sonlu n mertebeli bir grup ise H nin mertebesi G nin mertebesini béler, [1].

ISPAT: Kabul edelim ki H nin mertebesi m olsun. H min G deki biitiin sol kosetlerini
goz oniine alalim. Bu kosetler ayriktir ve H ile ayni sayida yani m tane elemana sahiptir.
Boylece eger r tane sol koset var ise o taktirde G nin her bir elemani sadece bir tek sol

kosette bulunacagindan n = mr yazilabilir.

TANIM 1.58: E7 ve Ej sirasi ile R} ve RS n- boyutlu i¢ ¢arpim uzaylariyla birlesen
birer Oklid uzay1 olsunlar. Bir

f:E} — Ej

afin doniigtimii V o, 8 € R} igin

(W (a),¥ () = (a,8)
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bagintisi saglanacak sekilde bir

¥R — R}

lineer doniigiimii ile birlegiyorsa f ye izometri denir, [8].
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2. BOLUM
2.1 Simetriler Grubu

TANIM 2.1.1: G ciimlesinin elemanlarinin sayisi sonlu bir n ise (G, -) grubuna sonlu
grup (veya n. mertebeden bir grup) denir ve | G | ile gosterilir. Mertebesi sonsuz gruplara
sonsuz (free) grup denir. Sonlu gruptaki eleman sayisina grubun mertebesi denir ve |G| ile

gosterilir, [1].
TANIM 2.1.2: Bir G ciimlesi verilsin.
f:G—G
1:1 ve drten fonksiyonuna G nin bir permiitasyonu denir, [1].

TANIM 2.1.3: S = {ai,as,...,a,} olsun.

ay az . . . Qp
a a3 . . . Qi

permiitasyonuna S ciimlesinin dairesel (devir) permitasyonu denir, [3].

TEOREM 2.1.1: S bos olmayan bir ciimle, S,, de, S nin biitiin permiitasyonlarinin

ciimlesi olsun. S,, ciimlesi permiitasyonlarin ¢arpimi iglemine gore bir gruptur,|[3].

ISPAT: i) Kapalilik Ozelligi:
Yo, €S,ign or € S, dir. Gergekten; o ve 7 € S, oldugundan her ikisi de 1 : 1

fonksiyonlardir. iki birebir fonksiyonun bileskesi 1 : 1 oldugundan o7 € S,, dir.
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ii) Birlesme 6zelligi.
Yo, €S, veac€ S igin

(o7) p= o (v1)

oldugunu gosterelim:

al(or)pl = la(or)p] = [((a0)T) p]

= (a0) (Tp) = alo ()]
yazilabilir. O halde (o7) u = o (Tp) dir.

iii) Birim eleman:

YV a € S i¢in apy = a olacak gekilde p, € S, birim permiitasyonu vardir.

iv) Invers eleman:

YV o € S, elemani icin o, 1: 1 ve érten oldugundan o~! de 1: 1 ve 6rtendir.
Y a € S igin
apgp=a=do= (a'a) o t=d (00_1)

oldugundan V ¢ € S, i¢in

olacak sekilde bir 0! € S, vardir. Boylece (S,,.) bir gruptur.

TEOREM 2.1.2: §,,, S nin biitiin permiitasyonlarimin grubu olsun ve G grubu bir

S ciimlesi tizerine etki etsin. Bu etki ile
Q:G— 5,
homomorfizmi elde edilir, [6].

ISPAT: g € G ise Tg: § — § dir. VzeSigcnz =g (gilw) oldugundan 7,4

r — gz

ortendir. x,y € S olmak {izere gz = gy, * = g~ (92) = g~ (gy) = y yi saglar. Bu ise 7,
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nin 1 : 1 oldugunu gosterir. Simdi Vg, ¢’ € G igin
Tgg = TgTg + S — S

oldugunu gosterelim.

Tggt S — S
r — (99)=
Tog = (99') 2 =g (2) g (z) = 747y
dir. Boylece Q: G — S, bir homomorfizmdir.

g — Ty4
2.2 Irtibath Lie Gruplari

TANIM 2.2.1: (M, ) topolojik uzay1 ve A # (), B # () olmak iizere herhangi A,
B C M alt ciimleleri verilsin. A’ ve B! sirasiyla A ve B ciimlelerinin tiimleyenleri olmak
lizere, eger

A'NB#0 v ANB'#
ise A ve B ciimlelerine irtibatl ciimleler denir. Eger

A'NB=0 A ANB' =10
ise A ve B ciimlelerine irtibatl olmayan cimleler denir, [14].

TANIM 2.2.2: (M, 1) topolojik uzay: verilsin. Eger M ciimlesi bogtan farkl, irtibath
olmayan iki alt ciimlenin birlesimine esit ise, (M, T) uzayma irtibatls olmayan uzay veya
irtibatsiz uzay denir. Eger M ciimlesi bogtan farkli, irtibath iki ciimlenin birlesimine esit

ise, (M, 7) uzayma irtibatls uzay denir, [14].

TEOREM 2.2.1: (M, 7) topolojik uzay1 verilsin. Bu taktirde agagidaki 6zellikler
denktir, [14].
(1) (M, 7) uzay: irtibath degildir.
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(ii) M ciimlesi, irtibatli olmayan ve bog olmayan iki alt ciimlenin birlesimine esittir.
(iii) M ciimlesi, bog olmayan ve ayrik iki agik alt climlenin birlesimine esittir.

(iv) M ciimlesi, bog olmayan ve ayrik iki kapal alt ciimlenin birlesimine esittir.

(v) (M, 1) uzaymn, bog olmayan, hem agik hem de kapal olan 6z bir alt ciimlesi

vardir.
ISPAT: (i) = (ii): (M, ) baglantisiz olsun. Oyleyse

A'NB =0
ANB' =0
olup A ve B irtibatsiz ciimlelerdir ve M = A U B irtibatsizdir.

(ii) = (iii): M = AU B olacak gekilde bostan farkli, irtibatli olmayan A ve B alt
ciimleleri verilsin. AU B = M € 7 olup, AU B acik oldugundan A ve B ciimleleri de
aciktir. M irtibatsiz ve AN B = ) = AN B! oldugundan, AN B = ) olur. O halde M

ciimlesi, bogtan farkli, ayrik, agik iki alt ciimlenin birlesimine esittir.

(iii) = (iv): X ciimlesi, bogtan farkli , ayrik, agtk A ve B gibi iki alt ciimlenin
birlegimine egit olsun. M = AU B ve AN B = oldugundan, A=M —Bve B=M — A
olur. Dolayisiyla A ve B ciimleleri ayni zamanda kapali ciimlelerdir. Boylece M ciimlesi,

bostan farkli, ayrik, kapali iki alt ciimlenin birlesimine de esittir.

(iv) = (v): M ciimlesi, bogtan farkli , ayrik, kapali A ve B alt ciimlelerinin bir-
lesimine esit olsun. M = AU B ve AN B = () oldugundan, A = M — B olup, A ciimlesi

hem acik hem de kapalidir ve bogtan farkl bir 6z ciimledir.

(v) = (i): A C M alt ciimlesi, bog olmayan hem acik hem kapali 6z bir alt ciimle
olsun. Bu durumda B = M — A ciimlesi de hem acik hem kapali 6z bir alt ciimledir.
AUB = M olur. Boylece A'N B = AN B! = AN B = ( elde edilir. O halde (M, 1) uzay1

baglantili degildir.

SONUGC 2.2.1: (M, 7) topolojik uzay: verilsin. Bu taktirde agagidaki 6zellikler denk-

tir:
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(i) (M, ) uzay: irtibathdur.

(ii) M ciimlesi, irtibathi ve bog olmayan iki alt ciimlenin birlesimine esittir.

(iii) M ciimlesi, bog olmayan ve ayrik olmayan iki agik alt ciimlenin birlegimine egittir.

(iv) M ciimlesi, bog olmayan ve ayrik olmayan iki kapal alt ciimlenin birlegimine
esittir.

(v) (M, 7) uzaymin, bog olmayan, hem acik hem de kapali olan alt ciimleleri, sadece

X ve () ctimleleridir, [14].

TANIM 2.2.3: G Lie grubunun birim elemanim kapsayan G birlesenine 6z irtibatl
birlesen denir, gekil 2.2.1, [15].

Sekil 2.2.1

TANIM 2.2.4: Bir G Lie grubu, bir ¢ok irtibatlh G; birlesenlerinden olusur. Bu G;
bilegenleri genellikle kendi aralarinda irtibatsizdir. Her bir G; irtibath birlegeni, I' diskret
alt grubunun bazi1 v, diskret 6telemeleri tarafindan G alt grubu ile elde edilir. Bu yiizden

bir Lie grup, G ile diskret alt gruplariin carpima,
G = Gl x T

olarak tanimlanir, sekil 2.2.2,
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Sekil 2.2.2

ORNEK 2.2.1: G = GL(n,R) nin bir Lie grup oldugunu gosterip irtibatliligin
inceleyelim. G = GL (n,R) olsun. 4,j = 1,2,...,n olmak iizere x;; matris elemanlarin
diigtinelim. = x;; € GL (n,R) nin bir elemanin R"™ de bir nokta olarak diistinebiliriz.
Ciinkii

¢: R — R
x —  detx
doniisiimii siireklidir ve ¢ (0), R"* de kapahdir. Bu sebeple GL (n,R) de (¢t (0))/
tiimleyeni, R"™ "nin analitik acik bir alt manifoldunun acik bir alt ciimlesidir. z = zy~!
elemanimin z;; koordinatlari, x;5 ve y;, nun rasyonel fonksiyonlar1 olarak tanimlanabilir.
bu rasyonel fonksiyonlarin paydalar1 GL (n,R) de sifirdan farklidir. Boylece (z,y) — zy~!
doniigiimii analitiktir ve sonug olarak GL (n,R) bir Lie gruptur. G = GL (n,R) irtibath
degildir. Eger irtibath olsaydi, det fonksiyonu siirekli oldugundan, det G = R—{0} irtibath
olurdu, bu ise bir celigkidir.

Simdi SL (2,C) yi diigiinelim. T' € SL (2,C) olmak iizere

a j
v 4

T —
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olsun. Burada «, 3,7,6 € C olup ad — 5+ = 1 saglanmir. Ayrica T nin inversi

o —p
v«

71 =

dir. Eger T' € SU (2) ise

T-l=1"=

= QI
SIS

dir. Bu yiizden § = o ve y = —B dir. Buradan

(0%

=

T =

-

QI

olup, |a|*+|8]? = 1 dir. Bu sebeple SU (2),C2? de S3 birim kiiresine izomorftur. Ozellikle
SU (2) basit irtibathdir, [22].

TEOREM 2.2.2: SO (n,R), GL (n,R) nin daldirilmig bir manifoldudur, [23].
ISPAT: SO (n,R) ve GL (n,R) birer C* manifoldlardir.

[ SO(n,R) — GL(n,R)
A —  f(4)

olup, SO (n,R) ve GL (n,R) birer Lie gruplardir. Bu sebeple biitiin elemanlar: differen-
siyellenebilirdir. Buna gore f fonksiyonu C* dur. so(n,R) = {a € gl (n,R) | a + o’ = 0}
olup,

et so(n,R) — gl(n,R)

dir. Bu ise f, fonksiyonuna kargilik gelen jakobiyen matrisinin so(n,RR) nin biitiin ele-
manlar1 i¢in regiiler oldugunu gosterir. Boylece f in bir immersiyon (daldirma) oldugu
gosterilmis olur. Simdi ise f nin 1-boyutlu daldirma oldugunu gosterelim: F' fonksiyonu
1:1 dir. Gergekten V A, B € SO (n,R) igin A # B = f(A) # f(B) dir. Boylece f,

1-boyutlu daldirmadir. Bu da ispat1 tamamlar.
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SONUGC 2.2.1:50 (n,R), GL (n,R) nin daldirilmig bir manifoldu ve bir altgrubu
oldugundan SO (n,R), GL (n,R) nin bir kapal Lie altgrubudur.

TANIM 2.2.5: X ve Y iki topolojik uzay olsun. f ve g : X — Y doniisiimler

olsunlar. 3 F': X x J — Y siirekli doniigimii V x € X igin

F(z,0)=f(z) ve F(z1)=g(z)

olsun. Bu taktirde f, g ye homotoptur denir ve f ~ g ile gosterilir, [24].

TANIM 2.2.6: Xy C X olsun. f ve g: X — Y siirekli doniisiimler ise V z¢g € X igin
f(xo) =g (x) dir. 3F: X xJ — Y siirekli doniigiimiinde V z € X i¢in F' (z,0) = f (z),
F (z,1) = g (z) olmak iizere V¥ zp € X icin F (zo,t) = f (z0) = g (z0) ise 0 zaman f, Xp

a nazaran g ye homotoptur denir, [24].

TANIM 2.2.7: M bir topolojik uzay, yg sabit bir nokta olmak tizere « : I, — M ve

B : I, — M siirekli doniigiimleri i¢in, a (1,,) = S (I,) = yo olsun.
F (I, xJ)=F(&,t) = F (21, ..., %, t) , & = (&1, ..., %) € I,
olmak tizere
F:lI,xJ—MF(z0)=aveF(z,1) =€ F=F(z,t) ve F(I, x J)=ypisea~
dir. Burada F' e o dan 8 ya homotopi denir, [24].

TEOREM 2.2.3: «,f,7,6 : I, — M siirekli doniigiimler olmak {iizere

ve a & v, B £ § olsun. Bu durumda af J ~0 'dir, [24].

ISPAT: 0 £y =

F(z1,...,2,,0) = a(x1,...,2y)
F(z1,....zn,1) = v(x1,...,Tp)

F(l;lv"'al:nvt) = Yo, T = (m1>7$n) S In
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3 F: I, xJ— M olur. Benzer sekilde £5 =

G($17"'7$na0) = ﬁ(xla"wxn)
G (21, .y, 1) = 0 (21,...,%n)

G (1:17 7$n7t) = %o

3G : I, xJ — M elde edilir. Son olarak H : I,, x J — M asgagidaki seklinde tanimlansin:

F (2xy,...,xn,t) 0<z <1/2
G(2x1—1,..,xp,t) 1/2<27 <1

H(x1,...,xp,t) =

H siirekli oldugundan

F(2z1,...,2,,0) = a (221, ..., 2p) 0<z <1/2
G(2r1—1,.,2,,0) =021 —1,...,2,) 1/2<z; <1

H (371, ...,l’n,O) =

dir. Yani H (x1,...,2,,0) = af dir. Aym sekilde H (z1, ..., xn, 1) = 76 dir. Diger taraftan
H (33'1, ooy T, t) = yp dir. a(I,) = yp sartini saglayan biitiin « : I,, — M siirekli doniigiim-

leri diigiinelim. ~ bagintisi, a doniigiimlerini denklik simflarina ayirir, [24].

TANIM 2.2.8: Teorem 2.2.3 de tamimlanan H (z1,...,2,,0) = af ¢arpma iglemi ile
mn (M,y0) = {a | a: I, — M siirekli doniisiim} ciimlesi bir grup yapisi olugturur. Bu

gruba homotopi grubu denir, [24].

TANIM 2 2.9:M bir (Hausdorff) topolojik uzay, a ve 8 da M de xg dan x; e iki egri

olsunlar. Bu durumda
he T x 1 sirekli M
t , s) —  hits)

dontigiimii

(i) Vseliginh(0,s) =z ve h(l,s)=umz

(i) Vtel icin h(t,0)=al(t) ve h(t,1) = p(¢)

sartlarini saglarsa « ve § egrileri homotopiktir denir. h fonksiyonuna da « dan 8 ya

egriler i¢in homotopi (denklik) denir, sekil 2.2.3, [6].
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Sekil 2.2.3: Homotopik egriler

ONERME 2.2.1: Egrilerin homotopi bagmtis: bir denklik bagntisidir, 6]

ISPAT: (a) Yansima:

h: T x I — M

t , s) — h(ts)
Vselicin h(0,s) =x0 ve h(1l,s) =z

Vitel igin h(t,0)=a(t) ve h(t,1) = a(t) olur. Boylece
a(t) = af(t)
= h(t,0)=h(t1)
= h(t,1) =h(t,0)

= a(t) =alt)

o ~ o bulunur.

(b) Simetri:

a~f = h(0,s) =z, h(l,s) =m

h(t,0)=al(t) ,h(t,1)=p0(1)

olup « (t) ve [ (t) aym noktay:r gosterirler. Bu durumda



dir. Bu ise
a(t)=p8(@1) = B(t)=al(t)

olup () ile a (t) yine ayni noktay1 gostereceklerdir. Boylece 8 ~ « elde edilir.

(c) Gegisme:

a~B = h(t,0)=alt), ht1) =35

olup

a(t)=pB(t)
dir.

Bry = h(t,0)=p5() , h(t,1)=7()

olup

Bt)=~()
dir. Boylece

a(t)=7(t)

olup o ~ ~ saglanir.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Egriler arasindaki homotopi bir denklik bagintis1 oldugundan, zg ve x1, a nin bitis
noktalaridir ve [«], a nin denklik smifinm1 gosterir. Boylece [a], @ min biitiin homotopik

egrilerini ifade eder. Yani
] ={B|a~pB, h:TxI* K" rpy
dir.

ONERME 2.2.2: «, zgdan ;1 e, B da z; den x5 ye birer egri olsunlar.
(i) iki egrinin garpimi da bir egridir.

(ii) « egrisinin baslangic noktasi ile a~! egrisinin bitig noktas1 cakigiktir.
ISPAT: (i) o ve 8 nin carpimi o3 : I — M olmak tizere
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olup ¢t = 0 igin

t:%igin

a<2 ;) =a(l)=x;
ve

BEt—1)=B(0) =
t =1 igin

B(21-1)=B(1) =z

dir. Bu ise iki egrinin carpiminin da bir egri oldugunu gosterir.

.o . 71 . o .
b
(ii) o nm tersi o™+, z1 den x( e bir egri olup
alt)=a(l—t)
dir. Yani

zo — a(zo)=z1
ise

a M — I

a(zo)=z1—a ! (z1)=a~!(azo)=z0
olur. Dolayisiyla a~!(t) = a (1 —t) seklinde tammmhdir. o« ve a~', M de ayni nokta
ciimlelerini belirtiler. Ancak egriler ters yonlerde tanmimlanmiglardir. Bu nnedenle o nin
bitim noktasi, o~ ! in baslangic noktasi olup a 'nin baslangic noktasi ! in bitis noktasi

ile gakigir, [24].
ONERME 2.2.3: «g, a1 2o dan z; e,, Bo, 81 x1 den x ye egriler omak tizere , oig ~ g
ve By ~ [31 olsun. Her homotopi sinifi inverse sahiptir.

ISPAT: (i) 7 ~” bagmtis: denklik bagintisi olup yansima ozelligi saglanir. o Lo 041_1

dir.
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(i) apfy tanimh ise oy, de tammmhdir. Boylece agfy ~ a1/, egrilerin ¢arpiminin

ve tersinin denklik siniflar::
[0]8] = [aB] ve [o] 7' = [a"]
olur. Boylece [a] [a™!] = [aa™!] = [¢] dir. Bu da ispat1 tamamlar, [24].

TEOREM 2.2.5: M bir topolojik uzay olsun. Baslangi¢ ve bitig noktas1 zg € M
olan kapal egrilerin denklik siifi da [o][3] = [af], [a]~! = [a~!] olsun. Bu durumda [e,,]
birim elemani olmak iizere bir grup yapisi vardir. Bu gruba temel grup denir ve w1 (M, xp)
ile gosterilir. Bu yap1

w1 (M, x0) = {[a] | a (o), w0 € I}

seklindedir, [6].

ISPAT: Temel grubun grup yapisini gosterelim:

om (Myxg) x omi (M,xo) — w1 (M, 0)

olmak {izere ;

(i) Kapalilik: [o][5] = [@f] olup, a nin denklik simiflarmin 5 min denklik simiflariyla

garpimi, iki egrinin ¢arpiminin denklik sinifina egit olup kapalilik 6zelligi saglanir.

(ii) Birlesimlilik: V «, 3, v egrileri i¢in

olu. Birlesimlilik 6zelligi saglanir.
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(iii) Birim eleman: [e;,] [a] = [a] = @] [es,] olup birim eleman: vardir.

(iv) invers eleman: [a] ' = [a!] seklinde invers eleman tanimlanir.

Boylece (71 (M, zg) , ) yapisinin bir grup oldugu gosterilmis olur.
ONERME 2.2.4: Temel grup bir Lie gruptur.

ISPAT:
m1 (M, wo) = {[e] | & (20) , w0 € I}

Bir temel grup olsun. Buna gore

oG 7T1(M,x0) X 7T1(M,x0) — 7T1(M,Q?())
(o] ; [6]) — o] - 8]
seklinde tamimlansin. «¢g nin differensiyellenebilir oldugunu gosterelim: « nin denklik

smifi tanimindan

o] = {8 |a~B, h:IxI Ty

dir. Bir fonksiyonun differensiyellenebilmesi i¢in, o fonksiyonun her bilegenin differensiyel-

lenebilir olmasi gerekir. Burada h bilegik fonksiyonu olup

h: T x 1T sﬂzkli M
(t , s) — hits)
dir. Ayrica 7y (M, xo) bir topolojik gruptur ve ¢, s birer parametre oldugundan h dif-
ferensiyellenebilirdir. Dolaysiyla [a] [8] ' = [q] [ﬁ_l] = [aB7!] dan ag differensiyel-

lenebilirdir. Bu da ispat1 tamamlar.

TANIM 2.2.10: Eger M irtibath ise xg, 1 € M noktalar igin 71 (M, zg) ve
m1 (M, x1) izomorfik gruplardir. Bu sebeple temel grup baslangi¢ noktasi ile birlikte goste-
rilir ve 71 (M, zg) yerine 71 (M) yazilir. 71 (M), M ’'nin temel grubudur, eger f : M — N

topolojik uzaylar arasinda bir homeomorfizm ise

fer m (M, z0) — w1 (N, f (z0))

[a] — [foa]
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doniigiimiine temel gruplarn bir izomorfizmi denir, [6].
2.3 Homotopi Grubu Ornekleri ve Uygulamalari

TANIM 2.3.1: E reel sayilar ekseni iizerinde [0, 1] kapal araliginin kendisiyle n—kath

kartezyen ¢arpim [0, 1] seklinde gosterilsin. Bu durumda
C :10,1]" stirekli A C E"

ERaktadibd ¢

fonksiyonuna A da bir singiiler n-kiib denir, [18].

TANIM 2.3.2: A C E" de singiiler n-kiiblerin formal olarak toplami ve skalar ile

garpimu ile elde edilen linner birlegsime A da bir n—zincir denir, [18].
TANIM 2.3.3: M bir yiizey ve
C:[0,1]?>McE?

bir singiiler 2-zincir olsun. C nin siirladigr bolge A ise A nin C' ye gore Euler karakte-
ristigi
olarak tanimlanan bir tam sayidir. Burada V, E ve F| sirasi ile, C' nin kogelerinin, ayrit-

larimin ve yiizlerinin sayisini gostermektedir, [18].

TEOREM 2.3.1(Gauss-Bonnet Teoremi): M kompakt, irtibath ve yonlendirilmis
bir 2—Riemann manifoldu olsun. M nin Riemann (Gauss) egrilik fonksiyonu K ve Euler
Karakteristigi x (M) ise

/K =2m.x (M)
M
dir, [18].

ORNEK 2.3.1: Homotopik egrilerin tanimmdan, bu egrilerin birer singiiler n-kiib
olduklar: goérebilir. Boylece homotopik egriler icin Euler karakteristigi hesaplanabilir ve

Gauss Bonnet teoremi uygulanabilir. « ve 8 homotopik iki egrimiz olsun.
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/ )
P /:x
z =
\_ ¥

EZ

Sekil 2.3.1

Sekil (2.3.1) de goriildiigii gibi homotpik egriler igin V' = 4, F = 4 ve F' = 1 dir.

Boylece Euler karakteristigi

= 4441

dir. Bu da homotopik egrilerin Gauss-Bonnet teoremine uygulandigini gosterir..

Gauss-Bonnet Teoremi homotopik egrilere uygulanirsa, toplam Gauss egriligi:

/K = 2r.1
M

= 27
bulunur.

2.4 Lie Grup Uzerinde Sol invaryant Metrigin Grup izometrileri

G, irtibath bir Lie grup ve g € G olmak {izere
Lg G — G

r — gz
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sol oteleme,
Rgi G — G
1

r — xg
sag oteleme olsun. G nin biitiin sol Stelemelerinin ciimlesi
LG ={Ly|Lg: G — G },
r — g
G nin 6telemeler grubudur. Benzer gekilde
R(G)={Ry|Ry: G — G }
1

T — xg°

ciimlesi G nin bir Lie 6telemeler grubudur. Ayrica

v: G — L(G)
g — Lg

doniigiimiiniin bir izomorfizm oldugunu gosterelim;

1) ¢ homomorfizmdir:

v: G — L(G)
g—>Lg

olmak tizere V g1, 92 € G igin

p: G — L(G)
9192 — Lg1g2

ve
Log: G — G

r — (g192) %
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olur. (g192)z = (g1x) (922) = Lg1Lga olup, Lg1ga = Lg1Lgs 'dir. Boylece ¢ bir homo-

morfizmdir.

2) ¢ 1:1 dir: Bunun igin

0(g1) =9 (92) = g1 =92

oldugunu gosterelim.V g; € G olmak tizere

v: G — L(G)
g — Ly
olup burada
Lgi: G — L(G)
r — QT

dir. Yine V g3 € G igin

¢: G — L(G)
92 — ng

olup, burada

Lgo: G — L(G)
r — gow

'dir.¢ (91) = ¢ (g2) oldugu i¢in Lg; = Lgs olur. Bu da g1z = gox olmasi demektir V x € G
i¢in bu esitlik dogru oldugundan g; = g2 elde edilir.

3) ¢ Ortendir: V g € G olmak iizere
¢: G — L(G)
g1 — Lgl
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doniigtimii icin Lyz = gx olacak sekilde her zaman bir g € G mevcuttur.

v: G — L(G)
g — Lg
doniigiimii yukarida verilen ii¢ 6zellilgi sagladigi icin bir izomorfizmdir.

ds?® = dz?+dy?+dz? bir Riemann metrigi olsun. Bu metrik sol invaryanttir. Gercekten;
ds* = g (z,y, z) = dz* + dy? + dz*
olmak iizere. a € G igin

glatzatyatz) = d(at+z)+d*(at+y)+d*(a+t2)

= da? + dy® + d2?

g(x,y,2)

olur. Bu da metrigin sol invaryant oldugunu gosterir.

TANIM 2.4.1: I (G,ds*) ={¢ | ¢: G — L(G)} ciimlesi ds® nin biitiin izometri-
lerinin grubu olsun. L (G) C I (G, dsQ) dir. Eger I (G, ds2) , R (G) ciimlesini de kapsarsa,

ds? metrigine biinvaryanttir denir, [5].
TANIM 2.4.2: G, irtibatl, kompakt ve yar1 basit bir Lie grup, ds? de biinvaryant

ise I (G’, dsQ) birim elemani agagidaki gibi tanimlidir:

Iy (G,ds*) ={¢ | ¢(g) =Ly : G — G, Ly(e)=ge=g, e€ G},

ve benzer olarak

Iy (G,ds2) ={¢|e(g)=Ry:G— G, Ry(e) = egl=g1 ec G}
dir. Dolaywsiyla L (G) R (G) ciimlesi

L GYR(G)={f|f=LgoRy, g€G, Ly:G— G, R;: G — G}
seklinde elde edilir., [5]. Bu durumda asagidaki teoremler verilebilir.
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TEOREM 2.4.1: G, kompakt, irtibatli, basit bir Lie grubu ve ds? de G iizerinde sol
invaryant bir Riemann metrigi olsun. I (G, ds*) C L(G) R(G) dir. Boylece, Iy (G, ds?)
de her bir f izometrisi i¢in f = L, o R, olacak sekilde G de x ve y elemanlar1 mevcuttur,

[5].

ISPAT: I, (G, dsQ) , Tanmim 2.4.2 geregince L (G) R (G) de kapsanir. Boylece I (G, dsQ)

de taniml her bir f izometrisi i¢in oyle x, y € G vardir ki f = L, o R, dir.

TEOREM 2.4.2: G, kompakt, irtibath bir Lie grubu ve ds? de G iizerinde sol
invaryant bir Riemann metrigi olsun. Bu durumda

(i) Io (G,ds*) C L(G) R(G) ise L(G) < I, (G,ds?) “dir.

(ii) Io (G,ds*) C L(G)R(G) dir <= I (G,ds?) 'nin e deki izotropi grubu G nin ig

otomorfizmler grubunda kapsamr, [5].

ISPAT: i) G, kompakt, irtibatl bir Lie grubu ve ds? de G iizerinde sol invaryant
bir Riemann metrigi olsun.. G kompakt oldugundan, I (G, dsz) de kompakttir. Ciinkii
¢ : G — L (G) izometrisi mevcuttur. H, G nin e elemaninda I (G, dsQ) nin izotropi alt

grubu olsun. Burada
H={¢|poe=y, e birim doniisiim}
seklindedir. Boylece H, I (G, dsz) nin kompakt alt grubu olup
Iy (G,ds*) = L(G)H, L(G)NH = {birim} (2.4.1)

dir. Bu ise Iy (G, dsz) nin L (G) x H manifolduna diffeomorfik olmasini saglar. Boylece
H irtibath olur.

Iy (G, ds2) , L(G)R(G) de kapsamir. ds? biinvaryant olup sag ve sol telemeler yer
degistirebildiginden L (G) < Iy (G, ds?) dir.

ii) H C L(G) R (G) de kapsandigindan H "in her bir eleman1 L, o R, formuna sahiptir.

Diger taraftan

(LyoRy)(h) = Ly (Ry(h))



oldugundan H, G nin i¢ otomorfizmler grubunda kapsanir.
Tersine; H m, G nin i¢ otomorfizmler grubunda kapsandigini kabul edelim. Eger
f el (G,dsQ) ise (2.4.1) esitliginden f = L, o h olacak sekilde x € G ve h € H vardir.

Kabultimiizden h = L, o R, olacak sekilde y € G mevcuttur.

(Lz o Ly) (9) = La (Ly (9)) = La (yg) = = (y9) = (2y) g = Lay (9)

olup V y € G igin saglandigindan L, o Ly = L, dir. Bu sebeple f = L, o R, dir. Boylece
Iy (G,ds*) € L(G) R(G) dir.

TEOREM 2.4.3: G; kompakt, irtibath bir Lie grubu, ds? de sol invaryant Riemann
metrigi ve L(G) < I, (G,ds?) olsun. Iy (G,ds?) nin L (G) R(G) ’de kapsanmas: i¢in G

nin yar1 basit olmasi gerek kosuldur, [5].
ISPAT: G yan basit ve L (G) < Iy (G,ds?) olsun. h € H, z € G olmak tizere
hoLyoh ' =h(Lyh™') =hah™!
olup L (G) de saglanir. Burada ¢yle bir y € G vardir ki
hoL,=Lyoh

dir. Ciinkii ho L, o h™!, L(G) de kapsandigindan y € G igin ho L, o h~! = L, dir. Her

iki tarafi sagdan h ile igleme tabi tutarsak;

holL,oh™ )oh = Lyoh

(
= (hoLg)o (h™ oh):Lyoh
(hoLg)oe=Lyoh

(

holLy)=Lyoh (2.4.2)
olur. Bu ozellik V z € G i¢in h (zz) = yh (z) seklinde gosterilebilir. Gergekten (2.4.2) den

(hoLg)oz = (Lyoh)oz

!

h(Lyz) = (Lyh) 2

!

h(zz) =yh(z) (2.4.3)
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bulunur. (2.4.3) de z yerine e alinirsa
h(ze) = yh (e) (2.4.4)
olup, H izotropi grubu oldugundan h (e) = e elde edilir. Boylece (2.4.4) ifadesi

h(z) =y

olur. (2.4.3) den
h(xz) =h(z)h(z)

bulunur. Bu ise H 1 her bir elemaninin G nin bir otomorfizmi oldugunu gosterir. Yani

H izotropi grubu, G nin otomorfizm grubunda kapsanir. Bu da ispati tamamlar:

SONUC 2.4.1: G, kompakt, yar1 basittir ve irtibatl bir Lie grubu ve ds? de G
’de bir sol invaryant Riemann metrigi olsun. Iy (G,ds?), L(G) R(G) ’de kapsamr <=
L(G) < (G,ds?), [5].

Sonlu bir g Lie cebiri, gy, g9, ..-,gs, G de basit idealler olmak iizere g=g,®...Bg,
direkt topolamina esittir. s, g nin biitiin basit ideallerinin sayisini gostersin. g Lie cebiri
ile verilen irtibatli, yar1 basit Lie grubu i¢in s (G) = |G| = |g| = s (g) ’dir. Bunun sebebi;
g sonlu oldugundan g ye karsilik gelen G Lie grubu da sonludur. Dolayisiyla G nin her
bir elemanina bir ideal denk gelir.

Kompakt, irtibath ve {e} den farkli G Lie grubu yar1 basittir. = w1 (G) temel
grubu sonludur. Bunun tersi de dogrudur. Eger G, kompakt, irtibatli, basit bir Lie grup
ise G’ nin 3-boyutlu homotopi grubu 73 (G), (Z,+) grubuna izomorfiktir. Bu sebeple G
kompakt, irtibath ve yar1 basit bir Lie grup ise s = s (G) = |G| igin 73 (G) = Z° olur.

YARDIMCI TEOREM 2.4.1: K, kompakt, irtibath bir Lie grubu olsun. G ve H,
K nin kapali altgruplar1 ve K = GH ve G N H = {e} olsun.

(i) G ve H irtibathdur.

(ii) K yar basittir <= G ve H ' ikisi de yar1 basittir.

(iii) K, G ve H yan basit ise |K| = |G| + |H]|, [5].
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ISPAT: (i) Kabuliimiizden G ile H kompakt ve K, G' x H ’a diffeomorfik oldugundan
G ve H irtibathdir.

(ii) K, kompakt, irtibath bir Lie grup oldugundan
i (K)=m (G)+m(H), i=1,2,.. (2.4.5)

‘dir. ; (K) sonludur.Dolayisiyla 7; (G) ve 7; (H) sonludur. Tersi de dogrudur. Oyleyse
G ve H yan basittir.

(iii) K, G ve H yan basit ise 73 (K) = Z*, 73 (G) = Z9 ve w3 (H) = Z" dir. (2.4.5)
'den k = g @ h olur. Qiinkii k = |K|, g = |G| ve h = |H| dur.

ONERME 2.4.2: Eger k, kompakt ve yar1 basit, g, h alt cebirlerinin direkt toplami
da k=g ® h ise, k kompakt, yar1 basittir ve |k| = |g| + |h| dir, [5].

ISPAT: K, k Lie cebiri ile verilen basit irtibathi bir Lie grup olsun. G ve H da, g ve
h Lie cebirleri ile verilen K nin irtibath Lie altgruplar: olsun. Buradan G ve H kompakt
ve yar1 basittir. GH = K ve GN H = {e} oldugundan K kompakttir. Yardimci teorem
2.4.1 den K nin yan basit ve |K| = |G| + |H| oldugu goriiliir.

TANIM 2.4.3: M bir manifold ve T' (M) bir Haussdorf uzay olmak iizere

P: T(M) — M
(p,Y) — p

doniigiimiine izdigim dontgimi denir, [6].
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Tir)

Sekil 2.4.1: Indiisiim dondistimii

TEOREM 2.4.4: K, kompakt, irtibath Lie grup olsun. G ve H da K nin irtibath
kapali altgruplar: olsun. Buna gore;

(i) G grubu basittir,

(il) K = GH ve GN H = {e},

(iii) H, K nin {e} haricinde hi¢ bir normal altgrubunu kapsamaz.

ozellikleri saglaniyor ise G, K nin normal altgrubudur, [5].

ISPAT: k, g ve h, K, G ve H m Lie cebirleri olsunlar. Hipotezden bu Lie cebirleri
kompakttir. (i) ozelligi saglandigindan dolay1 G basittir. (ii) den k Lie cebiri g ve h
Lie cebirlerinin direkt toplamidir. Yani k=g @ h. Ayrica G N H = {e} oldugundan Lie
gruplarina kargilik gelen Lie cebirleri igin g N h = {0} olur. (iii) den, H, {e} nin haricinde
K nin hi¢ bir normal altgrubunu igermediginden H ’a karsilik gelen h Lie cebiri {0} n
haricinde k nin hi¢ bir idealini igermez.

G nin K nin normal altgrubu oldugunu ispatlamak i¢in g nin k da bir ideali oldugunu
gostermeliyiz. Gergekten eger g, k nin bir ideali ise X € g, Y € k olmak iizere [X,Y] € g
dir. [X,Y]=XY —Y X € g oldugundan XY =Y X olup G, K 'nimn bir normal altgrubu
olur.

"g, k da bir basit ideal ise, g, k da kendi kendisinin bir idealidir."

Gercekten ¢', k da g yi kapsayan basit bir ideal ise K min irtibath, G’ ’niin yerini

tutan, g’ Lie cebiri kompakt ve basittir. G, G’ 'niin kapal bir normal altgrubudur ve
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H' = H N G kompakttir. (ii) den G’ = GH' ve GN H' = {e} dir. Eger G, G’ niin 6z
altgrubu iseH' de G’ niin 6z altgrubudur. Ciinkii G = {e} dir. Yardimc1 teorem 2.4.1 den
dolay1r H' yar1 basit ve irtibathdir ve |G'| = |G| + |H'| *diir. ¢’ basit ideal oldugundan
|g’| = 1dir. |g'| = |G| oldugundan |G’| = 1 dir. Buradan |G’| = |G| + |H’| oldugundan
|H'| = 0 bulunur. Bu sebeple G, G’ niin 6z altgrubu degildir. Yani G = G’ olur. Boylece
g = ¢ ve g, k nin bir idealidir.

Simdi g nin k da herhangibir basit ideal tarafindan kapsanmadigini kabul edelim. k,
kompakt bir Lie cebiri olsun., k£ nin merkezi kg ve ki, ...,k , k da basit idealler olmak
iizere k=ko®k1D...®k,, direkt toplami olsun. Boéylece g nin, k da en az bir basit ideal
tarafindan kapsandig goserilmis olur. Bu ise g nin k da herhangibir basit ideal tarafindan
kapsanmamasiyla gelisir.

P; : k — k; izdiisiim doniisiimii olsun. Bu durumda

Pi: k — Kk

r — M

Po: kb — ko

r — T9

Pp,: &k — k,

r — Tn

yazilir. P; ler birer Lie cebir homomorfizmi oldugundan gnN Pi—1 (0), g de bir idealdir. Bu
sebeple gNP; ! (0) = {0} yada gNP; ' (0) = g dir. g # {0} oldugundan gNP; ' (0) = {0}
olacak sekilde bir i saysi vardir. g N P;* (0) = {0} ise i # 0 igin P; (g), g ye izomorfiktir.

Gergekten, i = 0 ise Pg(g), k nmin ko merkezinde kapsanir. Boylece 7o (g) degisimli
olur ki bu da g nin basit olmas ile geligir. 4 lerin degistirilmesi ile, g N Pfl (0) = {0}

olsun. gNkj, g de bir ideal oldugundan gnNk; = {0} yada gk, = g dir. Eger gnki=g
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ise g C k1 olur. Bu ise g nin k da herhangi bir basit ideal tarafindan kapsanmamasiyla

geligir. Bu sebeple gnk; = {0} dir. 71 (¢9) C k1 oldugundan

gNPi(g) ={0} (2.4.6)

elde edilir.
P; : kK — k; izdiistim doniisiimii oldugundan 71 in k; deki karsiligi k; in birimidir.

Diger taraftan (2.4.6) dan ve g C k1 oldugundan

[9:P1(9)] C lg, k1] C k1

yazilir. Boylece

[9.P1(g)] =P1[g,m1(9)] = [P1(g9),P1(g)] CPi(g) (2.4.7)

bulunur.

k'=g+m(g) (2.4.8)

olsun. (2.4.8) ’den, k' niin k alt cebiri oldugu goriiliir ve Py (g), k' 'niin basit idealidir.
g, k da bir ideal ise (2.4.7) den [g,P1(g)] = {0} elde edilir. (2.4.8) den [g,P1(g)] =
[P1(g),P1(g)] dir. Boylece Py (g) degisimlidir. Bu Py (g) & g olmast ile geligir. Bu sebeple
g, k' niin bir ideali degildir.

Onerme 2.4.2 den k', kompakt, yar basit ve |k’| = |g| + [P1 (g)| = 2 'dir. k} =71 (g)
olsun. Buradan k' de

k'=k\ 4K (2.4.9)

direkt toplam olacak sekilde bagka bir kb basit ideali vardir.
(2.4.9) ile (2.4.8) karsilagtirilirsa

boy g = boy k' = boy kb

elde edilir. g Nk}, g nin bir ideali oldugundan g N k5 = {0} veya g Nk = g dir. Eger
gnNky=gise
boyk!, = boyg
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oldugundan g=~k) olur. Bu ise g nin k' de bir ideal olmamasiyla celisir. Bu sebeple
kyng={0} (2.4.10)
bulunur. h’=k'Nh olsun. Buradan
K'=g+h (2.4.11)

direkt toplamidir ve (2.4.11) ile (2.4.8) iin kargilagtirilmasi ile boy h' = boy g elde edilir.
K', k' ye karsilik gelen, K nmin bir Lie altgrubu olsun. H' = K’ N H olsun.K’, kompakt
ve semisimple oldugundan, H' kompakttir. Diger taraftan K’ = GH' ve G N H' = {e}

yazilir. Yardimec: teorem 2.4.1 den H' irtibathi ve yar1 basittir. Ayrica
H'|=|K'|-|Gl=2-1=1

oldugundan.H’ basittir. (iii) den K, K/H = K'/H' de efektif hareket ettiginden, K’ de
K'/H' de efektif hareket eder. Buradan H', K’ de {e} haricinde hig bir normal altgrubunda
kapsanmaz ve h’, k' 'niin {0} haricinde hi¢ bir idealini igermez.

fi (i=1,2), (2.4.9) direkt toplamma karsilik gelen k' ’den k; ye izdiigiim olsun. f/
,g iizerinde f; nin kisitlamasi, f/’, h' iizerine f; nin kisitlanmis: olsun. (2.4.6) ile (2.4.10)

"den
17H(0) = g N ky = {0}
5 1 (0)=gnk; = {0}
bulunur. Bu sebeple f/, g den k] ye bir izomorfizmdir.

h' basit oldugundan f} ~*(0) = A’ N kb = {0} dir yada A’ N kb = k' diir . Buradan
h'=k), elde edilir. h’, k' niin {0} haricinde hi¢ bir normal altgrubunu kapsamaz. Bu
sebeple f’ 71 (0) = {0} yazilir. Benzer sekilde f (0) = {0} bulunur. Bu sebeple f/, b’
den k; ye izomorfizmdir.

h=f) 1o Yo f 1o f1 olsun. Burada h, g nin bir otomorfizmidir. Kompakt, yar1

basit Lie cebirinin otomorfizmi sifir olmayan sabit vektor igermediginden, g de h (X) = X

olacak sekilde sifir olmayan X vektorii vardir. Y = f{’fl o f{ (X) olsun. Buradan Y € h’
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ve fi (V) = f{(X) yani f1 (X) = f1 (V) dir. Diger taraftan, f; ‘o fy (V) =h(X)=X
oldugundan f§ (Y) = f5(X) olur. Yani fo (X) = fo(Y) dir. Boylece

X=X+ LX) =)+ fY)=Y

elde edilir. Dolayisiyla X =Y € gnh’ = {0} olur. Bu X # 0 olmasi ile celigir. bu celigki
g nin k da hig¢ bir basit ideal tarafindan kapsanmamasi kabuliinden kaynaklanmaktadir.

Bu da teoremin ispatini tamamlar.
ONERME 2.4.3: Teorem 2.4.4 ifadesi, Teorem 2.4.1 nin ifadesine denktir, [5].

ISPAT: Teorem 2.4.4 (ii) den K/H homojen uzay: tanimlanabilir. Yani M = K/H
olsun. Boylece K x M — M doniistimiine gore K, M {iizerinde siirekli etki
(9 , =H) — (g2)H
ederver(g9): M — M  bir homeomorfizmdir. Boylece K, M iizerinde gegisli etki
xH — gxH
eder. Buna gore M = K/H bir homojen uzaydir. Bu 6zelligin saglanmasiyla K nin G
iizerinde efektif etki ettigi goriiliir.

Teorem 2.4.4 (iii) ile G 'nin her bir elemam G iizerinde sol 6teleme ile hareket eder.
Ciinkii H, K mn {e} haricinde hig bir normal altgrubunu igermez. K, G iizerine efektif
etki ettiginden V p € G i¢in a.p = p ise a = e olacaktir. Boylece G nin her bir elemani igin
e.p = p olup sol dteleme saglanir.

H kompakt oldugundan, dyle bir ds? Riemann metrigi vardir ki K nin etkisi altinda
G de degismez kalir. Buradan K C I (G, d52) ve ds?, G iizerinde sol invaryant Riemann
metrigidir. Eger Teorem 2.4.1 saglanirsa Io (G, ds?) C L(G) R (G) olur. Ciinkii G basittir.
Teorem 2.4.4 de ise Iy (G,ds?), L(G) R(G) de kapsamrsa L(G) < Iy (G, ds?) oldugu

belirtilmistir. Boylece G, K nin normal altgrubudur.

TEOREM 2.4.5: SO (3) iizerinde iki sol invaryant metrigin izometrik olmas igin

gerek ve yeter kosul ayni karakteristik degerlere sahip olmalaridir.
ISPAT: g;, ve g1, birer sol invaryant metrikler olmak iizere,
¢ (50(3),91,) — (SO (3),9r,)
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bir izometri olsun. Genelligi bozmadan ¢ (I) = I oldugunu kabul edelim.
dpr:s0(3) — so(3)

dontisimi gz, nin karakteristik vektorlerini, gr, nin karakteristik vektorlerine gotiirsiin.
de; uzunlugu korudugundan, bu iki metrigin karakteristik degerleri aynidir.

Tersine: gr, ve g2, SO (3) iizerinde E = {e1, ez, ez} ve F = {f1, f2, f3} fakh karak-
teristik vektorleri ile verilen iki metrik olsun. Iki metrigin karakteristik degerleri aymi

olsun. FE ve F bazlar1 aym yonlendirmeye sahiptir. Boylece x € SO (3) olmak {izere
Ady : s0(3) — so(3)
doniigiimii £ bazimi F' bazina gotiirecektir. Buradan
©: (S0 (3),90,) — (SO (3),9L,)

doniigiimii bir izometridir. Bu da ispat1 tamamlar.
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3. BOLUM
LiE GRUPLARININ UYGULAMALARI

Bu bolumde, asagida tanimlanan Lorentz metriklerinin tamliklar: incelenecek ve bu
metriklere gore 3-boyutlu Heisenberg grouplarda homojen geodezikler hesaplanacaktir.3-

boyutlu Heisenberg grup iizerinde ii¢ farkl sekilde Lorentz metrik ifade edilebilir. Yani
g = —dz®+ dy? + (zdy + dz)2 ,
g2 = da? 4+ dy? — (xdy + dz)?, (3.1.1)
g3 = da® + (zdy + dz)* — (1 — 2) dy — dz)*

"dir, [25].

TEOREM 3.1: (3.1.1) de tanimlanan g1, g2 ve g3 Lorentz metrikleri sol invaryant

metriklerdir.
ISPAT: (i) (3.1.1) in birinci esitligi V a € Heiss i¢in
etz a+ya+tz) = —d*(a+a)+d*(a+y)+d’y(a+z)+
2(a+z)d(a+y)d(a+2)+d*(a+2)
= —da?® + dy? + xd®y + 2xdydz + d°=
= —da? 4+ dy? + (zdy + d2)* = g1 (z, y, 2)
olur. Bu da g; metriginin sol invaryant olmasini gosterir.
(ii) (3.1.1) in ikinci esitligi V a € Heiss igin
glat+z, at+yatz) = dat+z)+d*(aty)—d (a+y)(at+z)—
2(a+z)d(a+y)d(a+z)—d*(a+tz)
= —da? + dy? — xd*y — 2xdydz — d*z

= —d2’ +dy’ — (zdy +dz)’ = g (x, y, 2)
bulunur. Bu ise g2 metriginin sol invaryant olmas1 demektir.
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(iii) (3.1.1) in iiciincii esitligi vV a € Heisg igin

gs(a+z, atya+z) = dPa+z)+(a+z)’d(a+y)+d*(a+2)+
2(a+a)d(a+y)d(a+z)—[(1—(a+a))d (a+y) -
2(1—(a+x))d(a+y)d(a+z)+d* (a+2)]
= da® + 2°dy® + 22dydz — [(1 — z) dy* — 2 (1 — z) dydz + d2°]

= do® + (zdy +dz)? — (1 —z)dy — d2)* = g3 (z, ¥, 2)
olur. Bu ise g3 metriginin sol invaryant oldugunu gosterir.
TEOREM 3.2: 3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde tanimlanan
g3 = da® + (zdy + dz)? — (1 — 2) dy — dz)?
Lorentz metrigi diizlemseldir, [26].

ISPAT: Heiss iizerinde bazlan

0 0 0 0 0
%7 €2 (1—1‘) a0 €3 T5-

“a= “ oy 522 @ oy "oz

olarak secelim. Bazlara gore
g3 (e1,e1) = g3 (€2, €2) = —g3 (e3,€3) = 1.
‘dir. Bu bazlara gore
Ve, =0, Ve,e1 = Vezer =e2 —e3, Vg2 = V3 = Vesez = —e1

ve
[62, 63] =0, [63, 61] = e2 — €3, [62, 61] = €2 — €3

elde edilir. g3 metriginin diizlemsel oldugunu gostermek icin
R(e1,e3) = R(e1,e2) = R(ez,e3) =0
oldugunu gostermeliyiz. Egrilik tensorii igin
R(z,y) = Vipy — VaVy +V, Vy
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esitliginden;

R (617 63) = v[el,eg] - vel VGS + v€3v51
— Veyey— 040

= 0,

R (617 62) = v[el,ez] - ve1 V62 + VGZVBI
- veg—ez —-0+0

= 0,

R (627 63) = V[e2,e3} - vezvea + vesvez
= 0—Ve,Ves + Vey Ve,

=0
elde edilir. Boylece g3 metrigi diizlemseldir.
3.1 Heiss Grubunda Homojen Geodezikler

TANIM 3.1.1: H bir diferensiyellenebiilir manifold ve K bir Lie grup olsun. Eger
i) V ki, ko € K veV p€ H igin

(k1k2) -p = k1 - (k2 -p),
ii) V p € H ve K nin birim eleman: e olmak iizere

K x H — H
(k , p) — k-p

diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa H ya bir K —manifold denir. Bu fonksiyona da K

nin H iizerine bir diferensiyellenebilir etkisi ad1 verilir, [19].
TANIM 3.1.2: H bir K—manifold olsun. Bir p € H i¢in H nin
K-p={k-p|lkeK}
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alt ctimlesine p deki K —yoriinge denir. Tiim K —yoriingelerin ciimlesine de yoriinge uzay1

adi verilir, [19].

THEOREM 3.1.1: g metrigi g1, g2, g3 metriklerinden biri olmak iizere (Heiss,g)
3-boyutlu Heisenberg grubu verilmis olsun. O zaman (Hs, g) bir geodezik yoriinge mani-

foldudur.

ISPAT: hj 3-boyutlu Heisenberg grubun Lie cebirini gostersin. 3- boyutlu Heisen-
berg grup bir homojen uzay oldugundan Heiss = M /K ve buradan m = hs @ k direkt
toplami yazilabilir. k, biitiin self-adjoint A endomorfizmlerinin ciimlesine izomorf olsun.

{e1, ea, e3} ortonormal bazini segelim. a, b, ¢ reel sabitler olmak iizere
A(e1) =bes +ces, A(ez) = —be; +aez, Al(es) =ce; + aey (3.1.2)

yazilabilir. Uc metrik icin de k ciimlesini olusturarak, homojen geodeziklerin denklemlerini

bulmak ispat1 tamamlar.
i)
g1 = —dz? + dy* + (zdy + dz)2

Lorentz metrigi icin homojen geodezikleri hesaplayalim. hg cebiri i¢in

9 ,_o0_ o0 __9
0z’ 62_8y Yo BT ag

€1 =

bazi mevcuttur. Bu baz icin Lie operatorii

lea,e3] =e1, [es,e1] =0, [e2,e1] =0.
olur. Boylece
le1,e2] = Aze3, [e2,e3] = Aier, [e3,e1] = Aaer
genel halinden
M=1, A=0, A\3=0 (3.1.3)

elde edilir. Boylece Ricci egrilik tensorii p yu hesaplayabiliriz:
1
wi = §(>\1+)\2+)\3)—)\i
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ifadesinde (3.1.3) gozoniine alinirsa

- _ - — = 3.1.4
251 9 125 y M3 9 ( )

bulunur. p Ricci Egrilik Tensorii

p1 = 2popts, P2 = 2M1H3,  P3 = 2o

oldugundan
1
B 1
P2 = 9
_ 1
P3 = 9
bulunur. Burada Ay # A2 = A3, ve puy # gy = pz olup b = ¢ = 0 elde edilir. A
endomofizmini i¢in (3.1.2) den
A(e1) = aeg +bes, Af(ez) = —aey +ce3, A(eg) = —be; — cey
elde edilir. Buradan
A(el) = O, A(eg) = €3, A (63) = —e9.
olur.
X =x1e1 + x9ex + x3e3 + a1 A (e1)
vektoriiniin geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart, ( € Z olmak tizere
0 = C$1
x3 (.%'1 + al) = (x2 (3.1.5)

z2 (21 —a1) = (x3

olmasidir. Gergekten
91 ([X, Y], Xns) = Co1 (Xny, Y) , Y =¢
yazilir. Burada sirasiyla Y = e; alinirsa
0= (1,
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Y = ey alimirsa

x3 (1 + a1) = (x2,

Y = eg alinirsa

xo (x1 —a1) = (x3

elde edilir. Eger ¢ = 0 ise, (3.1.5) den x93 = 23 = 0 yada a3 = = dir. ¢ # 0 igin,
x1 = 9 = x3 = 0 dir. Sonug olarak xie; + xoeo + x3es vektoriiniin hs de bir geodezik

olabilmesi icin gerek ve yeter kosgul
X =z1e1 + x2e2 + 2363 + 2141

olmasidir. Boylece Heisg deki biitiin geodezikler homojen geodezikler olup (Heiss, g1) bir

geodezik yoriinge manifoldudur.
ii)
go = dz? + dy? — (zdy + dz)2

metrigi icin homojen geodezikleri hesaplayalim. hs cebiri i¢in

A
"o TP T 0 oy P oz
baz1 mevcuttur.
e Q e T 9 — 2 e g
Yo TP 0 oy P oz
Bu baz icin Lie operatorii
[617 62] = €3, [627 63] = 07 [617 63] =0.

dir.Boylece

le1,e2] = Aze3, [e2,e3] = Aier, [e3,e1] = Aaer

genel halinden

elde edilir. Buradan Ricci tensor p (i) dekine benzer sekilde hesaplanabilir:
1
Mizi()‘l+)\2+)\3)_)\i‘
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oldugundan

ve

pL = 2pp3

P2 = 2u1p3

p3 = 24y

bulunur. Burada A\; = \a # A3 ve p; = pg # pg 'dir. Boylece a = ¢ =0 dir. (3.1.1) den
Aler) = aeg +bes, A(ez) = —ae; +ces, A(es) = —be; — ces

ve

A(el) = €2, A(€2) = —e€1, A(eg) =0.

elde edilir.

X = x1e1 + x2e2 + w33 + a3 A (e3)

vektoriiniin geodezik olmas igin gerek ve yetre kogul

x9 (23 +az) = (1
—I1 (1'3 — ag) = CQJQ (316)
0 = Cxs

olmasidir. Gergekten; (i) deki islemler go metrigi igin tekrar edilirse

92 ([X’ Y]hg 7Xh3) = <92 (Xhaay) y Y =¢

50



formiiliinden (3.1.6) elde edilir. Eger ¢ = 0 ise, (3.1.6) dan x; = z2 = 0 yada az = —x
bulunur. ¢ # 0 igin, 1 = z2 = x3 = 0 dir. Sonug olarak zie; + xoes + x3e3 vektoriiniin

h3 de geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
X =x1e1 + xoeg + x3€3 + 1343

olur. Boylece Heiss deki biitiin geodezikler homojen geodezikler olup (Heiss,gs) bir

geodezik yoriinge manifoldudur.
iii)
g3 = da® + (zdy + dz)? — (1 — 2) dy — dz)?
metrigi icin homojen geodezikleri hesaplayalim. hg cebiri igin

9 e —g—i-(l—a:)g e —2—3:2
ox’ 2 oy 9z 7 oy 0z

e =
bazi mevcuttur. Bu baz icin
le2,e3] =0, [er,ea] =e3—e2, [e1,e3] =e3—ea.

bulunur.

le1,ea] = (26 — Xg) ez — €9, € = £1
[e1,e3] = —Azea +e3
[e2, €3] = Areq

olup, e =1, Ay = 1, A\; = 0 dir.Boylece

a=0,c=-b#0
olup (3.1.1) goz oniine alinirsa

Aep = ey —e3, Aeg = —eq, Aez = —e;

elde edilir.

X =x1e1 + x2e2 + w363 + a1 A (€1)
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geodeziktir gerek ve yeter kosul

(z2 +23)° = (a1
—T1 (xg + .rg) = (x9 (317)

r1 (22 —x3) = — (23

olmasidir. Eger ( = 0 ise, (3.1.7) ten 21 = 29 +x3 =0 dir. ( #0ise, x1 =23 =23 =10

elde edilir. Bu nedenle geodezik vektorler
X =x161 + x2e9 + 133 — (372 + 333) As.

olarak verilebilir. Boylece Heiss deki biitiin geodezikler homojen geodezikler olup (Heiss, g3)

bir geodezik yoriinge manifoldudur.
3.2 Heiss Uzerinde Tanimli Lorentz Metriklerin Tamliklar:

YARDIMCI TEOREM 3.2.1: Bir G Lie grup ve g de bu Lie grubunun Lie cebiri

olsun. ad*, ad doéniisiimiiniin adjoint (ek) doniigiimii olmak iizere
T = adyx (3.2.1)
denkleminin ¢oziimii, g nin geodezikleridir, [27].
ISPAT: V, metrikle birlesen Levi-Civita konneksiyonu olmak {izere

VX, Y egicin VxY == {[X,Y] — ad%Y — adi- X}

1
2
seklindedir. Buradan Y = X alinirsa

1
VxX = ;{20d5X)}

= adyX
bulunur. Bu da istendir.

TEOREM 3.2.1: g Lie cebiri 2-adimda ¢oziilebilir olsun. Boylece g nin degisimli,

tiimleyen boyutlu bir ideali vardir. Bu ideali u ile gisterelim. G iizerinde bir sol-invaryant
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Lorentz metrige kargilik gelen i¢ carpim (.,.) ile verilsin. (.,.) | dejenere degilse, ey ¢ u

u
olmak {izere, (e, u) = 0 dir ve g= Reg @ u direkt toplami yazilabilir. Boylece

5= 5 (adey +ad,)

ve
-1 . o
L_+¢(t) = moeo +

olmak {izere (3.2.1) denklemleri, %o ve & igin sirasi ile,

fp = — ([eo, x], ) _ (Sx,z)
<€07 60) <60, €0>

i =z (adf, @) .

elde edilir. Burada S gekil opeartoriinii géstermektedir. Burada

L(X): g — g
Y — XY
olmak iizere L (X) = ad (X) dir. Ayrica ad*, ad doniigiimiiniin adjoint (ek) doniisiimiidiir,
[27].
ISPAT:
L;(%)*é(t) = zpe0+r = ¢(t) = Ly zoeo + Loy
= (zoeo) Le() + L)
‘olur.
(Sz,x) = (ade, + ady) =, a:>

2
((adeyz, ) + (ad; z, x))

—_

(<[607$] ,$> + <[607m] ,.’13>)

—~

[607 x] ) ‘T>
bulunur. zgeg + x egrisi bir geodezik oldugundan
v(dfoeo-‘y—x) (erO + l’) = V:Eoe()x()e[) + VxX =0.

53



Boylece
V;po.foeo + veoeol‘o = -V, X (3.2.2)

elde edilir. V., e9 = 0 oldugundan (3.2.2) de goz dniine alinirsa
i‘oeo = —x
olur.

(Toeo,e0) = —(,e0)

[607 l‘] ’$>

— dg(eo,e0) = —([eo,z],2)

{
{
{
({[eo, 2], z)

= =7 (€0, €0)

bulunur. ([eg, ], z) = (Sz,x) oldugundan

G0 = — (leo, 2], ) _ (Sz,x)
<60760> <€0760>

elde edilir. Simdi # ile &g arasindaki bagintiy1 gosterelim.
(Vyz,e9) = (Sx, z)

,[28], oldugundan

(Vex,e0) = ([eo, ], )
= (adey, z)
= (I,ad},,)

— (i,e0) = (I,ad}x)

dir. Her iki tarafi xg ile carparsak
(zoeo, &) = (xo, ad}, x)
elde edilir. Bu ifade V zpeg i¢in dogru oldugundan
& = (xo, ad )
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dir. Boylece
. <[607$]7$> <S$U,l‘>
mo = — = —
(€0, €o) (e, €0)

T = g (ad;focv) .

elde edilir.

TEOREM 3.2.2: ¢ metrigi, 3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde tanimlanan bir

Lorentz metrik olsun. g metrigi geodezik olarak tamdir.

ISPAT: 3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde (3.1.1) de tanimlanan ii¢ tane Lorentz

metrigi vardir. Buna gore;

g1 = —da® +dy? + (zdy + dz)?,
g2 = da? +dy? — (xdy + dz)*  ve

g3 = dz? + (zdy + dz)* — (1 — z) dy — dz)*

i) g metrigi
g1 = —da® + dy? + (zdy + dz)?
olsun. Heisg iizerindeki bazlar1 da

9 o o 0
0z’

€] —
olarak secelim. Bunlara gore

g1 (e1,e1) = g1 (e2,e2) = —gi1 (e3,e3) = 1.

olur. {ea, es} baz iizerinde
VxX = ad}X
oldugundan
ad;,er = —e3, ady,e; = —ey

bulunur. u ideali e tarafindan gerilir ve null degildir. Boylece ez, e3 ¢ u olmak iizere

g1 (e1,u) |=0, g1(e2,u) 0 ve hy = Reg ® u.
u

u
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elde edilir. Buna gore {e;, e2, e} sisteminin hg igin bir ortogonal baz oldugu séylenebilir.
[627 63] = €1, [637 61] == 07 [627 61] =0.

olmak tizere

ad*e; =
-1 0

elde edilir.Eger Lg(i)*c’ (t) = x1e1 + waea + w3es almirsa, (3.2.1) denklemleri

i‘g = — I173
x.g = — I1X2.

olur. Boylece g1 metrigi tamdir.
ii) g metrigi
g2 = da® + dy* — (zdy + dz)2

olsun. Heiss iizereindeki bazlar:

olarak secelim. Bu bazlara gore

g2 (e1,e1) = g2 (e2,€2) = —ga (e3,e3) = 1.

{e1, €2} baz iizerinde
VxX =adyX
oldugundan

*k *
adg e3 = —ez, adge3 = —e;

elde edilir. u ideali eg tarafindan gerilir ve null degildir. Boylece e;, es ¢ u olmak iizere

g2 (e1,u) |=0, ga2(e2,u) 0 and h3 = Reg @ u.
u

u

bulunur.
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Buna gore {e1, ea, es}sisteminin hg i¢in bir ortogonal baz oldugunu sdylenebilir ve
[61, 62] = €3, [63, 61] = 0, [62, 61] =0.

olmak tiizere

0 -1
1 0

ad*es =

elde edilir. Eger Lc_(i)*c’ (t) = z1e1 + woea + xz3e3, alimirsa (3.2.1) denklemleri

;'6'1 = I1X3
i’g = — I2X3
jjg = 0

bulunur. Béylece go metrigi tamdir.

iii) g metrigi
g3 = da* + (zdy + dz)* — (1 — z) dy — dz)?
olsun Heiss iizerindeki bazlar1 da

0 0 0 0 0
7 eg=—+(1—2)5, es3 T—

€1 = 6y

olarak secelim. Bu bazlara gore
g3 (e1,€1) = g3 (e2,e2) = —g3 (e3,e3) = 1.
u ideali es — e3 tarafindan gerilir ve nulldur. Boylece
{o=Js-a) y=Jstra), s=a)
r=—(e3—e3), y=—=(es+e2), z=c¢
/2 2 3), Y NG 3 2 1
yeni baz sistemini segebiliriz. Bu bazlarla,
[y, 2] =2z

olmak iizere



elde edilir. Boylece
adyy =z, adyy=—x

oldugu g6z oniine alinirsa, adjoint doniisiimiin tanimindan

0 —1
ad*x =
1 0
bulunur. Eger Lc_(i)*c’ (t) = w1e1 + xaes + x3€3, alimirsa (3.2.1) denklemleri
.fl = 0
:i‘g = X1X3
T3 = — XT1X2.

elde edilir. Boylece g3 metrigi tamdir. Bu da ispat1 tamamlar.

o8



KAYNAKLAR

1. Akkas, S., Hacisalihoglu H., H., Ozel, Z., Sabuncuoglu, A., 1988, “Soyut Mate-
matik”, Ankara.

2. Warner, W.,F., 1971, “Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups”,
Universty of Pennsylvania, London.

3. Calhalp, F., "Soyut Cebir-I", 1981, H.U. Fen Fakiiltesi Basimevi.

4. Hungerford, T.,W., 1974, “Algebra”, Universty of Washington.

5. Takushiro, O., Tsunero, T., 1976, “The Group of Isometries a Left Invaryant
Riemann Metricon a Lie group”, Osaka University, Toyonaka, Japan.

6. Sagle, A, A., Walde, R.,E., 1973, “Introduction to Lie Groups and Lie Algebras”,
Academic Pres.

7. Aslim, G., 1988, “Genel Topoloji”, Ege Universitesi, Bornova-Izmir.

8. Hacisalihoglu, H.,H., 1980, “Yiiksek Diferensiyel geometriye Giris”, Istanbul.

9. Hacisalihoglu, H.,H., 1983, “Diferensiyel geometri”, Gazi Universitesi, Ankara.

10. Hacisalihoglu, H.,H., 2002, “Lineer Cebir”, Cilt 1, 7.Bask.

11. Milicic, D., “Lectures on Lie Groups”, Utah Univ., USA.

12. Sabuncuoglu, A., 2004, “Diferensiyel geometri”, Ankara.

13. Helgason, S., 1962, “Differential Geometry and Symmetric Spaces”, Academic
Pres.

14. Yiiksel, S., 1975, “Genel Topoloji”, Secuk Universitesi.

15. Avramidi, I., 2000, “Notes on Lie Groups”, New Mexico Tech.

16. Chevalley, M., 1946, “Theory of Lie Groups”, Princeton Universty Pres, Princeton.

17. Kolar, 1., Michorl, P., W., Slovak, J., 1993, “Natural Operayions in Differential
Geometry”, Springer-Verlag.

18. Hacisalihoglu, H.,H., 2003, “Diferensiyel geometri”, Cilt 3.

19. O’Neill, B., 1983, "Semi-Riemann Geometry with Applications to Relativity"

Academic Press, Inc., New Yotk.

99



20. Ogztekin, H., 2002, "Lorentz Uzayimnda Genellestirilmis Null Scrollar" Doktora Tezi
Matematik Ana Bilim Dali, Elazg.

21. Bilhan, M., Giiloglu, 1., Kog, C., "Soyut Cebir" Anadolu Universitesi Acikogretim
Fakiiltesi.

22. Barut, A., O., Raczka, R., 1977, “Theory of Group Representations and Applica-
tions”, Polish Scientific Publishers.

23. Bryant L. ,R., 1991, "An Introduction to Lie Group and Symplectic Geometry".

24. Ulucay, C., 1978, “Fonksiyonlar Teorisi ve Riemann Yiizeyleri”, Ankara Univer-
sitesi Basimevi, Ankara

25. Rahmani, S 1991, "Metriques de Lorentz sur les groupes de Lie unimodulaires, de
dimension trois", North-Holland Physics Publishing.

26. Rahmani, N., Rahmani, S., 2006, "Lorentzian Geometry of the Heisenberg group",
Geometriae Dedicata.

27. Milnor, J., 1976, "Curvatures of left invariant metrics on Lie groups" Advences in
mathematics.

28. Guediri, M. 1996, "On completeness of left invariant Lorentz metrics on solvable
Lie groups.", Revista Mathematica.

29. Guediri, M. 2003"Lorentz geometry of 2-step nilpotenet Lie groups", Geometrae
dedicata.

30. Guediri, M. 2002, "On the nonexistence of closed timelike geodesics in flat Lorentz
2-step Nilmanifolds.", Transations of the American mathematical society.

31. Calvaruso, G., Mainosci, R. A., 2006, "Homogeneous Geodesics of Three-Dimensional
Unimodular Lorentzian Lie Groups" Mediterranean Journal of Mathematics, 467-481.

32. Mainosci, R. A.,; 2002, "Homogeneous Geodesics in a Three-Dimensional Lie
Group"., Comment. Math. Univ. Carolinae 43,2, 261-270.

33. Cordero, A., L., Parker, E., P., 2000, "Pseudoriemannian 2-step Nilpotenet Lie

groups.".

60



OZGECMIS

1982 yilinda Elazig’da dogdum. Ilk, orta ve lise 6grenimimi Elazig’da tamaladim. 2001
yilinda Firat Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazandim. 2005
yilinda Matematik Boliimiinden mezun oldum. Aymi yil Firat Universitesi Fen Bilimlari

Enstitiisit Matematik Anabilim dalinda yiiksek lisansa bagladim.

61



