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ÖZET

Bu tez beş bölüm olarak düzenlendi. Birinci bölümde, Grup koruma metodunun tarih-

çesi ile ilgili ve literatürdeki yeri hakk¬nda bilgiler verildi.

·Ikinci bölümde, tezde kullan¬lacak olan sonlu fark yöntemleri ile birlikte baz¬ temel

kavramlara yer verildi.

Üçüncü bölümde Grup koruma metodu aç¬kland¬.

Dördüncü ve beşinci bölümler bu tezin orjinal k¬s¬mlar¬n¬oluşturmaktad¬r. Dördüncü

bölümde, sabit ve de¼gi̧sken katsay¬l¬ lineer Telegraf denklemleri hakk¬nda genel bilgiler

verildikten sonra Telegraf denklemleri için daha önceden yap¬lan çal¬̧smalardan bahsedildi.

Daha sonra bu tür denklemlere Grup koruma metodu uyguland¬ve elde edilen yaklaş¬m¬n

kararl¬l¬k analizi incelendi. Bu metod ile ele al¬nan alt¬model problem çözüldü. Elde

edilen say¬sal çözümler literatürdeki mevcut sonuçlar ile karş¬laşt¬r¬larak tablolar halinde

sunuldu.

Beşinci bölümde, Burgers denklemi hakk¬nda genel bilgiler verildikten sonra bu denk-

leme Grup koruma metodu uyguland¬. Bu metod ile iki model problem çözüldü. Elde

edilen say¬sal sonuçlar literatürdeki mevcut sonuçlar ile karş¬laşt¬r¬larak tablolar halinde

verildi.

Anahtar Kelimeler : Grup Koruma Metodu, Sonlu Fark Yöntemleri, Telegraf Denk-

lemi, Burgers Denklemi, Kararl¬l¬k Analizi.
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SUMMARY

APPLICATIONS OF GROUP PRESERVING SCHEME FOR SOME

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENTS

This thesis is organized in �ve sections. In the �rst chapter, some general information

about the group preserving scheme and its importance in the literature are given.

In the second chapter, some fundamental concepts of the �nite di¤erence methods

which are going to be used in the thesis have been presented.

In the third chapter, Group preserving scheme has been investigated.

The fourth and �fth chapters of this thesis constitude its original parts. In the fourth

chapter, after general information about the linear Telegraf equation with variable and

constant coe¢ cients have been given, the previous studies about the Telegraf equations

have been mentioned. After that, Group preserving scheme is applied to these equations

and the stability analysis of the approximation is given. Six model problems are solved

by this method. The obtained results are compared with existing results in the literature,

and they are given in the form of tables.

In the �fth chapter, after general information about the Burgers equation has been

given, Group preserving scheme is applied to this equation. Two model problems are

solved by this method. The obtained numerical results are compared with existing results

in the literature, and they are given in the form of tables.

Key Words : Group Preserving Scheme, Finite Di¤erence Methods, Telegraf Equa-

tion, Burgers Equation, Stability Analysis.
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say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Şekil 5.1 Örnek 5.2.1 için tam ve elde edilen say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬. . . . 56
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� = 1 için karş¬laşt¬r¬lmas¬. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Do¼gadaki biyolojik, jeolojik veya mekanik birçok olay �zik kurallar¬ yard¬m¬yla ce-

birsel, diferansiyel veya integral denklemleri olarak tan¬mlanabilir. Bunlar¬inceleyen bilim

adamlar¬n¬n bu olaylar¬n matematiksel modellerini oluşturmak ve bu modellerin say¬sal

analizini yapmak gibi iki temel görevi vard¬r. Do¼gadaki olaylar¬n matematiksel modelini

oluşturmak o alanda bir altyap¬y¬ve belirli matematiksel araçlar¬gerektirir. Ayr¬ca mo-

dellenen problemlerin analitik çözümleri ve kapal¬formdaki çözümleri bulunmaya çal¬̧s¬l¬r.

Fakat her problemin kapal¬formdaki çözümlerini bulmak ço¼gunlukla mümkün olmayabilir.

Bu durumda ise denklemin yaklaş¬k çözümlerini bulmak önem kazan¬r. Diferansiyel denk-

lemlerin analitik ve yaklaş¬k çözümleri, modellemesi yap¬lan olay¬n do¼gas¬hakk¬nda bize

büyük katk¬lar sa¼glar. Bu yüzden diferansiyel denklemlerin çözümlerine olan ilgi artarak

devam etmi̧stir.

Dinamik sistemler, �ziksel bilimlerde i̧slemleri modellemek için en önemli araçlardan

biridir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin farkl¬tiplerini analiz etmek için giderek artan

bir ilgi vard¬r. Ancak dikkate al¬nan ço¼gu denklem için bilinen genel bir çözüm metodu

yoktur. Bir bilgisayar yard¬m¬yla elde edilen say¬sal yaklaş¬m, sadece diferansiyel denk-

lemlerin alt¬nda yatan¬ anlamam¬zda bize yard¬mc¬ olabilir. Geçmi̧ste pek çok say¬sal

metod bu i̧s için önerilmi̧stir. Euler metodu, Runge Kutta metodu, Adams-Bashforth-

Moulton ve Milne metodu en iyi bilinen metodlar aras¬ndad¬r. Bütün bu metodlar, fark

denk-lemleri ve dönüşümleri üretmek için diferansiyel denklem sistemini ayr¬klaşt¬r¬rlar.

Bu metodlar kullan¬larak ayn¬diferansiyel denklemlerden farkl¬dönüşümler elde edilebilir.

Fakat dönüşümün dinamiklerinin diferansiyel denklemlerin dinamiklerine yak¬ndan uygun

olmas¬ amaçlan¬r. Ancak karş¬l¬k gelen yaklaş¬m¬n, orjinal diferansiyel denklemlerin ayn¬

asimptotik davran¬̧sa sahip olmas¬önemlidir. Baz¬çal¬̧smalar en ciddi sorunlar¬n ayr¬k-

laşt¬r¬lm¬̧s dinamiklerde hayali sabit noktalar¬n ve sözde sahte çözümler oldu¼gunu göster-

mi̧stir [1, 2, 3, 4, 5].

Say¬sal metodlar¬geli̧stirmek için geni̧sletilmi̧s Minkowski uzayda dinamikleri ve ho-

mojen koordinatlar¬kullanan lineer olmayan diferansiyel denklemleri integre etmek için

bir yöntem göz önüne alaca¼g¬z. Geleneksel say¬sal yöntemler aras¬ndaki en önemli fark

bu metodlar¬n al¬̧s¬lm¬̧s Öklid uzay¬nda do¼grudan formüle edilmesidir, bunlar¬n hiçbiri



Minkowski uzay¬nda ele al¬nmam¬̧st¬r. Geni̧sletilmi̧s Minkowski uzay¬nda dönüşümün for-

müle edilmesi-nin faydalar¬ndan biri hayali sabit noktalar ve sahte çözümlerden kaç¬nmak-

t¬r. Daha da önemlisi grup koruma metodlar¬n¬geli̧stirmek için bize olanak sa¼glamas¬d¬r.

Bu konu son birkaç y¬l içerisinde çok fazla dikkate al¬nm¬̧st¬r [6]-[13].

Tezimizde grup koruma metodu ile sekiz farkl¬problem ele ald¬k. Bu problemlerin bu

metod ile çözümü için grup koruma metodunu tan¬mlay¬p problemlerin say¬sal çözümlerini

bulduk. Bu metodla elde edilen sonuçlar¬ literatürde var olan sonuçlarla karş¬laşt¬rd¬k.

Bulunan sonuçlar¬tablolar ve şekillerle ifade ettik.

2



2. BÖLÜM

2.1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde baz¬temel kavramlar ve yöntemler hakk¬nda bilgi verildi.

Tan¬m 2.1.1

Ba¼g¬ml¬bir de¼gi̧skeni ve bunun bir yada daha çok ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre türevlerini

içeren bir denkleme diferansiyel denklem denir [14].

Tan¬m 2.1.2

Ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin yaln¬zca bir ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre türevlerini içeren diferansiyel

denkleme adi diferansiyel denklem denir.

n. mertebeden en genel adi diferansiyel denklem

F

�
x; y;

dy

dx
; :::;

dny

dxn

�
= 0

biçiminde verilir [14].

Tan¬m 2.1.3

Ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin iki yada daha çok ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre k¬smi türevlerini içeren

diferansiyel denkleme k¬smi diferansiyel denklem denir ve

F (x; y; ux; uy; uxx; uxy; :::) = 0

formunda verilir [14].

Tan¬m 2.1.4

Bir diferansiyel denklemdeki en yüksek türevin mertebesine (basama¼g¬na) denklemin

mertebesi ve en yüksek türevin kuvvetine denklemin derecesi denir.

E¼ger bir diferansiyel denklem, ba¼g¬ml¬de¼gi̧skene ve onun k¬smi türevlerine göre birinci

dereceden ve katsay¬lar¬ sabit yada ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin fonksiyonu ise bu denkleme

lineer denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer de¼gilse lineer olmayan (non-lineer)

denklem ad¬n¬al¬r.

·Iki ba¼g¬ms¬z ve bir ba¼g¬ml¬de¼gi̧skene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer k¬smi

türevli denklemlerin genel formlar¬s¬ras¬yla

P (x; y) zx +Q (x; y) zy +R (x; y) z = S (x; y) ;



A (x; y) zxx+B (x; y) zxy+C (x; y) zyy+D (x; y) zx+E (x; y) zy+F (x; y) z = G (x; y) :

şeklinde verilir [15].

Tan¬m 2.1.5

Başlang¬çta modellenen probleme uygun çözümün bulunabilmesi için problem oluşturu-

lurken baz¬yard¬mc¬şartlar gerekir. Bu şartlar genel olarak iki başl¬k alt¬nda toplanabilir.

(i) S {n{r Sartlar { : K¬smi diferansiyel denklemin sa¼gland¬¼g¬
 bölgesinin � s¬n¬r¬boyun-

ca sa¼glanmas¬gereken şartlard¬r. S¬n¬r şartlar¬n¬n üç farkl¬şekli; �; � ve g fonksiyonlar¬�

üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar olmak üzere

Dirichlet sart{ : uj� = g;

Neumann sart{ :
@u

@n

����
�

= g;

Robin sart{ : �u+ �
@u

@n

����
�

= g

şeklinde verilirler.

(ii) Baslang{ç Sart{ : Sistemin başlang¬c¬nda 
 bölgesi boyunca sa¼glanmas¬ gereken

şartlard¬r. Genel olarak, başlang¬ç şartlar¬ fonksiyonun ve zamana göre türevin kombi-

nasyonu şeklindedir [16].

Tan¬m 2.1.6

Tan¬m ve de¼ger kümesi vektör uzay¬olan dönüşümlere operatör denir [17].

Tan¬m 2.1.7

Ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenler x ve t olmak üzere U, k¬smi diferansiyel denklemin tam çözümü

ve u da k¬smi diferansiyel denkleme karş¬l¬k gelen sonlu fark denkleminin tam çözümü

olsun.

(m;n)-inci dü¼güm noktas¬nda bir k¬smi diferansiyel denkleme yaklaşan fark denklemi,

Fm;n(u) = 0 olarak, (m;n)�inci dü¼güm noktas¬nda sonlu fark yaklaş¬m¬n¬n lokal kesme

hatas¬,

Tm;n = Fm;n(U)

olarak tan¬mlan¬r.
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Lokal kesme hatas¬sonlu fark yaklaş¬m¬ndan elde edilecek olan çözümün k¬smi diferan-

siyel denklemin tam çözümüne ne derece iyi yaklaşt¬¼g¬n¬veren bir ölçüdür. Taylor seri

aç¬l¬m¬n¬n kullan¬lmas¬yla lokal kesme hatas¬, h ve k n¬n kuvvetleri ve (mh; nk) noktas¬nda

k¬smi diferansiyel denklemin tam çözümü olan U�nun k¬smi türevleri cinsinden kolayca

bulunabilir [18].

Tan¬m 2.1.8

h; k ! 0 oldu¼gunda lokal kesme hatas¬n¬n limit de¼geri s¬f¬ra yaklaş¬yorsa fark denklemi

tutarl¬d¬r denir. Başka bir ifadeyle

lim
h;k!0

Tm;n = 0

ise fark denklemi tutarl¬d¬r denir [18].

Tan¬m 2.1.9

K¬smi diferansiyel denklemlerin sonlu fark yöntemleri ile çözümlerinin elde edilmesinde

kullan¬lan hesaplamalar¬n hemen hemen her aşamas¬nda hatalar ortaya ç¬kmaktad¬r. Or-

taya ç¬kan bu hatalar nümerik hesaplamalar¬n ilerleyen aşamalar¬nda artan bir şekilde

büyümüyorsa kullan¬lan sonlu fark yöntemi kararl¬d¬r denir [18].

Tan¬m 2.1.10

Zaman ve konum s¬f¬ra yaklaşt¬¼g¬nda problemin nümerik çözümü, tam çözüme yak-

laş¬yorsa kullan¬lan sonlu fark yöntemi yak¬nsakt¬r denir. Yani,

lim
m;n!0

um;n = Um;n

ise fark denklemi yak¬nsakt¬r [18].

Tan¬m 2.1.11

u bir diferansiyel denklemin analitik çözümü, un ise bu denklemin yaklaş¬k çözümü

olsun. ju� unj fark¬na yaklaş¬m¬n mutlak hatas¬ad¬verilir [19].
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Tan¬m 2.1.12

Bir rotasyon grubu ile yak¬ndan ilgili olan grup Lorentz grubu olarak adland¬r¬l¬r ve

SO(1; 1) = SO(1; 1;R) şeklinde ifade edilir. Uzayda genel lineer dönüşüm x ve t aşa¼g¬daki

gibi yaz¬labilir [20]:

x0 = a11x+ a12t

t0 = a21x+ a22t

Tan¬m 2.1.13

M bir topolojik uzay olsun. E¼ger

a) M bir Hausdor¤ uzayd¬r,

b) M nin her bir aç¬k alt cümlesi En e veya En nin aç¬k alt cümlesine homeomorftur,

c) M say¬labilir çoklukta alt cümlelerle örtülebilir,

önermeleri sa¼glan¬yorsa M ye n-boyutlu topolojik manifold denir [21].

Tan¬m 2.1.14

M bir topolojik manifold olsun. M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan diferansiyellenebilir yap¬

tan¬mlan¬rsa M ye Ck s¬n¬f¬ndan diferansiyellenebilir manifold denir [21].

Tan¬m 2.1.15

Bir M diferansiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmi̧s olsun. E¼ger aşa¼g¬daki

özellikler sa¼glan¬rsa (M ;G) ikilisine bir Lie grubu denir [21].

(i) M nin noktalar¬G �nin elemanlar¬ile çak¬̧s¬r.

(ii)

aG : G � G ! G

(a : b) ! ab�1

dönüşümü diferansiyellenebilirdir [21].

Tan¬m 2.1.16

Karakteristi¼gi s¬f¬r olan bir K cismi üzerinde Lie operatörü ile tan¬mlanan lineer bir

uzaya Lie cebiri denir [21].
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2.2 Sonlu Fark Yöntemleri

Sonlu fark yöntemleri, lineer ve lineer olmayan birçok k¬smi diferansiyel denklemin

çözümünde yayg¬n olarak kullan¬lmaktad¬r. Genel olarak bir sonlu fark yönteminin bir

k¬smi diferansiyel denkleme uygulanmas¬nda aşa¼g¬daki yol izlenir:

F Problemin çözüm bölgesi geometrik şekiller içeren kafeslere bölünür ve problemin

yaklaş¬k çözümü her bir kafesin dü¼güm (mesh, grid) noktalar¬üzerinden hesaplan¬r.

F Diferansiyel denklemdeki türevler yerine Taylor serisi yard¬m¬ile elde edilen uygun

sonlu fark yaklaş¬mlar¬ yaz¬l¬r. Böylece diferansiyel denklemin çözümü problemi, fark

denklemlerinden oluşan bir cebirsel denklem sisteminin çözümü problemine indirgenir.

F Fark denklemlerinde ortaya ç¬kabilecek çözüm bölgesi içine düşmeyen hayali dü¼güm

noktalar¬üzerindeki hayali de¼gerleri yok etmek için problemin verilen s¬n¬r şartlar¬yerine

uygun sonlu fark yaklaş¬mlar¬yaz¬l¬r. Böylece elde edilen cebirsel denklem sistemi direkt

veya iteratif yöntemlerden biri yard¬m¬ile kolayca çözülür.

x ve t ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬bir fonksiyon U olsun. Genel olarak sonlu fark

yöntemlerinde x � t düzleminde �x(� h) ve �t(� k) kenar uzunluklu kafeslerin kesi̧sim

yerlerine mesh veya dü¼güm noktalar¬ad¬verilir. Örne¼gin [0; l] � [0;1) yar¬aç¬k bölgesi

üzerinde, (xm; tn) ile ifade edilen bir dü¼güm noktas¬

xm = m�x = mh; m = 0; 1; 2; :::; N

tn = n�t = nk; n = 0; 1; 2; :::

olarak verilir. Temsili bir P (mh; nk) dü¼güm noktas¬üzerinde U fonksiyonunun noktasal

de¼geri için

Up = U(mh; nk) = Um;n = U
n
m

gösterimlerinden birisi kullan¬l¬r. Bu gösterimlerin kullan¬lmas¬ve hatalar¬n ihmal edilme-

siyle U fonksiyonunun 1. ve 2. mertebeden türevlerine sonlu fark yaklaş¬mlar¬Taylor serisi

yard¬m¬ile

@U

@x
�=
Unm+1 � Unm

h
; (2.1)

@U

@x
�=
Unm � Unm�1

h
; (2.2)
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@U

@x
�=
Unm+1 � Unm�1

2h
; (2.3)

@U

@t
�=
Un+1m � Unm

k
; (2.4)

@U

@t
�=
Unm � Un�1m

k
; (2.5)

@2U

@x2
�=
Unm � 2Unm+1 + Unm+2

h2
; (2.6)

@2U

@x2
�=
Unm�2 � 2Unm�1 + Unm

h2
; (2.7)

@2U

@x2
�=
Unm�1 � 2Unm + Unm+1

h2
; (2.8)

olarak bulunur [22]. (2.1), (2.2) ve (2.3) ile verilen, x�e göre 1. mertebeden türev yaklaş¬m-

lar¬na s¬ras¬yla iki nokta ileri (forward), geri (backward) ve iki nokta merkezi (central) fark

formülleri denir. Benzer şekilde (2.4) ve (2.5) ile verilen t�ye göre 1. mertebeden türev

yaklaş¬mlara s¬ras¬yla ileri ve geri fark formülleri denir. (2.6), (2.7) ve (2.8) ile verilen x�e

göre 2. mertebeden türev yaklaş¬mlar¬na da s¬ras¬yla üç nokta ileri, geri ve merkezi fark

formülleri denir.

Verilen bir diferansiyel denklemi sonlu fark formunda ifade etmek için çeşitli yöntemler

kullan¬l¬r. Bunlar¬n başl¬calar¬

F Aç¬k (Explicit) Sonlu Fark Yöntemi

F Kapal¬(Implicit) Sonlu Fark Yöntemi

F Crank-Nicolson Sonlu Fark Yöntemidir.

Bu yöntemlerin bir uygulanmas¬n¬vermek için

@U

@t
=
@2U

@x2
; 0 < x < l; t > 0 (2.9)

parabolik denklemini

U(0; t) = f1(t); t � 0

U(l; t) = f2(t); t � 0

s¬n¬r şartlar¬ve

U(x; 0) = g(x); 0 � x � l

8



başlang¬ç şart¬na ba¼gl¬olarak göz önüne alal¬m. Burada f1(t); f2(t) ve g(x) fonksiyonlar¬

s¬ras¬yla t�nin ve x�in bilinen fonksiyonlar¬ve l ise çözüm bölgesinin tahmini uzunlu¼gunu

göstermektedir.

2.2.1 Aç¬k Sonlu Fark Yöntemi (ASFY)

(2.9) denklemindeki @U@t ve
@2U
@x2

türevleri yerine

@U

@t
=
Un+1m � Unm

k
+O(k)

@2U

@x2
=
Unm�1 � 2Unm + Unm+1

h2
+O(h2)

yaklaş¬mlar¬hatalar ihmal edilerek yaz¬l¬rsa ¬s¬iletim denkleminin aç¬k sonlu fark yaklaş¬m¬

Un+1m = rUnm�1 + (1� 2r)Unm + rUnm+1 m = 1; :::;M � 1; n = 0; :::; N (2.10)

olur. Burada r = k
h2
olup hatan¬n mertebesi O(k) + O(h2)�dir. E¼ger tm zaman ad¬m¬nda

Unm de¼gerleri verilirse tm+1 zaman ad¬m¬nda Un+1m de¼gerleri (2.10) denkleminden kolayca

bulunur. Bu yöntemin şematik gösterimi Şekil 2.1 de verilmi̧stir.

Şekil 2.1 Aç¬k Sonlu Fark Yaklaş¬m¬n¬n şematik olarak gösterimi [22].
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2.2.2 Kapal¬Sonlu Fark Yöntemi (KSFY)

Bu yöntemde (2.9) ile verilen ¬s¬ iletim denklemindeki @
2U
@x2

yerine (n+1)-inci zaman

ad¬m¬ndaki

@2U

@x2
=
Un+1m�1 � 2Un+1m + Un+1m+1

h2
+O(h2)

merkezi fark formülü ve @U
@t türevi yerine

@U

@t
=
Un+1m � Unm

k
+O(k)

ileri fark formülü hatalar ihmal edilerek yaz¬l¬rsa ¬s¬iletim denkleminin kapal¬sonlu fark

yaklaş¬m¬

�rUn+1m�1 + (1 + 2r)U
n+1
m � rUn+1m+1 = U

n
m m = 1; :::;M � 1; n = 0; :::; N (2.11)

şeklinde ifade edilir. Burada r = k
h2
olup hatan¬n mertebesi 0(k) + 0(h2)�dir. m = 1 ve

m =M � 1 deki

Un0 = f1; (2.12)

ve

Unm = f2; (2.13)

s¬n¬r şartlar¬göz önünde bulundurulursa bu yöntem her bir zaman ad¬m¬nda (M�1)�bilinmeyenli

(M � 1)�tane denklemden oluşan bir lineer denklem sisteminin çözümünü gerektirir.

Şekil 2.2 Kapal¬Sonlu Fark Yaklaş¬m¬n¬n şematik olarak gösterimi [22].
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2.2.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yöntemi (CNSFY)

Bu yöntem John Crank ve Phyllis Nicolson taraf¬ndan önerilen modi�ye edilmi̧s bir

kapal¬ yöntemdir. Bu yöntem s¬ras¬yla (2.10) ve (2.11) denklemleriyle verilen aç¬k ve

kapal¬sonlu fark yaklaş¬mlar¬n¬n sa¼g tara�ar¬n¬n averajlar¬n¬n al¬nmas¬yla elde edilmi̧stir.

O halde (2.9) ile verilen ¬s¬iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklaş¬m¬

Un+1m � Unm
k

=
1

2

(
Un+1m�1 � 2Un+1m + Un+1m+1

h2
+
Unm�1 � 2Un+m + Unm+1

h2

)

d¬r. Bu denklem m = 1; :::;M � 1 ve n = 0; :::; N için

�rUn+1m�1 + (2 + 2r)U
n+1
m � rUn+1m+1 = rU

n
m�1 + (2� 2r)Unm + rUnm+1

olarak yaz¬labilir. Burada r = k
h2
olup hatan¬n mertebesi O(k2) + O(h2)�dir. m = 0 ve

m =M deki

Un0 = U
n+1
0 = f1; (2.14)

ve

Unm = U
n+1
m = f2; (2.15)

s¬n¬r şartlar¬göz önünde bulundurulursa bu yöntem her bir zaman ad¬m¬nda (M�1)�bilinmeyenli

(M � 1)�tane denklemden oluşan bir lineer denklem sisteminin çözümünü gerektirir.

Şekil 2.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklaş¬m¬n¬n şematik olarak gösterimi [22].
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Genel olarak sonlu fark yaklaş¬m¬ndaki temel �kir, istenilen U(x; t) de¼gerleri dü¼güm

noktalar üzerinde olacak şekilde problemin çözüm bölgesinin N tane alt aral¬¼ga bölünme-

sidir. Burada her bir �t(� k) = 1=M zaman ad¬m¬nda, bu aral¬klar¬n uzunluklar¬genel-

likle �x(� h) = l=N olacak şekilde eşit al¬n¬r. (2.9) diferansiyel denkleminde türevler

yerine (2.1) - (2.8) ile verilen uygun fark formüllerinin yaz¬lmas¬yla, denklem için sonlu

fark yaklaş¬mlar¬elde edilir.

Bu bilgilerden sonra (2.9) denklemi için a¼g¬rl¬kl¬ averaj yaklaş¬m¬aşa¼g¬daki biçimde

ifade edilebilir: � 2 [0; 1] ve r = k = h2 olmak üzere (2.9) denkleminde @U = @t için (2.4)

ile verilen ileri fark yaklaş¬m¬ve @2U = @x2 için

@2U

@x2
�=
1

h2
f�(Un+1m�1 � 2Un+1m + Un+1m+1) + (1� �)(Unm�1 � 2Unm + Unm+1)g

fark yaklaş¬m¬n¬n yaz¬lmas¬ile

��rUn+1m�1 + (1 + 2�r)U
n+1
m � �rUn+1m+1

= r(1� �)Unm�1 + (1� 2r(1� �))Unm + r(1� �)Unm+1
(2.16)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada m = 1; 2; :::; N � 1�dir. Bu yaklaş¬ma a¼g¬rl¬kl¬

averaj yaklaş¬m¬denir ve bu yaklaş¬m � = 0; � = 1=2 ve � = 1 için s¬ras¬yla standart aç¬k

yöntem, Crank-Nicolson yöntemi ve kapal¬yöntem olarak bilinir [22].

2.3 Kararl¬l¬k Analizleri

Bir diferansiyel denklemin sonlu fark yöntemleri çözümünde kararl¬l¬k analizi önemli

rol oynar. Diferansiyel denkleme karş¬l¬k gelen sonlu fark denkleminin çözümünün dife-

ransiyel denklemin tam çözümüne yak¬nsamas¬için gerekli olan şartlara kararl¬l¬k şartlar¬

ve bunlar¬n bulunmas¬i̧slemine de kararl¬l¬k analizi denir.

Bir sonlu fark denkleminin (xm; tn) dü¼güm noktas¬ndaki analitik çözümü Unm ve nümerik

çözümü unm olmak üzere kararl¬l¬k analizi

Unm � unm(� Znm) (2.17)

hata de¼gerinin n artarken m de¼gerleri için s¬n¬rl¬kalmas¬esas¬na dayan¬r [23]. Lineer sonlu

fark yaklaş¬mlar¬n¬n kararl¬l¬k analizinin incelenmesinde genellikle Fourier seri ve matris

yöntemleri kullan¬l¬r.
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2.3.1 Fourier Seri ve ( von Neumann ) Yöntemi

Fourier seri yöntemi sadece diferansiyel denklemin kararl¬l¬¼g¬n¬hata yay¬l¬m¬için in-

celer. Burada T sonlu, h ! 0; k ! 0; N! 1 oldu¼gunda 0 � t � T = Nk zaman

aral¬¼g¬nda U(x,t) için lineer iki zaman seviyeli fark denkleminin kararl¬l¬¼g¬konusu ince-

lenecektir. Fourier serisi veya Neumann metodu, t = 0 dü¼güm noktas¬ boyunca sonlu

Fourier serisine göre başlang¬ç de¼gerini ifade eder. Böylece k¬smi diferansiyel denklemleri

çözmek için kullan¬lan "de¼gi̧skenlerine ay¬rma " yöntemine benzer olarak t = 0 için Fourier

serilerine indirgenen bir fonksiyon göz önüne al¬n¬r.

Her ne kadar Fourier serileri sinüs ve kosinüs fonksiyonlar¬na göre ifade edilebiliyorsa

da cebirsel olarak üstel biçimde yaz¬lmas¬daha uygundur. Yani,X
an cos(

n�x

l
);

veya X
bn sin(

n�x

l
);

ifadeleri yerine bu denklemlere denk olanX
Ane

in�x=l

üstel ifadesi yaz¬labilir. Burada i =
p
�1 ve l; x aral¬¼g¬n¬n uzunlu¼gudur.

Buna göre

Ane
in�x=l = Ane

in�mh=l = Ane
i�nmh;

yaz¬labilir. Burada �n = n�=Mh ve Mh = l olarak al¬nm¬̧st¬r. t = 0 pivot noktas¬ndaki

başlang¬ç de¼geri U(mh; 0) = U0m, m = 0(1)M şeklinde olan (M + 1)�tane denklem,

A0; A1; :::; An; (N + 1)-tane bilinmeyen sabitlerini tek türlü belirlemek için yeterlidir. Bu

ise başlang¬ç dü¼güm de¼gerlerinin kompleks üstel formda aç¬klanabildi¼gini gösterir. Buna

göre göz önüne al¬nan lineer fark denkleminin ei�mh gibi yaln¬z bir başlang¬ç de¼gerinden

elde edilmesi mümkündür. Çünkü lineer fark denklemi ba¼g¬ms¬z çözümlerin lineer birleşimi

şeklinde yaz¬labilir.

t de¼gerinin art¬̧s¬na göre üstel da¼g¬l¬ma bakmak için

Unm = e
i�nxe�t = ei�nmhe�nk = ei�nmh�n
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ifadesi göz önüne al¬n¬r. Burada � genellikle kompleks bir sabit olmak üzere � = e�k olarak

kullan¬l¬r ve � genellikle güçlendirme faktörü (ampli�cation factor) olarak adland¬r¬l¬r.

Sonlu fark denkleminin kararl¬l¬¼g¬ için h ! 0 ve k ! 0 oldu¼gunda her n � N için ve

başlang¬ç şart¬n¬ sa¼glayan tüm �n de¼gerleri için jUnmj kal¬nt¬s¬ sabit olmal¬d¬r. Bu ifade

Lax-Richtmyer tan¬m¬olarak bilinir. Sonlu fark denkleminin tam çözümü zamana ba¼gl¬

olarak üstel biçimde artm¬yor ise kararl¬l¬k için yeter ve gerek şart

j�j � 1

dir. Bununla birlikte jUnmj zamana ba¼gl¬olarak art¬yor ise kararl¬l¬k için yeter ve gerek

şart K pozitif say¬s¬¬h; k ve � de¼gerlerinden ba¼g¬ms¬z olmak üzere

j�j � 1 +Kk = 1 +O(k)

olmas¬d¬r.

Bu yöntem yaln¬zca sabit katsay¬l¬ lineer denklemler için uygulan¬l¬r ve l periyodlu

periyodik başlang¬ç de¼gerli problemler için geçerlidir.

Üç veya daha fazla zaman seviyeli ya da iki veya daha fazla ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken içeren

fark denklemleri için von Neumann şartlar¬ gereklidir; ancak yeterli olmayabilir.

� von Neumann Yöntemiyle Kararl¬l¬k Analizi

(2.9) ile verilen ¬s¬iletim denkleminin (2.16) ile verilen a¼g¬rl¬k averaj yaklaş¬m¬nda

Unm = e
i�nmh�n

eşitli¼gi yerine konulup gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�(��re�i�nh+(1+2�r)��rei�nh) = r(1��)e�i�nh+(1� 2r(1��))+ r(1��)ei�nh

elde edilir. Bu eşitlikte

ei� = cos�+ i sin�

Euler formülünün kullan¬lmas¬yla � güçlendirme çarpan¬

� =
1� 4r(1� �) sin2(�nh=2)
1 + 4r� sin2(�nh=2)

(2.18)
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olarak elde edilir.

�Aç¬k Sonlu Fark Yaklaş¬m¬n¬n von Neumann Yöntemiyle Kararl¬l¬k Analizi

(2.16) a¼g¬rl¬kl¬averaj yaklaş¬m¬� = 0 için (2.10) ile verilen aç¬k sonlu fark yaklaş¬m¬na

karş¬l¬k gelir. � = 0 oldu¼gunda (2.18) ile verilen � de¼geri

� = 1� 4r sin2(�nh=2)

dir. Yöntemin kararl¬olabilmesi için j�j � 1 olmal¬d¬r. O halde

j�j =
���4r sin2(�nh=2) + 1�� � 1

veya

�2 � �4r sin2(�nh=2) � 0

olmal¬d¬r. Bu eşitli¼gin sa¼g parças¬ndan r > 0, sol parças¬ndan ise

r � 1

2 sin2(�nh=2)
� 1

2

bulunur. Böylece aç¬k sonlu fark yaklaş¬m¬ancak

0 < r � 1

2

oldu¼gunda kararl¬d¬r.

� Kapal¬ Sonlu Fark Yaklaş¬m¬n¬n von Neumann Yöntemiyle Kararl¬l¬k

Analizi

(2.16) a¼g¬rl¬kl¬ averaj yaklaş¬m¬ � = 1 için (2.11) ile verilen kapal¬ sonlu fark yak-

laş¬m¬na karş¬l¬k gelir. � = 1 oldu¼gunda (2.18) ile verilen " de¼gerinin

� =
1

1 + 4r sin2(�nh=2)

oldu¼gu görülür. Yöntemin kararl¬olabilmesi için j�j � 1 yani

j�j =
���� 1

1 + 4r sin2(�nh=2)

���� � 1
olmal¬d¬r. Bu durumda tüm � de¼gerleri için j�j � 1 dir. Böylece kapal¬yöntem şarts¬z

kararl¬d¬r.
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�Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklaş¬m¬n¬n von Neumann Yöntemiyle Karar-

l¬l¬k Analizi

(2.16) a¼g¬rl¬kl¬ averaj yaklaş¬m¬ � = 1
2 için Crank-Nicolson sonlu fark yaklaş¬m¬na

karş¬l¬k gelir. � = 1
2 oldu¼gunda (2.18) ile verilen � de¼gerinin

� =
1� 2r sin2(�nh=2)
1 + 2r sin2(�nh=2)

oldu¼gu görülür. Yöntemin kararl¬olabilmesi için j�j � 1 olmal¬d¬r. Tüm �n de¼gerleri için

j�j � 1 eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan, Crank-Nicolson yöntemi şarts¬z kararl¬d¬r.

2.3.2 Matris Yöntemi

Sonlu fark yaklaş¬mlar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬n incelenmesinde kullan¬lan bir di¼ger yöntem de

matris yöntemidir. K¬saca matris yöntemi, verilen s¬n¬r şartlar¬na ba¼gl¬denklemin sonlu

fark yaklaş¬m¬na karş¬l¬k gelen matrisin özde¼gerlerindeki hata da¼g¬l¬m¬n¬inceler.

Birbiri ard¬na gelen iki zaman ad¬m¬nda bir sonlu fark yaklaş¬m¬, A ve B karesel ma-

trisler olmak üzere, matris formunda

AUn+1 = BUn (2.19)

olarak gösterilebilir. (2.19) matris gösteriminde her bir zaman ad¬m¬için A = I olmas¬

durumu, aç¬k sonlu fark yaklaş¬m¬na denk gelir. Aksi durumda yani A 6= I oldu¼gunda

(2.19) denklemi, C = A�1B(det(A) 6= 0) olmak üzere, aç¬k biçimde

Un+1 = CUn

olarak yaz¬labilir. Bu ifadede (2.17) hata tan¬m¬kullan¬l¬rsa

Zn+1 = CZn

eşitli¼gi bulunur. Böylece bu denklem başlang¬ç hatas¬na ba¼gl¬olarak

Zn+1 = Cn+1Z0

biçiminde yaz¬labilir. Buradan aç¬kça k Zn+1 k � k Cn+1 kk Z0 k d¬r. (2.19) ile tan¬m-

lanan yaklaş¬m k Zn+1 k normunun s¬n¬rl¬olmas¬durumunda kararl¬olacakt¬r. k Zn+1 k

normunun s¬n¬rl¬olmas¬K parametresinin, h ve k dan ba¼g¬ms¬z bir sabit say¬olmak üzere

k Cn+1 k� K
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olmas¬ile mümkündür. Zaman ad¬m¬ndan ba¼g¬ms¬z herhangi bir C matrisi için �(C) ile

gösterilen ve C matrisinin mutlak de¼gerce en büyük özde¼gerine eşit olan spektral yar¬çap

matrisin normu ile yak¬ndan ilgilidir ve n 6= 0 olmak üzere bu ili̧ski

�(Cn+1) �k Cn+1 k�k C kn+1

dir [23]. Bu durumda (2.19) üzerine temellenen hesaplamada hata da¼g¬l¬m¬n¬kontrol etmek

için aşa¼g¬daki iki durumu göz ard¬etmemek gerekir [23].

F Kararl¬l¬k için gerekli şart spektral yar¬çap¬n �(C) � 1 olmas¬n ! 1 için hata

vektöründe Zn ! 0 oldu¼gunu garantiler. Ancak n�nin sonlu olmas¬durumunda Zn�nin

büyüklü¼gü için birşey söylenemez.

F Kararl¬l¬k için yeterli şart k C k� 1 eşitsizli¼gini sa¼glamas¬d¬r. Bu ise n artarken

hatalar¬n azald¬¼g¬n¬garantiler [24].
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3. BÖLÜM

GRUP KORUMA METODU

3.1 Geni̧sletilmi̧s Dinamik Sistem

Lineer olmayan

:
x = f(x; t; �); x 2 Rn; t 2 R; � 2 Rn; (3.1)

dinamik sistemi x; n-boyutlu belirli vektör, t; zaman de¼gi̧skeni, �; m-boyutlu �ziksel para-

metre vektörü ve f 2 Rn; x; t; ��nün vektör de¼gerli bir fonksiyonu olmak üzere Mn+1

Minkowski uzay¬çerçevesinde araşt¬r¬ld¬. (:) t�ye göre türevi temsil etmektedir. Böylece,

x 6= 0 için k x k:=
p
x � x; x�in Öklid normu olmak üzere

n :=
x

k x k ; (3.2)

şeklinde tan¬mlans¬n. (3.1) ve (3.2) eşitlikleri kullan¬larak

:
n =

f(x; t)

k x k � (f(x; t)k x k � n)n: (3.3)

elde edilir. x(ti); ti başlang¬ç zaman¬nda x�in başlang¬ç de¼geri ve f(x; t) � x 6= 0 oldu¼gu

varsay¬larak

X0(t) :=k x(ti) k exp[
tZ
ti

(
f(x(�); �)

k x(�) k � n(�))d�]; (3.4)

biçiminde yaz¬ls¬n. (3.3) ve (3.4) eşitlikleri birlikte

:
X = AX; (3.5)

denklemini oluşturur. Burada

X =

24 Xs

X0

35 =
24 X0n

X0

35 (3.6)

homojen koordinatlar kullan¬ld¬.

A :=

24 0n�n
f(x;t)
kxk

fT (x;t)
kxk 0

35 (3.7)



düzenli ortochronous Lorentz grup SO0(n; 1)�in bir Lie cebiri olsun.

g =

24 In 0n�1

01�n �1

35 ; (3.8)

Minkowski metri¼gi olmak üzere

AT g + gA = 0;

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada n�inci dereceden In birim matrisi ve T üst simgesi transpozu

temsil etmektedir.

d

dt
k x k= d

dt

p
x � x = :

x � n = f(x; t) � n =k x k
:
X
0

X0
;

ifadesinden

d
dt k x k
k x k =

:
X
0

X0

elde edilir. ·Integral al¬n¬r ve (3.4) ile X0(ti) =k x(ti) k kullan¬l¬rsa

X0 =k x k;

elde edilir. Böylece

X =

24 Xs

X0

35 =
24 X0n

X0

35 =
24 x

k x k

35 (3.9)

olur ve (3.5)�teki sistem

d

dt

24 x

k x k

35 =
24 0n�n

f(x;t)
kxk

fT (x;t)
kxk 0

3524 x

k x k

35 (3.10)

sistemine dönüşür.

(3.10)�dan elde edilen ilk denklemin (3.1) orjinal denkleminin ayn¬s¬ oldu¼gu aç¬kt¬r,

fakat (3.10)�dan elde edilen ikinci denklem geni̧sletilmi̧s lineer olmayan sistem için bir

Minkowski yap¬s¬n¬veren yeni bir formülü bize tan¬t¬r. (3.1) orjinal problemi yap¬lan bu

i̧slemlerle (3.5) (veya (3.10)) denklemi ile yeni bir problem olarak karş¬m¬za ç¬kar.

Rn�de n-boyutlu orjinal (3.1) dinamik sistemi,Mn+10de (3.5) (veya (3.10)) n+1-boyutlu

geni̧sletilmi̧s bir dinamik sistemi içine do¼gal bir şekilde gömülebilir. Yeni sistemin boyutu
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bir yükselmesine ra¼gmen elde edilen yeni sistem grup koruma say¬sal metodununun kurul-

mas¬nda daha avantajl¬d¬r. Formüle edilen A özel yap¬s¬na sahip bu yeni form için yeni

görüşler kazan¬labilir ve dinamik sistem için sonuçlar elde edilebilir.

Son zamanlarda simetrilere sahip dinamik sistemlerin nümerik çözümlerinin üretilmesin-

de çözümün niteli¼ginin geli̧smesiyle ilgili birçok konu bulunmaktad¬r. Bununla ilgili Simo

ve Wong [6], Lewis ve Simo [7], Crouch ve Grossman [8], Diele [9], Munthe-Kaas [10],

Owren ve Marthinsen [11], Celledoni ve Iserles [12] birkaç çal¬̧sma yapm¬̧st¬r.

Gelecek bölümde (3.5) (veya (3.10)) sistemine dayanan do¼gal bir koni yap¬s¬verile-

cektir. Daha sonra Pade yaklaş¬mlar¬ve Cayley dönüşümü ile koni yap¬s¬n¬koruyan grup

koruma metodu geli̧stirilecektir.

3.2 Koni ve Yörüngeler

(3.6 ) tan¬m¬yla s¬f¬r konisini Minkowski uzay¬na yerleştirmek ve X = 0 noktas¬n¬

silmek oldukça do¼gald¬r:

XT gX = 0; (3.11)

(3.9) denklemiyle (x; k x k) terimlerinde

XT gX = x � x� k x k2=k x k2 � k x k2= 0

şeklinde yaz¬l¬r. Şimdiye kadar koni, (3.5) (veya (3.10)) dinamik sistemine dayatt¬¼g¬m¬z en

do¼gal k¬s¬tlamad¬r. Şekil 3.1�de koni şart¬gösterilmi̧stir. Belirli x uzay¬nda gözlenebilen

(3.1) sisteminin yörüngesi X0�ekseni boyunca (3.5) sisteminin yörüngesinin projeksiy-

onuna paraleldir.
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Şekil 3.1 Bir kavramsal dönüm noktas¬n¬belirten vektör alan¬n¬n Minkowski uzay¬nda

silinmi̧s koninin yap¬s¬x uzay¬nda gözlenebilece¼gi gibi yörünge, X0 ekseni boyunca s¬f¬r

konisinin içinde yörüngenin bir paralel projeksiyonudur.

(3.5) ve (3.6) denklemlerinden

:

XT g
:
X =k f(x; t) k2 �(f(x; t) � xk x k )2 � 0

yaz¬l¬r. Buradan

(dX)2 := dXT gdX � 0

olur. dX ile dX0 �¬kar¬̧st¬rmamak için dikkatli olmam¬z gerekir. ·Ilki dX art¬̧s yolunun

Minkowski uzunlu¼gu, sonraki dX�in geçici bileşenidir.

3.3 Cayley Dönüşümü ile Grup Koruma Metodu

(3.5) sistemi için bahsedildi¼gi gibi (3.11) koni olma şart¬say¬sal metotlar¬kurmada tam

olarak gerçekleştirilmelidir. Koni olma şart¬n¬n korunmas¬ndaki kriterde en önemli faktör

uygun say¬sal metodu seçmek olmaktad¬r.

·Ilk olarak (3.5) sistemi için zaman merkezli bir metod düşünelim:

X(l + 1) = X(l) + �A(l)[X(l + 1) +X(l)]
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olup burada X(l), tl ayr¬k zaman¬nda X�in de¼gerini verir, � ise zaman art¬m¬n¬n yar¬s¬,

yani � := �t=2 = (tl+1 � tl)=2; ve daha kesin bir şekilde A(l); A(X(l); tl)�dir. Yukar¬daki

sonuç X(l) ve X(l + 1) aras¬nda bir Cayley dönüşümü olarak bilinir. Böylece

X(l + 1) = G(l)X(l) := [In+1 + �A(l)]X(l) (3.12)

olur. A(l) 2 so(n; 1) (SO0(n; 1)�in Lie cebiri), oluşturulan dönüşüm için bir Lorentz art-

t¬r¬m¬olarak bilinir. Daha da önemlisi Cayley dönüşümü � 2 R+ ve � <k x k = k f k için

A(l)�den SO0(n; 1)�in bir elementine olan dönüşümdür. Özellikleri

GT gG = g;

det(G) = 1;

G00 > 0;

biçimindedir. Burada G00, G�nin 00: eleman¬na karş¬l¬k gelen bileşenidir. A Lie cebiri için

(3.12) denklemi (3.6) da yerine yaz¬l¬rsa;

G(l) =

24 In +
2�2f(l)fT (l)

kx(l)k2��2kf(l)k2
2�kx(l)kf(l)

kx(l)k2��2kf(l)k2

2�kx(l)kfT (l)
kx(l)k2��2kf(l)k2

kx(l)k2
kx(l)k2��2kf(l)k2

35
elde edilir. Burada f(l), f(x(l); tl)0yi belirtir. x ve kxk terimlerinde ayr¬klaşt¬r¬lm¬̧s

dönüşümler

x(l + 1) = x(l) +
2�2f(l) � x(l) + 2� k x(l) k2
k x(l) k2 ��2 k f(l) k2 f(l); (3.13)

k x(l + 1) k= 2�f(l) � x(l) k x(l) k + k x(l) k (k x(l) k2 +�2 k f(l) k2)
k x(l) k2 ��2 k f(l) k2 :

şeklinde verilir. Üstteki iki denklem kullan¬l¬rsa

x(l + 1) � x(l + 1)� k x(l + 1) k2= x(l) � x(l)� k x(l) k2= 0;

oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir. Pratik say¬sal hesaplamalarda sadece (3.13) denklemine

ihtiyaç duyulur. Euler metodunun karş¬laşt¬r¬lmas¬na ba¼gl¬olarak

x(l + 1) = x(l) + 2�f(l);

eşitli¼gi, uyarlanabilir zaman-ad¬ml¬bir say¬sal metodla görülebilir. Burada

�(l) := 2�
k x(l) k2 +�f(l) � x(l)
k x(l) k2 ��2 k f(l) k2 > 0
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olmak üzere ve 1=� ; Lipschitz sabitinden daha büyük oldu¼gu zaman (3.1) sistemi için

Lipschitz şart¬n¬n direk bir sonucu olan � <k x(l) k = k f(l) k eşitsizli¼ginden

x(l + 1) = x(l) + �(l)f(l)

bulunur. (3.13) dönüşümü orjinal diferansiyel denklemlerin özelliklerini ve sabit noktay¬

korur. Üstteki şart alt¬nda

x(l + 1) = x(l) , f(l) = 0

olur. Bu şu anlama gelmektedir: x noktas¬(3.1) sisteminin bir denge noktas¬iken x(l);

(3.13) ayr¬klaşt¬r¬lm¬̧s dönüşümün sabit noktas¬olur.

Şimdi sabit noktan¬n özelliklerini araşt¬ral¬m. (3.13) dönüşümünün Jakobiyeni

} :=
@x(l + 1)

@x(l)
= In + f(l)(

@�(l)

@x(l)
)T + �(l)

@f(l)

@x(l)

dir. Sabit nokta f(l) = 0�da

} = In + �(l)
@f(l)

@x(l)

eşitli¼gi elde edilir.

Vurgulamak gerekirki metodumuz s¬radan metodlardan oldukça farkl¬d¬r. Cayley dönü-

şümleri yukar¬da kullan¬ld¬¼g¬ gibi Lie cebirinden Lie grubuna bir dönüşümdür ve üstel

dönüşüme ikinci dereceden bir yaklaş¬md¬r.

3.4 Lorentz Grubunun Baz¬Özellikleri ve Onun Lie Cebiri

(3.7) ve (3.8) denklemlerinden A Lie cebirinin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glad¬¼g¬n¬kontrol

etmek kolayd¬r.

Özellik 3.4.1

AT g + gA = 0 veya Ag + gAT = 0�d¬r.

·Ilk eşitli¼gin her iki taraf¬g ile çarp¬l¬p g2 = In+1; ifadesi göz önünde bulundurulursa

ikinci eşitlik elde edilir. Bu eşitlikler A ( veya AT )�n¬n ortogonal Lorentz grubuna özgü

Lie cebirinin bir eleman¬oldu¼gunu gösterir. Her G için aşa¼g¬daki özellikler yaz¬labilir [25].
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Özellik 3.4.2

GT gG = g veya GgGT = g�dir [25].

Özellik 3.4.3

det(G) = 1�dir [25].

Özellik 3.4.4

G00 � 1�dir [25].

GT gG = g; oldu¼gunu ispat etmek için g2 = In+1; ve gT = g; ifadelerini kullan¬l¬p

özellik 3.4.2�nin ilk eşitli¼gi sol taraftan g ile çarp¬l¬rsa

(Gg)T gG = In+1;

elde edilir. Bu gG�nin tersinin (Gg)T oldu¼gunu gösterir. Böylece

gG(Gg)T = In+1;

olur. Şimdi üstteki denklem sol taraftan g ile çarp¬l¬r ve g2 = In+1; ile gT = g; ifadeleri

tekrar kullan¬l¬rsa GT gG = g eşitli¼gi elde edilir.

n verilen sistemde pozitif bir tam say¬ olmak üzere A 2 so(n; 1) ve G 2 SO0(n; 1)

ortogonal Lorentz grubuna özgü Lie cebirinin elemanlar¬olarak verilsin. O halde aşa¼g¬daki

özellikleri ispatlayabiliriz.

Özellik 3.4.5

G 2 SO0(n; 1) ise G�1 = gGT g�dir [25].

Özellik 3.4.2�den g�1 = g oldu¼gundan dolay¬bu özellik aç¬kt¬r.

Özellik 3.4.6

MgMT = NgNT ise M�1N 2 SO0(n; 1)�dir [25].

Özellik 3.4.2�nin ikinci eşitli¼ginde G yerine M�1N yaz¬ld¬¼g¬nda üstteki eşitlik sa¼glan¬r.

Özellik 3.4.7

A 2 so(n; 1) ise eTA 2 SO0(n; 1)�dir [25].
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Özellik 3.4.8

A 2 so(n; 1) ve det(In+1) 6= 0; ise Cay(A) := (In+1 � A)�1(In+1 + A) 2 SO0(n; 1)�dir

[25].

Özellik 3.4.2�nin ikinci eşitli¼ginde G yerine (In+1 �A)�1(In+1 +A) yaz¬ld¬¼g¬nda

(In+1 +A)g(In+1 +A
T ) = (In+1 �A)g(In+1 �AT )

olur ve özellik 3.4.1 de kullan¬ld¬¼g¬nda üstteki eşitlik ispat edilmi̧s olur.

Özellik 3.4.9

A 2 so(n; 1) ise (A2m)T g = gA2m�dir [25].

m = 1 için,

(A2)T g = gA2;

olur. Özellik 3.4.1�in ilk eşitli¼ginde her iki tarafa AT uyguland¬¼g¬nda ve ayn¬eşitlik kul-

lan¬ld¬¼g¬nda üstteki eşitlik kolayl¬kla ispatlan¬r. Benzer şekilde m = 1 için,

(A2k)T g = gA2k;

yaz¬l¬r. Üstteki eşitli¼gin her iki taraf¬na AT uygulan¬p ve özellik 3.4.1�in ilk eşitli¼gi kul-

lan¬l¬rsa,

(A2k+1)T g = �gA2k+1;

elde edilir. Tekrar her iki tarafa AT uygulan¬rsa ve özellik 3.4.1�in ilk eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

(A2k+2)T g = gA2k+2;

olarak yaz¬l¬r. Bununla birlikte özellik ispat edilmi̧s olur.

Özellik 3.4.10

A 2 so(n; 1) ise (A2m+1)T g = �gA2m+1 �dir [25].
·Ispat¬özellik 3.4.9�un ispat¬ile ayn¬d¬r.

Özellik 3.4.11

fe(x) bir çift polinom ve A 2 so(n; 1) ise fe(AT )g = gfe(A)�dir [25].
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fe(x) polinom fonksiyonunun her eleman¬özellik 3.4.11�deki eşitli¼gi sa¼glar. O halde

fe(x)�in bütün elemanlar¬n¬n toplam¬da ayn¬eşitli¼ge uyar ve ispat gerçekleşir.

Özellik 3.4.12

f0(x) bir tek polinom ve A 2 so(n; 1) ise f0(AT )g = �gf0(A)�dir.

Benzer bir şekilde f0(x) polinom fonksiyonunun her eleman¬özellik 3.4.12�deki eşitli¼ge

uyar. O halde f0(x)�in bütün elemanlar¬n¬n toplam¬da ayn¬eşitli¼ge uyar ve ispat gerçek-

leşir.

Özellik 3.4.13

A 2 so(n; 1) ve G 2 SO0(n; 1) ise G�1AG := A�2 so(n; 1)�dir [25].

Özellik 3.4.1 ve özellik 3.4.2�deki ilk eşitliklere sa¼g taraftan g uygulan¬p ve g2 = In+1;

ifadesi göz önünde bulundurulursa;

gAg = �AT ;

gGg = G�T ;

olur. Üstteki iki eşitlik kullan¬l¬rsa;

gA0g = gG�1AGg = g�1Gg�1AggGg = (gGg)�1gAAggGg = �(G�1AG)T = �(A0)T

elde edilir. Tekrar sa¼g taraftan g uygulan¬p ve g2 = In+1; oldu¼gu düşünülürse;

(A0)T g + gA0 = 0;

olarak yaz¬l¬r. Bu da A�2 so(n; 1) oldu¼gunu gösterir.

AT ayn¬zamanda so(n; 1)�in eleman¬oldu¼gundan A için verilen özellikler AT için de

geçerlidir.

3.5 Padé yaklaş¬mlar¬ile Grup Koruma Metodlar¬

Üstel fonksiyonlar¬n Padé yaklaş¬mlar¬n¬kullanarak daha hassas say¬sal sonuç veren

metodlar geli̧stirilebilir. Temel olarak exp(x) fonksiyonuna yaklaş¬m iki polinom fonksi-

yonunun bir oran¬na uygularsak :

exp(x) � plm(x) := nlm(x)=dlm(x);
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nlm(x) :=
mX
k=0

(l +m� k)!m!
(l +m)!(m� k)!k!x

k;

dlm(x) :=
(l +m� k)!l!

(l +m)!(l � k)!k! (�x)
k

bulunur.

3.6 Bir Lie Cebir Formülü

Grup Koruma Metodu (GKM) düşünülen sistemin iç simetri grubunu korur. Lineer

olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin simetri grubunu önceden bilmememize ra¼g-

men, Liu [25] onlar¬sadece belirli de¼gi̧skenler de¼gil ayn¬zamanda belirli de¼gi̧skenli vektör-

lerin büyüklü¼günün oluşumlar¬n¬ele alan geni̧sletilmi̧s dinamik sistemler içine gömmüştür.

Şöyleki,

u�= f(t; u); u 2 Rk; t 2 R; (3.14)

k�boyutlu bir adi diferansiyel sistemi için, Rk�da orjinal k�boyutlu dinamik sistemine,

Mk+1�de

X
0
= AX;

k + 1�boyutlu geni̧sletilmi̧s bir dinamik sistemi matematiksel olarak eşit bir şekilde oluş-

turulabilir. Yeni sistemin boyutu yükselmesine ra¼gmen Lipschitz şart¬

kf(y; u)� f(y; v)k � $ku� vk; 8(y; u); (y; v) 2 D; (3.15)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada D, R � Rk�n¬n bir alan¬ ve $, Lipschitz sabiti olarak bilinir.

Buradan

Xn+1 = G(n)Xn; (3.16)

yaz¬l¬r ve Xn; yn�de ayr¬k olan X�in say¬sal de¼gerini verir ve G(n) 2 SO0(k; 1); yn�de grup

de¼geridir.
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3.7 Diferansiyel Denklem Sistemi ·Için GKM

Lie grubu, uygun ortochronous Lorentz grubu olarak bilinen A 2 so(k; 1)�den ortaya

ç¬km¬̧st¬r. A(n)�in üstel bir dönüşümü

exp[�yA(�)] =

24 Ik + (�n�1)
kfnk2 fnf

T
n

�nfn
kfnk

�nf
T
n

kfnk �n

35 (3.17)

şeklindeki kapal¬forma uyar. Burada

�n = cosh(
�ykfnk
kunk

);

�n = sinh(
�ykfnk
kunk

);

dir. Notasyonu korumak için fn = f(tn; un) olsun. (3.16) denkleminde G(n) yerine

exp[�yA(n)] yaz¬ld¬¼g¬nda

un+1 = un +
(�n�1)fn:un + �nkunkkfnk

kfnk2
fn = un + �nfn; (3.18)

olarak elde edilir. fn:un � �kfnkkunk ifadesi göz önüne al¬n¬rsa

�n � [1� exp(�
�ykfnk
kunk

)]
kunk
kfnk

> 0; 8�y > 0; (3.19)

olur [26].
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4. BÖLÜM

L·INEER TELEGRAF DENKLEM·I

� ve � bilinen sabit say¬lar, t zaman ve x uzakl¬k olmak üzere ikinci dereceden lineer

hiperbolik

utt + 2�ut + �
2u� uxx = g(x; t); a < x < b; 0 < t < T; (4.1)

telegraf denklemini

Başlang¬ç şartlar¬:

8<: u(x; 0) = �1(x);

ut(x; 0) = �2(x);
a � x � b; (4.2)

Dirichlet s¬n¬r şartlar¬:

8<: u(a; t) = 	1(t);

u(b; t) = 	2(t);
0 � t � T; (4.3)

şartlar¬ile birlikte göz önüne alal¬m. � > 0 ve � = 0 için (4.1) denklemi sönümlü bir dalga

denklemini ifade eder ve � > � > 0 için telegraf denklemi olarak adland¬r¬l¬r. Hiperbolik

diferansiyel denklemler atomik �zikteki temel denklemleri esas al¬r. Özellikle hiperbolik

telegraf denklemi, matematiksel olarak modellenen baz¬�ziksel sistemlere büyük ölçüde

uygulanan hiperbolik k¬smi diferansiyel denklemlerde önemli bir rol oynar [27, 28, 29].

Son y¬llarda ikinci dereceden hiperbolik denklemlerin say¬sal çözümleri için literatürde

kararl¬ metodlar geli̧stirilmi̧s ve bu metodlar büyük ilgi uyand¬rm¬̧st¬r [30]. Mohanty

[31, 32] iki ve üç boyutlu uzayda lineer hiperbolik denklemler için üç seviyeli şarts¬z alter-

natif yönlü metodlar geli̧stirmi̧stir. Bunlar yönlendirilmi̧s geli̧sigüzel hareketler oluşturur

ve parabolik k¬smi diferansiyel denklemler için uygun bir şekilde modellenmi̧stir. Özellikle

deneysel sonuçlar [33, 34] telegraf denklemlerinin ¬s¬ denklemlerinden daha iyi model-

lendi¼gini göstermektedir. Son y¬llarda Neumann s¬n¬r şartlar¬yla lineer olmayan telegraf

denkleminin zaman s¬n¬rl¬çözümlerinin varoluşu düşünülmektedir [35]. Bu yaklaş¬m baz¬

Lyapunov fonksiyonellerinin kullan¬m¬yla Galerkin metoduna dayal¬d¬r.

Bir boyutlu lineer hiperbolik denkleminin say¬sal çözümü pek çok yazar taraf¬ndan

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Şarts¬z kararl¬fark metodlar¬sunulmuştur [30, 36, 37]. Zamanla sonsuz fark

ayr¬̧s¬m¬ve spline enterpolasyona dayal¬üç seviyeli fark şemas¬önerilmi̧stir [36]. [37]�deki

metod ayn¬zamanda üç seviyeli kapal¬fark metodu buna ra¼gmen [30]�da sunulan say¬sal



metod aç¬k fark metodudur. Saadamati�nin [38], (4.1) denkleminin yaklaş¬k çözümü için

Chebyshev tau metodunu kullanmas¬na karş¬n Dehghan [39], Chebyshev cardinal fonksi-

yonlar¬n¬kullanm¬̧st¬r. Hesaplama molekülüne ba¼gl¬geleneksel büyük say¬da birleşik nok-

talarla biri standart üst seviyeden metodlar¬uygulad¬¼g¬nda s¬n¬rlar¬n yak¬n¬ndaki zorluklar

hayali noktalar olarak ortaya ç¬kmaktad¬r. Bununla birlikte genel olarak hayali nokta-

lar kullanmaya ihtiyaç duyulmayan ikinci dereceli metodlar bu denklemleri çözmek için

popüler metodlard¬r. Dehghan ve Shokri [40, 41] s¬ral¬noktalar¬ve thin-plate-spline radial

tabanl¬fonksiyonlar¬kullanarak bir ve iki boyutlu hiperbolik denklemlerin nümerik metod-

lar¬n¬oluşturmuşlard¬r. Telegraf denklemlerinin çözümü için Rothe-Wavelet metodunun

bir uygulamas¬önerilmi̧stir. El-Azab ve El-Ghamel [42], telegraf denkleminin ayr¬̧st¬r¬lmas¬

için farkl¬durumlarda dalgalar¬n ha�f bir şekilde nas¬l kullan¬labilece¼gini tarif etmi̧slerdir.

Say¬sal metodlar, radial tabanl¬fonksiyon metodu [43], karesel B-spline s¬ralama metodu

[44] ve Diferansiyel Quadrature metodu [45] gibi teknikler kullan¬larak (4.1) denkleminin

çözümleri geli̧stirilmi̧stir. Ayr¬ca Inç ve di¼gerleri [19, 46] taraf¬ndan da çekirdek üreten

Hilbert uzay metodu ile bu denklemlerin say¬sal çözümleri elde edilmi̧stir.

4.1 Sabit Katsay¬l¬Telegraf Denkleminin GKM ile Çözümü

(4.1) denkleminde

v(x; t) = ut(x; t);

dönüşümünü kullan¬rsak (4.1)-(4.3) ile verilen problem8<: ut = v;

vt = �2�v � �2u+ uxx + g;
a < x < b; 0 < t < T; (4.4)

Başlang¬ç şartlar¬:

8<: u(x; 0) = �1(x);

v(x; 0) = �2(x);
a � x � b; (4.5)
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Dirichlet s¬n¬r şartlar¬:

8<: u(a; t) = 	1(t);

u(b; t) = 	2(t);
0 � t � T; (4.6)

şeklinde yaz¬labilir.

4.1.1 Line Metodu

Line say¬sal metodu verilen k¬smi diferansiyel denklem sistemi için ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken-

lerden birinin ayr¬̧st¬r¬lmas¬na dayan¬r. Yar¬ayr¬klaşt¬rma metodu say¬sal olarak integre

edilen bir çift adi diferansiyel denklem sisteminde sonuç verir. xm = a+mh; m = 0; ::; N;

olmak üzere [a; b] aral¬¼g¬nda seçilen h = b�a
N ad¬m aral¬¼g¬ ile fxmgNm=0 eşit aral¬kl¬ bir

dü¼güm alal¬m. Şimdi ayr¬klaşt¬rma uygulan¬rsa;

uxx �=
u(xm+1; t)� 2u(xm; t) + u(xm�1; t)

h2
:

olur. Üstteki denklem kullan¬l¬r ve um(t) = u(xm; t); vm(t) = v(xm; t); gm(t) = g(xm; t);

m = 0; :::; N olarak al¬n¬rsa, adi diferansiyel denklem sistemi

um(0) = �1(xm); vm(0) = �2(xm); m = 1; :::; N � 1 (4.7)

başlang¬ç şartlar¬ve

u0(t) = 	1(t); uN (t) = 	2(t); 0 � t � T (4.8)

s¬n¬r şartlar¬ile8<: u�m(t) = vm(t);

v�m(t) = �2�vm(t)� �2um(t) +
um+1 (t)�2um(t)+um�1(t)

h2
+ gm(t);

m = 1; :::; N�1 (4.9)

şeklinde yaz¬l¬r. (4.7) başlang¬ç şartlar¬ ve (4.8) s¬n¬r şartlar¬ ile verilen (4.9) sistemi-

nin çözümlerini elde edebilmek için say¬sal olarak integre edilen um(t) ve vm(t), m =

1; :::; N�1; de¼gi̧skenler için 2N�2 çift lineer adi diferansiyel denklem vard¬r. Notasyonlar

kullan¬larak

u�m(t) pt=n�'
um((n+ 1)�)� um(n�)

�
;

v�m(t) pt=n�'
vm((n+ 1)�)� vm(n�)

�
; (4.10)
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oldu¼gunu varsayal¬m. Böylece

unm = u(mh; n�); (4.11)

vnm = v(mh; n�); (4.12)

ve kararl¬l¬k indeksi 
 = �
h2
olsun. Bu durumda (4.9) denklem sistemi m = 1; ::; N � 1;

n = 0; 1; :::;M; M = T
� ; olmak üzere8<: un+1m = unm + �v

n
m

vn+1m = vnm � 2��vnm � �2�unm + 
(unm+1 � 2u
n
m + u

n
m�1) + �g

n
m:

(4.13)

biçiminde tamamen ayr¬klaşt¬r¬labilir.

4.1.2 Grup Koruma Metodu

Bir önceki k¬s¬mda Euler tipi bir aç¬k metod tan¬t¬ld¬. Şimdi aç¬k metodu geli̧stirmeye

çal¬̧saca¼g¬z. Grup koruma metodu uygulanan (4.9) ile verilen eşitlikler m = 1; ::; N � 1;

n = 0; 1; :::;M; olmak üzere8>>><>>>:
un+1m = unm + ��nv

n
m

vn+1m = vnm � 2���nvnm � �2��nunm + 
�n(unm+1 � 2u
n
m + u

n
m�1) + ��ng

n
m

u1;n0 = u1;nN = 0

; (4.14)

biçiminde yaz¬l¬r.

(4.9) denklem sisteminin matris formunu ifade etmek için

u(t) = (u1(t); :::; uN�1(t); v1(t); :::; vN�1(t))
T ; (4.15)

ve

f(t; u) = (v1(t); :::; vN�1(t); s1(t); :::; sN�1(t))
T ; (4.16)

sm(t) = �2�vm(t)��2um(t)+
um+1(t)� 2um(t) + um�1(t)

h2
+gm(t); m = 1; :::; N �1;

ile belirtilir. O halde (3.1)�den (3.25)�e kadar yap¬lan uygulamalar kullan¬larak bir boyutlu

hiperbolik telegraf denkleminin grup koruma metodu ile çözümleri elde edilir.
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4.1.3 Kararl¬l¬k Analizi

Telegraf denklemi için GKM�nin Neumann metoduyla kararl¬l¬k analizini araşt¬rmak

amac¬yla bu denklemin g(x; y) = 0; homojen durumunu göz önüne almak yeterlidir. Ho-

mojen telegraf denkleminin GKM formu

un+1m = unm + ��nv
n
m; (4.17)

vn+1m = (1� 2���n)vnm � �n(�2� + 2
)unm + 
�n(unm+1 + unm�1); (4.18)

biçimindedir. Sistem iki denklem ve iki de¼gi̧sken içermektedir. Bununla birlikte q ilave bir

faktör, i =
p
�1; � bir reel say¬, p ve w harmonik büyüklükler olmak üzere çözüm,

unm = pq
neim� vnm = wq

neim� (4.19)

olarak yaz¬l¬r. Uygulanan metodun kararl¬l¬¼g¬n¬göstermek için jqj � 1 ; oldu¼gunu ispatla-

mak yeterlidir. (4.19) ve (4.17) eşitliklerinden

) pqn+1eim� = pqneim� + ��nwq
neim� ) (q � 1)p� ��nw = 0 (4.20)

elde edilir. Üstelik (4.18) eşitli¼gi

wqn+1eim� = (1�2���n)wqneim���n(�2�+2
)pqneim�+�n
pqn(ei(m+1)�+ei(m�1)�)

eşitli¼gine dönüşür ve

(q � 1 + 2���n)w + �n(�2� + 4
 sin2(
�

2
))p = 0; (4.21)

olur. (4.20) eşitli¼gi (4.21)�de yerine yaz¬l¬rsa;

(q � 1 + 2���n) + (�2� + 4
 sin2(
�

2
))
��2n
q � 1 = 0;

(q � 1)�in bir polinomu olarak düşünülebilir ve

(q � 1)2 + 2���n(q � 1) + ��2n(�2� + 4
 sin2(
�

2
)) = 0;

yaz¬l¬r. Bu denklemin çözümü

q � 1 =
�2���n �

q
4�2�2�2n � 4��2n(�2� + 4
 sin2(�2 ))

2
= 0;
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olarak bulunur. Buradan

q = 1� ���n �
r
�2�2�2n � ��2n(�2� + 4
 sin2(

�

2
));

ve q � 1 kararl¬l¬k şart¬ile�����1� ���n �
r
�2�2�2n � ��2n(�2� + 4
 sin2(

�

2
))

����� � 1;
veya di¼ger bir şekilde

�
r
�2�2�2n � ��2n(�2� + 4
 sin2(

�

2
)) � ���n;

olarak yaz¬l¬r. GKM�de fn:un � kfnkkunk oldu¼gundan

�n � [1� exp(�
�kfnk
kunk

)]
kunk
kfnk

> 0; 8� < 0; (4.22)

elde edilir. � > 0 olmak üzere

�
r
�2�2�2n � ��2n(�2� + 4
 sin2(

�

2
)) � ���n;

ve r
�2�2�2n � ��2n(�2� + 4
 sin2(

�

2
)) � ���n;

elde edilir. Böylece

�2�2�2n � ��2n(�2� + 4
 sin2(
�

2
)) � �2�2�2n;

olur. Son eşitlikten ise

��2n(�
2� + 4
 sin2(

�

2
)) � 0;

yaz¬labilir. Burada 
 = �
h2
> 0 ve 0 � sin2(�2 ) � 1 oldu¼gundan ifade önemsizdir. Böylece

telegraf denklemi için uygulanan grup koruma metodunun uygulanmas¬ile elde edilen ak¬̧s

şemas¬şarts¬z kararl¬d¬r.
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4.1.4 Say¬sal Sonuçlar

Bu bölümde, telegraf denklemini çözmek için kulland¬¼g¬m¬z metodun etkinli¼gini araşt¬r-

d¬k. Bütün say¬sal hesaplamalarN = 50 ve � = 0:001 ad¬mlar¬na göre Matlab program¬nda

yap¬lm¬̧st¬r. Amac¬m¬z grup koruma metodunun etkinli¼gini ve çözümün güvenilir oldu¼gunu

göstermektir. Bunun için L1-hata normu

L1 =ke u�a u k1= maxijeui �a uij; (4.23)

ve euji ile
auji s¬ras¬yla (xi; tj) ayr¬k noktalarda tam ve yaklaş¬k çözümler olmak üzere root

mean square (RMS) hatas¬

RMS =

vuuut
X
i;j

(euji �a u
j
i )
2

M �N ; (4.24)

kullan¬lacakt¬r.

Örnek 4.1.1

� = 4; � = 2 ve g(x; t) = (2 � 2� + �2)e�tsin(x) için (4.1) telegraf denklemini ele

alal¬m. Başlang¬ç şartlar¬

�1(x) = sin(x); �2(x) = �sin(x); x 2 [0; 2�]; (4.25)

ve s¬n¬r şartlar¬

	1(t) = 	2(t) = 0; t 2 [0; 1]; (4.26)

olsun.
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Şekil 4.1 Örnek 4.1.1 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.

Şekil 4.2 Örnek 4.1.1 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Bu denklemin tam çözümü

u(x; t) = e�tsin(x): (4.27)

şeklindedir [41].

Metod Zaman L1 RMS hatas¬

GKM 0:5 1:83e� 10 1:04e� 10

GKM 1:0 5:14e� 10 8:65e� 10

Shari� ve Rashidinia [49] 0:5 9:99e� 6 7:16e� 6

Shari� ve Rashidinia [49] 1:0 5:19e� 6 7:17e� 6

Dehghan ve Shokri [42] 0:5 8:37e� 6 6:32e� 6

Dehghan ve Shokri [42] 1:0 1:57e� 5 1:15e� 5

Mittal [48] 0:5 1:86e� 6 �

Mittal [48] 1:0 3:49e� 6 �

Tablo 4.1 Örnek 4.1.1 için � = 0:001 ve h = 2�=50 ad¬mlar¬ile hatalar¬n

karş¬laşt¬r¬lmas¬.

Tablo 4.1, örnek 4:1:1 için � = 0:001 ve h = 2�
50 ad¬mlar¬na karş¬l¬k gelen L1 ve

RMS hatalar¬n¬göstermektedir. Hata de¼gerleri karş¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda [41, 47, 48] bahsedilen

metodlardaki � = 0:0001 ve h = 0:02 ad¬mlar¬ndan daha büyük ad¬mlar kulanmam¬za

ra¼gmen bizim metodun daha güvenilir oldu¼gu ortaya ç¬kmaktad¬r. Şekil 4.1, GKM ile

elde edilen yaklaş¬k çözümlerdeki noktalar¬n analitik çözümlerdeki noktalarla tam olarak

denk düştü¼günü göstermektedir. Şekil 4.2, mutlak hataya karş¬n kulland¬¼g¬m¬z metodun

sonuçlar¬n¬n daha memnun edici ve güvenilir oldu¼gunu belirtmektedir.

Örnek 4.1.2

Bu örnekte � = 3; � = 2 ve g(x; t) = (2�+ �2t� tx3 + t3) cos(xt)� 2x(1 + �t) sin(xt)

için telegraf denklemini ele alal¬m. Başlang¬ç şartlar¬

�1(x) = 0; �2(x) = 1; x 2 [�2�; 2�]; (4.28)
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ve s¬n¬r şartlar¬

	1(t) = 	2(t) = t cos(2�t); t 2 [0; 2]; (4.29)

olsun.

Şekil 4.3 Örnek 4.1.2 için tam çözüm ve elde edilen say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬

� = 0:001 ve N = 50:

Şekil 4.4 Örnek 4.1.2 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Bu problemin tam çözümü

u(x; t) = t cos(xt): (4.30)

şeklindedir.

Çözümün analitik ve tahmin edilen noktalar¬n¬n zaman uzay gra�¼gi şekil 4.3�te göster-

ilmi̧stir. Bu örnek için mutlak hataya karş¬n şekil 4.4�te bu tip problemlerde kulland¬¼g¬m¬z

metodun etkinli¼gi ve güvenilirli¼gi gösterilmi̧stir.

Örnek 4.1.3

Şimdi � = 3; � = 0:5 ve homojen olmayan k¬s¬m g(x; t) = (2�+ �2t+ 9t)sin(3x) için

telegraf denklemini ele alal¬m. Başlang¬ç şartlar¬

�1(x) = 0; �2(x) = sin(3x); x 2 [0; 2�]; (4.31)

ve s¬n¬r şartlar¬

	1(t) = 	2(t) = 0; t 2 [0; 1]; (4.32)

olsun.

Şekil 4.5 Örnek 4.1.3 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Şekil 4.6 Örnek 4.1.3 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.

Bu problemin tam çözümü

u(x; t) = t sin(3x): (4.33)

biçimindedir. Önceki örneklerle benzer şekilde, şekil 4.5�te tam ve yaklaş¬k çözümün

karş¬laşt¬r¬lmas¬ve şekil 4.6�da ise bulunan mutlak hata verilmi̧stir.

Örnek 4.1.4

Çal¬̧smam¬zda son olarak telegraf denklemini � = 1; � = 0:5 ve g(x; t) = (2 �

2t + t2)(x � x2)e�t + 2t2e�t için iki farkl¬
1 = f(x; t) : 1 � x � 4; 0 � t � 3g ve 
2 =

f(x; t) : 0 � x � 1; 0 � t � 4g tan¬m kümesinde göz önüne alal¬m. 
1�de başlang¬ç ve s¬n¬r

şartlar¬

�1(x) = �2(x) = 0; x 2 [1; 4]; (4.34)

	1(t) = 0; 	2(t) = �12t2e�t; t 2 [0; 3]: (4.35)
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biçiminde verilsin. 
2 bölgesinde ise başlang¬ç ve Dirichlet s¬n¬r şartlar¬homojen

�1(x) = �2(x) = 0; x 2 [0; 1]; (4.36)

	1(t) = 0; 	2(t) = 0; t 2 [0; 4]: (4.37)

olsun. 
2 tan¬m kümesinde kulland¬¼g¬m¬z metod ile [47, 48, 50] metodlar¬karş¬laşt¬r¬l¬p

sonuçlar tablo 4.2�de verilmi̧stir. Bu problemin analitik çözümü ise

u(x; t) = (x� x2)t2e�t: (4.38)

şeklindedir [40]. Kulland¬¼g¬m¬z metodun uygulanabilirli¼gi ve etkinli¼gi bu tabloda görülebilir.

Örnek 4.1.4 için elde edilen analitik ve yaklaş¬k çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬
1 bölgesi

için şekil 4.7�de, 
2 bölgesi için de şekil 4.9 ile verilmi̧stir. Ayr¬ca 
1 ve 
2 bölgeleri için

mutlak hatalar s¬ras¬ile şekil 4.8 ve 4.10 ile sunulmuştur.

Metod Zaman L1 RMS hatas¬

GKM 1:0 1:32e� 10 6:91e� 11

GKM 2:0 4:63e� 10 9:80e� 11

GKM 3:0 7:54e� 10 6:55e� 10

Shari� ve Rashidinia [49] 1:0 1:67e� 7 1:68e� 8

Shari� ve Rashidinia [49] 2:0 4:72e� 7 4:74e� 8

Dehghan ve Shokri [42] 1:0 1:85e� 5 1:43e� 8

Dehghan ve Shokri [42] 2:0 1:07e� 5 8:04e� 6

Dehghan ve Shokri [42] 3:0 1:82e� 5 1:29e� 5

Mittal [48] 1:0 5:92e� 5 �

Mittal [48] 2:0 1:79e� 5 �

Mittal [48] 3:0 1:43e� 5 �

Tablo 4.2 Örnek 4.1.4�ün 
2 tan¬m kümesi için � = 0:001 ve N = 0:002 ad¬mlar¬ile

hatalar¬n karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Şekil 4.7 Örnek 4.1.4 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.

Şekil 4.8 Örnek 4.1.4 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Şekil 4.9 Örnek 4.1.4 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.

Şekil 4.10 Örnek 4.1.4 için � = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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4.2 De¼gi̧sken Katsay¬l¬Telegraf Denkleminin GKM ile Çözümü

·Ikinci mertebeden lineer hiperbolik

utt + 2�(x; t)ut + �(x; t)u� �(x; t)uxx = g(x; t); a < x < b; 0 < t < T; (4.39)

telegraf denklemini

Başlang¬ç şartlar¬:

8<: u(x; 0) = �1(x);

ut(x; 0) = �2(x);
a � x � b; (4.40)

Dirichlet s¬n¬r şartlar¬:

8<: u(a; t) = 	1(t);

u(b; t) = 	2(t);
0 � t � T; (4.41)

şartlar¬ile birlikte ele alal¬m.

(4.39) denkleminde

v(x; t) = ut(x; t)

dönüşümünü kullan¬rsak (4.39)-(4.41) problemi8<: ut = v

vt = �2�(x; t)v � �(x; t)u+ �(x; t)uxx + g
a < x < b; 0 < t < T; (4.42)

Başlang¬ç şartlar¬:

8<: u(x; 0) = �1(x);

v(x; 0) = �2(x);
a � x � b;

Dirichlet s¬n¬r şartlar¬:

8<: u(a; t) = 	1(t);

u(b; t) = 	2(t);
0 � t � T;

şeklindeki sisteme dönüşür.

4.2.1 Line Metodu

Line say¬sal metodu verilen k¬smi diferansiyel denklem sistemi için ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken-

lerden birinin ayr¬̧st¬r¬lmas¬na dayan¬r. Yar¬ayr¬klaşt¬rma metodu say¬sal olarak integre

edilen bir çift adi diferansiyel denklem sisteminde sonuç verir. xk = a+ kh; k = 0; ::; N;

44



olmak üzere [a; b] aral¬¼g¬nda seçilen h = b�a
N ad¬m aral¬¼g¬ilefxkgNk=0 eşit aral¬kl¬bir dü¼güm

alal¬m. Şimdi ayr¬klaşt¬rma uygulan¬rsa;

uxx �=
u(xk+1; t)� 2u(xk; t) + u(xk�1; t)

h2
:

olur. Üstteki eşitlik kullan¬l¬r ve uk(t) = u(xk; t); vk(t) = v(xk; t); gk(t) = g(xk; t); �k(t) =

�(xk; t); �k(t) = �(xk; t); �k(t) = �(xk; t) k = 0; :::; N olarak al¬n¬rsa, adi diferansiyel

denklem sistemi

uk(0) = �1(xk); vk(0) = �2(xk); k = 1; :::; N � 1: (4.43)

başlang¬ç şartlar¬ve

u0(t) = 	1(t); uN (t) = 	2(t); 0 � t � T (4.44)

s¬n¬r şartlar¬ile8<: u
0
k(t) = vk(t);

v�k(t) = �2�k(t)vk(t)� �k(t)uk(t) + �k(t)
u
k+1

(t)�2uk(t)+uk�1(t)
h2

+ gk(t);
i = 1; :::; N�1

(4.45)

şeklinde yaz¬l¬r. (4.43) başlang¬ç şartlar¬ve (4.44) s¬n¬r şartlar¬ile verilen (4.45) sisteminin

çözümlerini elde edebilmek için say¬sal olarak integre edilen uk(t) ve vk(t), k = 1; :::; N�1;

de¼gi̧skenler için 2N�2 çift lineer adi diferansiyel denklem vard¬r. Notasyonlar kullan¬larak

u�k(t) pt=jrt'
uk((j + 1)�t)� uk(j�t)

�t
; (4.46)

v�k(t) pt=jrt'
vk((j + 1)�t)� vk(j�t)

�t
; (4.47)

oldu¼gunu varsayal¬m. Böylece

ujk = u(kh; j�t); (4.48)

vjk = v(kh; j�t); (4.49)

ve kararl¬l¬k indeksi 
 = �t
h2
olsun. O halde (4.48) denklem sistemini k = 1; ::; N � 1;

j = 0; 1; :::;M; M = T
�t ; olmak üzere8<: uj+1k = ujk +�tv

j
k

vj+1k = vjk � 2�
j
k�tv

j
k � �

j
k�tu

j
k + 
�

j
k(u

j
k+1

� 2ujk + u
j
k�1) + �tg

j
k:

(4.50)

biçiminde tamamen ayr¬klaşt¬r¬labilir.
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4.2.2 Grup Koruma Metodu

Bir önceki k¬s¬mda Euler tipi bir aç¬k metod tan¬t¬ld¬. Şimdi aç¬k metodu geli̧stirmeye

çal¬̧saca¼g¬z. Grup koruma metodu uygulanan (4.45) ile verilen eşitlikler k = 1; ::; N � 1;

j = 0; 1; :::;M; olmak üzere8>>><>>>:
uj+1k = ujk +�t�jv

j
k

vj+1k = vjk + �j(�2�
j
k�tv

j
k � �

j
k�tu

j
k + 
�

j
k(u

j
k+1

� 2ujk + u
j
k�1) + �tg

j
k)

u1;j0 = u1;jN = 0

(4.51)

biçiminde yaz¬l¬r. Aç¬kças¬, her n için �j = 1 ise (4.51), (4.50) olarak yaz¬labilir.

(4.45) denklem sisteminin matris formunu ifade etmek için

u(t) = (u1(t); :::; uN�1(t); v1(t); :::; vN�1(t))
T ; (4.52)

ve

f(t; u) = (v1(t); :::; vN�1(t); s1(t); :::; sN�1(t))
T ; (4.53)

sk(t) = �2�k(t)vk(t)��k(t)uk(t)+�k(t)
u
k+1
(t)� 2uk(t) + uk�1(t)

h2
+gk(t); k = 1; :::; N�1;

olur. O halde (3.1)�den (3.25)�e kadar yap¬lan uygulamalar kullan¬larak bir boyutlu hiper-

bolik telegraf denkleminin grup koruma metodu ile çözümleri elde edilir.

4.2.3 Kararl¬l¬k Analizi

Telegraf denklemi için GKM�nin Neumann metoduyla kararl¬l¬k analizini araşt¬rmak

amac¬yla bu denklemin g(x; y) = 0; homojen durumunu göz önüne almak yeterlidir. Ho-

mojen telegraf denkleminin GKM formu

uj+1k = ujk +�t�jv
j
k; (4.54)

vj+1k = vjk + �j [�2�
j
k�tv

j
k � �

j
k�tu

j
k + 
�

j
k(u

j
k+1 � 2u

j
k + u

j
k�1)]; (4.55)

biçimindedir. Sistem iki denklem ve iki de¼gi̧sken içermektedir. Bununla birlikte q ilave bir

faktör, i =
p
�1; � bir reel say¬, p ve w harmonik büyüklükler olmak üzere çözüm,

ujk = pq
jeik� vjk = wq

jeik� (4.56)
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olarak yaz¬l¬r. Uygulanan ak¬̧s şemas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬göstermek için jqj � 1 ; oldu¼gunu

ispatlamak yeterlidir. (4.54) ve (4.56) eşitliklerinden

) pqj+1eik� = pqjeik� +�t�jwq
jeik� ) (q � 1)p��t�jw = 0 (4.57)

elde edilir. Üstelik (4.55) eşitli¼gi

wqj+1eik� = wqjeik�+ �j [�2�
j
k�twq

jeik�� �jk�tpq
jeik�+ 
�jkpq

jeik�(ei�� 2+ e�i�)

eşitli¼gine dönüşür ve

(q � 1 + 2�jk�t�j)w + �j(�
j
k�t+ 4
�

j
k sin

2(
�

2
))p = 0; (4.58)

olur. (4.57) eşitli¼gi (4.58)�de yerine yaz¬l¬rsa;

(q � 1 + 2�jk�t�j) + (�
j
k�t+ 4
�

j
k sin

2(
�

2
))
�t�2j
q � 1 = 0;

(q � 1)�in bir polinomu olarak düşünülebilir ve

(q � 1)2 + 2�jk�t�j(q � 1) + �t
2�2j (�

j
k +

4
�jk
�t

sin2(
�

2
)) = 0;

yaz¬l¬r. Bu denklemin çözümü

q � 1 =
�2�jk�t�j � 2�t�j(�

j2
k � �

j
k �

4
�jk
�t sin

2(�2 ))
1=2

2
= 0;

olarak bulunur. Buradan

q = 1� �jk�t�j ��t�j(�
j2
k � �

j
k �

4
�jk
�t

sin2(
�

2
))1=2;

ve q � 1 kararl¬l¬k şart¬ile

1� �jk�t�j ��t�j(�
j2
k � �

j
k �

4
�jk
�t

sin2(
�

2
))1=2 � 1;

veya di¼ger bir şekilde

��t�j(�
j2
k � �

j
k �

4
�jk
�t

sin2(
�

2
))1=2 � �jk�t�j ;

olarak yaz¬l¬r. GKM�de fn:un � kfnkkunk oldu¼gundan

�j � [1� exp(�
�tkfjk
kujk

)]
kujk
kfjk

> 0; 8�t > 0;

47



yaz¬labilir. Buradan

�j2k � �
j
k �

4
�jk
�t

sin2(
�

2
) � �j2k ;

ve

�t�jk + 4
�
j
k sin

2(
�

2
) � 0;

olur. Böylece

�t �
4
�jk
�jk

sin2(
�

2
)

elde edilir. Burada 
 = �t
h2
> 0 ve 0 � sin2(�2 ) � 1 oldu¼gundan ifade önemsizdir. Böylece

telegraf denklemi için uygulanan grup koruma metodu

F �jk < 0 ve �
j
k < 0 ise şarts¬z kararl¬,

F �jk > 0 ve �
j
k > 0 ise şarts¬z kararl¬,

F �jk < 0 ve �
j
k > 0 ise şartl¬kararl¬,

F �jk > 0 ve �
j
k < 0 ise şartl¬kararl¬bir metodtur.

4.2.4 Say¬sal Sonuçlar

Bu bölümde de¼gi̧sken katsay¬l¬telegraf denklemi için GKM�nin etkili bir metod oldu¼gunu

göstermek için aşa¼g¬daki örnekleri inceleyelim :

Örnek 4.2.1

�(x; t) = 2ex+t; �(x; t) = sin2(x+ t) , �(x; t) = 1 + x2 ve g(x; t) = (4� x2 � cos2(x+

t)� 8ex+t) e�2t sinh(x) için telegraf denklemini ele alal¬m. Başlang¬ç şartlar¬

�1(x) = sinh(x); �2(x) = �2 sinh(x); x 2 [0; 1];

ve s¬n¬r şartlar¬

	1(t) = 0 , 	2(t) = e�2t sinh(1); t 2 [0; 1];
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olsun.

Şekil 4.11 Örnek 4.2.1 için �t = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬

Şekil 4.12 Örnek 4.2.1 için �t = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Bu problemin tam çözümü

u(x; t) = e�2t sinh(x); (4.59)

şeklindedir [19]. Çözümün analitik ve tahmin edilen noktalar¬n¬n zaman uzay gra�¼gi şekil

4.11�de gösterilmi̧stir. Şekil 4.12�de ise elde edilen yaklaş¬k çözüme karş¬l¬k gelen mutlak

hatan¬n gra�¼gi sunulmuştur.

Örnek 4.2.2

Şimdi �(x; t) = x+ t; �(x; t) = x� t; �(x; t) = x2 ve homojen olmayan k¬s¬m g(x; t) =

(1 + 3x+ t+ 4x2)et cos(2x) için telegraf denklemini ele alal¬m. Başlang¬ç şartlar¬

�1(x) = �2(x) = cos(2x); x 2 [0; 2�];

ve s¬n¬r şartlar¬

	1(t) = 	2(t) = e
t; t 2 [0; 1];

olsun.

Şekil 4.13 Örnek 4.2.2 için �t = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

nümerik çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Şekil 4.14 Örnek 4.2.2 için �t = 0:001 ve N = 50 al¬narak tam çözüm ve elde edilen

say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.

Bu problemin tam çözümü

u(x; t) = et cos(2x); (4.60)

biçimindedir. Şekil 4.13 ve 4.14 analitik ve yaklaş¬k çözümü göstermektedir.

4.3 Sonuç

GKM�nin uyguland¬¼g¬de¼gi̧sken ve sabit katsay¬l¬ lineer Telegraf denklemlerinde yar¬

ayr¬klaşt¬rma denklemin geometrik yap¬s¬n¬korur. Bu koruma özelli¼gi hayali çözümlerin

yoklu¼gunda minimum hatalar ile do¼gru çözümler içerir. Bu metodla maksimum hata-

lar en çok 3 � 10�9 olarak bulunmas¬na ra¼gmen bilinen di¼ger yöntemlerde bizim kul-

land¬¼g¬m¬z ad¬mlardan daha s¬k ad¬mlar kullan¬larak 10�7 civar¬nda hatalar bulunmuştur.

Kulland¬¼g¬m¬z metodun kararl¬l¬k analizi Van Neumann analiz metodu ile gösterilmi̧stir.
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5. BÖLÜM

BURGERS DENKLEM·I

Bir boyutl¬yar¬-lineer parabolik

@u

@t
+ u

@u

@x
= �

@2u

@x2
a < x < b; t > 0; (5.1)

k¬smi diferansiyel denklemini

u(x; 0) = �(x); a < x < b; (5.2)

başlang¬ç şartlar¬ve

u(a; t) = f(t) and u(b; t) = g(t); t > 0; (5.3)

s¬n¬r şartlar¬ ile ele alal¬m. Burada � > 0 kinematik ak¬̧smazl¬k katsay¬s¬, �, f ve g

verilen de¼gi̧skenlerin fonksiyonlar¬d¬r. (5.1) denklemi ilk olarak kararl¬çözümlerini bulan

Bateman [51] taraf¬ndan ele al¬nd¬. Daha sonra Burgers [52] bu denklemin matematiksel

modelleme için kullan¬labilece¼gini belirtmi̧stir. Burgers denklemi birçok başlang¬ç şartl¬

Hopf-Cole dönüşümü ile tamamen çözülebilir ve çözümler fourier seri aç¬l¬mlar¬ olarak

verilebilir [53, 54]. Farkl¬başlang¬ç fonksiyonlar¬için, say¬sal bir çözücünün performans¬n¬

test etmekte Burgers denklemini göz önüne almak do¼gald¬r.

Bir boyutlu Burgers denkleminin tam çözümleri Benton and Platzman [55] taraf¬n-

dan araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Burgers denklemini say¬sal olarak çözmek için Varo¼glu ve Finn [56]

kalan a¼g¬rl¬k formülüne dayal¬yeni bir sonsuz element metodunu, Evans ve Abdullah [57]

alternatif grup aç¬k metodlar¬n¬, Kakuda ve Tosaka [58] genelleştirilmi̧s s¬n¬r element yak-

laş¬m¬n¬, Ali ve di¼gerleri [59] toplama formülüne dayal¬bir kübik B-spline sonsuz element

metodunu, Nguyen ve Rynen [60] en küçük kareler yaklaş¬m¬na dayal¬ lineer bir uzay-

zaman sonsuz element tekni¼gini, Mittal ve Singhal [61, 62] Runge-Kutta-Chebyshev meto-

duyla çözülebilen linner olmayan denklem sistemini elde etmek için lineer olmayan sonlu

bir teknik kullanm¬̧slard¬r. Özis and Özdeş [63] bir dizi çözüm formunda yaklaş¬m¬üretmek

için direk varyasyonel metodu kullanm¬̧slar. Kutluay ve di¼gerleri [64] yeterli hassasl¬kta

say¬sal sonuçlar elde etmek için Burgers tipi problemlere tam aç¬k sonlu fark metodunu

önermi̧slerdir. Daha sonra, Abd-el-Malek ve El-Mansi [65] başlang¬ç ve s¬n¬r şartl¬Burgers

denkleminin çözümünü hesaplamak için grup teorik metodlar¬n¬kullanm¬̧slard¬r.



5.1 Grup Koruma Metodu

Bu bölümde, (5.2) ve (5.3) başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬ile verilen (5.1) Burgers denkle-

mine grup koruma metodunu uygulayal¬m. xi = a + ih; i = 0; ::; N; olmak üzere [a; b]

aral¬¼g¬nda seçilen h = b�a
N ad¬m aral¬¼g¬ile fxigNi=0 eşit aral¬kl¬bir dü¼güm alal¬m. Şimdi

yar¬ayr¬klaşt¬rma uygulan¬rsa;

uxx �=
u(xi+1; t)� 2u(xi; t) + u(xi�1; t)

h2
;

ux �=
u(xi+1; t)� u(xi; t)

h
; (5.4)

bulunur. Üstteki eşitlikler kullan¬l¬r ve ui(t) = u(xi; t); i = 0; :::; N olarak al¬n¬rsa

uxx �=
ui+1(t)� 2ui(t) + ui�1(t)

h2
;

ux �=
ui+1(t)� ui(t)

h
;

aşa¼g¬daki adi diferansiyel denklem sistemi

u�i(t) + ui(t)[
ui+1(t)� ui(t)

h
]� �ui+1(t)� 2ui(t) + ui�1(t)

h2
; (5.5)

başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬yla birlikte

ui(0) = �(xi) i = 0; : : : N; (5.6)

u0(t) = f(t), uN (t) = g(t); (5.7)

elde edilir. Buradan

u�1(t) = �u1(t)[
u2(t)� u1(t)

h
] + �

u2(t)� 2u1(t) + u0(t)
h2

;

u�2(t) = �u2(t)[
u3(t)� u2(t)

h
] + �

u3(t)� 2u2(t) + u1(t)
h2

;

...

u�N�1(t) = �uN�1(t)[
uN (t)� uN�1(t)

h
] + �

uN (t)� 2uN�1(t) + uN�2(t)
h2

;
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elde edilir. Sistemin matris formunu ifade etmek için

u =

26666666664

u0

u1
...

uN�1

uN

37777777775
yazal¬m. Varsayal¬m ki;

u�i(t) =
ui(j + 1;�t)� ui(j;�t)

�t
=
uj+1i � uji
�t

uj+1i � uji
�t

= �uji (
uji+1 � u

j
i

h
) + �

uji+1 � 2u
j
i + u

j
i�1

h2

uj+1i = uji �
�t

h
uji (u

j
i+1 � u

j
i ) +

�t

h2
�(uji+1 � 2u

j
i + u

j
i�1)

uj0 = f(tj) ujN = g(tj) u0i = '(xi) (5.8)

uj+1 =

26666664
uj+11

uj+12

...

uj+1N�1

37777775 uj =

26666664
uj1

uj2
...

ujN�1

37777775
ve � = �t

h2
kararl¬l¬k indeksi olsun. O zaman sistemin tamamen ayr¬klaşt¬r¬lm¬̧s hali:

fj =

26666664
uj1 � �t

h u
j
1(u

j
2 � u

j
1) + ��(u

j
2 � 2u

j
1 + u

j
0)

uj2 � �t
h u

j
2(u

j
3 � u

j
2) + ��(u

j
3 � 2u

j
2 + u

j
1)

...

ujN�1 �
�t
h u

j
N�1(u

j
N � u

j
N�1) + ��(u

j
N � 2u

j
N�1 + u

j
N�2)

37777775 (5.9)
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olmak üzere

Uj+1 = Uj + �jfj

Uj+1 = AUj

şeklindedir. Sistemin matris formunu aç¬k olarak yazarsak26666664
U j+11

U j+12

...

U j+1N�1

37777775 =
26666664

U j1

U j2
...

U jN�1

37777775+�j
26666664

uj1 � �t
h u

j
1(u

j
2 � u

j
1) + ��(u

j
2 � 2u

j
1 + u

j
0)

uj2 � �t
h u

j
2(u

j
3 � u

j
2) + ��(u

j
3 � 2u

j
2 + u

j
1)

...

ujN�1 �
�t
h u

j
N�1(u

j
N � u

j
N�1) + ��(u

j
N � 2u

j
N�1 + u

j
N�2)

37777775 ;
(5.10)

26666664
U j+11

U j+12

...

U j+1N�1

37777775 =
26666664

uj1 + �j [u
j
1 � �t

h u
j
1(u

j
2 � u

j
1) + ��(u

j
2 � 2u

j
1 + u

j
0)]

uj2 + �j [u
j
2 � �t

h u
j
2(u

j
3 � u

j
2) + ��(u

j
3 � 2u

j
2 + u

j
1)]

...

ujN�1 + �j [u
j
N�1 �

�t
h u

j
N�1(u

j
N � u

j
N�1) + ��(u

j
N � 2u

j
N�1 + u

j
N�2)]

37777775 :
(5.11)

denklemleri elde edilir. Böylece (5.11) sisteminden hareketle Burgers denkleminin yaklaş¬k

çözümü grup koruma metodu ile hesaplanabilir.

5.2 Say¬sal Sonuçlar

Bu bölümde Burgers denklemi için GKM�nin gücünü ve etkinli¼gini göstermek için iki

model problem ele al¬nd¬.

Örnek 5.2.1

(5.1) denklemini

u(x; 0) =
2v� sin(�x)

a+ cos(�x)
; x 2 [0; 1]; (5.12)

başlang¬ç şart¬ve

u(0; t) = u(1; t) = 0; 0 < t � T; (5.13)
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s¬n¬r şartlar¬ile ele alal¬m. Bu örnekte T = 0:1 ve a = 2 olarak seçildi. ��nin farkl¬de¼gerleri

için tam ve yaklaş¬k çözümler T = 0:1 için iki boyutlu olarak şekil 5.1 de gösterildi.

Görüldü¼gü gibi analitik ve yaklaş¬k çözüm çok uyumludur. Bu denklem için tam çözüm

u(x; t) =
2v�e�

2vt sin(�x)

a+ e�2vt cos(�x)
:

biçimindedir [67]. Şekil 5.3�te sunulan mutlak hatalar, GKM�nin son derece do¼gru bir

metod oldu¼gunu kan¬tlar. Bu metod ile elde edilen yaklaş¬k çözümler di¼ger metodlarla

karş¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda kulland¬¼g¬m¬z metodun daha güvenilir oldu¼gunu ispatlar.

Şekil 5.1 Örnek 5.2.1 için tam ve elde edilen say¬sal çözümün karş¬laşt¬r¬lmas¬.

Şekil 5.2�de, s¬ras¬yla � = 0:01, � = 0:5 ve � = 1 de¼gerleri için elde edilen analitik ve

yaklaş¬k çözümlerin üç boyutlu görüntüleri verilmi̧stir. Bu şekilde görüldü¼gü gibi GKM ile

bulunan yaklaş¬k çözüm ile analitik çözüm çak¬̧sm¬̧st¬r. Bu ise metodun ne kadar güvenilir

oldu¼gunu ve iyi sonuç verdi¼gini gösterir.
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x [68] GKM

0:1 9:01E � 09 3:59E � 10

0:2 9:62E � 09 4:49E � 10

0:3 9:99E � 05 3:01E � 10

0:4 3:12E � 08 4:95E � 11

0:5 4:14E � 08 5:01E � 10

0:6 2:94E � 08 5:02E � 11

0:7 5:29E � 08 2:99E � 10

0:8 5:11E � 07 4:50E � 10

0:9 1:97E � 06 3:61E � 10

Tablo 5.1 Örnek 5.2.1 için belirli noktalarda mutlak hatalar¬n karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Şekil 5.2 Örnek 5.2.1 için tam ve elde edilen say¬sal çözümün � = 0:01, � = 0:5 ve � = 1

için karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Şekil 5.3 Örnek 5.2.1 için mutlak hatalar¬n � = 0:01, � = 0:5 ve � = 1 için gösterilmesi.
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Örnek 5.2.2

(5.1) denklemini


1 = f(x; t) : x 2 [0; 8]; t 2 [1; 4]g; 
2 = f(x; t) : x 2 [0; 1:2]; t 2 [1; 4]g; (5.14)

bölgeleri üzerinde başlang¬ç şart¬

u(x; 1) =
x

1 + e
1
4�
(x2� 1

4
)
; � > 0; 0 � x � 1;

ve s¬n¬r şart¬

u(x; t) jx2@
1_x2@
2= 0 (5.15)

ile birlikte göz önüne alal¬m. Bu problemin tam çözümü

u(x; t) =
x=t

1 +
q

t
t0
e
x2

4�t

; t0 = e
1
8� (5.16)

şeklindedir [66]. Şekil 5.4 s¬ras¬yla 
1 ve 
2 bölgelerinde elde edilen yaklaş¬k ve analitik

çözümler gösterilmi̧stir. Şekil 5.5�te ise yine s¬ras¬yla bu bölgelerde elde edilen mutlak

hatalar verilmi̧stir. Tablo 5.2 ve tablo 5.3 
1 ve 
2 üzerinde literatürdeki metodlarla

kulland¬¼g¬m¬z metodun karş¬laşt¬rmas¬n¬verir.
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Şekil 5.4 Örnek 5.2.2 için tam ve elde edilen say¬sal çözümün 
1 ve 
2�de

karş¬laşt¬r¬lmas¬.
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Şekil 5.5 Örnek 5.2.2 için mutlak hatalar¬n 
1 ve 
2�de gösterilmesi.
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t = 2 t = 2 t = 4 t = 4

x [68] GKM [68] GKM

1:0 4:95E � 07 9:91E � 13 1:41E � 06 4:31E � 12

2:0 8:80E � 07 2:03E � 12 2:24E � 07 7:01E � 12

3:0 4:96E � 08 3:52E � 12 8:96E � 08 9:02E � 12

4:0 1:00E � 10 2:05E � 12 1:59E � 08 7:12E � 12

5:0 � 9:89E � 13 6:00E � 10 3:98E � 12

Tablo 5.2 Örnek 5.2.2 için 
01de belirli noktalarda mutlak hatalar¬n karş¬laşt¬r¬lmas¬.

x [69] [70] [71] GKM

0:2 � 3:98E � 05 � 2:83E � 14

0:4 1:00E � 07 3:17E � 04 1:00E � 07 3:23E � 14

0:6 1:50E � 06 1:45E � 03 2:00E � 07 9:01E � 15

0:8 6:90E � 06 2:66E � 03 1:00E � 07 7:67E � 14

Tablo 5.3 Örnek 5.2.2 için 
02de belirli noktalarda t = 3:5 için mutlak hatalar¬n

karş¬laşt¬r¬lmas¬.

5.3 Sonuç

GKM, adi ve k¬smi diferansiyel denklem çeşitlerini incelemek için etkili bir metod-

tur. Lineer olmayan Burgers denklemi birinci dereceden bir diferansiyel denklem siste-

mine dönüştürülerek bu denkleme GKM uyguland¬. Elde edilen sonuçlar tablo ve gra�k-

lerle gösterilerek uygulanan metodun güçlü bir metod oldu¼gu ortaya ç¬kar¬lm¬̧st¬r. Tablo

5.1�de PC-metodu ile GKM karş¬laşt¬r¬ld¬. Tablodan da görüldü¼gü gibi GKM daha hassas

sonuçlar vermektedir. Tablo 5.2�de x ve t�nin belirli de¼gerleri için yaklaş¬k çözümler elde

edildi. Bu çözümler PC-metodu ile elde edilen çözümler ile karş¬laşt¬r¬ld¬. Tablo 5.3�te

ise elde edilen sonuçlar modife olmuş kübik B-splines collocation metodu, çekirdek üreten

metod ve modife olmuş kübik B-spline diferansiyel kare metodu ile elde edilen sonuçlar ile

karş¬laşt¬r¬ld¬. GKM�nin daha etkili bir metod oldu¼gu ispatland¬.
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