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OZET

Bu tez bes boliim olarak diizenlendi. Birinci béliimde, Grup koruma metodunun tarih-
gesi ile ilgili ve literatiirdeki yeri hakkinda bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, tezde kullamlacak olan sonlu fark yontemleri ile birlikte bazi temel
kavramlara yer verildi.

Uciincii boliimde Grup koruma metodu aciklanda.

Dordiincii ve besinci boliimler bu tezin orjinal kisimlarini olugturmaktadir. Dordiincii
boliimde, sabit ve degisken katsayili lineer Telegraf denklemleri hakkinda genel bilgiler
verildikten sonra Telegraf denklemleri i¢in daha énceden yapilan calismalardan bahsedildi.
Daha sonra bu tiir denklemlere Grup koruma metodu uygulandi ve elde edilen yaklagimin
kararlilik analizi incelendi. Bu metod ile ele alinan alti model problem c¢oziildii. Elde
edilen sayisal ¢oziimler literatiirdeki mevcut sonucglar ile karsilagtirilarak tablolar halinde
sunuldu.

Besinci bolimde, Burgers denklemi hakkinda genel bilgiler verildikten sonra bu denk-
leme Grup koruma metodu uygulandi. Bu metod ile iki model problem ¢oziildii. Elde
edilen sayisal sonuglar literatiirdeki mevcut sonuclar ile kargilagtirilarak tablolar halinde

verildi.

Anahtar Kelimeler : Grup Koruma Metodu, Sonlu Fark Yontemleri, Telegraf Denk-

lemi, Burgers Denklemi, Kararlihik Analizi.



SUMMARY
APPLICATIONS OF GROUP PRESERVING SCHEME FOR SOME
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENTS

This thesis is organized in five sections. In the first chapter, some general information
about the group preserving scheme and its importance in the literature are given.

In the second chapter, some fundamental concepts of the finite difference methods
which are going to be used in the thesis have been presented.

In the third chapter, Group preserving scheme has been investigated.

The fourth and fifth chapters of this thesis constitude its original parts. In the fourth
chapter, after general information about the linear Telegraf equation with variable and
constant coefficients have been given, the previous studies about the Telegraf equations
have been mentioned. After that, Group preserving scheme is applied to these equations
and the stability analysis of the approximation is given. Six model problems are solved
by this method. The obtained results are compared with existing results in the literature,
and they are given in the form of tables.

In the fifth chapter, after general information about the Burgers equation has been
given, Group preserving scheme is applied to this equation. Two model problems are
solved by this method. The obtained numerical results are compared with existing results

in the literature, and they are given in the form of tables.

Key Words : Group Preserving Scheme, Finite Difference Methods, Telegraf Equa-

tion, Burgers Equation, Stability Analysis.
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1. BOLUM

GIRIS

Dogadaki biyolojik, jeolojik veya mekanik bircok olay fizik kurallar1 yardimiyla ce-
birsel, diferansiyel veya integral denklemleri olarak tanimlanabilir. Bunlari inceleyen bilim
adamlarinin bu olaylarin matematiksel modellerini olugturmak ve bu modellerin sayisal
analizini yapmak gibi iki temel gorevi vardir. Dogadaki olaylarin matematiksel modelini
olugturmak o alanda bir altyapiy1 ve belirli matematiksel araglar1 gerektirir. Ayrica mo-
dellenen problemlerin analitik ¢oziimleri ve kapal formdaki ¢oziimleri bulunmaya galigilir.
Fakat her problemin kapali formdaki ¢oziimlerini bulmak ¢cogunlukla miimkiin olmayabilir.
Bu durumda ise denklemin yaklagik ¢oziimlerini bulmak énem kazanir. Diferansiyel denk-
lemlerin analitik ve yaklagik ¢oziimleri, modellemesi yapilan olayin dogasi hakkinda bize
biiyiik katkilar saglar. Bu yiizden diferansiyel denklemlerin ¢ziimlerine olan ilgi artarak
devam etmistir.

Dinamik sistemler, fiziksel bilimlerde iglemleri modellemek igin en énemli araglardan
biridir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin farkl tiplerini analiz etmek igin giderek artan
bir ilgi vardir. Ancak dikkate alinan ¢ogu denklem i¢in bilinen genel bir ¢ziim metodu
yoktur. Bir bilgisayar yardimiyla elde edilen sayisal yaklagim, sadece diferansiyel denk-
lemlerin altinda yatani anlamamizda bize yardimci olabilir. Gec¢miste pek cok sayisal
metod bu ig i¢in 6nerilmigtir. Euler metodu, Runge Kutta metodu, Adams-Bashforth-
Moulton ve Milne metodu en iyi bilinen metodlar arasindadir. Biitiin bu metodlar, fark
denk-lemleri ve doniigiimleri iiretmek ic¢in diferansiyel denklem sistemini ayriklagtirirlar.
Bu metodlar kullanilarak aym diferansiyel denklemlerden farkli doniisiimler elde edilebilir.
Fakat doniigiimiin dinamiklerinin diferansiyel denklemlerin dinamiklerine yakindan uygun
olmasi1 amaclanir. Ancak kargilik gelen yaklagimin, orjinal diferansiyel denklemlerin ayni
asimptotik davraniga sahip olmasi énemlidir. Bazi caligmalar en ciddi sorunlarin ayrik-
lagtirilmig dinamiklerde hayali sabit noktalarin ve svzde sahte ¢oziimler oldugunu goster-
mistir [1, 2, 3, 4, 5].

Sayisal metodlar1 gelistirmek icin genisletilmis Minkowski uzayda dinamikleri ve ho-
mojen koordinatlar: kullanan lineer olmayan diferansiyel denklemleri integre etmek igin
bir yontem goz oniine alacagiz. Geleneksel sayisal yontemler arasindaki en énemli fark

bu metodlarin ahgsilmis Oklid uzayinda dogrudan formiile edilmesidir, bunlarin hicbiri



Minkowski uzayinda ele alimmamigtir. Genisgletilmis Minkowski uzayinda déniigiimiin for-
miile edilmesi-nin faydalarindan biri hayali sabit noktalar ve sahte ¢oziimlerden kaginmak-
tir. Daha da 6nemlisi grup koruma metodlari gelistirmek icin bize olanak saglamasidir.
Bu konu son birkag yil icerisinde ¢ok fazla dikkate alinmigtir [6]-[13].

Tezimizde grup koruma metodu ile sekiz farkli problem ele aldik. Bu problemlerin bu
metod ile ¢oziimii i¢in grup koruma metodunu tanimlayip problemlerin sayisal ¢éziimlerini
bulduk. Bu metodla elde edilen sonuclari literatiirde var olan sonuglarla karsilagtirdik.

Bulunan sonuglari tablolar ve gekillerle ifade ettik.



2. BOLUM
2.1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel kavramlar ve yontemler hakkinda bilgi verildi.

Tanim 2.1.1
Bagimli bir degiskeni ve bunun bir yada daha ¢ok bagimsiz degiskene gore tiirevlerini

iceren bir denkleme diferansiyel denklem denir [14].

Tanim 2.1.2
Bagimlh degiskenin yalnizca bir bagimsiz degigskene gore tiirevlerini igeren diferansiyel
denkleme adi diferansiyel denklem denir.

n. mertebeden en genel adi diferansiyel denklem

dy d™y
F = ...,.— ] =0
<x7y7 d'r? ,dajn>

bi¢iminde verilir [14].

Tanim 2.1.3
Bagiml degiskenin iki yada daha cok bagimsiz degiskene gore kismi tiirevlerini iceren

diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem denir ve
F(x,y, ug, Uy, Uz, Ugy, ...) =0
formunda verilir [14].

Tanim 2.1.4

Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesine (basamagima) denklemin
mertebesi ve en yiiksek tiirevin kuvvetine denklemin derecesi denir.

Eger bir diferansiyel denklem, bagimli degiskene ve onun kismi tiirevlerine gore birinci
dereceden ve katsayilari sabit yada bagimsiz degigskenlerin fonksiyonu ise bu denkleme
lineer denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan (non-lineer)
denklem adini alir.

Iki bagimsiz ve bir bagiml degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi

tiirevli denklemlerin genel formlar: sirasiyla

P(:L',y)zm—|—Q(m,y)zy—|—R(:L',y)z:S(x,y),



A(2,Y) Zaa + B (2,Y) 22y +C (2,y) 2yy + D (2,y) 2o + E (2,y) 2y + F (x,y) 2 = G (z,y) .

seklinde verilir [15].

Tanim 2.1.5

Basglangicta modellenen probleme uygun ¢oéziimiin bulunabilmesi igin problem olugturu-
lurken bazi yardimci sartlar gerekir. Bu sartlar genel olarak iki baglik altinda toplanabilir.

(i) Swnar Sartlar: : Kismi diferansiyel denklemin saglandigi 2 bolgesinin I' sinir1 boyun-
ca saglanmasi gereken sartlardir. Sinmir sartlarimin ii¢ farkl gekli; o, 5 ve g fonksiyonlar: I’

iizerinde tanmiml fonksiyonlar olmak iizere

Dirichlet sart:

u|1" =9,
ou
Neumann sarts —1| =g,
on|p
ou
Robin sart: au+pB—| =g
on |y

seklinde verilirler.

(it) Baslangig Sart: : Sistemin baglangicinda € bolgesi boyunca saglanmasi gereken
sartlardir. Genel olarak, baglangic sartlari fonksiyonun ve zamana gore tiirevin kombi-

nasyonu seklindedir [16].

Tanim 2.1.6

Tanim ve deger kiimesi vektor uzay: olan doéniisiimlere operator denir [17].

Tanim 2.1.7

Bagimsiz degigkenler x ve t olmak tizere U, kismi diferansiyel denklemin tam ¢oziimii
ve u da kismi diferansiyel denkleme karsilik gelen sonlu fark denkleminin tam ¢oziimii
olsun.

(m,n)-inci diigiim noktasinda bir kismi diferansiyel denkleme yaklagan fark denklemi,

Fpn(u) = 0 olarak, (m,n)—inci diiglim noktasinda sonlu fark yaklagiminin lokal kesme

hatas,

Tm,n — m,n(U)

olarak tanimlanir.



Lokal kesme hatasi sonlu fark yaklagimindan elde edilecek olan ¢oziimiin kismi diferan-
siyel denklemin tam ¢o6ziimiine ne derece iyi yaklagtigini veren bir olgiidiir. Taylor seri
agiliminin kullanilmasiyla lokal kesme hatasi, h ve k nin kuvvetleri ve (mh, nk) noktasinda
kismi diferansiyel denklemin tam ¢oziimii olan U’nun kismi tiirevleri cinsinden kolayca

bulunabilir [18].

Tanim 2.1.8
h, k — 0 oldugunda lokal kesme hatasinin limit degeri sifira yaklagiyorsa fark denklemi

tutarhidir denir. Bagka bir ifadeyle
li =
iy Tnm =0
ise fark denklemi tutarlidir denir [18].

Tanim 2.1.9

Kismi diferansiyel denklemlerin sonlu fark yontemleri ile ¢éziimlerinin elde edilmesinde
kullanilan hesaplamalarin hemen hemen her agamasinda hatalar ortaya gikmaktadir. Or-
taya cikan bu hatalar niimerik hesaplamalarin ilerleyen asamalarinda artan bir gekilde

biiyiimiiyorsa kullanilan sonlu fark yéntemi kararhidir denir [18].

Tanim 2.1.10
Zaman ve konum sifira yaklagtiginda problemin niimerik ¢oziimii, tam ¢oziime yak-

lagiyorsa kullanilan sonlu fark yontemi yakinsaktir denir. Yani,

lim wpmn = Unn
m,n—0

ise fark denklemi yakinsaktir [18].

Tanim 2.1.11
u bir diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii, u, ise bu denklemin yaklagik ¢oziimii

olsun. |u — u,| farkma yaklagimin mutlak hatasi adi verilir [19].



Tanim 2.1.12

Bir rotasyon grubu ile yakindan ilgili olan grup Lorentz grubu olarak adlandirilir ve
SO(1,1) = SO(1,1; R) seklinde ifade edilir. Uzayda genel lineer déniigiim x ve ¢ agagidaki
gibi yazilabilir [20]:

x’ = a11x+a12t

t = a1 + asot

Tanim 2.1.13

M Dbir topolojik uzay olsun. Eger

a) M bir Hausdorff uzaydir,

b) M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E™ nin acik alt ciimlesine homeomorftur,
¢) M sayilabilir ¢oklukta alt ciimlelerle ortiilebilir,

onermeleri saglaniyorsa M ye n-boyutlu topolojik manifold denir [21].

Tanim 2.1.14
M bir topolojik manifold olsun. M iizerinde C* smmifindan diferansiyellenebilir yapi

tamimlanirsa M ye C* smifindan diferansiyellenebilir manifold denir [21].

Tanim 2.1.15

Bir M diferansiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun. Eger agagidaki
ozellikler saglanmirsa (M; @) ikilisine bir Lie grubu denir [21].

(i) M nin noktalar1 G ’nin elemanlar ile ¢akigir.

(i)

ac : G x G — G
(a.b) —  ab!

doniigiimii diferansiyellenebilirdir [21].

Tanim 2.1.16

Karakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde Lie operatorii ile tanimlanan lineer bir

uzaya Lie cebiri denir [21].



2.2 Sonlu Fark Yo6ntemleri

Sonlu fark yontemleri, lineer ve lineer olmayan bir¢ok kismi diferansiyel denklemin
¢oziimiinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Genel olarak bir sonlu fark yonteminin bir
kismi diferansiyel denkleme uygulanmasinda agagidaki yol izlenir:

% Problemin ¢oziim bolgesi geometrik sekiller igeren kafeslere boliiniir ve problemin
yaklagik ¢oziimii her bir kafesin diigiim (mesh, grid) noktalar: iizerinden hesaplanir.

% Diferansiyel denklemdeki tiirevler yerine Taylor serisi yardim ile elde edilen uygun
sonlu fark yaklagimlar yazilir. Boylece diferansiyel denklemin ¢oziimii problemi, fark
denklemlerinden olusan bir cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii problemine indirgenir.

% Fark denklemlerinde ortaya ¢ikabilecek ¢oziim bolgesi icine diismeyen hayali diigiim
noktalar: tizerindeki hayali degerleri yok etmek icin problemin verilen sinir sartlar: yerine
uygun sonlu fark yaklagimlar: yazilir. Boylece elde edilen cebirsel denklem sistemi direkt
veya iteratif yontemlerden biri yardimi ile kolayca ¢oziiliir.

x ve t bagimsiz degigskenlerine bagh bir fonksiyon U olsun. Genel olarak sonlu fark
yontemlerinde x o ¢ diizleminde Az (= h) ve At(= k) kenar uzunluklu kafeslerin kesisim
yerlerine mesh veya diigiim noktalar1 adi verilir. Ornegin [0,1] x [0, 00) yar1 acik bolgesi

tizerinde, (X, t,) ile ifade edilen bir diigiim noktas:
Tm = mAz =mh, m=0,1,2,.... N

th, =nAt =nk, n=20,1,2,...
olarak verilir. Temsili bir P(mh,nk) diigiim noktas: iizerinde U fonksiyonunun noktasal
degeri igin

Up =U(mh,nk) = Upn = U,
gosterimlerinden birisi kullanilir. Bu gosterimlerin kullanilmasi ve hatalarin ihmal edilme-

siyle U fonksiyonunun 1. ve 2. mertebeden tiirevlerine sonlu fark yaklagimlar: Taylor serisi

yardimi ile

U o U1 —Un

- 2.1
aw h J ( )
oU  Upn —Upa

7 o 2.2



A S

or 2h

i

ou _ uptt—un

ot k

i

ou Uy — Ut

ot 2

02U U —2U% y + U,

)

0z2

h2

U L UR_,—2U3_ +UR

0z?

h2

0z2

h2

)

I

I

(2.3)
(2.4)
(2.5)
(2.6)
(2.7)

(2.8)

olarak bulunur [22]. (2.1), (2.2) ve (2.3) ile verilen, z’e gére 1. mertebeden tiirev yaklagim-

larina sirasiyla iki nokta ileri (forward), geri (backward) ve iki nokta merkezi (central) fark

formiilleri denir. Benzer gekilde (2.4) ve (2.5) ile verilen t’ye gore 1. mertebeden tiirev

yaklagimlara sirasiyla ileri ve geri fark formiilleri denir. (2.6), (2.7) ve (2.8) ile verilen z’e

gore 2. mertebeden tiirev yaklagimlarina da sirasiyla ii¢ nokta ileri, geri ve merkezi fark

formiilleri denir.

Verilen bir diferansiyel denklemi sonlu fark formunda ifade etmek igin gesitli yontemler

kullanilir. Bunlarin baglicalar:

* Agik (Explicit) Sonlu Fark Yéntemi
% Kapali (Implicit) Sonlu Fark Yontemi
% Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemidir.

Bu yontemlerin bir uygulanmasini vermek icin

a—U = 82—U 0<z <l

ot 0x2’ ’
parabolik denklemini

U0,t) = fi(t), t>0

U(l,t) = fa(t), t>0
sinir sartlar: ve

U(z,0)=g(z), 0<z<l

t>0

(2.9)



baglangi¢ sartina bagl olarak goz oniine alalim. Burada fi(t), f2(t) ve g(x) fonksiyonlar:

sirasiyla t'nin ve z’in bilinen fonksiyonlar ve [ ise ¢oziim bélgesinin tahmini uzunlugunu

gostermektedir.

2.2.1 Acik Sonlu Fark Yéntemi (ASFY)

(2.9) denklemindeki %—[tj ve %27[2] tiirevleri yerine

oU  Untl_yn

5 A + O(k)
or? h? +O(r%)

yaklagimlar: hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin acik sonlu fark yaklagimi
Uptt =rU2 _y+ (1 =20)UR +7UR, m=1,.,M-1, n=0,..,N (2.10)

olur. Burada r = h—kQ olup hatanin mertebesi O(k) + O(h?)’dir. Eger t,, zaman adiminda
U degerleri verilirse ¢,,11 zaman adiminda U7 degerleri (2.10) denkleminden kolayca

bulunur. Bu yontemin gematik gosterimi Sekil 2.1 de verilmistir.

[

Im, nt1

m-T.n mon el n

}t‘f

a: Bilinmeyen Deber
#. Bilinen Dajerler

Sekil 2.1 Acik Sonlu Fark Yaklagiminin sematik olarak gosterimi [22].



2.2.2 Kapali Sonlu Fark Yoéntemi (KSFY)

Bu yontemde (2.9) ile verilen 1s1 iletim denklemindeki g% yerine (n+1)-inci zaman
adimindaki
+1 1 +1
o0*U _ Upty =205t + U oM
Oz h?

merkezi fark formiilii ve %—g tiirevi yerine
ou urtt-un
2 _Zm —Fm k
ot o oW

ileri fark formiilii hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin kapali sonlu fark

yaklagimi

—rUM + A+ 2n) U — U =U2 m=1,..M~1, n=0,..,,N  (2.11)
seklinde ifade edilir. Burada r = % olup hatanin mertebesi 0(k) + 0(h?)’dir. m = 1 ve

m = M — 1 deki

Ur = fi, (2.12)
ve

Uy = fa, (2.13)

siir gartlar: g6z éniinde bulundurulursa bu yéntem her bir zaman adiminda (M —1)—bilinmeyenli

(M — 1)—tane denklemden olugan bir lineer denklem sisteminin ¢6ziimiinii gerektirir.

I &

md, m. ntq mrtl. ettt
ol 0 I
- - | - - L
' 7
mEln m, n W

=

o Gifimayan Daderkar
»; Aiinen Dadarior

Sekil 2.2 Kapali Sonlu Fark Yaklagiminin sematik olarak gosterimi [22].
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2.2.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yoéntemi (CNSFY)

Bu yontem John Crank ve Phyllis Nicolson tarafindan énerilen modifiye edilmis bir
kapali yontemdir. Bu yontem sirasiyla (2.10) ve (2.11) denklemleriyle verilen acik ve
kapali sonlu fark yaklagimlarinin sag taraflarinin averajlarinin alinmasiyla elde edilmigtir.

O halde (2.9) ile verilen 1s1 iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi

Upt — U _ 1 [URS - 205 + UL Uny = 205% + Uy
R B2 " h?

dir. Budenklem m=1,....M —1ven =0,...,N icin
—rU,’}:ll + (24 2r)Untt — rU,’flill =rUy 1+ ©2-2r)U +7rU}

olarak yazlabilir. Burada r = h—kQ olup hatanin mertebesi O(k?) + O(h?)’dir. m = 0 ve
m = M deki

Ug =Uy™" = h, (2.14)
ve
Up, = U™ = fo, (2.15)

siir gartlar: gz oniinde bulundurulursa bu yéntem her bir zaman adiminda (M —1)—bilinmeyenli

(M — 1)—tane denklemden olusan bir lineer denklem sisteminin ¢oziimiinii gerektirir.

4

m-i n+i bn. ot M+T, n+T
7 1 e e R e s
L - | - | -
- (O R A

xl'

o Bilinkmepen Oaferer
®; Biinen Dederker

Sekil 2.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagiminin sematik olarak gosterimi [22].
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Genel olarak sonlu fark yaklagimindaki temel fikir, istenilen U(z,t) degerleri diigiim
noktalar iizerinde olacak sekilde problemin ¢6ziim bolgesinin N tane alt araliga boliinme-
sidir. Burada her bir At(= k) = 1/M zaman adiminda, bu araliklarin uzunluklar: genel-
likle Az(= h) = I/N olacak sekilde esit alinir. (2.9) diferansiyel denkleminde tiirevler
yerine (2.1) - (2.8) ile verilen uygun fark formiillerinin yazilmasiyla, denklem igin sonlu
fark yaklasimlari elde edilir.

Bu bilgilerden sonra (2.9) denklemi igin agirhkh averaj yaklagimi agagidaki bigimde
ifade edilebilir: A € [0,1] ve r = k / h? olmak tizere (2.9) denkleminde OU / 0t icin (2.4)
ile verilen ileri fark yaklasimi ve 92U / 0x? icin

o’U 1 " " . . L
o2 = ﬁ{)‘(Umtll 4 2Um+1 + Umill) + (1 - )‘)<Um—1 - 2Um + Um+1)}
fark yaklagiminin yazilmasi ile

—ArUREY A+ (L4 22Ut — AUt
=r(1 = ANUR_; + (1= 2r(1 = \)UL +r(1 = NUE

(2.16)

m

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada m = 1,2, ..., N — I’dir. Bu yaklagima agirlikli
averaj yaklagimi denir ve bu yaklagim A = 0, A = 1/2 ve A = 1 i¢in sirasiyla standart agik

yontem, Crank-Nicolson yontemi ve kapali yontem olarak bilinir [22].

2.3 Kararlilik Analizleri

Bir diferansiyel denklemin sonlu fark yontemleri ¢oziimiinde kararlilhik analizi énemli
rol oynar. Diferansiyel denkleme kargilik gelen sonlu fark denkleminin ¢oziimiiniin dife-
ransiyel denklemin tam ¢oziimiine yakinsamasi icin gerekli olan sartlara kararhilik sartlar:
ve bunlarin bulunmas islemine de kararlilik analizi denir.

Bir sonlu fark denkleminin (z,, t,) diigtim noktasindaki analitik ¢oztimii U}, ve niimerik

¢oztimii u),, olmak tizere kararlhilhk analizi

Un — (= 27 (2.17)

m

hata degerinin n artarken m degerleri igin sinirh kalmasi esasina dayanir [23]. Lineer sonlu
fark yaklagimlarinin kararlilik analizinin incelenmesinde genellikle Fourier seri ve matris

yontemleri kullanilir.
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2.3.1 Fourier Seri ve ( von Neumann ) Yéntemi

Fourier seri yontemi sadece diferansiyel denklemin kararliligini hata yayilimi igin in-
celer. Burada T sonlu, h — 0, k — 0, N— oo oldugunda 0 <t < T = Nk zaman
araliginda U(x,t) i¢in lineer iki zaman seviyeli fark denkleminin kararlihg konusu ince-
lenecektir. Fourier serisi veya Neumann metodu, ¢ = 0 diigiim noktasi boyunca sonlu
Fourier serisine gore baglangic degerini ifade eder. Boylece kismi diferansiyel denklemleri
¢ozmek i¢in kullanilan "degigkenlerine ayirma " yontemine benzer olarak ¢t = 0 i¢in Fourier
serilerine indirgenen bir fonksiyon g6z ¢niine alinir.

Her ne kadar Fourier serileri siniis ve kosiniis fonksiyonlarina gore ifade edilebiliyorsa

da cebirsel olarak tistel bicimde yazilmasi daha uygundur. Yani,

Zan COS(?),

veya
Z bn, sin(nlﬂ),

ifadeleri yerine bu denklemlere denk olan

Z A, einﬂ'x/l

iistel ifadesi yazilabilir. Burada i = v/—1 ve [, x araliginin uzunlugudur.

Buna gore

i l i h/l ) h
Anemmv/ = A,einmm / :Anezﬁnm ’

yazilabilir. Burada §,, = nw/Mh ve Mh =1 olarak alinmigtir. ¢t = 0 pivot noktasindaki
baslangi¢ degeri U(mh,0) = U2, m = 0(1)M seklinde olan (M + 1)—tane denklem,
Ap, Aq, ..., Ay, (N + 1)-tane bilinmeyen sabitlerini tek tiirlii belirlemek igin yeterlidir. Bu
ise baglangi¢ diigiim degerlerinin kompleks iistel formda agiklanabildigini gosterir. Buna
gore gz oniine alinan lineer fark denkleminin e*™” gibi yalmz bir baslangic degerinden
elde edilmesi miimkiindiir. Ciinkii lineer fark denklemi bagimsiz ¢oziimlerin lineer birlegimi

seklinde yazilabilir.

t degerinin artigina gore iistel dagilima bakmak icin

Ur?z _ ez,@nxeoct — ezﬁnmheank _ ezﬁnmhén
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ifadesi goz oniine almir. Burada o genellikle kompleks bir sabit olmak iizere £ = e®* olarak
kullamlir ve & genellikle giiglendirme faktorii (amplification factor) olarak adlandirilir.
Sonlu fark denkleminin kararliligi icin A — 0 ve & — 0 oldugunda her n < N igin ve
baglangig sartim1 saglayan tiim f3,, degerleri igin |U;}| kalintis1 sabit olmahdir. Bu ifade
Lax-Richtmyer tanimi olarak bilinir. Sonlu fark denkleminin tam ¢oziimii zamana bagh

olarak iistel bicimde artmiyor ise kararlilik i¢in yeter ve gerek sart
€l <1

dir. Bununla birlikte |U| zamana baglh olarak artiyor ise kararhlik i¢in yeter ve gerek

sart K pozitif sayisu h, k ve 8 degerlerinden bagimsiz olmak iizere
| <1+ Kk=1+0(k)

olmasidir.

Bu yontem yalnmizca sabit katsayili lineer denklemler icin uygulanilir ve [ periyodlu
periyodik baslangi¢ degerli problemler icin gegerlidir.

Ug veya daha fazla zaman seviyeli ya da iki veya daha fazla bagiml degisken iceren

fark denklemleri icin von Neumann gartlar1 gereklidir; ancak yeterli olmayabilir.

* von Neumann Yo6ntemiyle Kararlihik Analizi

(2.9) ile verilen 1s1 iletim denkleminin (2.16) ile verilen agirhik averaj yaklasgimida
U — ¢ifumhen
esitligi yerine konulup gerekli diizenlemeler yapilirsa
f(—)\re_wnh + (142Mr) — )\reiﬁnh) =r(l- )\)e_w"h +(1=2r(1=X)+r(1— )\)ew"h
elde edilir. Bu egitlikte
€ = cos ¢ + isin

Euler formiiliiniin kullanilmasiyla £ gii¢clendirme carpani

‘= 1 —4r(1 — \)sin?(B,h/2)
1+ 4risin?(B8,h/2)

(2.18)
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olarak elde edilir.

*x Ac¢ik Sonlu Fark Yaklagsiminin von Neumann Yontemiyle Kararlilik Analizi
(2.16) agirlikh averaj yaklagimi A = 0 i¢in (2.10) ile verilen agik sonlu fark yaklagimina
kargilik gelir. A = 0 oldugunda (2.18) ile verilen £ degeri

€ =1— 4rsin®(8,h/2)

dir. Yontemin kararl olabilmesi i¢in |{| < 1 olmalidir. O halde
€| = |—4rsin®(B,h/2) + 1] < 1

veya
—2 < —4rsin?(B,h/2) <0

olmalidir. Bu esitligin sag parcasindan r > 0, sol parcasindan ise

1

TS e (Bh)2) =

1
2
bulunur. Boylece agik sonlu fark yaklagimi ancak

O<r<

N[ =

oldugunda kararhdir.

* Kapali Sonlu Fark Yaklasiminin von Neumann Yo&ntemiyle Kararlilik
Analizi
(2.16) agirlikli averaj yaklagimi A = 1 igin (2.11) ile verilen kapali sonlu fark yak-

lagimina karsilik gelir. A = 1 oldugunda (2.18) ile verilen ¢ degerinin

1
1+ 4rsin?(8,h/2)

§

oldugu goriiliir. Yontemin kararl olabilmesi i¢in |{]| < 1 yani

1

€l = 1+ 4rsin(8,h/2) s1

olmaldir. Bu durumda tiim [ degerleri igin [{] < 1 dir. Boylece kapali yontem sartsiz

kararhdir.
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*x Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagiminin von Neumann Yéntemiyle Karar-
lilik Analizi

(2.16) agirlikh averaj yaklagimi A = % igin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimina
kargilik gelir. A = % oldugunda (2.18) ile verilen £ degerinin

_ 1—2rsin®(B,h/2)

$=3 + 2rsin?(3,,h/2)

oldugu goriiliir. Yontemin kararh olabilmesi igin |{| < 1 olmahdir. Tiim 3, degerleri igin

|€] < 1 esitsizligi saglandigindan, Crank-Nicolson yontemi sartsiz kararhidir.

2.3.2 Matris Yontemi

Sonlu fark yaklagimlarinin kararliliginin incelenmesinde kullanilan bir diger yontem de
matris yontemidir. Kisaca matris yontemi, verilen simir sartlarina baglh denklemin sonlu
fark yaklagimina karsilik gelen matrisin 6zdegerlerindeki hata dagilimini inceler.

Birbiri ardina gelen iki zaman adiminda bir sonlu fark yaklagimi, A ve B karesel ma-

trisler olmak iizere, matris formunda
AU = BU™ (2.19)

olarak gosterilebilir. (2.19) matris gosteriminde her bir zaman adimi igin A = I olmasi
durumu, acik sonlu fark yaklagimina denk gelir. Aksi durumda yani A # I oldugunda
(2.19) denklemi, C = A~!B(det(A) # 0) olmak fizere, agik bicimde

Uttt =cun

olarak yazilabilir. Bu ifadede (2.17) hata tanimi kullanihirsa
7zt =ozn

esitligi bulunur. Boylece bu denklem baglangi¢ hatasina bagli olarak
Z7L+1 — Cm—l—lzo

bigiminde yazilabilir. Buradan agikca || 2" || < || ™ ||| Z° || dur. (2.19) ile tanim-
lanan yaklagim || Z"*! || normunun smirl olmasi durumunda kararh olacaktir. || Z"+! ||

normunun sinirli olmas1 K parametresinin, h ve k dan bagimsiz bir sabit say1 olmak iizere

et l< K
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olmasi ile miimkiindiir. Zaman adimindan bagimsiz herhangi bir C matrisi igin p(C) ile
gosterilen ve C matrisinin mutlak degerce en biiyiik 6zdegerine egit olan spektral yarigap

matrisin normu ile yakindan ilgilidir ve n # 0 olmak iizere bu iligki
p(C™h) < e <l e |t

dir [23]. Bu durumda (2.19) iizerine temellenen hesaplamada hata dagilimini kontrol etmek
icin agagidaki iki durumu goz ardi etmemek gerekir [23].

% Kararhlk igin gerekli sart spektral yarigapin p(C') < 1 olmasi n — oo igin hata
vektoriinde Z" — 0 oldugunu garantiler. Ancak n’nin sonlu olmasi durumunda Z™ nin
biiyiikliigii igin birgey soylenemez.

* Kararhhk igin yeterli sart || C' [|< 1 egitsizligini saglamasidir. Bu ise n artarken

hatalarin azaldigini garantiler [24].
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3. BOLUM
GRUP KORUMA METODU
3.1 Genisgletilmis Dinamik Sistem

Lineer olmayan
= f(z,t,n), x€R" teR, pekR" (3.1)

dinamik sistemi z; n-boyutlu belirli vektor, ¢; zaman degiskeni, p; m-boyutlu fiziksel para-
metre vektorii ve f € R”; x,t, u/'niin vektor degerli bir fonksiyonu olmak iizere M™F!
Minkowski uzay1 gercevesinde aragtirildi. (.) t’ye gore tiirevi temsil etmektedir. Boylece,

x # 0 icin || z ||:= /2 - z, 2’in Oklid normu olmak fizere

ni= (3.2)

[ ||

seklinde tanimlansin. (3.1) ve (3.2) egitlikleri kullanilarak

nn. (3.3)

elde edilir. z(t;), t; baslangic zamaninda z’in baglangi¢ degeri ve f(x,t) -z # 0 oldugu

varsayilarak

t
f@

XO(0) =] a(t) | exol | (77

n(€))de], (3.4)

L

bigiminde yazilsin. (3.3) ve (3.4) esitlikleri birlikte
X = AX, (3.5)

denklemini olugturur. Burada

X X
X = = (3.6)
X0 X0

homojen koordinatlar kullanildi.

Onxn L0
A= r 3.7
fT(Ivt) 0 ( )

llzl




diizenli ortochronous Lorentz grup SOgp(n,1)’in bir Lie cebiri olsun.

1 Onx1
g _ n nx ’ (38)
O1><'rL -1

Minkowski metrigi olmak tizere
ATg+gA =0,

esitligi saglanir. Burada n’inci dereceden I, birim matrisi ve T iist simgesi transpozu

temsil etmektedir.

. 0
d d , X
Clal= v =i n= @0 n=|z| T
ifadesinden
. 0
allzll X
[z] — XO°

elde edilir. Integral alinir ve (3.4) ile X°(t;) =|| z(¢;) || kullanilirsa
X0 =] x|,

elde edilir. Boylece

X5 X T
X = = = (3.9)
X0 X° | |

olur ve (3.5)’teki sistem

f(z,t)
i v = OTan lll * (3.10)
AR EY Ll g [EX

sistemine doniigiir.

(3.10)’dan elde edilen ilk denklemin (3.1) orjinal denkleminin aynisi oldugu agiktir,
fakat (3.10)’dan elde edilen ikinci denklem genisletilmis lineer olmayan sistem igin bir
Minkowski yapisini veren yeni bir formiilii bize tanitir. (3.1) orjinal problemi yapilan bu
islemlerle (3.5) (veya (3.10)) denklemi ile yeni bir problem olarak karsimiza cikar.

R™de n-boyutlu orjinal (3.1) dinamik sistemi, M™*'de (3.5) (veya (3.10)) n+1-boyutlu

genigletilmig bir dinamik sistemi icine dogal bir sekilde gomiilebilir. Yeni sistemin boyutu
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bir yiikselmesine ragmen elde edilen yeni sistem grup koruma sayisal metodununun kurul-
masinda daha avantajlidir. Formiile edilen A 6zel yapisina sahip bu yeni form igin yeni

goriisler kazanilabilir ve dinamik sistem icin sonuclar elde edilebilir.

Son zamanlarda simetrilere sahip dinamik sistemlerin niimerik ¢ziimlerinin tiretilmesin-
de ¢oziimiin niteliginin gelismesiyle ilgili birgok konu bulunmaktadir. Bununla ilgili Simo
ve Wong [6], Lewis ve Simo [7], Crouch ve Grossman [8], Diele [9], Munthe-Kaas [10],
Owren ve Marthinsen [11], Celledoni ve Iserles [12] birkag ¢alisma yapmistir.

Gelecek boliimde (3.5) (veya (3.10)) sistemine dayanan dogal bir koni yapis1 verile-
cektir. Daha sonra Pade yaklagimlar: ve Cayley doéniigiimii ile koni yapisini koruyan grup

koruma metodu gelistirilecektir.

3.2 Koni ve Yoriingeler
(3.6 ) tanimiyla sifir konisini Minkowski uzaymna yerlestirmek ve X = 0 noktasim

silmek oldukga dogaldir:

XTgx =0, (3.11)
(3.9) denklemiyle (z, || = ||) terimlerinde

XTgX = o= ||z =l 2 | - || = |P=0

seklinde yazilir. Simdiye kadar koni, (3.5) (veya (3.10)) dinamik sistemine dayattigimiz en
dogal kisitlamadir. Sekil 3.1’de koni gart1 gosterilmigtir. Belirli x uzayinda gozlenebilen
(3.1) sisteminin yoriingesi X?—ekseni boyunca (3.5) sisteminin yoriingesinin projeksiy-

onuna paraleldir.
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flxl] : = XT

Projeksivon

Sekil 3.1 Bir kavramsal déniim noktasini belirten vektor alaninin Minkowski uzayinda
silinmis koninin yapis1 o uzaymda gozlenebilecegi gibi yoriinge, X ekseni boyunca sifir

konisinin i¢inde yo6riingenin bir paralel projeksiyonudur.
(3.5) ve (3.6) denklemlerinden

XTgX =| f(a.1) | —<W>2 >0

yazilir. Buradan
(dX)?:=dXTgdX >0

olur. dX ile dX° ’1 karnistirmamak icin dikkatli olmamiz gerekir. Ilki dX artig yolunun

Minkowski uzunlugu, sonraki dX’in gecici bilegenidir.

3.3 Cayley Doniisiimii ile Grup Koruma Metodu

(3.5) sistemi i¢in bahsedildigi gibi (3.11) koni olma sart1 sayisal metotlar:1 kurmada tam
olarak gerceklegtirilmelidir. Koni olma sartinin korunmasindaki kriterde en énemli faktor
uygun sayisal metodu se¢gmek olmaktadir.

[k olarak (3.5) sistemi igin zaman merkezli bir metod diigtinelim:
XI+1) =X +1ADXI+1)+ X(1)]
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olup burada X(I), t; ayrik zamaninda X’in degerini verir, 7 ise zaman artimimn yarisi,
yani 7 := At/2 = (t;11 — t;)/2, ve daha kesin bir gekilde A(l), A(X (1), ;)’dir. Yukaridaki

sonug X (1) ve X (I + 1) arasinda bir Cayley doniisiimii olarak bilinir. Boylece
X1+1)=G)X() :=[Lny1 + TAD)]X (1) (3.12)

olur. A(l) € so(n,1) (SOg(n,1)’in Lie cebiri), olusturulan déniigiim i¢in bir Lorentz art-
tirimi olarak bilinir. Daha da énemlisi Cayley doéniisiimii 7 € RY ve 7 <|| x || / || f || igin

A(l)’den SOg(n,1)’in bir elementine olan déniigiimdiir. Ozellikleri

G'yG = g,
det(G) = 1,
Gy > 0,

bi¢imindedir. Burada GJ, G'nin 00. elemanina kargilik gelen bilegenidir. A Lie cebiri igin

(3.12) denklemi (3.6) da yerine yazilirsa;

I, + 2O 27 [|=(Df(D)

G(l) = LN EIOT Rl FIOTE [EIOIR= FIOI
T 2
27|z f~ () D]

eI =21F (DI [P =2[F (D]

elde edilir. Burada f(1), f(z(l),#)'yi belirtic. z ve ||z| terimlerinde ayriklagtirilmig

doniigiimler

2r2f (1) - x(l) + 27 || 2(1) |*
(@) (12 =2 [ f() 112

2rf(D) () | 2@ | + =@ I (=@ 12 +72 ] £O) [I*)

(@) |2 =721 £ 112 '

seklinde verilir. Ustteki iki denklem kullanihrsa

z(l+1)=z()+ £, (3.13)

[l +1) [I=

zl+1) -z + 1)~ |zl +1) [P=2(0) -2()- | =() |*=0,

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Pratik sayisal hesaplamalarda sadece (3.13) denklemine

ihtiya¢ duyulur. Euler metodunun karsilastirilmasina bagh olarak
w(l+1) = z(l) +27f(1),

esitligi, uyarlanabilir zaman-adimh bir sayisal metodla goriilebilir. Burada

2@ I +7f(0) - 2(D)

BRI

n(l) =27
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olmak iizere ve 1/7, Lipschitz sabitinden daha biiyiik oldugu zaman (3.1) sistemi igin

Lipschitz sartiin direk bir sonucu olan 7 <|| z(1) || / || f(I) || esitsizliginden

w(l+1) = () +n(0) f({1)

bulunur. (3.13) doniisiimii orjinal diferansiyel denklemlerin 6zelliklerini ve sabit noktay:

korur. Ustteki sart altinda
z(l+1)==z() & f(1)=0

olur. Bu su anlama gelmektedir: = noktasi (3.1) sisteminin bir denge noktasi iken x(l),
(3.13) ayriklagtirilmig doniisiimiin sabit noktasi olur.
Simdi sabit noktanin 6zelliklerini aragtiralim. (3.13) doniigiimiiniin Jakobiyeni

af (1)
0x(1)

y ox(l+1) on(l)

0 =In+ f(l)(m)T +n(l)

dir. Sabit nokta f(I) = 0’da

of (1)

esitligi elde edilir.
Vurgulamak gerekirki metodumuz siradan metodlardan oldukga farklidir. Cayley donii-
stimleri yukarida kullanildigi gibi Lie cebirinden Lie grubuna bir doéniigiimdiir ve iistel

doniistime ikinci dereceden bir yaklagimdir.

3.4 Lorentz Grubunun Bazi Ozellikleri ve Onun Lie Cebiri
(3.7) ve (3.8) denklemlerinden A Lie cebirinin agagidaki 6zellikleri sagladigini kontrol
etmek kolaydir.

Ozellik 3.4.1

ATg 4+ gA =0 veya Ag + gAT = 0’dur.

Ik esitligin her iki tarafi g ile carpilip g% = I,,41, ifadesi goz 6niinde bulundurulursa
ikinci esitlik elde edilir. Bu esitlikler A ( veya A”)’nin ortogonal Lorentz grubuna 6zgii

Lie cebirinin bir elemani oldugunu gosterir. Her G igin agagidaki ozellikler yazlabilir [25].
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Ozellik 3.4.2
GTgG = g veya GgGT = g'dir [25].

Ozellik 3.4.3
det(G) = 1’dir [25].

Ozellik 3.4.4
GY > 1’dir [25].
GT¢gG = g, oldugunu ispat etmek icin ¢ = I,,1, ve ¢' = g, ifadelerini kullanilip

ozellik 3.4.2°nin ilk esitligi sol taraftan g ile ¢arpilirsa
(G9)"gG = I,

elde edilir. Bu gG'nin tersinin (Gg)? oldugunu gosterir. Boylece
9G(Gg)" = L,

olur. Simdi iistteki denklem sol taraftan g ile carpilir ve g2 = I,,41, ile g7 = g, ifadeleri
tekrar kullanilirsa G7 gG = ¢ esitligi elde edilir.

n verilen sistemde pozitif bir tam say1 olmak iizere A € so(n,1) ve G € SOqy(n,1)
ortogonal Lorentz grubuna 6zgii Lie cebirinin elemanlar: olarak verilsin. O halde agagidaki

ozellikleri ispatlayabiliriz.

Ozellik 3.4.5
G € SOp(n,1) ise G~1 = gGT g’dir [25].
Ozellik 3.4.2°den ¢! = g oldugundan dolay1 bu &zellik aciktur.

Ozellik 3.4.6
MgMT = NgNT ise M—IN € SOg(n,1)dir [25].
Ozellik 3.4.2'nin ikinci esitliginde G yerine M~ N yazildiginda tistteki esitlik saglanir.

Ozellik 3.4.7
A € so(n, 1) ise eT4 € SOgy(n,1)dir [25].
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Ozellik 3.4.8

A € so(n,1) ve det(I,11) # 0, ise Cay(A) := (Iny1 — A) " (I11 + A) € SOg(n, 1) dir
[25].

Ozellik 3.4.2'nin ikinci esitliginde G yerine (I,11 — A) (1,41 + A) yazildiginda

(In+1 + A)g(In-H + AT) = (In-i-l - A)Q(In-i-l - AT)
olur ve ozellik 3.4.1 de kullanildiginda iistteki esitlik ispat edilmig olur.

Ozellik 3.4.9
A € so(n,1) ise (A2™)Tg = gA?™dir [25].

m =1 igin,
(A%)Tg = gA®,

olur. Ozellik 3.4.1’in ilk esitliginde her iki tarafa AT uygulandiginda ve ayni esitlik kul-
lanildiginda iistteki esitlik kolaylikla ispatlanir. Benzer sekilde m = 1 igin,

(A%)Tg = g A,

yazilir. Ustteki esitligin her iki tarafina A7 uygulanp ve o6zellik 3.4.1%in ilk esitligi kul-

lanilirsa,
(A2k+1)Tg — _gAQkJrl

elde edilir. Tekrar her iki tarafa A7 uygulanirsa ve 6zellik 3.4.1’in ilk esitligi kullanilirsa,
(A2k+2)Tg — gA2k+2

olarak yazilir. Bununla birlikte 6zellik ispat edilmig olur.

Ozellik 3.4.10
A € so(n,1) ise (A2"HHTg = —gAZm+1 dir [25].

Ispat1 6zellik 3.4.97un ispati ile aynidir.

Ozellik 3.4.11
fe(z) bir cift polinom ve A € so(n,1) ise f.(AT)g = gf.(A)dir [25].
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fe(z) polinom fonksiyonunun her elemani 6zellik 3.4.11°deki egitligi saglar. O halde

fe(x)’in biitiin elemanlarinin toplami da aymni egitlige uyar ve ispat gergeklesir.

Ozellik 3.4.12

fo(z) bir tek polinom ve A € so(n, 1) ise fo(AT)g = —gfo(A)dir.

Benzer bir gekilde fo(z) polinom fonksiyonunun her elemam 6zellik 3.4.12’deki egitlige
uyar. O halde fp(z)’in biitiin elemanlarinin toplami da aymn esitlige uyar ve ispat gergek-

lesir.

Ozellik 3.4.13
A € so(n,1) ve G € SOy(n, 1) ise GTAG := A’ € so(n, 1)dir [25].
Ozellik 3.4.1 ve ozellik 3.4.2°deki ilk esitliklere sag taraftan g uygulanip ve g% = I, 1,

ifadesi goz oniinde bulundurulursa;
gAg = —A",
9gGg=G"T,
olur. Ustteki iki esitlik kullanilirsa;
gA'g = gG 'AGg = g~'Gg ' AggGyg = (9Gg) 'gAAggGg = —(GTAG)" = —(A")"
elde edilir. Tekrar sag taraftan ¢ uygulanip ve g% = I,,,1, oldugu diisiiniiliirse;
(A)Tg+gA" =0,

olarak yazilir. Bu da A"€ so(n, 1) oldugunu gosterir.
AT ayni zamanda so(n, 1)’in elemani oldugundan A icin verilen ozellikler A7 igin de

gecerlidir.

3.5 Padé yaklagimlari ile Grup Koruma Metodlari
Ustel fonksiyonlarmm Padé yaklagimlarimi kullanarak daha hassas sayisal sonuc veren
metodlar geligtirilebilir. Temel olarak exp(z) fonksiyonuna yaklagim iki polinom fonksi-

yonunun bir oranina uygularsak :
exp(m) ~ plm(m) = nlm(x)/dlm(m):
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(+m—k)m!

im (@ — (- m)lm — k)
(l+m )l i
dim(x) = —
@) = = kR
bulunur.

3.6 Bir Lie Cebir Formiilii

Grup Koruma Metodu (GKM) diisiiniilen sistemin i¢ simetri grubunu korur. Lineer
olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin simetri grubunu ¢nceden bilmememize rag-
men, Liu [25] onlar1 sadece belirli degiskenler degil ayn1 zamanda belirli degiskenli vektor-

lerin biiyiikliigiiniin olugsumlarini ele alan genigletilmis dinamik sistemler i¢ine gommiigtiir.

Soyleki,
= f(t,u), ue RF tcR, (3.14)

k—boyutlu bir adi diferansiyel sistemi icin, R¥’da orjinal k—boyutlu dinamik sistemine,

Mk+17de

!

X' = AX,

k 4+ 1—boyutlu genisletilmis bir dinamik sistemi matematiksel olarak esit bir sekilde olus-

turulabilir. Yeni sistemin boyutu yiikselmesine ragmen Lipschitz sarti

Hf(ya u) - f(y7v)” < £Hu - Q}H, V(y,u), (y,v) € Dv (3'15>

seklinde yazilir. Burada D, R x R¥nin bir alam ve £, Lipschitz sabiti olarak bilinir.

Buradan
Xp+1 = G(n) Xy, (3.16)

yazilir ve X,,, y,’de ayrik olan X’in sayisal degerini verir ve G(n) € SOy (k, 1), y,’de grup
degeridir.
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3.7 Diferansiyel Denklem Sistemi I¢in GKM
Lie grubu, uygun ortochronous Lorentz grubu olarak bilinen A € so(k, 1)’den ortaya

gikmigtir. A(n)’in iistel bir doniigiimii

I + (anfl)fnfg’ Bufn

exp[AyA(n)] = ol 17n] (3.17)
17l an

seklindeki kapali forma uyar. Burada

Ayl fn
W TN
Tun]
Ayl
3, = sinh ),
n =S

dir. Notasyonu korumak i¢in f, = f(tn,u,) olsun. (3.16) denkleminde G(n) yerine

exp[AyA(n)] yazildiginda

(an—1)fn-tin + By l|tnll]] fn

Un+1 = Un + A fr = tn + Ny fr, (3.18)
n
olarak elde edilir. fy.un > —|| full|lun| ifadesi gbz 6niine alimirsa
A
n > 1 — exp(— 2 nly el oo n, <o, (3.19)

/]

[

olur [26].
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4. BOLUM
LINEER TELEGRAF DENKLEMI
a ve [ bilinen sabit sayilar, ¢ zaman ve x uzaklik olmak fiizere ikinci dereceden lineer

hiperbolik
utt+2aut+ﬁ2u—um:g(:ﬂ,t), a<z<b 0<t<T, (4.1)

telegraf denklemini

u(z,0) = x),
Baslangic sartlar : (,0) = ¢1(e) a<xz<b, (4.2)

ut(xv O) = ¢2(x)7

Dirichlet sinir sartlari : wa,t) = ¥ (d), 0<t<T, (4.3)
u(b,t) = Wa(t),
sartlari ile birlikte gtz oniine alalm. o > 0 ve = 0 igin (4.1) denklemi soniimlii bir dalga
denklemini ifade eder ve a > 8 > 0 igin telegraf denklemi olarak adlandirilir. Hiperbolik
diferansiyel denklemler atomik fizikteki temel denklemleri esas alir. Ozellikle hiperbolik
telegraf denklemi, matematiksel olarak modellenen baz fiziksel sistemlere biiyiik 6lgiide
uygulanan hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerde énemli bir rol oynar [27, 28, 29].
Son yillarda ikinci dereceden hiperbolik denklemlerin sayisal ¢oziimleri icin literatiirde
kararli metodlar gelistirilmig ve bu metodlar biiyiik ilgi uyandirmustir [30]. Mohanty
[31, 32] iki ve ii¢ boyutlu uzayda lineer hiperbolik denklemler igin ii¢ seviyeli sartsiz alter-
natif yonlii metodlar gelistirmistir. Bunlar yonlendirilmis gelisigiizel hareketler olusturur
ve parabolik kismi diferansiyel denklemler icin uygun bir sekilde modellenmistir. Ozellikle
deneysel sonuclar [33, 34] telegraf denklemlerinin 1s1 denklemlerinden daha iyi model-
lendigini gostermektedir. Son yillarda Neumann sinir gartlariyla lineer olmayan telegraf
denkleminin zaman siirh ¢oziimlerinin varolugu diigiiniilmektedir [35]. Bu yaklagim baz
Lyapunov fonksiyonellerinin kullanimiyla Galerkin metoduna dayalidir.
Bir boyutlu lineer hiperbolik denkleminin sayisal ¢oziimii pek cok yazar tarafindan
caligilmigtir. Sartsiz kararl fark metodlar sunulmustur [30, 36, 37]. Zamanla sonsuz fark
ayrigimi ve spline enterpolasyona dayal ii¢ seviyeli fark semasi énerilmistir [36]. [37]'deki

metod aym zamanda ii¢ seviyeli kapali fark metodu buna ragmen [30]’da sunulan sayisal



metod agik fark metodudur. Saadamatinin [38], (4.1) denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in
Chebyshev tau metodunu kullanmasina kargin Dehghan [39], Chebyshev cardinal fonksi-
yonlarmi kullanmigtir. Hesaplama molekiiliine bagli geleneksel biiyiik sayida birlesik nok-
talarla biri standart iist seviyeden metodlar1 uyguladiginda sinirlarin yakinindaki zorluklar
hayali noktalar olarak ortaya cikmaktadir. Bununla birlikte genel olarak hayali nokta-
lar kullanmaya ihtiyac duyulmayan ikinci dereceli metodlar bu denklemleri ¢ézmek icin
popiiler metodlardir. Dehghan ve Shokri [40, 41] sirali noktalar: ve thin-plate-spline radial
tabanl fonksiyonlar: kullanarak bir ve iki boyutlu hiperbolik denklemlerin niimerik metod-
larini olugturmuslardir. Telegraf denklemlerinin ¢oziimii i¢in Rothe-Wavelet metodunun
bir uygulamasi énerilmistir. El-Azab ve El-Ghamel [42], telegraf denkleminin ayrigtirilmasi
icin farkli durumlarda dalgalarin hafif bir gekilde nasil kullanilabilecegini tarif etmiglerdir.
Sayisal metodlar, radial tabanh fonksiyon metodu [43], karesel B-spline siralama metodu
[44] ve Diferansiyel Quadrature metodu [45] gibi teknikler kullanilarak (4.1) denkleminin
¢oziimleri geligtirilmigtir. Ayrica Ing ve digerleri [19, 46] tarafindan da cekirdek iireten

Hilbert uzay metodu ile bu denklemlerin sayisal ¢oziimleri elde edilmigtir.

4.1 Sabit Katsayil1 Telegraf Denkleminin GKM ile Coziimii
(4.1) denkleminde

v(x,t) = u(z,t),
doniigtimiinii kullanirsak (4.1)-(4.3) ile verilen problem

Ut = U;
a<zx<b 0<t<T, (4.4)
v = =200 — 2 + Uy + g;

x
Baglangig sartlar : ( a<x<b, (4.5)
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Dirichlet sinir sartlar: : ( 0<t<T, (4.6)

seklinde yazilabilir.

4.1.1 Line Metodu
Line sayisal metodu verilen kismi diferansiyel denklem sistemi i¢in bagimsiz degisken-
lerden birinin ayristirilmasina dayanir. Yar: ayriklagtirma metodu sayisal olarak integre
edilen bir ¢ift adi diferansiyel denklem sisteminde sonug verir. z,, = a+mh, m =0,.., N,
b—a

olmak tizere [a,b] araliginda secilen h = %% adim araligy ile {z,,}}\_ esit arahkl bir

diigiim alalim. Simdi ayriklagtirma uygulanirsa;

WX, t) = 2u(Tm, t) + u(Tm—1,1t)
sy ~ 2 :

olur. Ustteki denklem kullamilir ve wy,(t) = u(zm,t), vm(t) = v(Tm, t), gm(t) = g(zm, 1),

m =0, ..., N olarak alimirsa, adi diferansiyel denklem sistemi

Um(0) = ¢1(Tm), vm(0) = Pg(x), m=1,.... N —1 (4.7)
baglangic sartlar: ve

ug(t) = Ui(t), un(t) = Ya(t), 0<t<T (4.8)

siir sartlar ile

U () = Vm(t),

(t)—2um (t)+um—1(¢)

) " m=1,...,.N—1 (4.9)
Um(t) = —2avm(t) - /BZUm(t) + ot 12 + gm(t);

seklinde yazilir. (4.7) baglangic sartlar1 ve (4.8) smur sartlar ile verilen (4.9) sistemi-
nin ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in sayisal olarak integre edilen wu,,(t) ve vy, (t), m =
1,..., N —1, degigkenler i¢in 2N — 2 ¢ift lineer adi diferansiyel denklem vardir. Notasyonlar

kullanilarak

um(t) lt=nr= um((n : 1):) - um(n7)7

) Ol o
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oldugunu varsayalim. Boylece
up, = u(mh,nt), (4.11)

vy, = v(mh,nt), (4.12)

ve kararlilik indeksi v = ;5 olsun. Bu durumda (4.9) denklem sistemi m = 1,..,N — 1

)

n=01...M, M= %, olmak tizere

' 4 (113)
v = — 2010 — ﬁQT'LL;% + fy(uz+1 —2upy +ul 1)+ Tgn.

bi¢iminde tamamen ayriklagtirilabilir.

4.1.2 Grup Koruma Metodu
Bir ¢nceki kisimda Euler tipi bir agik metod tanitildi. Simdi agik metodu geligtirmeye
galigacagiz. Grup koruma metodu uygulanan (4.9) ile verilen esitlikler m = 1,.., N — 1,

n=20,1,..., M, olmak iizere

n+l _ . n n
um - um + Tnnvm

vt = v = 2arn,op, — BPrnun, 4y, (U, — 2ul, +ulh ) 4+ Tn,gn 5 (414)
1n 1n
Uy =uy =0
biciminde yazilir.

(4.9) denklem sisteminin matris formunu ifade etmek i¢in

w(t) = (ur (), ooy un—1 (), v1(t), ooy vy —1(£))7 (4.15)

ve

Ftu) = (01(8), s o1 (8), 51(8), s sy_1 (8)T, (4.16)

Uy y (8) = 2, (8) + -1 ()
12

Sm(t) = =200, (t) — B2 (t) + +gm(t), m=1,...N—1,

ile belirtilir. O halde (3.1)’den (3.25)’e kadar yapilan uygulamalar kullamlarak bir boyutlu

hiperbolik telegraf denkleminin grup koruma metodu ile ¢oziimleri elde edilir.
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4.1.3 Kararlhilik Analizi
Telegraf denklemi i¢in GKM’nin Neumann metoduyla kararlilik analizini aragtirmak
amactyla bu denklemin g(z,y) = 0, homojen durumunu géz éniine almak yeterlidir. Ho-

mojen telegraf denkleminin GKM formu

u?nﬂ = uy, 4+ TN, (4.17)
ot = (1= 2a7n, ol — 0, (B2 + 29)ully + Y1, (ulhy oy +ul_1), (4.18)

bi¢imindedir. Sistem iki denklem ve iki degisken icermektedir. Bununla birlikte ¢ ilave bir

faktor, i = v/—1, ¢ bir reel say1, p ve w harmonik biiyiikliikler olmak iizere ¢oziim,
n _imae n n _imao

ur, = pq'e vy, = wq'e (4.19)

olarak yazilir. Uygulanan metodun kararhligini géstermek igin |¢| < 1, oldugunu ispatla-

mak yeterlidir. (4.19) ve (4.17) esitliklerinden

= pg" e = pge™? + T, we"e™? = (¢ — 1)p — THw =0 (4.20)
elde edilir. Ustelik (4.18) esitligi

wg"te™? = (1-2arn, )wg"e™® —n, (BT +27)pg"e™? +n,ypg" (e MV 4 lm=1)9)

esitligine doniisiir ve

(¢ — 14 2a7n,)w + n, (BT + 4y sin2(§))p =0, (4.21)
olur. (4.20) esitligi (4.21)’de yerine yazilirsa;

(q =1+ 2a7n,) + (87 + 4y sinz((g))(;ﬁ%l =0,
(¢ — 1)’in bir polinomu olarak diisiiniilebilir ve

(4= 1) + 207, (g — 1) + T (87 + 4y sin®(9)) =0,

yazilir. Bu denklemin ¢dziimii

) —2arn,, + \/40427277% — 42 (8% 4 4y SiHZ(%)) 0
q—1= v
2
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olarak bulunur. Buradan

a=1-am, + Wﬂni (87 + Ay sin(2),

ve ¢ < 1 kararlilik sart1 ile

1—arn, £ \/0427277% — 777%(627 + 4y sin2(§)) <1,

veya diger bir sekilde

:l:\/OéQT2’I7% — 2 (BT + 4’)’Sin2<§)) < ATy,

olarak yazilir. GKM’de fp.u, < | full|lun|l oldugundan

Tl fnll

>0, Vr<0, (4.22)
[[unll [ ol

Ny > [1 —exp(—

elde edilir. o > 0 olmak iizere

a2t — (e + aysint(2) < ar,

ve

Jore - ri (5% + st (D) <
elde edilir. Boylece

Q27— o (P + aysin’(D)) < a7,

olur. Son egitlikten ise

PR (B + Aysin®(9)) 0,

yazilabilir. Burada v = 75 >0 ve 0 < sin?( %) < 1 oldugundan ifade énemsizdir. Boylece
telegraf denklemi i¢in uygulanan grup koruma metodunun uygulanmasi ile elde edilen akis

semasi sartsiz kararlidir.
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4.1.4 Sayisal Sonuglar

Bu boliimde, telegraf denklemini ¢ozmek igin kullandigimiz metodun etkinligini aragtir-
dik. Biitiin sayisal hesaplamalar N = 50 ve 7 = 0.001 adimlarina gore Matlab programinda
yapilmigtir. Amacimiz grup koruma metodunun etkinligini ve ¢éziimiin giivenilir oldugunu

gostermektir. Bunun i¢in Ly-hata normu
Loo =[I° u = u [Jo= maz;i|“u; = w4, (4.23)

ve eu{ ile aug sirasiyla (x;,t;) ayrik noktalarda tam ve yaklagik ¢oziimler olmak iizere root

mean square (RMS) hatas:

RMS = \| : (4.24)

kullanilacaktur.

Ornek 4.1.1
a =4, 8 =2ve glz,t) = (2 - 2a+ e tsin(z) i¢in (4.1) telegraf denklemini ele

alalim. Baslangig sartlar

o1(x) = sin(z), ¢qo(x) = —sin(x), x € [0,2x], (4.25)
ve sinir gartlari

Uy (t) = Wq(t) =0, te][0,1], (4.26)

olsun.
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Sekil 4.1 Ornek 4.1.1 icin 7 = 0.001 ve N = 50 almarak tam coziim ve elde edilen

sayisal ¢coziimiin karsilagtirilmasi.

5:-\-1!:14“-‘
410710
1010
23 1010

1x 10720

-0

Sekil 4.2 Ornek 4.1.1 icin 7 = 0.001 ve N = 50 alinarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin kargilagtirilmasi.
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Bu denklemin tam ¢oziimii
u(z,t) = e 'sin(z). (4.27)

seklindedir [41].

Metod Zaman L. RMS hatasi
GKM 0.5 1.83e — 10 1.04e — 10
GKM 1.0 5.14e — 10 8.65e¢ — 10
Sharifi ve Rashidinia [49] 0.5 9.99¢ —6 7.16e — 6
Sharifi ve Rashidinia [49] 1.0 5.19e—6 7.17e — 6
Dehghan ve Shokri [42] 0.5 837e -6 6.32¢e —6
Dehghan ve Shokri [42] 1.0 1.57e =5 1.15e—5
Mittal [48] 0.5 1.86e —6  —

Mittal [48] 1.0 3.49¢ — 6  —

Tablo 4.1 Ornek 4.1.1 igin 7 = 0.001 ve h = 27/50 adimlar ile hatalarin

karsilagtirilmasi.

Tablo 4.1, 6rnek 4.1.1 igin 7 = 0.001 ve h = %—g adimlarina kargilik gelen Lo, ve
RMS hatalarim gostermektedir. Hata degerleri karsilagtirildiginda [41, 47, 48] bahsedilen
metodlardaki 7 = 0.0001 ve h = 0.02 adimlarindan daha biiyiik adimlar kulanmamiza
ragmen bizim metodun daha giivenilir oldugu ortaya gikmaktadir. Sekil 4.1, GKM ile
elde edilen yaklagik coziimlerdeki noktalarin analitik ¢oziimlerdeki noktalarla tam olarak
denk diigtiigiinii gostermektedir. Sekil 4.2, mutlak hataya kargin kullandigimiz metodun

sonuclarinin daha memnun edici ve giivenilir oldugunu belirtmektedir.

Ornek 4.1.2
Bu ornekte o = 3, B = 2 ve g(z,t) = (2a + 3%t — ta® + t3) cos(xt) — 22(1 + at) sin(zt)

icin telegraf denklemini ele alalim. Baslangi¢ sartlar

$1(x) =0, ¢y(x)=1, z€[-2m2n], (4.28)
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ve sinir sartlar:
Uy (t) = Uy(t) = tcos(2mt), te|0,2], (4.29)

olsun.

Sekil 4.3 Ornek 4.1.2 icin tam c¢oziim ve elde edilen sayisal ¢coziimiin karsilagtirilmasi

7 =10.001 ve N =50.

0EgF

|

L amx10

183107
04k b 1010

50w 10710

0
naf { —_—

une

Sekil 4.4 Ornek 4.1.2 icin 7 = 0.001 ve N = 50 alinarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin kargilagtirilmasi.
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Bu problemin tam ¢oziimii
u(x,t) = tcos(xt). (4.30)

seklindedir.
Coziimiin analitik ve tahmin edilen noktalarinin zaman uzay grafigi sekil 4.3’te goster-
ilmistir. Bu 6rnek i¢in mutlak hataya karsin sekil 4.4’te bu tip problemlerde kullandigimiz

metodun etkinligi ve giivenilirligi gésterilmistir.

Ornek 4.1.3
Simdi @ = 3, = 0.5 ve homojen olmayan kisim g(z,t) = (2 + 5%t + 9t)sin(3z) icin

telegraf denklemini ele alalim. Baglangic sartlar:

d1(x) =0, ¢y(z) =sin(3z), = € (0,27, (4.31)
ve sinir sartlar

Uy (t) = Us(t) =0, te][0,1], (4.32)

olsun.

Sekil 4.5 Ornek 4.1.3 icin 7 = 0.001 ve N = 50 alinarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin kargilagtirilmasi.
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Sekil 4.6 Ornek 4.1.3 icin 7 = 0.001 ve N = 50 almarak tam coziim ve elde edilen

sayisal ¢coziimiin karsilagtirilmasi.

Bu problemin tam ¢oziimii
u(z,t) = tsin(3x). (4.33)

bicimindedir. Onceki orneklerle benzer sekilde, sekil 4.5te tam ve yaklagik c¢oziimiin

kargilagtirilmas: ve gekil 4.6’da ise bulunan mutlak hata verilmistir.

Ornek 4.1.4
Caligmamizda son olarak telegraf denklemini o = 1, § = 0.5 ve g(z,t) = (2 —
2t + t2)(z — 22)e~t 4 2t%e! igin iki farkh Q1 = {(z,t): 1<z <4, 0<t <3} ve Oy =

{(z,t) : 0 <z <1, 0<t<4}tamm kiimesinde goz 6niine alalim. ;’de baglangi¢ ve simir

sartlar:
¢1($) = ¢2($) =0, z € [174]a (434)
Uy(t) =0, Uy(t) = —12t%7t, t€0,3]. (4.35)
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bi¢giminde verilsin. 29 bolgesinde ise baglangi¢ ve Dirichlet sinir sartlar1 homojen

¢1(z) = dy(z) =0, z€[0,1], (4.36)
Ui(t) =0, Uy(t) =0, te[0,4]. (4.37)

olsun. 9 tamim kiimesinde kullandigimiz metod ile [47, 48, 50] metodlar1 kargilagtirihip

sonuglar tablo 4.2’de verilmigtir. Bu problemin analitik ¢oziimii ise
u(z,t) = (z — a)t?e ", (4.38)

seklindedir [40]. Kullandigimiz metodun uygulanabilirligi ve etkinligi bu tabloda goriilebilir.
Ornek 4.1.4 icin elde edilen analitik ve yaklasik coziimiin karsilagtirilmas: Q; bolgesi
icin gekil 4.7°de, 2 bolgesi igin de gekil 4.9 ile verilmigtir. Ayrica Q; ve Q9 bolgeleri igin

mutlak hatalar sirasi ile sekil 4.8 ve 4.10 ile sunulmustur.

Metod Zaman L RMS hatasi
GKM 1.0 1.32e —10 6.91e — 11
GKM 2.0 4.63e — 10 9.80e — 11
GKM 3.0 7.54e — 10 6.55e¢ — 10
Sharifi ve Rashidinia [49] 1.0 1.67e —7  1.68e —8
Sharifi ve Rashidinia [49] 2.0 4.72¢ =7  4.74e — 8
Dehghan ve Shokri [42] 1.0 1.85e =5 1.43e—38
Dehghan ve Shokri [42] 2.0 1.07e —5 8.04e—6
Dehghan ve Shokri [42] 3.0 1.82e =5 1.29¢—5
Mittal [48] 1.0 592 —5 —

Mittal [4] 2.0 179 —5 -

Mittal [48] 3.0 143¢ —5 —

Tablo 4.2 Ornek 4.1.4’tin Q5 tanim kiimesi icin 7 = 0.001 ve N = 0.002 adimlar ile

hatalarin karsilagtirilmasi.
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Sekil 4.7 Ornek 4.1.4 icin 7 = 0.001 ve N = 50 almarak tam coziim ve elde edilen

sayisal ¢coziimiin karsilagtirilmasi.

3107

ax10?

110

Sekil 4.8 Ornek 4.1.4 icin 7 = 0.001 ve N = 50 alinarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin kargilagtirilmasi.
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Sekil 4.9 Ornek 4.1.4 icin 7 = 0.001 ve N = 50 alinarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin kargilagtirilmasi.
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Sekil 4.10 Ornek 4.1.4 icin 7 = 0.001 ve N = 50 alinarak tam coziim ve elde edilen

sayisal ¢coziimiin karsilagtirilmasi.
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4.2 Degisken Katsayil1 Telegraf Denkleminin GKM ile Coéziimii
Ikinci mertebeden lineer hiperbolik
u + 2a(x, t)ur + Bz, t)u — x(z, t)uge = g(x,t), a<xz<b 0<t<T,

telegraf denklemini

u(x,0) = x),
Basglangic sartlar: : (2,0) = 1) a <z <b,

Ut(x,(]) a ¢2(x)7

u(a,t) = V1 (1),
Dirichlet sinir sartlari : 0<t<T,
u(b, t) = \112(75

~—

sartlari ile birlikte ele alalim.

(4.39) denkleminde
’U(.%', t) = ut(x7 t)
doniigtimiinii kullanirsak (4.39)-(4.41) problemi

Ut =0
' a<z<b 0<t<T,
Ut = —20&(:E,t)’l} _/B($7t)u+X(x7t)uxx +9

u(z,0) = ),
Baglangi¢ sartlar: : )= d(e) a<z<b,
’U(.’L‘,O) = ¢2($)7
u(a, t) = Wy(t),
Dirichlet sinir sartlar : 0<t<T,

seklindeki sisteme doniisiir.

4.2.1 Line Metodu

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Line sayisal metodu verilen kismi diferansiyel denklem sistemi icin bagimsiz degisken-

lerden birinin ayristirilmasina dayanir. Yar: ayriklagtirma metodu sayisal olarak integre

edilen bir ¢ift adi diferansiyel denklem sisteminde sonug verir. xx = a + kh, k=0,.., N,
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olmak iizere [a, b] araliginda segilen h = b_T“ adim araligi ile{zy }Y_, esit aralikli bir diigiim
alalim. Simdi ayriklagtirma uygulanirsa;

o u(Try1,t) — 2u(xg, t) + u(xg—1,1t)
Uy = 2 :

olur. Ustteki esitlik kullanilir ve ug(t) = u(xy, t), vi(t) = v(xk, 1), gr(t) = g(xk, ), ap(t) =
a(zg, t), Br(t) = B(zk,t), xp(t) = x(zk,t) kK = 0,..., N olarak alimirsa, adi diferansiyel
denklem sistemi

uk(O) = ¢1(.’L'k), ’l}k(O) = ¢2(.’L'k), k= 1, ...,N — 1. (4.43)
baslangic sartlar: ve

uo(t) = Uy (t), un(t) = Ua(t), 0<t<T (4.44)

sinir gartlari ile

/

uk(t) o Uk(t)7
U () = — 20 (B)ur(t) — By (Bug(t) + yp (1) et D20 T O gy

(4.45)

seklinde yazilir. (4.43) baslangi¢ sartlar: ve (4.44) sinir sartlar ile verilen (4.45) sisteminin
¢oziimlerini elde edebilmek igin sayisal olarak integre edilen ug(t) ve vg(t), k =1,..., N —1,

degiskenler i¢in 2N —2 ¢ift lineer adi diferansiyel denklem vardir. Notasyonlar kullanilarak

uk((J + DAL) — ug(§AL)

uk(t) =V At ) (4.46)
Op(t) iy (G + 1)AA72 — U At), (4.47)

oldugunu varsayalim. Boylece

ul = u(kh, jAt), (4.48)

vl = v(kh, jAL), (4.49)

ve kararlilik indeksi v = % olsun. O halde (4.48) denklem sistemini & = 1,..,N — 1,
j=0,1,... M, M= %, olmak tizere

uZ}H = ui} + Atvi

T .y A (4.50)
ol = o] = 200 Atv] — B Atu] + ), (ul,, — 2uf +uf_y) + Atg].

k+1

biciminde tamamen ayriklagtirilabilir.
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4.2.2 Grup Koruma Metodu

Bir onceki kisimda Euler tipi bir agik metod tanitildi. Simdi agik metodu gelistirmeye
galisacagiz. Grup koruma metodu uygulanan (4.45) ile verilen egitlikler & =1,..,N — 1,
7 =0,1,..., M, olmak iizere

u{jl = ui + Atnjvi
op ™ = vl (2008t — BLAt + (], — 2u) +ul ) + Atg)) - (451)
u(l)’j = u}\}j =0

bi¢iminde yazilir. Acikgasi, her n igin n; = 1 ise (4.51), (4.50) olarak yazlabilir.

(4.45) denklem sisteminin matris formunu ifade etmek igin

u(t) = (ur(t), ..y un—1(t), v1(t), ..., on_1(t))7T, (4.52)
ft,u) = (vi(t), ...,on—1(t), 51(t), ..., sy—1(2))7, (4.53)
Uy (t) = 2up(t) + wp—1(t)

+gk‘(t)7 k= 17 "'7N_17

sk(t) = =20 () vk () = Br () ur (t) +x (1) 12

olur. O halde (3.1)’den (3.25)’e kadar yapilan uygulamalar kullamlarak bir boyutlu hiper-

bolik telegraf denkleminin grup koruma metodu ile ¢oziimleri elde edilir.

4.2.3 Kararlilik Analizi
Telegraf denklemi igin GKM’nin Neumann metoduyla kararlhilik analizini aragtirmak
amactyla bu denklemin g(z,y) = 0, homojen durumunu géz éniine almak yeterlidir. Ho-

mojen telegraf denkleminin GKM formu

wlt =l 4 Aty (4.54)
ot = v+ (=200 Atv], — 5] Atul, + ) (u] 4 — 2u] +ul )], (4.55)

bicimindedir. Sistem iki denklem ve iki degisken icermektedir. Bununla birlikte ¢ ilave bir

faktor, ¢ = /—1, ¢ bir reel say1, p ve w harmonik biiyiikliikler olmak iizere ¢oziim,

ui = pgle*? v, = wgl e*? (4.56)
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olarak yazilir. Uygulanan akig semasimin kararlibhgimi gostermek igin [¢] < 1 ,

ispatlamak yeterlidir. (4.54) ve (4.56) esitliklerinden
= pg/ ek = pgleitd 4+ Atnjwqjeik¢ = (¢—1)p— Atnjw =0

elde edilir. Ustelik (4.55) esitligi

wg e = wel e 4 ur [—QOzi;Atwqjeikd’ - BiAtqueik(z’ + ’yxf;queikd’(ew -

esitligine doniigiir ve

?))p =0,

(q— 1+ 20, Atn;)w + n;(BLAL + 4y, sin®( 3

olur. (4.57) esitligi (4.58)’de yerine yazilirsa,

) ) o0 Atn?
(g—1+ 2aiAt77j) + (B4At + 4vyx, 81n2(§)) TN 0,
q J—
(¢ — 1)’in bir polinomu olarak diigiiniilebilir ve
; LA 0
(g = 1)* + 200 Atm;(q — 1) + AP0 (B + —F sin(5)) = 0,
yazilir. Bu denklemin ¢oziimii
go1= —QOzkAtnj + 2At77j( ﬁ] — Xi’“ sin (%))1/2 L,
2 )
olarak bulunur. Buradan
dyxg ¢
q=1—a]Atn; + Atn;(a” — 5], — t’“bn (N2

ve ¢ < 1 kararlilik sart1 ile

j A a8 1/2
o Atn; & Atn;(af? — B, — Ap S (2)) <1,

veya diger bir sekilde

4yx] 9,@
+A [t .

1/2
)) / < akAtnjv
olarak yazihir. GKM’de fp,.uy < || full|ltwn|l oldugundan

Atll ]

[l

)] ] >0, VAt >0,

i = (L= e 7]
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yazilabilir. Buradan

dyxh 50

2 j . 9 2
o — B — A Sim (5)504%,
ve
At +4 i sin?(2) > 0
kT 47X s (5) > 0,
olur. Boylece
A~y
At > X sin2(?)
B 2

elde edilir. Burada v = % >0 ve 0< SiHQ(%) < 1 oldugundan ifade 6nemsizdir. Boylece

telegraf denklemi i¢in uygulanan grup koruma metodu

ﬁi <0 ve Xi < 0 ise sartsiz kararl,
ﬁi >0 ve Xi > 0 ise gsartsiz kararli,

5‘,7; <0 ve Xi > 0 ise garth kararli,

L D b

ﬁi >0 ve Xi < 0 ise sarth kararli bir metodtur.

4.2.4 Sayisal Sonuglar
Bu boliimde degisken katsayili telegraf denklemi i¢cin GKM’nin etkili bir metod oldugunu

gostermek icin agagidaki ornekleri inceleyelim :

Ornek 4.2.1
ax,t) = 27Tt B(z,t) = sin®(z +t) , x(z,t) =1 + 22 ve g(x,t) = (4 — 2% — cos?(x +

t) — 8e**t) e~ 2! sinh(x) icin telegraf denklemini ele alahm. Baslangic sartlari
¢1($) = SiIlh(:L‘), §Z52(ZL') = _QSinh(x)a T e [07 1]a
ve sinir sartlar

Uy(t) =0, Uy(t) =e Hsinh(1), t€[0,1],
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olsun.

Sekil 4.11 Ornek 4.2.1 icin At = 0.001 ve N = 50 almarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin karsilagtirilmasi

Sekil 4.12 Ornek 4.2.1 icin At = 0.001 ve N = 50 alinarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin kargilagtirilmasi.
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Bu problemin tam ¢oziimii
u(z,t) = e sinh(x), (4.59)

seklindedir [19]. Coziimiin analitik ve tahmin edilen noktalarinin zaman uzay grafigi sekil
4.11’de gosterilmistir. Sekil 4.12’de ise elde edilen yaklasik ¢oziime karsilik gelen mutlak

hatanin grafigi sunulmustur.

Ornek 4.2.2
Simdi a(x,t) = x +t, B(z,t) =z —t, x(z,t) = 22 ve homojen olmayan kisim g(z,t) =
(14 3z +t + 422)el cos(22) icin telegraf denklemini ele alalim. Baglangic sartlar:

¢1(z) = dy(x) = cos(2z), « € [0,2n],
ve sinir sartlar:
Uy (t) = Wa(t) =€, telo,1],

olsun.

Sekil 4.13 Ornek 4.2.2 icin At = 0.001 ve N = 50 almarak tam ¢oziim ve elde edilen

niimerik ¢oziimiin kargilagtirilmasi.
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Sekil 4.14 Ornek 4.2.2 icin At = 0.001 ve N = 50 almarak tam ¢oziim ve elde edilen

sayisal ¢oziimiin kargilagtirilmasi.

Bu problemin tam ¢oziimii

u(z,t) = ' cos(2z), (4.60)

bigimindedir. Sekil 4.13 ve 4.14 analitik ve yaklagik ¢oziimii gostermektedir.

4.3 Sonug

GKM'nin uygulandig1 degisken ve sabit katsayili lineer Telegraf denklemlerinde yari
ayriklagtirma denklemin geometrik yapisini korur. Bu koruma 6zelligi hayali ¢oziimlerin
yoklugunda minimum hatalar ile dogru coziimler icerir. Bu metodla maksimum hata-
lar en cok 3 x 1072 olarak bulunmasna ragmen bilinen diger yontemlerde bizim kul-
landigimiz adimlardan daha sik adimlar kullanilarak 10~7 civarinda hatalar bulunmustur.

Kullandigimiz metodun kararlilik analizi Van Neumann analiz metodu ile gosterilmigtir.
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5. BOLUM
BURGERS DENKLEMIi

Bir boyuth yari-lineer parabolik

ou ou 0%u

kismi diferansiyel denklemini

u(z,0) = ¢(z), a <z <b, (5.2)
baslangic sartlar1 ve

u(a,t) = f(t) and u(b,t) = g(t), t >0, (5.3)

sinir gartlar ile ele alahm. Burada v > 0 kinematik akigmazlik katsayisi, ¢, f ve g
verilen degiskenlerin fonksiyonlaridir. (5.1) denklemi ilk olarak kararli ¢éziimlerini bulan
Bateman [51] tarafindan ele alindi. Daha sonra Burgers [52] bu denklemin matematiksel
modelleme icin kullanilabilecegini belirtmistir. Burgers denklemi birgok baglangic sarth
Hopf-Cole doniistimii ile tamamen ¢oziilebilir ve ¢oziimler fourier seri agilimlari olarak
verilebilir [53, 54]. Farkli baglangig fonksiyonlar: i¢in, sayisal bir ¢oziiciiniin performansini
test etmekte Burgers denklemini goz 6niine almak dogaldir.

Bir boyutlu Burgers denkleminin tam g¢oziimleri Benton and Platzman [55] tarafin-
dan aragtirilmigtir. Burgers denklemini sayisal olarak ¢ozmek i¢in Varoglu ve Finn [56]
kalan agirlik formiiliine dayali yeni bir sonsuz element metodunu, Evans ve Abdullah [57]
alternatif grup agik metodlarini, Kakuda ve Tosaka [58] genellestirilmis sinir element yak-
lagimini, Ali ve digerleri [59] toplama formiiliine dayal bir kiibik B-spline sonsuz element
metodunu, Nguyen ve Rynen [60] en kiigiik kareler yaklagimina dayal lineer bir uzay-
zaman sonsuz element teknigini, Mittal ve Singhal [61, 62] Runge-Kutta-Chebyshev meto-
duyla ¢oziilebilen linner olmayan denklem sistemini elde etmek i¢in lineer olmayan sonlu
bir teknik kullanmiglardir. Ozis and Ozdes [63] bir dizi ¢oziim formunda yaklagimi iiretmek
icin direk varyasyonel metodu kullanmiglar. Kutluay ve digerleri [64] yeterli hassashikta
sayisal sonuglar elde etmek icin Burgers tipi problemlere tam acik sonlu fark metodunu
onermiglerdir. Daha sonra, Abd-el-Malek ve El-Mansi [65] baslangi¢ ve sinir sarth Burgers

denkleminin ¢oziimiinii hesaplamak icin grup teorik metodlarini kullanmiglardir.



5.1 Grup Koruma Metodu

Bu béliimde, (5.2) ve (5.3) baglangi¢ ve simir gartlari ile verilen (5.1) Burgers denkle-
mine grup koruma metodunu uygulayahm. z; = a + ih, i = 0,.., N, olmak iizere [a, b|
araliginda secilen h = b_Ta adim aralig ile {xi}ij\io esit aralikl bir diigiim alalim. Simdi

yar1 ayriklagtirma uygulanirsa;

u(a:i_H, t) — 2u(xz~, t) + ’LL(:L’i_l, t)
Ugz 12 )

I

- u(ajHl,t)hu(%,t), (5.4)

bulunur. Ustteki esitlikler kullamlir ve u;(t) = u(z;,t), i =0, ..., N olarak almirsa

Uz’—l—l(t) — 2ui(t) + ui_l(t)
h? ’

I

Uz

o Uit (t) —uit)
- :

Ug

asagidaki adi diferansiyel denklem sistemi

D)+ (t)[um(t)h— wilt)) _ wisa(0) = 2122(1:) i (t) (55)
baglangic ve smir sartlariyla birlikte

wi(0) = ¢(z;) i=0,...N, (5.6)

uo(t) = f(t), un(t) = g(t), (5.7)

elde edilir. Buradan

i@ = —u@ed = w(t), |, ul) - 2u;2(t) +uo(t).

Uy () = —uvoa TSI 2 ,



elde edilir. Sistemin matris formunu ifade etmek igin

Up

Uy

UN-1

UN

yazalim. Varsayalim ki;

wi(G + 1, M) —wi(j, At)  wltt -l

u(t) = At =~ A
i+1 j J J J J J
UZ 3 ui A uj(ui+1 — U n U“z’+1 —2u; +u;_y
At g h h?
j+1 J At J(n,Jd J ] ]
u; = u; - Wuz (uerl uz) + 12 U(ui+1 - 2”5 + ug71>
0
up = f(t;)  uy =g(t;) w = (i) (5.8)
U{Jrl U{
ul ™t )
Uj+1 = . U; =
Jj+1 J
Un_1 | UN—1 |

ve § = % kararhilik indeksi olsun. O zaman sistemin tamamen ayriklagtirilmig hali:

u]1 — %u{(ué - u]l) + 5U(u§ — 2u{ + u%)

ué - %ué(ué - ué) + 5U(u§ - QU% + ujl)
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olmak iizere

Ui = Uj+n;f;
Ujs1 = AU;
seklindedir. Sistemin matris formunu agik olarak yazarsak
Uf“ Uf u{ - %u{(ué — ujl) + 5U(ug — Qu{ + u{))
utt | v uy — Shub(u] — uh) + du(u} — 2} + u})
Uj+l Uj J At J (j_j )+(5(j—2j +j )
L YN-1 | | YN-1 | Un—1—  Un_1\UN — Uy viuy UN_1 T UN_2) |
(5.10)
- . 1 = r . o . . . . . . =
Uit w4yl — 8% (u] — ) + bv(u, — 20 + )]
1 . AL . . . 4
U; B ud + n; [u, — Ttu%(ué —ud) + 5v(u§ — 2ud + ul)]
i U3 | L why_y + n; [uly 3 — Suly_y (uly — uiy_y) + 6v(uly — 2uly_ +uly )] §
(5.11)

denklemleri elde edilir. Boylece (5.11) sisteminden hareketle Burgers denkleminin yaklagik

¢oziimii grup koruma metodu ile hesaplanabilir.

5.2 Sayisal Sonuglar

Bu boliimde Burgers denklemi i¢cin GKM’nin giiciinii ve etkinligini géstermek igin iki

model problem ele alindi.

Ornek 5.2.1
(5.1) denklemini

2vum sin(7x)

u(z,0) = z € [0,1],

a+ cos(mz)’

baslangic sart1 ve

uw(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<T,
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(5.13)



sinir gartlari ile ele alalim. Bu ¢rnekte T = 0.1 ve a = 2 olarak segildi. v’nin farkli degerleri
icin tam ve yaklagik ¢oziimler T = 0.1 i¢in iki boyutlu olarak sekil 5.1 de gosterildi.

Goriildiigii gibi analitik ve yaklagik ¢oziim ¢ok uyumludur. Bu denklem igin tam ¢oziim

vt

2ume™ v sin(mz)

u(x,t) = .
(@¢) a + e™t cos(m)

bi¢imindedir [67]. Sekil 5.3’te sunulan mutlak hatalar, GKM’nin son derece dogru bir
metod oldugunu kanmitlar. Bu metod ile elde edilen yaklagik ¢oziimler diger metodlarla

kargilastirildiginda kullandigimiz metodun daha giivenilir oldugunu ispatlar.

ulx01)

Sekil 5.1 Ornek 5.2.1 icin tam ve elde edilen sayisal ¢coziimiin karsilastirilmasi.

Sekil 5.2’de, sirasiyla v = 0.01, v = 0.5 ve v = 1 degerleri i¢gin elde edilen analitik ve
yaklagik ¢oziimlerin ii¢ boyutlu goriintiileri verilmigtir. Bu sekilde goriildiigii gibi GKM ile
bulunan yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziim ¢akigsmistir. Bu ise metodun ne kadar giivenilir

oldugunu ve iyi sonug verdigini gosterir.
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x  [68] GKM

0.1 9.01E — 09 3.59E — 10
02 9.62E—09 4.49E — 10
0.3 9.99E — 05 3.01E — 10
04 3.12E—08 4.95E —11
05 4.14E—08 5.01E — 10
06 294E—08 5.02E—11
0.7 5.29E—08 2.99E — 10
0.8 5.11E—07 4.50E — 10
09 1.97E—06 3.61E — 10

Tablo 5.1 Ornek 5.2.1 icin belirli noktalarda mutlak hatalarm karsilagtirilmas.

57



Sekil 5.2 Ornek 5.2.1 icin tam ve elde edilen sayisal ¢oziimiin v = 0.01, v = 0.5 ve v = 1

icin karsilagtirilmasi.

o8



x 0
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008 | a5
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oo
oo
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=} 0E 1
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; L
z \ bor
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o s 1
x

[

]
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[

Sekil 5.3 Ornek 5.2.1 icin mutlak hatalarin v = 0.01, v = 0.5 ve v = 1 icin gosterilmesi.
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Ornek 5.2.2
(5.1) denklemini

O ={(z,t): 2z €0,8], te[l,4]}, Qo= {(z,t):2€]0,1.2], te[1,4]}, (5.14)

bolgeleri iizerinde baglangic sarti

x
w,l) = —————77, a>0, 0<z<1,
(@:1) 1+ et @ —1)
ve siir sarti
U(IE, t) |ac€3§21\/a:€8§22: 0 (515)

ile birlikte g6z oniine alalim. Bu problemin tam ¢oziimii

z/t & (5.16)

7# 7t0:68u
L4/ fewr

seklindedir [66]. Sekil 5.4 sirasiyla € ve Q3 bolgelerinde elde edilen yaklagik ve analitik

u(z,t) =

¢oziimler gosterilmigtir. Sekil 5.5’te ise yine sirasiyla bu bolgelerde elde edilen mutlak
hatalar verilmistir. Tablo 5.2 ve tablo 5.3 €1 ve 2y iizerinde literatiirdeki metodlarla

kullandigimiz metodun karsilagtirmasini verir.
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025~
0.2-

015

ULE Ly

Sekil 5.4 Ornek 5.2.2 icin tam ve elde edilen sayisal ¢oziimiin 1 ve Qo’de

karsilagtirilmasi.
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Sekil 5.5 Ornek 5.2.2 icin mutlak hatalarin Q; ve Qy’de gosterilmesi.



t=2 t= t=4 t =
z  [68] GKM 68 GKM
1.0 4.95E—07 9.91E—13 1.41E—06 4.31F — 12
2.0 8.80E—07 2.03E—12 224FE—07 T7.01E —12
3.0 4.96E—08 3.52E—12 896FE—08 9.02E — 12
40 1.00E—10 2.05E—12 159E—08 T7.12E —12
50 — 9.89E — 13 6.00E—10 3.98E — 12

Tablo 5.2 Ornek 5.2.2 igin Qde belirli noktalarda mutlak hatalarin kargilagtirilmasi.

z  [69] [70] [71] GKM
0.2 -— 3.98E —-05 — 2.83F — 14
04 1.00E—-07 3.17EF—-04 1.00E—-07 3.23E-—14
0.6 150F—06 145FE—03 2.00E—07 9.01F-15
0.8 6.90E—06 2.66FE—03 1.00E—07 7.67F—14

Tablo 5.3 Ornek 5.2.2 igin Qfde belirli noktalarda ¢ = 3.5 igin mutlak hatalarin

karsilagtirilmasi.

5.3 Sonug

GKM, adi ve kismi diferansiyel denklem cesitlerini incelemek igin etkili bir metod-
tur. Lineer olmayan Burgers denklemi birinci dereceden bir diferansiyel denklem siste-
mine doniigtiiriilerek bu denkleme GKM uygulandi. Elde edilen sonuglar tablo ve grafik-
lerle gosterilerek uygulanan metodun giiclii bir metod oldugu ortaya cikarilmigtir. Tablo
5.1’de PC-metodu ile GKM karsilagtirildi. Tablodan da goriildiigii gibi GKM daha hassas
sonuglar vermektedir. Tablo 5.2’de = ve t’nin belirli degerleri i¢in yaklagik ¢oziimler elde
edildi. Bu ¢oziimler PC-metodu ile elde edilen g¢oziimler ile karsilagtirildi. Tablo 5.3’te
ise elde edilen sonuclar modife olmus kiibik B-splines collocation metodu, ¢ekirdek iireten

metod ve modife olmus kiibik B-spline diferansiyel kare metodu ile elde edilen sonuglar ile

kargilagtirildi. GKM’nin daha etkili bir metod oldugu ispatland.
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