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OZET

Bu calisma dort boliimden olugmaktadir.

[k boliimde; Sturm-Liouville ve Dirac operatorlerinin spektral teorisinin(diiz ve
ters problemler) tarihgesi verilmistir.

Ikinci boliimde; diferensiyel operatorlerin spektral teorisinde ve sunulan tezde sik
sik kullamlan bazi temel tanimlar verilmistir.

Uciincii boliimde; sonlu aralikta Sturm-Liouville denklemi icin yar1 ters problemler
verilmigtir.

Dordiincii boliim ¢aligmanin orijinal kismi olup bu béliimde klasik Sturm-Liouville
denklemi icin isospektral problem verilip Dirac sistemi icin isospektral problem ince-

lenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Denklemi, Yar1 Ters Problem, Gelfand-

Levitan Integral Denklemi, Déniisiim Operatorii, Isospektral Problem, Dirac Sistemi.
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SUMMARY

Half-Inverse Problems For Differential Operators

This thesis consist of four chapters.

In the first chapter the history of spectral theory a Sturm-Liouville and Dirac
operators were given.

In the second chapter some fundamental definitions, often used in spectral theory
of differential operators, were given.

In the third chapter half-Inverse problems on the finite interval for Sturm-Liouville
equation were given.

In the fourth chapter original works have been done. In this chapter, isospectrality
problem for Classical Sturm-Liouville equation were given and isospectrality problem

were researched for Dirac systems.

Key Words: Sturm-Liouville Equation, Half-Inverse Problem, Gelfand-Levitan

Integral Equation, Transmutation Operator, Isospectrality Problem, Dirac Systems.
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SEMBOLLER LIiSTESi

L?[a.b] : Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay
a? : Normlagtirict sayilar
Ozdeger
y(x,)) : Ozvektor fonksiyonu
q(x) . Potansiyel fonksiyonu
O : Simirh degerler
0 : Sonsuz kiigiik degerler
p(N) . Spektral fonksiyonu



1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisinde regiiler ve singiiler olmak iizere iki tiir diferensiyel
operator tanimlanmig ve bunlarin spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi
sonlu ve katsayilar: siirekli fonksiyonlar olan diferensiyel operatore regiiler; tanim bol-
gesi sonsuz veya katsayilari(bazilar1 veya tamami) toplanabilir olmayan(veya her iki-
si saglanacak bicimde) diferensiyel operatorlere singiilerdir denir. Ikinci mertebeden
regiiler operatorler igin spektral teori giintimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir.
XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden diferensiyel operatorler igin sonlu aralikta
regiiler sinir sartlar saglanacak sekilde keyfi mertebeden adi diferensiyel opertorlerin
ozdegerlerinin dagilimi G. D. Birkoff tarafindan incelenmistir. Diskret spektruma sahip
ve uzayin tamaminda tanimh operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum
mekaniginde ¢ok 6nem tasimaktadir. Birinci mertebeden iki denklemin regiiler sis-
temleri daha sonraki yillarda ele alinmigtir. Singiiler operatorler icin spektral teori
ilk olarak H. Weyl tarafindan incelenmigtir. Daha sonra F. Riesz, J. von Neumann,
K. O. Friedrichs ve diger matematikgiler tarafindan simetrik ve self-adjoint operator-
lerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Simetrik operatorlerin tiim self-adjoint
geniglemelerinin bulunmasi problemi Neumann tarafindan bir siire sonra yapildig: bi-
linmektedir.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklasimi 1946

yilinda E. C. Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimh azalan(artan) potansiyelli

Sturm-Liouville opertorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilit Titchmarsh tarafindan
bulunmugtur. Son yillarda bu operatore sik sik bir boyutlu ¢ () potansiyelli Schrodinger
operatorii de denir. Ayni zamanda bu ¢calismada Schrédinger operatorii i¢in 6zdegerleri
dagilim formiilii de verilmigtir.

Singiiler diferensiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferensiyel operatorlerin
spektral teorisinde tnemli bir yere sahip olan calismalar 1949 yilinda B. M. Levitan
tarafindan yapilmigtir. Levitan bu ¢alismalarinda spektral teoriyi esaslandirmak icgin
kendine has bir yontem vermistir. Farkl singiiler durumlarda diferensiyel operatorlerin
spektral teorisi, ozellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotigine ve 6zfonksiyon-

larin tamhigina iligkin konular R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak,



V. P. Maslov, M. V. Keldish gibi matematikgiler tarafindan gelistirilmistir.

Lineer diferensiyel operatorler teorisinde spektral analizin ters problemleri 6nemli
bir yere sahiptir. Diferensiyel operatorler igin ters problemi asagidaki gekilde tanim-
lanir:

1. Hangi spektral verilere gore operatoriin kendisini bulmak(veya yapisim kurmak)
miimkiindiir.

2. Spektral verilere giore operator birebir olarak mi tanimlanir.

3. Bu veriler gore operatorlerin tammmlanmasi(kurulmasi) yoéntemlerinin bulun-
masidir.

Ters problemlerle ilgili ilk sonug, V. A. Ambartsumyan [2] tarafindan elde edilmigtir.
Bu ¢alismada Sturm-Liouville operatorleri igin ters probleme ait asagidaki teorem is-

patlanmistir.

Teorem 1: ¢ (z), [0, 7] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak iizere

)\0,)\1,...,)\n,...1€r
V'+{A-q@)}y=0 (O0<z<m) (1)

y (0) =y (m) =0 (2)
problemini 6zdegerleri olsun. Eger A, = n? (n =0,1,...) ise ¢ (z) = 0 dir.

Bu sonuca ilk once dikkati ¢eken Isve¢ matematikgisi G. Borg [4] olmustur. Borg,
genel durumda Sturm-Liouville operatoriiniin bir spektrumla tanimlanmadigini goster-
mistir. Ayrica farkl sinir sartlar saglanacak sekilde iki spektruma gore Sturm-Liouville
operatoriiniin birebir olarak tanimlandigini gostermistir. Dolayisiyla agsagidaki teoremi

ispatlamigtir.
Teorem 2: Ao, A1, ..., A, ...ler (1) diferensiyel denklemi ve
y'(0) = hy (0) =0 (3)

y (7)) + Hy(7) =0 (4)

siir kogullari ile verilen problemin, pg, pty, ..., fi,,, -..ler ise (1) denklemi ve

Y (0) =y (0) =0  (hi#h) (5)



y (m)+ Hy (7) =0

sinir kogullart ile verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {\,} ve {p,,} ,(n = 0,1, ...)
dizileri ¢ (z) fonksiyonunu ve sonlu h, H ve H; sayilari tek olarak belirtir.

Bu ¢aligmadan sonra potansiyelin ¢ (7 — ) = ¢ (z) simetriklik kogulunu saglamas
durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii tanimladigini N. Levinson
[32],[33] ispatlamugtir. Buna ilaveten Levinson negatif 6zdegerlerin mevcut olmadig
durumda sagilma fazinin potansiyeli birebir olarak tanimladigini géstermistir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden biri de ters
problemin ¢oziimlerinde 6nemli bir arag olan doniigiim operatorii kavrami olmustur. Bu
kavram operatorlerin genellegtirilmiy Stelemesi teorisinde J. Delsarte, J. Lions [7],[8]
ve B. M. Levitan [34] tarafindan verilmistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri igin
doéniigiim operatoriiniin yapisini ilk olarak A. V. Povzner [49] kendi ¢aligmalarinda
gostermistir.

Daha sonra ikinci mertebeden lineer diferensiyel operatorler icin ters problemler
teorisinde teklik problemi ile ilgili en énemli ¢alismalar A. N. Tichknof [58] ve V. A.
Marchenko [41] tarafindan yapilmigtir. Marchenko bu ¢aligmasinda teklik problem-
lerinin ¢oziimiinde Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonundan yararlan-
migtir.

¢ (2, \) fonksiyonu (1) diferensiyel denkleminin
p(0,0)=1,¢(0,A)=h (6)

baglangi¢ kosularini saglayan ¢oziimii, ¢ (z, A,) = ¢,, (x) fonksiyonlar: ise bu problemin

ozfonksiyonlar: olsun. Bu taktirde

™

o2 = [ @A) da (7)

verilen operatoriin normlagtirict sayilari,

P =3~

a
An<A ¥

ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere Marchenko yukarida bahsedilen
caligmada Borg’un ispatladigi teoremi p () spektral fonksiyonu yardimiyla vermistir.
Ayrica bu galigmada p (\) fonksiyonunun Sturm-Liouville tipinde bir diferensiyel oper-

atoriiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerek ve yeter kosul verilmigtir. Marchenko-
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nun ¢aligmalar: ile hemen hemen aymi anda M. G. Krein [29],[30] ¢alismalarinda,
Sturm-Liouville tipindeki bir diferensiyel operatorii {\,} ve {u,,} ,(n = 0,1, ...) diziler-
ine gore belirtmek icin etkili yontem vermistir. Fakat bu ¢alismalarda verilen gerek
ve yeter kosul {\,} ve {u,} dizileri yardimyla degil, bu dizilerden kurulan yardimci
fonksiyon kullanilarak verilmigtir.

Spektral analizin ters problemler teorisinde temel calisma I. M. Gelfand ve B. M.
Levitan [14] tarafindan yapilmigtir. Bu ¢alismada p () monoton fonksiyonunun Sturm-
Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar tanimlan-
mis olup Sturm-Liouville operatoriiniin belirtilmesi i¢in énemli bir yontem verilmigtir.

Sturm-Liouville operatorleri icin ters problemin iki spektruma gore tam ¢oziimii
1964 yilinda B. M. Levitan ve M. G. Gasymov [35] tarafindan yapilan bir ¢galigmada
verilmistir. Bu ¢alismada iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii icin gerek ve yeter
kogullar tanimlanmisgtir.

Simdi ise Dirac operatoriiniin spektral teorisine ait bazi 6nemli sonuglar1 hatir-
latalim. Dirac operatoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk calismalar dogal olarak fizik¢iler
F. Prats, J. Toll [50], H. E. Moses [43] ve digerleri tarafindan yapilmigtir. Dirac ope-
ratorii igin (0, 00) yar1 ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem M. S. Gasymov
ve B. M. Levitan [12] tarafindan ¢oziilmiistiir. Bu ¢aligmada p (x) ve ¢ (x) [0, 00) yar1

ekseninin her sonlu araliginda siirekli, reel fonksiyonlar ve

0 1 p(z) q(z) yi (2, A)
B = ,Q(l‘): ,y(l’,)\):
-10 q(z) —p(z) Yo (2, )
olmak {izere
dy
B@—f-@(x)y:)\y, 0<x<oo (8)
¥1(0) =0,y (m) + Hyy (7) =0 (9)
(y1(0) =0, yo (m) + Hiys (7) = 0, Hy1 # H) (9°)
. . ¥1 (1.7 A o
sinir problemi ele alimmugtir. Bu taktirde ¢ (x,\) = , (8) denkleminin
P2 (.Z', )‘)
¥1 (07 )‘) =0 ) (07 )‘) =-1 (10)



baglangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimii, monoton artan p(\) (—oco < A < o0), (8),(9)

probleminin spektral fonksiyonu ve her f (z) € L? (0, 00) fonksiyonu igin

F, () = / ST () @ (2, N da

olacak bicimde

[e.9]

lim [ {F () = F, (W)} dp(3) =0

—00

olmak tizere

o0

/ (@) f (@) do = / F2(\) dp(N) (1)

Parseval esitliginin saglandig1 gosterilmistir.

Ayrica bu ¢alismada asagidaki onemli sonuglar elde edilmigtir:

Teorem 3:
T =p() -2
2 (1 —cosAx) /A .
F(z,y) = c%vﬁy/ _ (sinAz) /A ( (1 —cosAy) /A —(sinAy) /A ) do (\)

—00

olmak iizere y < z igin K (z,y) matris fonksiyonu
F o)+ K (20)+ [K (2.9 F (s.5)ds =0 (12)
0

denklemini saglar.

Teorem 4: p()\) fonksiyonu agagidaki sartlar saglasin:

1. g(x) € L*(0,00) keyfi sonlu vektor fonksiyon ve

— COS AT

gy sin A\x
G()\):/QT(:E)S(:E,/\)dx ;o s(zA) =

olmak tizere

[e.9]

/G2 (N dp(N) =0

—00



olacak bicimde

o0

f(zy) = / ¢(x. ) ¢ (3, N do ()

matris fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli f” (z,y) = F (z,y) tiireve sahiptir.
Bu taktirde her sabit = > 0 igin (12) integral denklemi her iki degiskene gore siirekli

olan tek K (x,y) ¢oziimiine sahiptir.

Teorem 5: (@ (z) siirekli matris fonksiyonu olmak iizere monoton artan p (\)
fonksiyonunun (8) , (9) smur probleminin spektral fonksiyonu olmas i¢in agagidaki sart-
larin saglanmasi gerek ve yeterdir:

1. Eger g(x) € L? (0, 00) keyfi sonlu vektor fonksiyon ve

G(\) = /gT (x)s(x,\) dx

olmak tizere

[e.9]

/02 (N dp(N) = 0

ise g (x) =0 dur.
2.

T wNafp -2}

matris fonksiyonu Fi; (z,0) = Fy (2,0) = 0 olmak iizere ikinci mertebeden siirekli

1" (x,y) = F (z,y) tiireve sahiptir.

Iki spektruma, gore regiiler Dirac operatériiniin belirlenmesi problemi M. G. Gasy-
mov ve T. T. Dzhabiev [13] tarafindan yapilan ¢aligmada verilmigtir. Bu galismada

asagidaki 6nemli teoremler ispatlanmigtir:



Teorem 6: {\,}>_ ve {u,}~ dizileri sirasi ile (8), (9) ve (8), (9") problemlerinin

ozdegerleri ise

!’

H —H 4 M=\
Mo = An, 27 My =

a, = ,(n=0,41,+2, ) (13)

dir. Burada / simgesi sonsuz carpimda k = n teriminin mevcut olmadigini gosterir.

Teorem 7: p(z) ve ¢ (z), [0, 7] arahiginda tanimh reel fonksiyonlar ve k-inc1 mer-
tebeden tiirevleri L? (0,7) de olmak tizere {\,}>_ ve {u,}~, dizilerinin siras: ile
(8),(9) ve (8),(9") problemlerinin spektrumlar: olmasi igin

1. {\.} ve {u,} sayilarinin ¢aprazlagmasi yani.
<Ay <y < Apg1 <o <Ao< g < A<l < A < iy, < Appgr < e

2. a#B,0< B, a<ave S |aul?ve Wn,k}Z serileri yakinsak olmak

n=—oo n—=—oo

lizere

(07°%)
nk

B 51 5 Bryn

nk

r—
asimptotik formiillerinin saglanma81 gerek ve yeterdir.

Dirac operatorii i¢in 6zvektor fonksiyonlarinin tamligi, Cauchy probleminin ¢oziimii,
self-adjointlik durumunda spektrumun diskretligi ve siirekliligi, regiilerize izin hesa-
planmasi, periyodik ve antiperiyodik problemler, acilim teoremleri, 6zvektor fonksiy-
onlarmin asimptotigi, 2n mertebeli Dirac denklemler sistemi icin ters sacilma problemi,
kismen gakigmayan iki spektruma gore ters problem sirasi ile [53, 54, 51,15, 1, 25,11, 60,
40, 52,16, 9,47, 42] galismalarinda incelenmisgtir.

Daha sonraki yillarda H. Hochstadt [17], B. M. Levitan [38] ve E. S. Penahov [48]
,U. I¢ [23] kismen cakismayan iki spektruma gore farkli yontemlerle Sturm-Liouville ve
Dirac operatorleri icin ters problemi incelemislerdir.

Yar1 ters problemler konusu ilk olarak H. Hochstadt, B. Lieberman [19] daha sonra
L. Sakhnovich [55], [56] E. S. Penahov, H. Koyunbakan [27], [28] ve bir¢ok Cinli matem-
atikc¢i tarafindan incelenmigtir.

Isospektral problemle ilgili olarak Trubowitz [6,20,21], daha sonra Max Jodeit
ve Levitan [24] integral denklemi ve déniisiim operatoriine dayal yeni bir yontemle

isospektral problemi incelemigtir.



Bu ¢aligmada sonlu aralikta Sturm-Liouville denklemi i¢in yari ters problemler,

Sturm-Liouville denklemi ve Dirac sistemi i¢in isospektral problem incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Diferensiyel Operatorlerin Spektral Teorisinde Kullanilan Onemli

Kavramlar

2.1.1. Tamim (I¢ Carpim Uzayi, Hilbert Uzay1 ): K, R veya C olmak tizere
X bir vektor uzayi olsun. <,>: X x X — K doniisiimii asagidaki ozelliklere sahipse
<,> ye X fiizerinde bir i¢ ¢arpim, (X, <, >) ikilisine de i¢ garpim uzay1 denir.

1) <z,x>>0,<z,2>=0&2=0,

2) <ar,y>=a<zy> ack,

3) <z,y>=<y, x>,

) <zx+yz>=<z,2>+<y,z> 1y 22X

Ayrica

metrigine gore tam i¢ ¢arpim uzayma ise Hilbert uzayi denir [31].

2.1.2. Tamim (L? [a,b] Uzay1): a < z < b olmak {izere

b

L2[a,b] = f(x) - /[f(x)]de<oo

a

Bu uzayda i¢ ¢arpim

seklinde tammhdir [31].

2.1.3. Tanim (Sinir sartlari): Smurh bir D bolgesinde, fiziksel bir olayin mate-
matiksel davranisi kontrol etmek isteniyorsa, D bolgesinin sinirinda, genellikle bagimh
degiskene bagli baz sartlar yiiklenmesi gerekir. Verilen bu sinir degerlerine diferensiyel

denklem i¢in siir gartlari denir. Sinir gartlar1 3’e ayrihir [61].

1) Dirichlet smir sarti: Bu durumda u fonksiyonu simirh bir D bélgesinin simiri
tizerinde tamimhidir. D = (0, L) bolgesinde Dirichlet sinir sartlary; v (0) = o, u (L) =

seklinde tamimlanir. Burada «,  sabittir. Bir dikdortgensel bolgede 0 < x < Ly ve



0 < y < Ly olmak iizere Dirichlet simr sartlary; u (0,y),u (L1,y),u(z,0) ve u(x, Lo)
olarak verilir. Eger bagimli degisken w, sinirin herhangi bir noktasinda sifir ise bu sinir

sartina homojen sinir sarti, aksi taktirde homojen olmayan smir sart1 denir.
2) Neumann simir sarti: Bir L uzunlugu icin Neumann sinir sartlar:
uz (0,t) =, u, (L,t) =0
olarak tammlanir.

3) Karisik(Robin) smir gsarti: Bu durumda u bagiml degiskenin bir lineer kom-
d
binasyonu ve d—u normal tiirevi sinir iizerinde tanmmhdir. Eger u (0,y) + u, (0,y) veya
n

u(Ly,y) + u, (L1,y) gibi sartlar varsa bu siir sartlar: karigik(Robin) sinir sartlaridir.

2.1.4 Tanmim (Baslangi¢ sartlar1): Difiizyon denklemi ve dalga denklemi gibi
kismi diferensiyel denklemlerin ¢ogu zamana baghdir. Baglangic zamani olan ¢ = 0
aninda bagimli degiskenin baslangi¢ degerleri verilmelidir. Birinci mertebeden bir difer-
ensiyel denklemde baglangic sart1 u (x,0), ikinci mertebeden bir diferensiyel denklemde

ise u (z,0) ve uy (x,0) seklindedir [61].

2.1.5 Tanim (Operatér): Tanim ve deger ciimlesi vektor uzayi olan déniigiimlere

operator denir [44].

2.1.6. Ornek: C [a,b] den kendi igine olan ve

t

Tx(t) = /x (1)dr, t € |a,b]

a
seklinde tanimlanan 7' doniisiimii bir operatordiir. Bu operatore integral operatorii

denir [31].

2.1.7. Tanim (Lineer operator): E, ve E, iki reel lineer topolojik uzay olsun.
Deger bolgesi F, de bulunan ve E, de tamml y = Ax operatoriinii gozoniine alinsim.
A operatorii igin

1) z1, 29 € E, olmak iizere A (1 + x3) = A (21) + A (x2)

2) A bir skaler olmak iizere Vx € E, icin A (Az) = A\A (x)

sartlar saglaniyorsa A operatoriine lineer operator denir [26].
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2.1.8. Ornek: K (t,s), 0 <t s < 1 siirekli bir fonksiyon, = (s) € C'[0,1] olmak

lizere

1

y(t):/K(t,s)x(s)ds

0

esitligi ile tammh y = Az operatorii bir lineer operatordiir [44].

2.1.9. Tamm (Smrli Operatér): X ve Y birer normlu uzay ve D (L) C X

olmak tizere L : D (L) — Y bir operatér olsun. Eger
[La] < ]

olacak sekilde bir ¢ reel sayis1 varsa L operatoriine simirhdir denir. Bu esitsizligi

saglayan en kiigiik ¢ sayisina ise L operatdriiniin normu denir [57].

2.1.10. Tanmim (Adjoint Operator): H; ve H, iki Hilbert uzay1 ve L : Hy — Hj

sinirl lineer operator olsun. Eger L* : Hy — H; operatorii
< Lx,y >=<uxz,L'y >

sartim1 saghiyorsa L* opertoriine L nin adjointi denir. Eger L* = L ise L ye self-adjoint

operator denir [45].

2.1.11. Tamim (Analitik fonksiyon): Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin
keyfi bir zp noktasinin ¢ komgulugunun tiim noktalarinda diferensiyellenebiliyorsa f(z)

fonksiyonuna z; noktasinda analitik denir [46].

2.1.12. Tanim (Tam Fonksiyon): Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim

noktalarinda analitik ise f(z) 'ye tam fonksiyon denir [46].

2.1.13. Tamim (Tam Fonksiyonun Mertebesi): f(z) tam fonksiyon olacak
bigimde

A= (i i) )

formiilii ile tanimli R
f(2) = aran (2.2)
k=0
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serisinin yakinsaklk yaricap: ve M (r) = I|n|ax |f(2)] olsun. r > R igin
M (r) < exp(rt) (2.3)

olmak iizere u > 0 varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir ve (2.3) esitsizligini

saglayan p sayilar ciimlesinin

b= lim In In M(r)

r—00 Inr

(2.4)
formiilii ile tanimh p alt simiria f(z) in mertebesi denir [59].

2.1.14. Tanim: f(z) tam fonksiyonunun mertebesi sonlu p (0 < p < c0) olacak

bigimde, r > R igin
M (r) < exp (ar’) (2.5)

olmak iizere o > 0 sayisi varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir.

(2.5) esitsizligini saglayan a say1 ciimlesinin o alt simrima f(z) fonksiyonunun tipi

denir ve
o= lim In M(r) (2.6)
r—00 rP
dir [22].

2.1.15. Tanim: 0 = 0, 0 < 0 < 00, 0 = o0 olacak bigimde p (0 < p < 0)
mertebeli f(z) tam fonksiyonu sirasi ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir

22].

2.1.16. Tanim (Ozdeger, 6zfonksiyon): L smirl lineer bir operatér olsun. L

operatoriiniin tanim kiimesinde
Ly =Xy

olacak gekilde bir y # 0 fonksiyonu varsa A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, y fonksi-

yonuna ise A dzdegerine kargilik gelen 6zfonksiyon denir [37].

2.1.17. Tanim (Sturm-Liouville Operatérii): p(z),q(z) ve w (z) fonksiyon-

lar1 [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar olmak iizere Sturm-Liouville denklemi

_a
dx

r0 P ey =i

12



formuna sahip ikinci mertebeden bir diferensiyel denklemdir. w (z) fonksiyonuna agir-
lik veya yogunluk fonksiyonu denir. Sinir sartlarim saglayan yukaridaki denklemin
agikar olmayan ¢oziimleri i¢in A\ degerlerini bulmak, Sturm-Liouville problemi olarak

adlandirilan problemin bir parcasidir.

_a
dx

p0 P ey =wio

denkleminde w (z) = 1 alirsak
Lu = A\u

ozdeger problemi elde edilir.
Uygulamalarda sik sik kullanilan en temel operatérlerden birisi de ¢ (x) reel degerli
ve [a, b] arahiginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere

d2

E—E‘HI(@

formundaki Sturm-Liouville operatoriidiir. Bu operator igin y (z) ¢oziim fonksiyon-
lar1 ciimlesi diferensiyellenebilir ve [a,b] araligimn ug noktalarinda verilmis gartlarla

belirlenir. L operatorii icin sik kullamilan sinir sartlardan biri
y(a)cosa+y' (a)sina =0

y(b)cos B +y (b)sinf =0

seklindedir.

d2

@y =Ny (2.7)

Ly=-2Y
y dz?

denklemini ve

y(a)cosa+y (a)sina = 0 (2.8)

y(b)cosf+y (b)sing = 0

sinir gartlarini gozoniine alalm. (2.7) — (2.8) smir deger problemine Sturm-Liouville

problemi denir. (2.8) smur sartini sina # 0 ve sin 5 # 0 olmak iizere
y(a)cota+y' (a) = 0 (2.9)
y(b)cot B+y (b) = 0

13



bi¢ciminde de yazabiliriz. Burada cot « = —h ve cot § = H denilirse

y(a)—hy(a) = 0 (2.10)

y (b)) +Hy () = 0

siir sartlar: elde edilir. Eger ¢ (z) reel degerli ve siirekli fonksiyon; H ve h sayilari
da sonlu ise (2.7) — (2.10) problemine regiiler Sturm-Liouville problemi, bu sartlardan

herhangi biri bozuldugunda bu probleme singiiler Sturm-Liouville problemi denir [37].
2.1.18. Tanim (Normlastirici Sayilar):

ly=—y"+q@)y=X\y, 0<ax <7 (2.11)

U(y) =y (0) =hy(0)=0, V(y) =4 (7) + Hy(7) =0

Sturm-Liouville sinir deger problemini gézoniine alalim. Burada A spektral parametre,

h ve H reel sayilar, q (z) € Lo (0,7) dir. ¢ (z, \) ise
0(0,A) =1, ¢ (0,\)=h

baslangi¢ sartlar altinda (2.11) In ¢oziim fonksiyonu olsun. ¢, = ¢ (x, \,) 6zfonksi-
yonlar1 i¢in

™

Ay = /902 (.Z‘, )‘n) dx

0

esitligi ile tammmh «v, sayilarina normlagtirici sayilar denir [10].

2.1.19. Tanim (Doniisiim Operatérii): E bir lineer topolojik uzay, A ve B de
A, B : F — FE geklinde taniml iki lineer operator olsun. FE; ve Es, E lineer uzayimin
kapali alt uzaylari olmak iizere E uzayimin tamaminda tanimh, F; den E5 ye doniisiim
yapan ve lineer terse sahip bir X operatorii,

1) X ve X! operatorleri F uzaymda siireklidir,

2) AX=XB

sartlarin sagliyorsa, X e A ve B operatorler ¢ifti i¢in doniigiim operatérii denir [37].
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2.1.20. Tanim (O ve o Sembolleri): = € E oldugunda, verilen z ler igin

|f(z)] < Clg(x)| olacak sekilde bir C' sabiti varsa f(z) = O(g(x)) seklinde yazlr.
x — xp iken, lim % =0 ise f(z) = o(g(x)) seklinde yazilir [37].
T—x0

2.1.21. Tamim (Spektral fonksiyon): H bir Hilbert uzay: olmak iizere reel bir A
parametresine bagh F) spektral fonksiyonu agagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon-
dur, [37].

1) E) spektral fonksiyonu, A nin her degeri i¢in izdiigiim operatoriidiir.

2) A< pise E\ < E, dir.
3) Vx € H i¢in

/\lim |Ex|| =0 ve /\lim |Exx —x|| =0
seklindedir.

4) Vr € H igin E\x vektor fonksiyonu sagdan siireklidir. Yani
lir% |Exter — Exz|| =0
e—

seklindedir.

2.1.22. Tamim (Rezolvent ciimlesi, Spektrum): T, H Hilbert uzayinda yogun
olan bir ciimlede tanimli, kapali lineer bir operator olsun. 7' operatoriiniin rezolventi
Ry=(T—- )\ )_1 seklindeki A parametreli bir operator olarak tanimlanir.

X #0 kompleks normlu uzayr ve T : D (T) — X lineer operatorii verilsin. Eger

agsagidaki sartlar saglaniyorsa A ya T nin bir regiiler degeri denir [26, 37].
R1) R, (t) mevcut

R2) R, (t) sirh

R3) R, (t) X de yogun bir ciimlede tanimh 7" nin p (7)) rezolvent ciimlesi tiim A

degerlerinin ciimlesidir. Bu ciimlenin tiimleyeni o (T') = C — p (T') seklinde olup, T" nin

spektrumu adini alir. Eger A € o (T') ise T' nin spektrum degeri olur.
2.1.23. Tanim (Dirac-Delta Fonksiyonu):

0, 0<t<ty—a
do (t — 1) =

, to—a<t<ty+a

s tZto—i-a
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olmak tizere
) (t — to) = 11H(1)5a (t — to)

fonksiyonuna Dirac-Delta fonksiyonu denir. Bu fonksiyon

1)

oo, t:to
6 (t —to) =

0 , t#ty
2)
/5(t—t0)dt:1
0

3) Herhangi siirekli bir G (¢) fonksiyonu igin

/5(t—a)G(t)dt:G(a)

ozellikleri ile karakterize edilir [5].

2.1.24. Tanim (Osilasyon Teoremi):

Ly=—y"+q(x)y= Ny

y(a)cosa+y (a)sina = 0
y(b)cosf+y (b)sind = 0

Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zdegerlerinin artan bir dizisi
Ao < A < ... < A\, < ..olsun. A, ozdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyonunun

a <z < b araligimmda tam m tane sifir1 vardir [37].
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3. SONLU ARALIKTA STURM-LIOUVILLE DENKLEMI ICIN YARI
TERS PROBLEMLER

3.1. Yar1 Ters Problemin Tanimlanmasi

Bu boliimde Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve yar1 aralik tizerindeki potan-
siyel biliniyorken potansiyelin tiim aralik {izerinde tanimlanmasi incelenmistir. Boyle
bir problemin ¢oziimiiniin tekligi daha 6énceden Hochstadt H. ve Lieberman B.[19]
tarafindan ispatlanmistir. Bu boliimde ise bazi kosullar altinda ¢oziimiin varhig is-

patland: ve bu ¢oziimii bulmanin yéntemi verildi.

d?y

— @y - =0, 0<a<1 (3.1)

denklemi ve
y(0)=y(1)=0 (3.2)

sinir kosullar1 gézoniine alinsin.

y(0,A) =0, v (0,\) =1 (3.3)
kogullarini saglayan (3.1) denkleminin ¢oziimii y (z, A) olsun. y (x, \)

sin v \x n xsin \/Xt
VA ) VA

y(x,\) = K (z,t)dt (3.4)

seklinde ifade edilir [36]. Burada K (z,t)

) (z+y)/2 (z+y)/2 (z—y)/2
K(x,y)zi p(t)dt + / / p(t+s)K(t+s,t—s)dsdt (3.5)
(z—y)/2 (z—y)/2 0

integral denklemini saglayan siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Genelligi

bozmadan

[p(syas=o (3.6)



oldugu varsayilabilir. Buradan

K(1,1)=0 (3.7)

elde edilir.
y (1, \) fonksiyonu 1/2-inci mertebeden analitik fonksiyondur. (3.1), (3.2) problem-
inin spektrumu y (1, \) nin sifirlarimin kiimesi ile gakigir. Bu ise y (1, \) fonksiyonunun

bu spektrumu tanimlamasi anlamina gelir. (3.4) formiiliinden

ho (£) = K (1,1) (3.8)

fonksiyonu (3.1), (3.2) probleminin spektrumu olarak tanimlanir.

Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve 0 < z < £ aralif) tizerinde p (z)
verildiginde, p (z) araligin tamaminda (0 <z < 1) tamimlanabilir. (3.4) bagmtisinda
K (z,t) fonksiyonu

82K_ (2) _82K
ox? Pz Ot

(3.9)
diferensiyel denkleminin
K (z,z) = 5/]7 (s)ds (3.10)
K(z,0) = 0

kosgullarini saglayan bir ¢oziimiidiir. Yeni £ = z + ¢, n = x —t degiskenleri yardim ile

(3.9) denklemi

PA 1 (&40
ocoy 4P (T) A (3:-11)

formunda yazilabilir. Gergekten,
me_Ktt_p(x)K:()a le'—i-t, 77:$—t

Mg Ty I -1
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Kow = (Keely + Kenny) & + Koy + (Kely + Kuyy) 0 + Ky
= Kpp = (Kee 1+ Kep 1) 1+ K0+ (K 1 + K, 1) 1 + K,.0

= Ko = Kee + 2K¢, + Ky,

K, = K& + K,

Ky = (Kee§y + Kegny) & + Ke&y + (Kl + Kymy) 0y + Koy

= Ky = (Kee.l — K1) 14+ Ke.0 + (Kpe. 1l — K1) (—1) + K,,.0
= Ky = Kee — 2Key + Ky

Bu ifadeler (3.9) da yerine yazilirsa
1
AKey —p(2) K =0 = K¢y = Zp(a:)K

elde edilir. Burada

§+n &=
A@W—K(Q T (3.12)
olarak tanimlamrsa (3.11) elde edilir. (3.10) kosulu agagidaki forma indirgenir ve
. £/2
A0 = 5 [plods (313)
0
A€ = 0

dir. Gergekten (3.12) ve (3.10) bagintilarindan

£/2
0&£-0 1
0
1o -k (55555 w0 o
bulunur. (3.13) kogullarimi kullanarak (3.11) denklemi
1 P t+ 1 ra
A(g,n)—_z//p( QS)A(t,s)dsdt+§/p(t)dt. (3.14)
n 0 n/2

integral formunda yazilabilir. Gergekten,

I (&+n
=y (552 4
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denkleminde 7 ya gore integral alinirsa

Ag(&ﬁ)—Ag(&O)——i/an;t)A(t,s)ds

elde edilir. Bu son denklemde £ ye gore integral alinirsa

A€ n) —Amn) —AE0)+ A(n,0) —i//p(HS) (t,s) dsdt

elde edilir. (3.13) sartindan

€
1 t
A(&n) = —1/ ( +S>Ats dsdt + A (£,0) — A(n,0)
1 T £/2 177/2
A(ﬁ‘,n):—z1 p( ;S)Atsdsdtjt /p(t)dt——/p(t)dt
" 0 0
1 n y €/2 0
_'_
A(ﬁ‘,n):—z1 p( QS)Atsdsdt+ / ()dt+2/p(t)dt
n 0 n/2
1P (s L7
A& n) = Z//p( QS)Ats dsdt+2/p(t)dt
n 0 n/2

elde edilir [56].

3.1.1. Teorem: ho(t) (0<t<1)ve P(z) (0 <z <3) fonksiyonlan asagidaki
kogullar: saglasin:
1) hy (t) fonksiyonu smurh tiireve sahiptir ve hq (0) = 0 dur.
2) P () fonksiyonu 0 < z < 1 araliginda sirhdir.
3)

1 1
sup | 1 (t) | +7 sup | P(z) |< 5 (3.15)

0<t<1 0<z<]

dir. Bu durumda

1
p(z)=P(x), O§x§§ (3.16)
olmak iizere p (x) simurh fonksiyonu vardir ve y (1, \) fonksiyonu
1
A in VAt
y(1,\) sinv/A | fsin VA ho () dt. (3.17)



seklindedir [56].
Ispat. A (¢,n) fonksiyonu (3.14) ile tamml olmak tizere
h(§) =A(2-¢), 1<6<2, (3.18)

hi(§) = A(£,0), 0<E <1, (3.19)

fonksiyonlar: tanimlansin. Bu fonksiyonlar

h(§ =ho(§—1), 1<¢<2 (3.20)
£/2
hl(ﬁ)—%/P(s)ds, 0<e<1 (3.21)

bagintilari ile hg () ve P (z) fonksiyonlarima baghdir.

a7 (t9) = (L e ) £09), 3.2
€
Tf= —//gf (t,s)dsdt, (3.23)

2—¢

() =(Tf)yg e =— /gf (t,s)dsdt. (3.24)
0

2—

&\w

oy

esitlikleri saglansin. (3.14) denklemi

AEn) =w(&n) +TAEn). (3.25)

operator formunda yazilabilir. Burada

e M@ -h@) . 0<E<1 -
PO M)+ (2-8) , 1<E<2



, { T/, 0<g<t
1f = (3.27)

seklindedir. Gergekten 0 < ¢ < 1 iken (3.26) ve (3.27) den
(& mn) +TiA&n) =h(§) —hi(n) +TA

olup (3.21) ve (3.13) den
(& mn) +TiA(En) =A(0)—An0)+TA

bulunur. (3.13) ve (3.23) den

£/2 n/2 £ n
e+ A& =5 [p@)ds—5 [p)ds— [ [ (A0 ) A (t5) st

bulunur. (3.13) den

¢/2
A0 =5 [p(s)ds

dir. Buradan

160 =30 (5°)

bulunur. Buna goére

£/2 & n
v n) +T1A(En) :%/p(s)ds—;l//p (t—gs)A(t,s)dsdt
n/2 n 0

olup (3.14) den

e (&) +T1AEn) = A& n)
elde edilir. 1 < ¢ <2 iken (3.26) ve (3.27) den
e&n) +TiAEn) =h(E)—hi(n)+h(2-§ +TA—®4(8)

dir. (3.18)den h(§) = A(§,2—¢&) olup 2—& =n almirsa £+n =2 elde edilir. Buna

gore

¥ (57 77) +ThA (§7 77) =4 (§7 77) -y (77) + (77) + (TA)n:27§ - (TA)n:2f§
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= o (&n) +TiAEn) = A n)

elde edilir.
2-¢ 2-¢

¢
0% (¢)
=—[9r(&s)ds— [ gr(2—=&s)ds+ [ gr(t,2—&)dt. (3.28)
e

formiilii ileride kullanilacaktir.

@g?DH,OSHSESZE+n§2 (3.29)

Hﬂhﬂ@{mwﬁ@mew

normu ile f (&, 7n) fonksiyonlarimin uzay1 gozoniine alinacaktir. f, = 17" fo, fo = ¢ (£, 1)
ve m, = || f,|| olsun. (3.15) kosulu ve (3.26) bagmtisindan

1
mo < 5 (3.30)

elde edilir. Gergekten

9 (£,0)
0¢ '
0 <¢ < 1olsun. £ +n = 2 oldugundan n = 2 — ¢ dir. Buradan 1 < n < 2 olur.

w—mmwwmwﬂw&mw@mmw

0 <n<¢<2oldugundan £ =n =1 elde edilir. (3.26) dan
1/2

o (e = |3 [Pe)as| =0 0<¢ < (3.31)

1/2

bulunur ve

£/2
dyp (£,0) 0 1/ 1
—|=1|Z/P _ -
e =g o o | -2
olup (3.15) sartindan

Pw@ﬁ)
¢

bulunur. 1 < ¢ <2 olsun. £ +n = 2 dir. Buradan n = 2 — £ olup, 0 < n < 1 olur.

1
<§,0§§§1 (3.32)

¢ =2isen =0 olur.

[ (&, m)| = [h ()] = A n)]

olup (3.14) den

£
el =|-3 [

ij;$>A@JﬁMﬁ+%/p®dt



P < //' (5°) st ar + 5 /|p 1t

olup (3.7) ve (3.10) dan

1 t+s
plenl<g s o (50) laGslie—alln-0/+0
o<ttE<d
1 t+s
€l <t sup p( ' ) A (t,)[]2 — 0[]0~ 0]
0ste<
o (Em)] =0, 1<{<2 (3.33)
bulunur. Burada (3.26) dan 1 < ¢ < 2 iken

9 (&0)| |9 N _
P | @ -1+ 2= )]

(2-¢)/2
dp(£,0)] |0 1
o = E)E[h(g)—i_? / P(s)ds}

()

a0t () <a = [ < o
bulunur. Boylece
1 11] .1 1
mo = || fol|| = sup {max|0 0] , max X 5'} =5 = Mo <5 (3.35)
olup (3.30) elde edilir. Diger taraftan (3.22) — (3.28) formiillerinden
M1 < 2m2 (3.36)

esitsizligi elde edilir. Gergekten

M1 = || fosall = || T (€,m)|] = sup {max 1 T7* ¢ (&,m)|, max

(T (€,0)
)

n =0 i¢in my < 2mZ oldugunu gosterelim:

3 1 s
m1 = |1l = |1 Ti (&, m)l] = sup {maxmwg,w max M'} |

9¢

olup 0 < ¢ <1 iken

En
T (€.0)| = T (€.m)) = |- / / (e (G0 |erns) (1. 5) dsdi|

n
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En
Trp(€.m)| < / / 106 (6,0 lemrs| [ (£ )| |ds] |dt]

n 0
bulunur. 0 < ¢ <1ise 1 <n <2 olur. Ayrica

0 (€, 0) =@ (€ +n,0) =i (§+n) = hi (0)

0/2
olup (3.21) den h, (0) = %/P (s)ds = 0 olur.
0
(&+n)/2
GO =m(rn =5 [ P
0

Buradan ¢, (¢,0) = iP (5) = lec (¢, 0)] < ;1 up P (gﬂ olur. (3.15) den

S
0<

N[

}904 (C,O)} < % bulunur. (3.31) ve (3.32) den

Tip (€m)] < 7 (€~ 1) (9= 0)0 = 0= [Tup (€,7)] = 0 (3.31)

elde edilir. 0 < ¢ <1 iken

' ngo' e 5,0)‘_’(% g)n250)5(60)'—’((%)5(§)>’

olup (3.28) formiiliinde n = 0 alinirsa

[t

¢
/got (£,0) ¢ (t,0) dt
0

olur. (3.31) ve (3.32) den

'—8 (T“gf’ ) ' —0 (3.38)

' (Thp (€, 0))‘
23

</|<,ot (t,0)] | (¢, 0)] ||

bulunur. 1 < ¢ < 2 iken

T (&)l = [T — @, ()] = [0] = [Tap (&) = 0 (3.39)

ve

(Tap (£,0))

'3(T1s0(§,0))‘ ) '@
o¢

o€ o€ :Oi'

' =0 (3.40)
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dir. Buradan

ma = | full = [T (6,m)]| = sup {maXITlsO(é,nN max

3(T1sg€(§,0)) '}

my = sup {max |0, 0], max [0,0]} =0, 0 < ¢ <2

bulunur. (3.35) bagintisindan

1 1
my <5 = 2mg < 3= M < 2m; (3.41)

elde edilir. n = 1 igin my < 2m? oldugunu gosterelim:

ma = || foll = || TEe (&) = IT3 (Thp (€ m)]

0 (Tfsgg(ﬁ, 0)) ‘}

My = sup {max I T7¢ (&,n)| , max

olup 0 < ¢ <1 iken

T2 (&) ((T9); (¢, 0) lemres) (T0) (2, 5) disdt

dir. (3.37) ve (3.38) den

Te(t,5)| |ds] [dt|

&
7€) < [ [ |00 e

n 0
[ TEo (&) =0
bulunur. 0 < ¢ <1 iken

‘W#"W ). (€, o)‘ ‘(@T@(@n:“:o)é(&())‘

LD (@, ©)
olup (3.28) den

0 (T (€,0)
9¢

Iz, (¢,0)dt| =

£
/ (Tp), (t,0) (Tp) (t,0) dt

£
/\ L (6.0)[[(T) (£, 0)] df] = 0
0

o,

d (T (€,0))
73
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elde edilir. 1 < ¢ <2 iken

TP (&n)| = |Th (T — @y (£))] = T2 (0)] = 0= |TFe (&,m)| =0

ve

00

_'_ _Oj'a@fws,o»

23 23

'8(T1290 (5,0))' .

-
bulunur. Buradan

my = |l foll = [|[TPe (&0 = 1Ty (T (€ n)

9 (ngi(& 0)) '}

Mg = sup {maX }ngp (57 77)| , max
mg = sup {max |0, 0], max [0,0[} =0

elde edilir. (3.41) den
my=0=2m: =0 = my = 2m?
ve boylece
ms, My, Mz, ... = 0= My < Qmi
bulunur. Boylece
o+Tip+TPo+...=A(n) (3.42)

serisi diizgiin yakinsaktir. Gercekten

> Ty

k=n+1

K, (€,1)] = <O0+040+..=0<e¢

dir. Boylece elde edilen A (£, n) fonksiyonu simirhdir:
A& )| =+ Tie+Tio+ .|
A& )] < ol + Tl + |TPo| + |Te| + |Tie| + [TPe] + ..
AN <0+0+0+4..=|A(&n)] <0, 0<¢< 1
A )| = |e+Tie+Tie+ .|
A& )] < ol + Tl + |TPo| + |Te| + [Tie| + [TPe] + ..
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AN <0+0+0+..=[A(&n)] <0, 1<E<2

ve (3.42) denklemini saglar:

e Em+TAEN =eEn)+T(p+Tip+Tip+ ...
&) +TAEN) =eEn) +Tp+Tio+Tip+ ... = A& n)
94(£,0) fonksiyonu da siirhdir:
o¢
PACO| 260, AT(ED , TEO) |
o€ o0& 0¢ o€
2 | = ' o€ '*" ¢ "*' "o "+
aA({g?O) < % +0+0+..=> 'aA(gg,o)' <05, 0<€<1
IA(E0)| |9¢(£0)  9(Tip) (£,0) I (T7v)(£0)
9% ' 9% + o€ + 1a§ +'
e | = ' ¢ '*" ¢ "*' ¢ '*
aAé?O) < ; F04+04+04 .. = 'aA 3 0)' <05, 1<E<2
(3.22) — (3.27) formiillerine gore

£/2

A(€,€) =0, A({,O):%/P(s)ds, 0<e<t

A§2-8=h(), 1<£<2

kosullar1 saglanir. Gergekten

A(g,O):go

0/2
1
dir. hy (0) = §/P (s) ds oldugundan

0

(ga 0) + TlA

£/2

(575) = hl (5) -

(§7 0) =M (f) -

(3.43)

(3.44)

hi(§)=0=A(§=00<¢<1

h1 (0)

AE0) =hi(©) = [P(9ds 026 <1

0

28



bulunur. Dolayisiyla (3.43) saglanir. Diger taraftan

A(§72_§):90(572_€)+T1A(§72_§)
A2-8=h() 2=+ (2= +(TA) —24(2-&) =h({

olup (3.44) saglanir.

) (£) 2D e os8

w N

esitligi gegerlidir. Gergekten (3.43) ve (3.45) den

OA(E0) 1, (€Y 0A(£0) § N _ p(¢
s =1r(3) 2w -r(3) -0 (5) -r ().
0<¢<2=0<5<1lolup

=p(r)=P(x), 0<zx <

DO | =

elde edilir.

Agagidaki 3.1.2. teoremi (3.1), (3.2) simir deger probleminin )\, spektrumu ile
ho (t) = K (1,t) fonksiyonu arasindaki bagintiy1 verir [55].

3.1.2. Teorem: {\,} -,

i })\n — n27r2| < 00

n=1
kosulunu saglayan sayilarin bir dizisi olsun: Bu taktirde asagidaki sartlar1 saglayan
yalniz ve yalmz bir ® (\) fonksiyonu vardir:
1) A\, sayilar, ® (\) min basit sifirlaridir.
2) ® ()\) bagka sifirlara sahip degildir.
3) ho (t) siirekli tiireve sahip ve h(0) = h(1) = 0 olmak iizere ® (\) fonksiyonu
asagidaki gekildedir [55].

@ (X)

sm\/_ /sm\/_t Yt =y (1,\).
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Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve p (z) potansiyelinin

p(r)—p(1—=x)

pargas verilmigsken p(z) (0 <z <1) tamimlanabilir.

Baz1 kogullar altinda bu kisimda 3.1.1. Teoreminin ¢oziimiiniin varligi ispatlandi
ve bu ¢oziimii yeniden kurmanin yontemi verildi. Bu ¢alismada hg () nin normlar
tizerinde daha zayif simirlamalar ve p (z) — p (1 — ) ile 3.1.1. Teoremi tekrar gozoniine

alimacaktir. Genelligi bozmadan

1

/ p(s)ds =0 (3.46)

0

aliabilir.

3.1.3. Teorem: ho(t) (0<t<1)veq(r)=—q(l—x) (0 <z <1) fonksiyonlar:
asagidaki kogullar saglasin:
1) hy (t) fonksiyonu simurh tiireve sahiptir ve hg (0) = ho (1) = 0 dur.
2) ¢ (x) fonksiyonu 0 < z < 1 araliginda simrhdr.
3)
1 , 1
— | sup |hy(t)|+sup —|q(z)|| <1 (3.47)
0<t<1 o<z<1 4

dir. Bu durumda

px)—p(l—=)=q(x) (3.48)

olmak iizere p (z) (0 < x < 1) sinirh fonksiyonu vardir ve y (1, A) fonksiyonu (3.17) ile
tanimhdir [56].

ispat:
15/2
h2(§)—A(§,O)+A(2—§,O)—§/q(s)d5, 0<£<2 (3.50)

0
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fonksiyonlar: tamimlansin. (3.14) denklemi

AEn) =Y (&n) +ToAEn) (3.51)

operator formunda yazilabilir. Burada

h2(§)—2h(2—§) . h2(77)—2h(2—77) 0<e<1
i} — ’ - .52
(&m) mEO O _ @) g < <9 (3:52)
2 2 oL =6 =
f = Tf+5[@;(2-8—2;(2-7n)] , 0<¢<1 (3.53)
2) — .
Tf—35[@; () +Qp(2—n)] , 1<E<2

dir. 0 <¢ <1 iken

dir. Gergekten 0 < ¢ <1 iken

ha(§) —h(2-8) ha(n) —h(2—n)
2 2

ha (§) —ha(n)  h(2=m) —h(2-¢)
2 2

U(n) =

h(2—mn)=A(2—-mn,n) dir. 2—n=¢ olsun. Buradan £ +n = 2 olur. (3.50) den
ha (§) = ha (n) = [A(£,0) + A2 = &,0)] = [A(n,0) + A(2 —7,0)]

h2 (5) - h2 (77) = [A (§7 0) + A (777 0)] - [A (777 O) + A (57 O)] =

h(2—n)—h(@2—=&)  h(&)—h(n)

olup (3.49) dan

2 2

(& n) =

dir. Buradaki A (7, &) hesaplanirsa

/2

A, €) = ——// (S+) 3tdtds+;n/p(t)dt

£/2

) € ; 15/2
nf—z//p<+8) tsdsdt—é/p(t)dt

/2
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£/2

A, &) =— [i/g/np (tJQFS)A(t,s)dsdtJr;/p(t)dt] = A(n,§) =—-A(n)

n/2

bulunur. Bu ifade yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

A (57 77) — (_A (ga 77))

(& n) = 5

=A(Em), 0<£<1
elde edilir. (3.53) den

ToA (€)= TA+ 5[4 (2 €) — @4 (2 1)

1

n=2-(2-¢) 9
1

2

(T'A)

n=2—(2-n)

T,A(6m) = TA+ 5 (TA)

TyA(E,n) = TA + % (TA),_ — 5 (TA)

n=n
T,A(€n) = 5TA
] &€
1A (5, 77) =75 (AC (C’ O) |C:t+s) A (tv 8) dsdt
]

elde edilir. A (¢,0) hesaplanirsa (3.13) ve (3.46) dan

¢/2 1
1 1
A((,0)==[p(s)ds==[p(s)ds=0= A:((,0)=0
olup
T2A(£777) =0

= V() +ThAEn) =A(En), 0<E<1

elde edilir. 1 < ¢ <2 iken

AEn) =Y (&n) +TAEn)

dir. Gergekten 1 < ¢ <2 iken

be = 2O ()b 1© ke hO+h2 )

olup (3.49) dan h(§) = A(&,2—¢) dir. Buradan 2 — { = n alirsa £ + 7 = 2 elde
edilir. (3.50) den

ha (§) = ha (n) = [A(£,0) + A(2 =&, 0)] = [A(n,0) + A(2 — 1, 0)]
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ha (§) = ha () = [A(£,0) + A(n, 0)] = [A(n,0) + A(&,0)] =
h(§)+h(2—=mn)=h(§)+h(§)=24(2-¢) =24(¢n)

elde edilir. Buradan

V(En)=0+A(n)=A&mn), 1<{<2

TyA(60) = TA = 2 [84(€) + B4 (2= 1)) = TA— 5 [24(€) + ®a (€)
pA(§m) =TA—D4(§) = (TA) - (TA)U:2—§ =0

V(n)+TAEn) =An), 1<E<2

elde edilir.  f(¢,7) mnn normu (3.29) ile tammlansi. f, = 13 fy, m, = || fal ve

fo =" (& n) olsun. (3.47) kosulu ve (3.53) bagmtisindan m, < 1 elde edilir.

o=l = 119 (€l = sup {9 )] x| 250
olup 0 < ¢ <1 iken
ha(€) — ha (1) v
el = [T e =[] faasratcn
n/2
1 ¢/ ) N
n
el o ()'W/Zwswmsn)\ L, o(3)] (552) #aten)
1 Al (1-1 B
el s | (5)|(F57) +1aoi=o (3.54)
ve
2
ou(,0) |0 |1 I ¢
e 'a—slz/“““‘@’m”'8Q(2)'<8£§£’;Q(2)'
= awgg,O)' <1,0<¢<1 (3.55)
elde edilir. 1 < ¢ < 2 iken
hs (€) — ha () L
el =[S0 aen| =] [a@asacn| <o @
n/2

33



ve

<1 (3.57)

e
23

§/2
%li/ﬂ@@+A@ﬁ1

elde edilir.

ov (£,0
o= 1ol = 19 (6.0} =sup {9 (6] x| 2222
mo = sup {max 0,0/ ,max |1,1|} =1 =my < 1 (3.58)
olup (3.22) — (3.26) ve (3.53) bagmtilarindan
Mpi1 < M2 (3.59)

elde edilir. Gergekten n = 0 i¢in m; < m? oldugunu gosterelim:

w[2EDE0))

= 13l = 1729 (&) = sup {omo T (€] e | 220

dir. 0 < ¢ <1 iken

v ) = [T+ 3 [, - (),

€ n
// \Ifg CO |€ t+s (t s)dsdt
n 0

£ n
/ / W (C0) [emral | (1, )| |ds] |d]

ToW (& )| = IT‘PI

l\D|H

TV

l\DI»—k

olup (3.54) den
TP (§m)|=0,0<¢<1 (3.60)

bulunur. 0 < ¢ <1 iken

LN |2 (Lre) o

¢ o€
1 3

5/9\1’ (t,O)
0
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9 (1Y) (€,0)
23

£
1
~ [ W, (¢,0) W (t,0)d
2/t
0
£

<5 [ o ot

/mt (£,0)] [ (£,0)] |dt]

l\DI»—k

0(19) (£,0)] .
23

[\DI»—

0
bulunur. (3.54) ve (3.55) den

'(9(7"2\1’) (€,0)

o€ 'S0,0ééél

elde edilir. 1 < ¢ < 2 iken

v €l = (19 - 3 [(r9), o+ (0,

dir. Burada £ + 7 =2 oldugundan
TV (§,n)| = |[TY =T¥| =0=|T¥(§n]=0,1<§<2

elde edilir. Buradan 1 < ¢ < 2 iken

2ENE0) 120|208 60

3 5 ':Q1<§<2

o0& -
olup

my = A1)l = T2 (& )| = sup {maxmw (6,m)] , max

9¢

my = sup {max |0,0], max|0,0|} = 0 = m; < m}

bulunur. n = 1 i¢in my < m? oldugunu gosterelim:

ma = Hf2” = HT22\I} (5777)“ = sSup {maX }T22\II (&77)‘ , max

%
0<&<1iken
13 €| = 112 (120 ()] = |12 (579 )|
13w €| = |1 (579) - 5 [Prr0 2O~ @y 2 )|
T3V (&,n)| = %T(%TW)'
T30 (€)= |5 j / ((%m)cw |<t+s> (57) () dsct
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olup (3.60) ve (3.61) den
T30 (& n)|=0,0<E<1 (3.65)

bulunur. 0 < ¢ <1 iken

O(T2T) (£,0)] |0 (1. /1

e = [ (57 (37v) ) o)

O (T20) (£,0)] 1[0%P1r4(£,0)| |1 ;

T N D

) 3

SO 2 ((579) 0.0 ) 579 (01

G(Tf\gg €0 g 0<e<t (3.66)
dir. (3.62) den 1 < ¢ < 2 iken

T2W (&.0)| = T2 (T2 ()] = [T (0)] = 0 = |[T3W (&.)] = (3.67)
ve (3.63) den 1 < ¢ < 2 iken

0(T30) (£,0)| _ |0T; 0 (T3) (€.,0)

' ot Wﬁa§@4—0¢W——7%——W‘O (369

bulunur.

0(15¥) (£,0) '}

s = |12 = |72 musw%mw2§wmw 5

olup (3.64) den
my = sup {max |0,0],max|0,0|} = 0 = my < m? (3.69)

elde edilir. n = 2 igin m3 < m3 oldugunu gosterelim:

max

ms = || /3| = HT3 (&,n H = sup {maX‘T?’ & n)l,

(T?";’g (€,0) '}

olup 0 < ¢ <1 iken

}@wamn—uuﬁW@mm—ﬂ;wﬁW@mw

T30 (&,n)| = =0

_%// T2 C 0) |¢= t+8> (T22\I/) (t,s)dsdt
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dir. (3.65) ve (3.66) dan
T30 (& n)|=0,0<E<1

bulunur. 0 < ¢ <1 iken

3 P )
otgsal |2 ()
S
O (T3W) (¢,0) OPrgy (£,0)| |1
B e T LT
5 £
w %/ ((T29), (£,0) |c—rs,) (T2U) (£,0) dt| = 0
—(Tg‘;’g@ Ol o, 0<e<1

ve (3.67) den 1 < ¢ < 2 iken
T3 (&n)| = |12 (T30 (&, n)| = T2 (0)| =0 = |T5W ({,n)| =0, 1 <E£<2

dir. (3.68) den 1 < ¢ < 2 iken

T o1 P

'=&1§5§2

olup

0(15%) (€,0) '}

ma = all = [ 39 (6.0)| = sup {max |73 €, )] x| ZE27)

bulunur. (3.69) gozoniine alinirsa
ms = sup {max |0,0],max |0,0|} = 0 = m3 = 0 = mz < mj
elde edilir. Boylece
my=ms=mg=..=0= My Smi
bulunur. Bu durumda
U+ T+ T30+ ... = A7) (3.70)

serisi diizgiin yakinsaktir. Gergekten

i I

k=n+1

<0+04+0+4+..=0<e.
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Elde edilen A (£,n) fonksiyonu smirhdir:
A )| =V + 10 + T30 + T30 + .|

A& )| < 9|+ | T¥| + T30 + [T50| + ...
JAEN] <O+0+0+..= A <0,0<e<1
A )] < U]+ |TY| + | T3] + | T30 + ...
A <0+0+0+.. = |A({n)] <0, 1 <{<2

dir ve (3.70) denklemini saglar:

V() +TAEn) =Y (En) + T (V+ T+ T+ ..)

UEN+DAEN) =V (En)+TU+T30+ .. = V(& n) +ThA(En) =

94(£,0) fonksiyonu da siirhdir:
23
o€ B 3 3 o€
0¢ - o0& o0& 3
DA(£,0) 1 B DA(£,0)
8—£§1+Z+O+...—1.25:‘ D€ '§1.25,0§§§1

ve

¢ ' ¢ + o€ + ¢ + '

aAég,m S'awgg,o>'+'&<T2q¥<s,o>'+'8<T§g§<s,o>'+___
aAa(?O) §1+0+0+...—1:>‘6A6(§’0)'gl, 1<€E<2

bulunur. (3.52), (3.53) formiillerinden
A(66) =0, 0<6<1
A§2-8 =h(§), 1<£<2

kogullar1 saglanir. Gergekten
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_h(©-h2-8 h(-h2-8

=0
2 2

A6 =0,0<¢<1

olup (3.71) saglanir. Diger taraftan

A(§72_§) :\I}(€72_€)+T2A(§72_§)

Cha () 4+ h(E) ha(2—-8&) —h(§) 1
= 5 — 5 +TA =S [@a(E) +Pa(Q)]

A2 = OO BE-9-hE)

Burada hs (§) = A(&,0)+A(2—=&,0)ve ha (2—¢&) = A(2—-¢&,0)+A(£,0) oldugundan
ho (§) = hy (2 —&) elde edilir. Bu, yukaridaki son denklemde yerine yazihirsa (3.72)
elde edilir.

A(§72_§)

dir. Gergekten 0 < ¢ <1 iken

A0 +A(2-£0)=T(0)+TAE0)+T(2—-¢&0)+TA(2-¢,0)

oldugundan

P(O=h2=¢  h@=&-h(

A 0)+A(2-£,0) = 5 5
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h(§ +h(2-¢)
2

bulunur. h(§) = A(£,2 &) veh(2—-¢&) =A(2-¢§&) dir. A(,2-¢&) =—-A(2—-¢&,§)
oldugundan h (§) = —h (2 — &) dir. Boylece

A(§a0)+A(2_€aO):h2(§)_

bulunur. 1 < ¢ < 2 iken

A0 +A(2-£0)=T(0)+TAE0)+T(2—-¢&0)+TA(2-¢,0)

ha (§) +h(§)  ha(0) = h(2) 1

A, 0) = 2L BBV 2R () (6,0) - 3[04 (6) + @4 (2)
e ra.@)

2

ha(Q +h(E)  h@=9+h2=9
2 2

A 0)+A(2-£,0) =

olup buradan
A(G0)+AR2-E0)=h(§), 0<E6<2

elde edilir. p(x) potansiyeli (3.45) formiilii ile tanimhdir. Teorem ispatlanmigtir.
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4. ISOSPEKTRAL PROBLEM
4.1. Klasik Sturm-Liouville Denkleminin Tanimlanmasi

Klasik Sturm-Liouville problemi ile

' +q@)y=M, 0<z <7 (4.1)
y' (0) —hy(0) =0 (4.2)
Y (7) + Hy(m) =0 (4.3)

seklindeki iki noktali smir deger problemi kastedilir. Burada ¢ (z) reel siirekli bir
fonksiyon, h ve H reel sayilar ve A\ ozdegerdir. Isospektral problem, ayni spektruma
sahip (4.1)-(4.2)-(4.3) seklindeki biitiin problemlerdir. Bu problem Trubowitz tarafin-
dan detayl olarak calsilmugtir [6], [20], [21].

Bu calismadaki temel sonucglardan bazilar1 belirtilen calismalarla denk gelir, fakat
yontemler tamamen farklidir. Buradaki temel araglar Gelfand-Levitan integral denk-
lemi ve doniigiim operatorleridir. [6],20], [21], [55], [56] makalelerindeki sonuglar ¢ ()
in L? (0, 7) uzaymda oldugu kabulii ile elde edilmistir. Bunun yerine ¢ (x) in birinci
mertebeden tiirevlerinin L? (0, 7) de oldugunu varsayalim. Bu kabiil F' (z,y) fonksi-
yonunun diferensiyellenebilirliginin ispatinda kolaylik saglar.

Bu boliimiin ana sonuglarinin bazi agamalarini agiklamak icin klasik Sturm-Liouville
problemi iizerinde yontemin ana agsamalarinin taslagini yapmak faydali olacaktir.

Ters problemin modern teorisi G.Borg’un temel makalesi ile baglamigtir [4] . Borg’un
makalesindeki iki temel sonu¢ dogrudan dogruya bu konu ile ilgilidir. Borg;

1) {\,} in bilinen spektrum olmasi durumunda ¢ (z) potansiyelini ve (h, H) say1
ciftini igeren birgok (g, h, H) sonsuz {igliisiiniin var oldugunu ve kargihk gelen (4.1)-
(4.2)-(4.3) problemlerinin {\,} spektrumuna sahip oldugunu ve

2) (4.1)-(4.2)-(4.3) probleminin spektrumunun \g < A\; < ... < A, < ...olmasi ve

Hy # H olmak tizere py < p; < ... < i, < ... in
y' (m) + Hyy () = 0 (4.37)

seklindeki (4.3") ve (4.2) siur kogullu (4.1) denklemine karsilik gelen problemin spek-
trumu olmasi durumunda, {\,} ve {1, } spektrumlarinin tek olarak ¢ () potansiyelini

ve h, H ve H; sayilarini tanimladigini gostermistir.



Klasik ters Sturm-Liouville probleminin geligmesinde bir sonraki énemli adim N.Le-

vinson [33] tarafindan ele alindu.

4.1.1. Tanim: (4.1)-(4.2)-(4.3) Sturm-Liouville problemine ¢ (z) = ¢ (7 — z) ve

h = H sartlan saglanacak bi¢imde ’simetriktir’ denir [24].

4.1.2. Teorem (Levinson [33]): Simetrik Sturm-Liouville problemler simfinda

{A\n},n > 0 spektrumu, ¢ (x) potansiyelini ve h sayisini tek olarak tanimlar.

1950’de V.Marchenko [41] doniigiim operatorlerini kullanarak yari aralik tizerindeki
Y+ @ (v)y =My Y+ @)y =2y

y'(0) = h1y (0) y'(0) = hay (0)
Sturm-Liouville problemlerinin ayni spektral fonksiyonlara sahip olmalari durumunda
¢ (x) = q1 (z) ve hy = hy oldugunu ispatlamigtir.
o (x, ), [0,00) arahg iizerinde y (0) = 1, ¥’ (0) = h olmak iizere

-y +q(@)y =Ny

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olsun. Asagidaki teorem H.Weyl’in ¢aligmasina
dayanir.

f (z) diizgiin kompakt desteklenen bir fonksiyon ve

[e 9]

FO) = [£@)en ds

0
olsun. Bu durumda azalmayan en az bir p(\) fonksiyonu vardir ki f(x) — F())

doniistimii {initerdir. Bu ise
[ @de= [Fyan0y
0 0

demektir. p () fonksiyonuna spektral fonksiyon denir.

Borg’un teklik teoremi, Marchenko'nun teklik teoreminden elde edilebilir.

G.Borg, N.Levinson ve V.Marchenko'nun sonuglar1 énemlidir ve onlar daha fazla a-
ragtirma i¢in yol gostermistir, fakat onlar sadece teklik teoremleridir. Sonra etkin bir

sekilde ¢ () potansiyelini ve siir kogullarinda h ve H sayilarini kurma problemi olugtu.
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Bu problem I.M.Gelfand ve B. M. Levitan tarafindan ¢oziildii [14]. Onlarin temel
diistinceleri doniigiim operatorleri ve siirekli ortogonallik fikriydi. Bu iki diigiince spek-
tral fonksiyon agisindan ters problemin tam bir arastirmasini yapmaya olanak saglayan
bir integral denklem verir. Bu integral denklem bu boliimde ele alinir.

Ters Sturm-Liouville problemi i¢in bagka bir yontem, M.Krein [30] tarafindan geligtir-

ilmistir.

4.2. Gelfand-Levitan Integral Denkleminin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi

Bu konuda Gelfand-Levitan integral denkleminin (klasik Sturm-Liouville problem-
inin yapisinda) kismen yeni bir ispat1 ve doniisiim operatoérlerinin varliginin ispat1 ve-
rildi.

qo (z) (0 < x < ), reel diferensiyellenebilir bir fonksiyon, ko ve Hy sabit reel sayilar

olsun.

Y +@@y=Ny, 0<z <7 (4.4)

y' (0) —hoy (0) = 0 (4.5)
Y (m) + Hoy () = 0

klasik Sturm-Liouville problemi gozoniine alinsin. ¢, (x, A), (4.4) denkleminin

©o (0,A) =1, ¢ (0,X) = ho

baglangig¢ kosullarin saglayan ¢oziimii olsun. Boylece her \ i¢in ¢, (2, ), (4.5) ilk sinir

kogulunu saglar. (4.4)-(4.5) probleminin Ay < \; < Ag < ... 6zdegerleri
o (m,A) + Hopg (7, A) =0 (4.6)

denkleminin kokleridir ve A, lere kargilik gelen 6zfonksiyonlar ise ¢, (z, A,), n > 0 dir.
Bu fonksiyonlar L? (0, 7) de normallegtirilmemistir.
Agagidaki gibi integral denkleminin ¢ekirdegini kuralim. ¢,, n = 0,1,2,... n — o0

iken ¢ok hizl bir gekilde sifira yakinsayan keyfi reel sayilar olsun.

(e o]

F (ZL‘, y) - CnPp (ZL‘, /\n) %o (yv )‘n) (47)

n=0
fonksiyonu siirekli ve ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir. Bu béliimde ters

problemde 6nemli bir yere sahip
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K(as,y>+F<x,y>+/K<x,t>F<t,y>dt:o, 0<y<z<n (4.8)
0

integral denklemi ele alinir. Bu denklem Gelfand-Levitan denklemi olarak bilinir. (4.8)
integral denkleminin g¢ekirdegi F' (¢, y) dir ve F' (x,y) y nin bilinmeyen fonksiyonudur,

parametredir ve K (z,y) (y nin bilinmeyen fonksiyonu olarak) bilinmeyen fonksiyondur.
4.2.1. Teorem: Vn > 0 icin o ; > 0 olmak {izere
1+ cpon o> 0 (4.9)

olsun. Bu taktirde (4.8) integral denklemi Vz, 0 < x < 7 i¢in bir tek ¢oziime sahiptir
24].

Ispat: Teoremin ispati icin

e (y) + / F(ty) he (y)dt = 0 (4.10)

homogen denkleminin sadece asikar ¢oziime sahip oldugunu gostermek yeterlidir. Boyle-

ce h; (y) (4.10) denkleminin agikar olmayan bir ¢oztimiidiir. (4.10) denklemini h, (y)

ile carpilirsa ve y ye gore 0 dan x e integrallenirse

xT

/ hs (y) dy + 77F (t,y) he (y) dtdy =0

elde edilir. Parseval esitligi kullamlarak

x T

= 1
JrEwar=>— | [Ewewra
0 n=0 TL,O 0
elde edilir.
[r2dy+ [ 7o) ey -
0 00
€T 2 xr T
o0 1 ) o0
=S = [R@ewNdy | + [ [ (Dot N eowN) ) b (y) didy
n=0 m0 0 00 n=0
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2

oo
=0

x r T 1 x

[y [ [P by =Y — (4 cato) | 2200w Ny | =0
n,0

0 00 " ’ 0

olur. Son denklemden ve (4.9) kogulundan

xT

/hi(y)ww,»dy—o, n=012,..
0

elde edilir. {p,, (v,\),n > 0} sistemi tam oldugundan h, (y) = 0 olur. Ispat tamam-

lanir.

4.2.2. Teorem: (4.8) integral denkleminin K (z,y) ¢oziimii

PK ) K = PK
oz TR T Oy?

—q(y K, 0<z<m (4.11)
kismi diferensiyel denklemini saglar. Burada

0(5) = 4o (1) + 2 K (z,) (4.12)

dir. Ayrica K (z,y)

K (r,2) = 3 / g (t) — o (1)) dt — F (0,0) (4.13)
(%—[; — hOK) ly=0 =0 (4.14)

siir kogullarini saglar [24].

ispat:

J—K(x,y)+F(x,y)+/K(x,t)F(t,y)dt—O 0<y<z<m

olsun. Boylece ¢ (z) (4.12) agihmina sahip ve g () (4.4) unperturbed probleminin

potansiyeli olmak {iizere

dir.
0K  OF ToK
L=+ Gt K@) Fog) + [ ) d

0
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denkleminde x e gore tekrar tiirev alinirsa

K PF | d Y
Jow = S5+ gg g (K@) F(ey) + K (v,2) 5 F (z,y) +

K oK
+—\tx ,y)+/82Ftydt

0

olur.

8[( 8F
Jy = /th

denkleminde y ye gore tekrar tiirev alinirsa

2K 2F
Jyy = 8 8 /K:pta2

elde edilir. Bu degerler & de yerine yazilirsa

K OF i(K(x,x))F(x,y)+K(a:,x)a%F(x>y)+

X — vr
v 0x? +8:c2+dx
oK 2K K OF
0
/th dt—q()K—q(x)F—q(x)/K(x,t)F(t,y)dt—i—
0
a0 ) K+ 0) F+ao(y) [ K @0 F (ty) d
o ’K  O’K
S = 3x2_8y2 —q(z) K +qo(y +/ ) K +q(y) K| F(ty)dt
0

{%—%—q( )F—FQO(ZJ)F}+%(K(w,x))F(x,y)+K(x’x)é%

|tx (z,y) /K:pt—dt—o

elde edilir. Burada 8—F — (?;TF —q(x) F+ qo (y) F = 0 oldugu bilinmektedir. Boylece

2

oK aK_Q(x)K‘f‘QO(?/)K]‘f’/[%g_Q(x)K‘f‘QO(y)K F(t,y) dt+

0x? Oy?

C\l:
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T
2

+ﬁwK@w»me+Kum5%F@wH%§p$me—/Kuw5?ﬁ=o

dx
0

olur. Burada f K (z,t) dt integralindeki 3 B—F terimi ;tf; ile degistirilip elde edilen

integralde iki kez kismi mtegrasyon yapilirsa
| OF OF 0K
K — K K — [ ——
/ (2.1) atht / (2.1)d ( ) ( (xt)at)\o /at Lt
0
) 0°F OF OF 0K
K —dt = K - K F 5
[0 = Ko G e - K w0 G eo — (GrF @) i+

F
* / 8752
0

nin son degerinde yerine yazilir, gerekli diizenlemeler yapilirsa

bulunur. Bu integral &

(4.15")

2K K
3= {(%2 ~ o _Q(x)K+QO(y)K:|+

T[K O°K
— — K K| F
v [ G~ G 1@ K ) K] Pt

0
ve (4.13), (4.14) siur kosullar elde edilir. (4.15") denklemi

0PK  0*°K
ha (y) = 0z —q(x)K+q(y) K

fonksiyonunun (4.10) homogen integral denkleminin ¢oziimii olmasi ve boylece sifira

esit olmas1 demektir. Bu (4.11) diferensiyel denkleminin saglandigimi ispatlar.

4.2.3. Teorem: Eger K (z,y) (4.8) integral denkleminin bir ¢oziimii ise, 4.2.2.
Teoreminden dolay1, boylece (4.11)-(4.13)-(4.14) probleminin bir ¢oziimii ise

1) VA kompleks sayisi i¢in
PN = oo N) + [ K (nit) oy (10 (4.16)

fonksiyonu ¢ (z) = qo () 4+ 2-L K (2, z) olmak iizere

-y +q@)y=Ay, 0<z <7 (4.17)

diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir.
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2) ¢ (z, A) fonksiyonu

P(0,N) =1, ¢ (0,\)=hg— Y cp=h (4.18)
k=0

baglangi¢ kogullarii saglar [24].

Ispat: (4.16) denkleminde 2 = 0 almirsa ¢ (0, \) = ¢, (0, \) = 1 ve z e gore tiirev

alinirsa
O (2, ) = ¢ (2, \) + K (,2) ¢ (2, \) + / o (t, \) dt
bulunur. Son denklemde z = 0 alinirsa
©'(0,4) = ¢4 (0,A) + K(0,0) 0 (0, A)

= ¢ (0,A) = ho + K (0,0)

olur. (4.8) integral denkleminden z = y = 0 i¢in K (0,0) = —F (0,0) bulunur. (4.7)

den
chgoo (0, A) o (0, 1)
n=0
= F(0,0) = ch
olup -

@' (0,X) = ¢p (0,\) — ch—h

elde edilir. Boylece (4.18) sir kogullar1 saglanir.

(4.16) denkleminde x e gore iki kez tiirev alinirsa
d
P (2, 0) = ¢ (0, A) + K (2,2) 9o (2, 4) + K (,2) g (2, A) +

OK [0°K
+% |t:x %o (ZL‘, /\) + / 02 %o (tv /\) dt

0
bulunur. (4.4) den —¢j (z,A) + qo (z) @o (2, A) = Agg (2, A) oldugundan
o (X, A) = (qo (x) — A) g (x, \) yazlabilir. Buradan

&) = (a0 (a) = N o (2. X) + oK (2,2) 0 (2.3) + (4.19)

, DK oK
K (2,0) ¢ (@) G e o (00 + [ S (0 d
0
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bulunur. (4.16) denkleminin her iki yani A ile carpilirsa

€T

Ap (2, \) = Apg (z,\) + )\/K (x,t) @y (t, \) dt

olur. Mg, (t,A) = —¢p (t,\) + qo (t) ¢, (t, \) yerine yazilirsa

xT

= A (5, A) = Ago (2. 0) + / K (1) [~ (£, 0) + g0 () 0 (1, V)] dt

A (@) = Mgy (e ) = [ K @) 6Nt + [ K (0000 () (80

elde edilir. Son egitlikte sagdaki ilk integralde kismi integrasyon ile

/K (2,0) ey (8, 0) dt = (K () oy (6, ) [ /a;fsoau »)di

T

| /! / / aK /
K @60 dt = K (0,0) i (0.0) = K (@0 0.0 — [ Gt e 0 e
0

0

/ K@) gl (t N dt = K (0,2) ¢ (2, A) — hoK (,1)]_y —
0

0K ok
- (E% (t, /\)> }0 - W% (t,\)dt
0

[K @O N = K (o) (00 ~ bk (0.0)], -

oK oK ’K
- ot |t:x %o (ZL‘, /\) + ot |t:0 %o (07 /\) + /W@O (tv /\) dt
0

bulunur. Burada ¢, (0,\) = 1 oldugu gdzéniine alimirsa
Ap (2, ) = Apg (2, A) = K (2, 2) ¢ (2, A) + ho K (2, 1) [, +

oK oK oK
tor li—e ©0 (2, A) + 2 li—a P0 (2, A) — a5 im0 —

- [SR N+ [K 0w 0a ) d

0

(4.20)
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elde edilir. (4.16) denkleminin her iki yam —q () ile ¢arpilirsa

xT

~a(@) o (0.0 = ~a(a) o () ~ 4 @) [ K (,8) o (0, (421)

0
elde edilir. (4.19), (4.20) ve (4.21) denklemleri toplanirsa

d
" —q(x)p+rp = (qo—A)s@ﬁaf((af,xwﬁf((w,x)s@'ﬁ%\t:z ©o +

+/%,%a»ﬁ 1@ g0~ [160) K @000 (63 dt +

0

8K 0K

+)‘900 - K (.Z‘,ZL‘) 906 + hOK (ZL‘,t) |t:0 + = |f:95 Yo — E |t:0 -

82
[ LT dt+/K 2.1 @0 (8) 0y () dt

elde edilir. Burada (4.14) den hoK (z,t)|,_, — (%

9% |,_,) = 0 oldugundan
} T1PK 0K
' —q@)p+rp = I —q(x) K +qo(t) K| ¢ (t,\)dt +
0

d 0K
_ 2K kel bl
+a0 (2) = q (@) po + K (2,2) po + 2= s 00 + - | 90
elde edilir. Burada (4.11) denklemi gozoniine alinirsa
d 0K
- Ap = - 2K i o
P —a(@) o+ rp = oo (2) = a (@) o + K (2,2) 9o + o |is 00 + - [ie 90

bulunur. Tam diferensiyelden 25

oz ‘t x ot ‘t:z = dz ve Q(x) = 4o (1’) + Q%K (1‘,1‘)
den

d
o () = 4 (2) = 2K (2,

oldugundan

d d
" _ o= —2—K 9
O —q(x)p+ Ap o (z,7) + de(x,x)

bulunur. Buradan da

" —q(x)p+rp=0

elde edilir.
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4.2.4. Teorem: \,, n > 0 (4.4)-(4.5) unperturbed probleminin 6zdegerleri olsun.

Boylece A yerine )\, alinarak (4.17) problemi tarafindan tammlanan ¢ (z, A,,) fonksi-

yonlar1
) = 0 (@) = S (2.00) [0 (1 0) i (8. 1) (4.22)
k=0 0

formiilii ile tanmimlanabilir [24].

Ispat: (4.7) den ve (4.8) integral denkleminden

K (z,t) = F (z,t) /K:ps (s,t)ds

K (z,1) ch% T, M) o (8, ) — /K (x,s) (ch% (s, Ak) o (¢, Ak)) ds

k=0 0 k=0

= K (x,t) = chgpot)\k) o (T, \g) + /szgpo(s ) ds

olup (4.16) denkleminden

[e 9]

= K (z,t) = —ZCWO (t, M) @ (z, Ar)
k=0

elde edilir. (4.16) da A yerine A, alinirsa

o (@A) = 0 (2 M) + / K (1) o (1, M) dt
elde edilir.

o (2, 0) = o (2, \) /

chgpo (t, \e) o (x )\k)] 0o (1, \y) dt

T

S o2, M) = 90 (8 0) — 3 exp (2, 0) /wou,kao(t,xn)dt

k=0 0

Boylece ispat tamamlanir.

Bu kisimda her kabul edilebilir {c,},-, dizisi gosterildi, verilen spektrumla potan-

siyel elde edildi.
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4.3. Klasik Sturm-Liouville Denklemi i¢in Isospektral Problem

(4.16) ve (4.22) formiilleri isospektral problemini gozoniine almaya olanak saglar.
ho ve Hp 1 sonlu oldugunu kabul edelim. 4.2. de gosterildigi gibi (4.2.3. Teorem ),
o (x,\,), n > 0 fonksiyonlar1 (4.17) diferensiyel denkleminin ¢oziimleridir ve (4.18)

baglangic kosullarimi saglarlar ve boylece sinir kogulu

h=ho—> cx (4.23)
k=0
olmak tizere
O (0,\,) —hp(0,\,) =0

dir. (4.4)-(4.5) isospektral problemini elde etmek i¢in ¢ (2, \,) in © = 7 noktasinda

bazi reel H lar i¢in
O (x,\n) + Ho (2,)\,) =0

sinir kogulunu sagladigini gostermek gerekir. Ayni zamanda H ic¢in bir formiil elde
edilecektir.

(4.22) formiiliinde x = 7 alinirsa

0 (M, M) = o (M, M) = Y _crp (m, M) /900 n) Po (8 Ax) dt
k=0 0
= (1, M) = @ (T, An) = €ty g (7, An) (4.24)

™

elde edilir. Burada aZ ;= [¢§ (x,\,) dz dir. (4.24) formiiliinden
0

900 (7Ta /\n)
Ap) = ———— 4.2
(10 (77-’ n) 1 + Cna?l70 ( 5)

bulunur. (4.22) diferensiyellenirse

90/ (ZL‘, )\n) - (:0/0 (.Z', )‘n) - chwl (ZL', Ak:) /(;00 (ta )‘n) Yo (ta Ak:) dt —
k=0 0
_ch(ﬁ (ZL‘, /\k) Yo (SE’ )‘n) %o (ZL‘, /\k)
k=0
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elde edilir. Buradan = = 7 i¢in

90/ (7T7 /\n) - 90/0 (77-’ /\n) - ch@/ (77-’ )‘k) /900 (tv )‘n) Yo (t’ /\k) dt —
k=0 0
_ch@ (Wa )‘k) Yo (7T7 )‘n) Yo (77-’ /\k)
k=0
= @' (M, M) = @ (M, M) — cnf ( 0= Y e (m, M) g (m, Ar)
k=0

= (1+ 0l o) @' (1, 20) = @5 (7, An) = @ (7, An) ch (7, Ak) o (1, Ak)
k=0

elde edilir. (4.5) ikinci simir kogulundan ¢f, (7, A,) + Howy (7, An)
= ¢f, (m, \n) = —Hopy (7, \y) bulunur ve (4.25) den

2 / 2 = 903 (77-’ /\k)
(L4 caal) @ (m,An) = —Hop (1, M) — (L4 o0l o) @ (M, A) Y crptm——7~
’ ’ — 1+ crog
= (1+cpaly) @ (m, ) = — (L4 caaly) o (m M) | Ho + ckw
’ ’ — 1+ crog g
o (m, H0+Z %WAk (7, An) =0
"1 + ckozk 0
elde edilir. Burada
H=Hy+ Z 20 (1 M) (4.26)
1 + CkOék 0
denilirse ¢’ (m, A\,) + Hep (m, A,) = 0 elde edilir.
Simdi Vn > 0 icin
o (M, An) = (=1)" (4.27)

oldugunu varsayalim. Bir sonraki boliimde (4.27) kogullarinin (4.4)-(4.5) Sturm-Liouvil-

le probleminin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter olacagi gosterilecektir. Simetrik

problem i¢in Hy = hg oldugundan (4.26) formiilii

00 i
H=hy+y —* _ (4.28)
% 1+ CkOéz 0
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seklindedir. (4.23) ve (4.28) toplanirsa

[ee} 2
Cr(y
ht H=2ho— Y ——2

k=0

* RS 4.29
1+ CkOéiO ( )

bulunur. Bir sonraki boliimde, (4.29) nin bir uygulamasi, h ve H diizlemde bir noktanmn

koordinatlar: olarak diigtiniilecektir.

4.3.1. Teorem: i) (h, H) noktalar1 h + H < 2hq agk yar1 diizlemindedir.

ii) Eger h + H = 2hg ise h = H = hg ve q(x) = qo(z) dir. (Burada ¢o ()
unperturbed potansiyel (simetrik oldugu varsayildi.), ¢ (z) perturbed potansiyeldir. )
24].

Ispat: i) (4.29) denkleminden h + H < 2hg oldugu asikardr.

O (& a2
ii) h + H = 2hg olsun. (4.29) den #Z??o = 0 olup ¢ = 0 elde edillir. (4.28)
k=0 *

den H = hg ve (4.23) den h = hgy olur. Buradan (4.7) den F'(z,y) = 0 oldugundan
(4.8) den K (z,y) = 0 olur. Bu ifade (4.16) de yerine yazilirsa ¢ (x, A) = ¢, (x, A) olur.

(2, A)
—¢"+q(z)p=Ap

denklemini sagladigindan
—0 + () go = Mgy

olur. (4.4) den ¢ (x) = qo () elde edilir.

Ambarzumjan’mn klasik teoremini ispatlamak igin 4.3.1. Teoreminin ii) sikki kul-

lanilacaktir.

4.3.2. Teorem (V. A. Ambarzumjan [2]):
—y'+q@)y = My, 0<a<nm (4.30)
y(0) = y(m)=0
probleminin \,, 6zdegerleri n?, n > 0 olsun. Bu taktirde ¢ (z) = 0 dur.
Ispat: Perturbed olarak (4.30) problemi ve unperturbed olarak
-y =Xy, 0<z<m
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problemi gozoniine alinsm. Her iki problem de hipoteze gore aym A, = n?(n > 0)
spektrumuna sahiptir. (Bu (4.29) formiiliiniin dogrulugu igin gereklidir. )
Perturbed problem igin h = H = hy dir. Simdi 4.3.1. Teoreminin ii) kism uygu-

lanabilir.
4.4. h ve H in Bulunmasi igin Alternatif Yontem

Bu boliimde (4.23) ve (4.26) formiilleri i¢in alternatif ispat verildi. Bu ispat Gelfand-
Levitan integral denklemine dayalidir ve agagida gosterilecegi gibi bazi genellestirmeler

yapilmasina olanak saglar.

Y Ha()y =Xy
 (0) — hy (0) = 0 (431)
Y (m) + Hy (7) =0

problemi gozoniine almsm. ¢ (z, ), (4.31) denkleminin ¢ (0,\) = 1, ¢’ (0,A) = h

baglangi¢ kosullarimi saglayan bir ¢oziimiidiir. (4.31) probleminin Ay < A\ < Ay <...

ozdegerleri tanima goére
DN =¢ (m,\)+ He(m,\) =0

denkleminin kokleridir. Bu da (4.31) de ikinci simir kogulundan elde edilir.

™

ai—/gf(x,)\n)dx, n>0
0

olsun.

4.4.1. Lemma:

a2 = = (7, 2) D () = | (7, )] |D (M)

 n=0,1,2,.. (4.32)
dir. Burada D nin iizerindeki nokta, A ya gore D (\) min tiirevidir [24].
Ispat: Keyfi A ve picin y = ¢ (z,)\), 2 = ¢ (, i) olsun.

-y +q(x)y =Ny
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"+ q(x)z=pz

olup ilk denklem z ile ikinci denklem y ile carpilirsa
—y'z+q(x)yz = Ayz
="y +q(z) 2y = pzy

olur. Bu denklemler taraf tarafa ¢ikarilirsa
vz =) = (n—Nyz

elde edilir. Son denklemde her iki taraf 0 dan 7 ye integre edilirse

| @' (m,N) g (m,p) = (m,A) @' (7, 1)
/yzdx = N

0

elde edilir. ;4 — A iken

™

/ & (. N di = ¢ (. \) ¢ (1. 0) — 0 (1. \) &' (7, 0)

bulunur. A = A\, alimirsa ¢’ (7, \) = —He (7, ) oldugundan

ol = = (1, 0) [¢ (1, A) + Hp (1, A0)] = =0 (m,0) D (A)
elde edilir.
@ (m, An) = 0 ise
ai = 90/ (7‘(, )‘n) P (W’ /\n) (4.33)

dir.

{\.}, n > 0 spektrumu verilmis olsun. O zaman D (\) ve béylece D (\,), n > 0
tamimlanabilir. Eger ¢ (7, ), n > 0 sayilar1 da biliniyorsa (4.32) veya (4.33) formiilii
kullamlarak, o normlagtiric1 sabitleri bulunabilir. Spektrum ve normlagtiric1 sayilar-
dan potansiyel ve sinir kogullarini tek olarak tanimlayan spektral fonksiyon tanimlan-

abilir.

4.4.2. Lemma (N. Levinson [33]): (4.31) Sturm-Liouville probleminin simetrik

olmasi icin gerek ve yeter kosul Vn > 0 icin
o(mA) =(-1)", n>0 (4.34)
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olmasidir.

Ispat:(Gerekliligin Ispat1): (4.31) denklemindeki potansiyel simetrik yani
q(m—x)=¢q(x) ve H=h olsun.

-z, A
(’D('ﬂ— x’ n)) RZO
@ (T, An)

fonksiyonu tanimlansin. 4.2.3. Teoreminden

U (x,\,) =

_90” (1'7 )‘n) +q ($) ¥ (1‘, )‘n) = Angp (1‘, )‘n)

yazilabilir. Bu denklemde z yerine m — x alinirsa ve elde edilen denklemin her iki tarafi

¢ (7, \p) e boliiniirse

@ (T, An) @ (T, An) IR (7, An)
= -0 (2, \,) +q(mr—2)V (z,\,) =\ (2, \,)

(= A) | a(m =)o (T =2, A) p (m—x,\n)

elde edilir. ¢ (7 — z) = ¢ (x) oldugundan ¥ (z, \,)
0" (2, \) +q ()W (2, \) = A\ (2, \) (4.35)

denkleminin bir ¢6ztimiidiir. ¥ (z, A\,,) nin (4.35) denkleminin 6zfonksiyonu oldugunu

ispatlamak i¢in W (z, A,) nin simr davranigi gozoniine alimmalidir. (4.31) e gore

@ (T, \n) / @' (m,\n)
U0,N)=—"""=1 (0N, = ——"
Od) =~ O =T
olur. ¢’ (m, \,) + Hep (m, A\,) = 0 kogulundan ¥’ (0, \,) = H = h elde edilir.
1 /
\Ij (7'(" )\n) — SD (07 )‘n) — ’ \I[, (7'(" )\n) — _(10 (07 )\n)
e(m ) o(m ) @ (T, An)

olur. ¢’ (0, \,) — he (0, A,) = 0 kogulundan

e (0, M)

U (7, \,) = e

= —h¥ (7, \,)
elde edilir. Boylece
U (0,\,) —h¥(0,\,) =0ve ¥ (m,\,) +h¥(m,\,) =0

elde edilir ve ¥ (x, \,,) fonksiyonlar1 aym simir kogullarim ve ¢ (z, A,,) ile ayn1 denklemi

saglar. Buna gore U (x, \,) = kpp (2, \n) (kp sabitlerdir. ). ¥ (z, A,) nin tanimmdan

o (m—x,\)
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olur. Burada x = 0 alinirsa

@ (T, An)
Fnp (0, \,) =—"—"—<=1=>k,=1
@ (T, An)
elde edilir. Boylece o (x,)\,) = % olur. = = 7 igin ¢?(m, \,) = 1 boylece

¢ (m, A\p) = £1 dir. Sturm osilasyon teoreminden ¢ (7, \,,) = (—1)" (eger ¢ (7, \g) =1
ise) elde edilir.
(Yeterliligin Ispat1): (4.34) kosulu saglansm. W (z,\,) = (=1)" ¢ (7 —z,\,)

olsun. Boylece

U (0,\,)

I
3
>

(=)@ (m M) = (=1)" (=1)" =1

v’ (07 /\n) == (_1)71 90, (77-’ )‘n) = (_1)n He (71—7 )‘n) =H

Vi (m,An) = = (=1)"¢" (0, An) = = (=1)" hep (0, An) = = (=1)" h = —hep (m, An)

dir. ¥ (7, \,,) nin normlagtiric1 sayilar

™

/\112(7T,/\n)dm:/902(7T—x,)\n)dx:ai
0

0

dir. Boylece (4.35) denklemi ile
Y Ha(m—a)y =y

denklemi ayni spektrum, ayni normlagtirici sayilar ve z = 0 da aym baslangic kogullarina
sahiptir. Marchenkonun teklik teoreminden ¢ (7 — z) = ¢ () ve h = H elde edilir. Bu

ise (4.31) in simetrik olmasi1 demektir [41].

(4.32) formiilii kullanilarak (4.23) ve (4.26) formiillerinin sag tarafi , {c,} dizisine
gore, zfonksiyonlarin sinir davranigini igeren formiillere doniistiiriilebilir.

(4.4)-(4.5)ve (4.31) problemleri gozoniine alinsin.

osz = /gog (x, \n) dx, %21 = /902 (x,\,) dx
0 0

olsun. Bu iki problemle ilgili integral denklemi

K(x,y)+F(x,y)+/K(x,t)F(t,y)dt—O, 0<y<wz<n (4.36)
0
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dir. Burada

Fea) =3 (2= 2 ) aole) o () (47

dir. (4.36)-(4.37) denklemleri (4.7)-(4.8) ile karsilagtirilirsa

1 1
Cp=— — ——
az a2,

elde edilir. (4.32) formiilii kullanilirsa

1 1 1
%:poﬂ<WWAwVW%WAwO 43

ve (4.23) den ilk doniigmiis formiil

h=hy—> — ( - > (4.39)
i % )D )| N (m Al o (A
dur. Eger unperturbed problem simetrik ise ¢, (7, \,) = (—=1)" ve (4.39) formiilii
h=ho—) 1= ( - 1) (4.40)
i ZﬂD@@ o (7, )]

seklinde basit bir formdadir. (4.26) formiilii igin benzer bir sonug elde etmek igin ilk

olarak cnﬁiﬂi’?) ifadesini hesaplayalim. ¢, i¢in (4.38) gegerlidir. (4.32) kullamlarak
nan,O
1 1 a2y @ (T )
1 - 2 -1 - 2 _ n,0 _ 0 y \n
Facka =t (G =g )oha = T - S

elde edilir. Basit bir hesaplama ile

@0 (7, An) = — 1 (Jgo (T, An)] = | (7, An)])

"1+ Cnoz%’o ’D (/\n)

elde edilir. Son sonug olan ikinci doniigmiis formiil (4.26) nin yeni bir goriintiisiidiir:

(Eger unperturbed problem simetrik ise)

oo

1
H=hy—> ——(lo(m,\)| — 1 4.41
HZ:O‘D(A”) (le (m, An)| — 1) (4.41)

(4.40) , (4.41) formiilleri, perturbed ve unperturbed problemlerin {,,} ve {\,} spek-
trumlar1 farkli oldugundaki duruma kolay genellemesini kabul eder. (agsagidaki (4.42)

ve (4.44) formiillerine bakiniz.)
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Bu durumda integral denklemi (4.36) ile ayni formdadir fakat F' (x, y) daha karmagik
formdadir [14].

F(zy) =) {%wo (@, ) o (Y5 1) — O%soo (@, An) @0 (¥, An)

n=0 n n,0

Onceki gibi (4.36) integral denkleminden
/(1 1
h = hy— — — —
()

(e ¢]

1 1 1 1
b=t =2 El o] B 0] T 442

elde edilir. Burada
D (A) = ¢ (7, A) + Hopg (7, A), € (A) = @' (m,A) + Ho (m,A)
dir. (4.41) in genellemesini elde etmek igin
" +ap(r—x)y= y, — ¢ +or—2)y=py, 0<z<mw (4.43)

denklemleri ele alinsin. Bu denklemlerin ¢oziimleri

(,00(77'—.1',)\71) QOO(W_xaMn)
W (2, M) = LT =8 20) (g ) = PO L En)
0(w:A) = = Ty o) =

dir ve sirasiyla asagidaki simir kogullarini saglarlar:
\Ijo (0, /\n) = ]_, \116 (0, /\n) = Ho, \116 (7'(', /\n) = —hoqjo (7'(', )\n)

v (0’ Mn) =1, ¥ (0’ Mn) = Hy, V' (7T7 :un) = —hV (W,Mn)

~2

Yeni a2 , ve &2 normlagtiric1 sayilari

n,0
1 . 1
SO S PN . -
0= Ao = 1P )
1 1
= o () ————
T R G Py
dir. (4.42) formiilleri kullamlirsa
H=Ho- 3 ot - oo (mn)] (1.44)
— — I — 7T, n e — 7T, n .
0" 2\ TGl o]

60



elde edilir.
4.5. hg = ho (i, pty, ---) i¢in Formiil

o < pg < ... < p,, < ...sabit spektrum olsun. Bilindigi gibi her olas1 spektrum
bir tek simetrik ¢ (z) potansiyeline (¢ (7 — x) = ¢ (z)) ve smur kosullarmdan bir tek
ho = ho (1o, pt1, -..) = Hp sayisma kargihk gelir. (4.44) formiilii, hg = ho (fg, f1, ---)
sayist igin faydali ve kolayca bulunan bir formiil verir. (4.44) formiiliinde perturbed
problem olarak verilen {1, }, n > 0 spektrumlu tek simetrik Sturm-Liouville problemi

secilir ve unperturbed problem
' =Ny, 0<z<m ¢y (0)=9y (7)=0 (4.45)

olarak alinir. Son problem de simetriktir ve bu problem i¢in Ambarzumjan teoreminden
A\, = n?, n >0 dir. Buradan n = 0 igin A, = 0 olup —y” = 0 = y = c12 + ¢, olur.

y' (0) =4 (7) = 0 oldugundan ¢; = 0 olup y = ¢, (z, \,) = ¢3 olur.

™ ™

o= [ de = [ = dr—0) =
0 0

elde edilir. (4.32) den

a2 = D ()| o (7, 20)| = [ D (%)

C2

olup ’D (M)l 2 = Em = D (\) = 7 (c; = 1) bulunur. A\, = n?, n > 0icin y"+n’y =0

dir. y = ek #£ 0 ¢oziim olsun. y = ¢ cos (nx) + ¢y sin (nx) bulunur. ¢ (0) =y (7) =0
oldugundan ¢’ (0) = —¢ynsin 0 + cancos0 = con = 0 = ¢ = 0 bulunur.

Yy (m) = —cinsinm =0 = ¢ # 0 dir. Buradan y = ¢; cos (nx) elde edilir.
2 _ [ 2.2 _a
a0 = [ cicos” (nx)dr = 57

0

020 = | D )| o (7 A)| = | D ()| e cos (nm)| = e | D (M)
olup éw = |D ()| = ‘D (An)| = 5 (c1 = 1) bulunur. Boylece
Ao =n2 n>0; D(No) =7, ‘D(An) _ g n>1

elde edilir. Diger taraftan
ho ()\0, )\1, ) - 0, H(J - ho ()\0, )\1, ) =0
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dir. Simdi (4.44) formiiliinden

o0

1 1
ho (Noaﬂla ) - _§ \€(Mn)| N }D()\n)

ot = (7~ ) + 2 (- ) 0

n=1

bulunur.

(4.46) formiilii vg, uy dan u, e veya p, dan -oco a degistiginde hq (vo, iy, fig, -..) 1N

davranigini incelemeye olanak saglar ve diger tzdegerler sabit kabul edilir.

4.5.1. Teorem: i) v < py, Vo — py ise hg (Vo, iy, fg, -..) — —00 dur.

ii) vy — —o0 ise hg (vo, i1, o, -..) — oo dur [24].

Ispat: ¢ (vg,\) = C (A — 1) ] (1 — %) = (A —vg) F' () notasyonu kullamlsin.
n=1
Burada

F()\)—Cill (1_%)

dir. Once i) yi hesaplayalim. v < p; ve v — u, olsun.
(o, \) = F(A) 4+ (A=) F (N

dir. Burada A = v alinirsa
& (vo,v0) = F (vo) + (vo — vo) F' (o) = F (vo)

bulunur. F' (v) m tanimimdan

g(yo,yo)—F(Vo)—cO—@) ﬁ (1—ﬁ> —o(1)

:ul n—=2 lun
bulunur. Benzer olarak

€ (vo, py) = F (py) + (g — vo) F' (1)

dir.

F(Ml):(,’f[l<1—§—:l>:O<1—’I;—1>ﬁ(1—f\t—;>.

n=2
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A\, = n?, p,, = n? oldugundan \; = p; = 1 olur. Buradan \; — p; = 0 olup F (u1) =0
olur. Buna gore

€ (vo, 1) = (g — vo) F'(p1y) = 0 (1)

olur. n > 2 icin

é(Vohun) = (:un - VO)F(:UH)

dir. (4.46) formiiliinden

e
|
oM.
S|
S
~
_I_

N

2 1
hO (V07/*617:u27 ) = ( ; B m) "

ST o) [P )

elde edilir. ¢ (vg, 1) =C (1 — ﬂ) [T ( — f) oldugundan vy — pu, iken

H1 n=2 n

m — 00 olup (% — m) — —oo olur. Ayrica vy — p; iken & (vo, py) =
(11, — vo) F' (1) olup & (vg, p1) — 0 buradan da (% — m> — —oo dur. Ugiincii

terim olan seri sinirhdir. Bu n > 2 icin

1 1 .
= — 0 (1), F () =0 ("
o e = O ) F ) =0 ()

tahminlerden ve > (% — Wl)l) serisinin yakinsakligindan elde edilir.
n=2 "
ii) nin ispati: vy — —oo ise

& (vo, p,) = (pt, — v0) F (pt,) — 00

olur. (4.46) da | (vg, i1,,)| — 0 oldugundan hg (v, i1, g, ...) — 00 olur.
o, —oo a yaklagirken keyfi biiyiik ho = ho (gg, iy, ---) elde edilebilir. Bir sonraki
boliimiin sonuglar1 kullamlirsa keyfi reel h ve H (h+ H < 2hy) ile Sturm-Liouville

problemlerinin varlig1 ispat edilebilir.

7'('

al, = /902 (@, ) d = — (0, 1,,) € (11,,)

oldugunu hatirlayalim. Boylece {y,}, n > 0 spektrumu ve ¢ (7, u,,) sayilari, spektral

fonksiyonu tanmimlar, buradan Sturm-Liouville problemi tektir.
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4.6. (4.40)-(4.41) Déniigiimiiniin h+H < 2ho Yar1 Diizleminde Orten Olmasi

Unperturbed probleminin ¢y potansiyelinin simetrik oldugunu varsayarak (4.31)
perturbed probleminin sinir kogullarinda sirasiyla h ve H parametrelerini yazarak (4.41)

ve (4.40) denklemlerini hatirlayalim:

[e.9]

H=ho— Z‘D%) (I (r, A = 1) (4.47)
> 1 1
h:ho_;%)D(An)) (Is@(mw _1) 44

4.3.1. Teoremine gore h+ H < 2hy dir. Bu kissmda h+ H < 2hg yar diizlemindeki her
(h, H) noktasimin {\,} spektrumlu ve tek (hg, Hy) = (hg, ho) parametreleriyle taniml
tek simetrik problemin pertiirbasyonu oldugu gosterilecektir. Bu, |¢ (7, A,,)| sayilar
(4.47) ve (4.48) denklemlerini saglamak {izere ¢ potansiyelinin bulunmasi gerektigini

ifade eder.

4.6.1. Teorem: {\,} (4.31) Sturm-Liouville probleminin spektrumu olsun ve hg
((4.31) de simetrik olan unperturbed ¢y potansiyeli ile bagland1 bu yiizden
h = H = hy dir. )smir kosullarinda belirtilen tek olarak tanimh parametreyi belirtsin.
Boylece
h+ H < 2hq yan diizlemindeki biitiin (h, H) noktalar: i¢in dyle bir ¢ (x) potansiyeli
vardir ki, q potansiyelli ve (h, H) sinir parametreli, (4.31) Sturm-Liouville problemi
(4.47) ve (4.48) denklemlerini saglayan ¢ (z, A,) 6zfonksiyonlarina sahiptir [24].

ispat: Iki adimda ispat1 yapalim. Birinci adim cebirseldir. Ikinci adimda yaklagim
potansiyelinin nasil kuruldugu gosterilmistir.

1.Adim: Sonsuz bilinmeyenli iki cebirsel denklem sistemi ile baglayalim. (4.47) ve

(4.48) denklemleri

iwn (2, — 1) = a, iwn <xi — 1) =b (4.49)

n

formundadir. Burada w, sayilar1 verilen pozitif sayilar, a ve b verilen reel sayilardir
ve pozitif sayilarin {z,} dizisinin (4.49) denklemini sagladigi kabul edilir. Her n igin
x, = 1 olmadig siirece a4 b > 0 dir ¢iinkii = 1 hari¢ her x pozitifi i¢in = + % —-2>0
dir.
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(4.49) denkleminin sonunda 1 e egit {z,} ¢oziimiiniin oldugu gosterilecektir.

Baz1 kuadratik denklemleri c¢ozerek ilerleyelim. Bir ¢rnek ve 6zel bir durumla
baglayalim. Ozel durum ornege indirgenir. Bundan sonra genel durumda c¢oziimleri
bulmak icin benzer durumlar kullanilacaktir. Ispatin geri kalanimi atlayarak ozel du-
rumu incelemek yeterlidir. Bu durumda 6zel durum baz uygulamalarda yeterli olabilir.

Ornegin w, = 1, 11 = x, 13 = y ve 7, = 1 olsun. (Vn > 2 igin) (4.49) un ilk

denkleminden
(@o—D+@E-D+@y-1+> (1-1)=a
n=3

(xo—1)+(x+y—2)=a

elde edilir. Ozel olarak xyp = 1 almrsa  +y — 2 = a olur. Benzer olarak ikinci

denklemden de i + é — 2 = b elde edilir. Dolayisiyla biitiin a ve b sayilarini a + b > 0

ve baz1 x ve y pozitifleri i¢cin z +y — 2 = a ve % + i — 2 = b olacak gekilde aragtiralim.
Basitlik icin « = a4+ 2 ve f = b+ 2 secelim ve z > 0, y > 0 ve

a+ [ > 0 olmak tizere x +y = a > 0, % + i = [ > 0 1n biitiin ¢oziimlerini aragtiralim.

x > 0vey > 0 oldugundan « > 0 ve 8 > 0(veya a > —2, b > —2) alimmahdur.

(Denklemlerin saglandig1 varsayilarak) art arda
Bry=r+y=a, y=a—z, pr(a—z)=a, Br*—afr+a=0
yazilabilir. Boylece

(B) £1/(aB)? — 4Ba
26

dir. x4 ¢oziimlerinin pozitif olmasi amaciyla a5 > 4 se¢mek gerekli ve yeterdir. Eger

r ==+

bu kosul saglaniyorsa o > 0 dir. Ayrica

aff £+ (QB)Z — 48«
20

dir. Yani istenen denklemler ancak ve ancak (a ve b cinsinden) a > —2, b > —2,

Yr = — Ty = =yL >0

a+b>0ve (a+2)(b+2)>4ise (z,y) pozitif ¢oziim ¢iftine sahiptir.

Geometrik terimlerde, (a 4 2) (b+ 2) = 4 hiperboliiniin yukarisi veya iist tarafin-
daki kol iizerindeki (0,0) noktasi hari¢ biitiin (a,b) noktalarr z > 0, y > 0 olmak
iizere (a,b) = (:p ty—2,1 41 2) olarak ifade edilebilir. (a + 2k) (b+ 2k) > 4K2
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i disindaki tek neden onun koordinatlarinin toplaminin pozitif olmadigidir. Bu ¢rnek
problemimizi ¢dzmez ¢iinkii @ + b > 0 yar1 diizlemindeki her nokta istenen formda
temsil edilemez.
1. w, = 1 agirhklaryla 6zel durum (4.49) denklemlerinin 6zel bir durumu olarak
r, 0<n<kign
Tn=19 vy, k<n<2kign
1, n > 2k icin

olsun. (4.49) denklemlerinin problemini olugturalim. Ilk denklemden

y (x—1)+2(y—1)+2(1—1):a

k(x—1)+k(y—1)=a=kx+ky—2k=a

benzer olarak ikinci denklemden de % + % — 2k = b elde edilir. Biitiin a ve b sabitleri
icin a+b > 0 ve bazi x ve y pozitifleri i¢in kx + ky — 2k = a ve % —i—f — 2k = b oldugunu
bulalim. Denklemlerin her ikisi & ile boliiniirse diigiindiigiimiiz 6rnege dondiliir, a ve b yi
7 ve % ile yer degistirelim. Istenen denklemler oyle pozitif (z,v) ¢oziim ciftine sahiptir
ancak ve ancak(a ve b ye gore) a > —2k, b > =2k, a+b > 0 ve (a +2k) (b+2k) >
4k* dir. Geometrik olarak (a + 2k) (b+ 2k) = 4k* hiperboliiniin kolunun iist veya
yukarisindaki (0,0) noktasi hari¢ biitiin (a,b) noktalari, x > 0 ve y> 0 olmak {izere
(a,b) = (kx +hy—2,5+ f — 2k> olarak temsil edilebilir.

a + b > 0 ise yeterince biiyiik £ icin
(a+ 2k) (b+ 2k) — 4k* = ab + 2k (a +b) > 0

dir. Boylece a + b > 0 olmak iizere her (a,b) noktasi, biitiin 1 leri takip eden, aym
uzunluklu y lerin kirigini takip eden, x lerin sonlu Kkirigini igeren diziye gore ifade
edilebilir.

2. Genel durum

Son olarak iwn = +o0 oldugu varsayilarak degisken-agirlikli durumu gozoniine

n=0
alahm. Bu uygulama icin uygun bir kabuldiir.

r, 0<n<kign
Tn =14 Yy, n=kicin

1, n>kigin
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alalim. (4.49) un ilk denkleminden

k—1 0o
Y walw—D+wiy-1D+ > w,(1-1)=a
n=0 n=k+1

k-1 k—1
E WnpT + WrY — E Wy — WE =

benzer olarak (4.49) un ikinci denkleminden

k:—lw w k

k
I 2R Ny, = b
T Yy

elde edilir. Boylece (4.49) denklemi

k—1 k k—1 k
Wn Wi
DIRTTRTED PUEED Dt T pET! (450
n=0 n=0 n=0 n=0
k-1
seklinde olugturulur. Notasyonu basitlestirmek igin v = Y w, ve w = wy almp (4.50)
n=0

denklemleri ile ilgili problemi olusturalim:
a+ b > 0 ve baz pozitif x ve y i¢in vz + wy — (v + w) :aveg—l—%—(l/—i—w) =b
olacak gekilde biitiin a ve b leri bulalim.
Tekrar basitlik i¢cin « = a + v+ w ve f = b+ v + w alahm. Boylece tnceki gibi
v +wy =a>0,%+%=[>0m bitin (x,y) pozitif ¢iftlerini aragtirahm. Yontem,
ornek ve 6zel durumdakiyle aynidir fakat biraz ayrinti ile
y=(a—vz)/w, Bry=rvy+wr, Br(a—vr)=wr+v(a—rvr),
—vBa* + (aﬁ+u2—w2)x—u&:0
yazilabilir veya tekrar yazilirsa

VﬁxQ—(aﬁ+y2—w2)x+ya:0

dir. Bu x i¢in iki muhtemel deger verir yani

B (af + v? —w?) £ \/(aﬂ—l—V?—w?)Z —4(vB)va
xr = 10 (4.51)

dir. Paydaki pozitif ilk terimin ve negatif olmayan diskriminantin belirttigi kabulleri

yapmak gerekir. Diskriminant (a8 + 12 — w?)” — 4 (a8) v? olarak yazilirsa A, B ve C
pozitif olmak iizere diskriminant (A 4+ B — C)* — 4AB = (A — B + C)? — 4AC olarak
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yazilabilir. Bu negatif degildir ancak ve ancak, 6rnegin A2—2 (B + C') A+(B — C)* > 0
ise, bir bagka deyisle, A u¢ noktalar1 iki muhtemel degerle verilen agik araligin diginda

oldugunda, formiildeki AL degerleri

(2(B+0C) £4/2(B+0)7 —4(B-C)
2

Ay =

AL=B+C\(B+CP—(B-C) = (\/Ei@)Q

dir. Yani
a<(VB- \/5>2 veya A > (VB + \/5)2 (4.52)

dir. Uygulamada A = af, B = v?, C = w? alindi. Boylece (4.52) diskriminantimin

negatif olmayacag1 gerekli kogulu belirtir:
aff < (v —w)? veya aff > (v + w)’ (4.53)

dir. (4.51) ile verilen z in degerlerinin pozitif oldugundan emin olmak igin a3+w?—v? >

0 olmas: gerekir. Yani
af > w? —v? (4.54)

oldugu varsayilmalidir. y nin kargilik gelen degerlerinin de pozitif oldugu garantilen-

melidir, y = (o — vz) /w alinirsa

(af —v? 4+ w?) + \/(ozﬁ — 02 + w?)® — dafw?
2w

y = (4.55)

elde edilir. Diskriminant, yalmzca farkli ifade edilen, x igin de aymidir. Boylece (4.53)

saglaniyorsa, diskriminant negatif degildir. a8 — v? + w? > 0 olsun.
af > v® —w? (4.56)

kabul edilmelidir. (4.54) ve (4.55) gerekli kosullar oldugundan

af > }U2—w2}:\V—w\(u—i—w)z(u—w)Q

oldugu goriilebilir. Boylece ilk ihtimal, a8 > (v — w)?, (4.53) de saglanmaz. Boylece

af > (v +w)’ (4.57)
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alinmalhdir. Bu kosul, (4.57), (4.54) ve (4.55) in de saglandigim ifade eder. (4.50)

denklemlerinin (z,y) pozitif ¢oziim ¢iftlerinin (a ve b ye gore)
a>—-W+Hw), b>—(v4w),atb>0ve (a+v+w)(b+v+w) > (v+w) (4.58)

olmas1 gerek ve yeter kosuldur.
Geometrik olarak (z + v 4 w) (y + v + w) = (v + w)? (noktalar1 (z,%) olan) hiper-
boliiniin kolunun yukar1 ve iistiindeki biitiin (a,b) noktalari, (0,0) harig,
voow
@) = (raer—rr0) L4 S -

olarak ifade edilir. Burada x (4.51) ile verilir ve y = (o — vzx) /w > 0 veya (4.55) ile

verilir.
k—1
Simdi 6zel durumdaki gibi, an serileri i¢in keyfi biiyiik v = > w,, kismi toplam-
n=0 n=0

lar1 bulanabildigi siirece bu tiir hiperbollerin {ist bolgelerinin a + b > 0 yar1 diizlemini
doldurdugu goriiliir. Boylece a + b > 0 olmak iizere tiim a ve b i¢in varolan (4.49)
denklemlerinin ¢6ziimii oldugunun bilinmesi i¢in, sadece serinin yakinsak oldugu kabul
edilmelidir.

Ozellikle, a + b > 0 olmak {izere verilen a ve b, (4.50) denklemlerinin saglandigin

garantilemek icin
v4w>—a, v+w>-bverv+w>—ab/(a+Db) (4.59)

k
olacak sekilde k ¢ok biiyiik secilmelidir. v +w = > w, oldugu hatirlanarak (4.59)
n=0
asagidaki gibi olusturulabilir:

Verilen a ve b reel sayilar1 igin a +b >0 dir ve £ > 01

k
an —a, an > —bve an > —ab/ (a+b) (4.60)
n=0

olacak sekilde cok biiyiik secelim. w,, pozitif oldugundan sadece son esitsizlik kontrol
edilmelidir, diger ikisi agikardir.
Boylece (4.51) ile verilen x ve (4.55) ile verilen y ile

1= ... = Tp—1 =T, T =Y

aksi taktirde x,, =1
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seklinde tanimlanan {z,} dizisi (4.49) denklemlerini saglar.

2.Adim: (4.38) denklemini yani

1 1 !
o )D(An)( <|90(7T,An)\ o (m, An)|>

denklemini hatirlayalim. Ciinkii unperturbed problem simetriktir, buradan

1 1
"o (ww, S 1) (461)

alabilir ve a = hg — H ve b = hg — h olmak iizere (4.49) denk-

elde edilir. w,, = —+—
[DOw)]

lemleri ¢oziilebilir ve sonra (4.61) de |p (7, A,)| yerine (1 olmayan) z,, ¢oziim degerleri
olusturulabilir. z,, sayilari sonunda 1 e esit oldugundan bu sifirdan farkl ¢, sayilarinin
sonlu bir sayisin verir ve F'(x,y) fonksiyonunun kurulmasi i¢in onlar kullamlabilir ve

sonra ¢o 1n bilindigi varsayilarak (4.38) denklemini saglayan dzfonksiyonlarin ¢ potan-

siyeli agikca kurulabilir. Bu 4.6.1. Teoreminin ispatini tamamlar.
4.7. Dirichlet Simir Kosullar:

1.Durum: ¢,, n > 1 sayilarinin her uygun kiimesi icin, perturbed operatériin simir
kosullar1 Dirichlet olur.

Ispat kolaydir: ¢, (z,\,), n > 1 unperturbed 6zfonksiyonlari icin
@0 (0, An) = g (T, An) =0
elde edilir. Perturbed ¢ (z, \,,) 6zfonksiyonlar: i¢in (4.16) denkleminden
©(0,A,)=0,n>1

elde edilir ve (4.22) denkleminden

elde edilir [24].
2.Durum: hy = oo ve Hy = oo durumlarimi gdzoniine alalim:

hg # o0, Hy = 0o veya hg = oo, Hy # o0
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Onceki gibi yaparak ilk durumda

oo

P (0,0) =1, @ (0,M) =h=ho=> cn, ©(m,An) =0

n=0

ve ikinci durumda
©(0,M,) =0, ¢ (m,\) +Hp(m, \y) =0
dir. Burada

<P07T)‘
H= H+Z "1+ cpa? a0

dir [24].

4.8. Dirac Sistemi icin Gelfand-Levitan Integral Denkleminin Céziimiiniin

Varlig1 ve Tekligi

po (z) ve qo (z), 0 < z < 7 reel diferensiyellenebilir fonksiyonlar, hg ve Hy sabit reel

sayilar olsun.
By +Qo(x)y=Xy, 0<z <7 (4.62)

Y2 (0) = hoy1 (0) = 0 (4.63)

Y2 (m) + Hoyr (1) = 0

Dirac sistemi gozoniine alinsin. Burada

po(z)  qo(x) 0 1 Y1
QO (l‘) - ’ B = y Y =
qo () —po () -1 0 (7
) ¥o1 (x, )‘) ..
dir. ¢, (xz,\) = , (4.63) 1iin @y (0,A) = 1, @ge (0,A) = ho kosullarimi
Yo2 (% )\)

saglayan ¢oziimii olsun. Boylece her A i¢in ¢, (7, A), (4.63) iin ilk sinir kogulunu saglar.

(4.62)-(4.63) probleminin 6zdegerleri
Poz (1, A) + Hoppy (m,A) = 0 (4.64)

denkleminin kokleridir. Kargilik gelen 6zfonksiyonlar ¢, (x, A), n > 0 dir.
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Asagidaki integral denklem sisteminin cekirdegini kuralim.

[e 9]

.F<x,y>::2535%;¢%<x,A>¢§<y,A> (4.65)

matrisinin bilegenleri siirekli ve ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir. Ayrica bu

serinin x ve y ye gore diizgiin yakinsak oldugu kabul edilsin. Bu konuda da
K(o.p)+ Flog)+ [K@Fty)it=0,0<y<s<n (4.66)

integral denklem sistemi ele alimr. Burada F'(x,y), y nin bilinmeyen matris fonk-
siyonudur, x parametredir ve K (z,y) (y nin bilinmeyen matris fonksiyonu olarak)

bilinmeyen matris fonksiyonu olarak bilinir [39].

4.8.1. Teorem: Vn > 0 icin

m ™

a%Z/%@MMZ/WM%Mﬂ%mex

0 0

olmak tizere
aZy >0 (4.67)

olsun. Boylece (4.66) integral denklem sistemi Vz, 0 < x < 7 igin bir tek ¢oziime

sahiptir [39].

ispat:

he () + / Ft,y) hy () dt = 0 (4.68)

homogen denklem sisteminin sadece agikar ¢coziime sahip oldugunu gostermek yeterlidir.

(4.68) denklem sistemi sagdan h, (y) ile carpilirsa ve y ye gore 0 dan z e integre edilirse

7’@ (y) dy + 77F (t,9) ha () b (y) dtdy = 0

elde edilir. Burada (4.65) den
/m cw+//[ 20 (1) 64 (1) B (e () iy =0
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ve Dirac-Delta fonksiyonunun tanimindan

xT

/hi<y)dy+ /mu—t)hx(t)hx(y)dtdy:o

bulunur. Buradan

xT

/@@My—o

0

bulunur. Buradan h, (y) = 0 elde edilir. Ispat tamamlanir.

4.8.2. Teorem: (4.66) integral denkleminin ¢oztimii

oK

diferensiyel denklem sistemini saglar. Burada
Q(r) = Qo (x)+ BK (z,x) — K (x,2) B
ile tammhdir. Ayrica K (z,y)
BK (2,2) = K (z,2) B = Q () = Qo ()

Ko (%O) = Kn (ff,o) =0

kogullarim saglar [39].

ispat:

xT

J—K(x,y)+F(x,y)+/K(x,t)F(t,y)dt—O 0<y<z<n)

0

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

olsun. Boylece @ (), (4.70) agilhimina sahip ve Qo (z) (4.62) unperturbed problemin

potansiyeli olmak {iizere

S=BJ, +J,B+Q(x)] —Qo(y)J =0

dir.

xT

0K OF

ox ox ox

BJ, = B—+ B— + BK (z,z) F (z,y) +/B£ (K (x,t)) F (t,y)dt

0
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0K oF 0
JB:—B—i——B—i—/Kx,t—Ft,y Bdt
BB o (@.1) 3 (F ()

ifadesinin saginda bulunan integral igin —y (F (t,y)) B ifadesi yerine —BZ (F (t,y))

alimirsa ve elde edilen integralde kismi integrasyon yapilirsa

xT

—/K (2.1) B% (F(ty)dt — — (K (x,8) BF ()" +/% (K (2,4)) BF (£, ) dt
0 = —Kxx)BF(xy)—l—K(xOO)BF(Oy)

/a 1Y) BF (1, y) dt

elde edilir. Burada J nin tanimindan
K (z,0) = —F (x,0) olup K11 (z,0) = Koy (2,0) =0 ve K (z,0) BF (0,y) = 0 bulunur.
Boylece

0K oF 0
B=—B+—B-K BF ( — (K
1B =B+ 5B~ K (e.0) B (e.9) + [ 3 (K (0.0) BF (t.y)de

0

olarak bulunur. Diger taraftan

xT

Q(x)J—Q(x)MQ(x)MQ(z)/K(x,t>F<t,y>dt

0

Q)T = Qo) K —Qo(y) F— Qo (y) /K (2.) F (t,y) dt

olup bu ifadeler (4.73) de yerine yazilirsa

[B%—[;—I—%—KB—I—Q( ) K — Qo (y) K} + (4.73’)

+/ lB%—KJr%—KB +Q(z )K—Qo(y)K]F(t,y)dtZO

elde edilir. Diger taraftan K (z,y) (4.71) ve (4.72) kosullarim saglar. (4.73’) denklemi

0K 0K

ha (y) = B% a—yB+Q( ) K —Qo(y) K

matris fonksiyonunun (4.68) homogen integral denkleminin ¢oziimii olmasi1 ve bylece

sifira esit olmasi demektir. Bu (4.69) denklem sisteminin saglandigini ispatlar.
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4.8.3. Teorem: Eger K (z,y), (4.66) integral denkleminin bir ¢ziimii ise, 4.8.2.
teoreminden dolay1, boylece (4.69)-(4.71)-(4.72) probleminin bir ¢oziimii ise
1) VA kompleks sayisi i¢in

PN =y (eN) + [ K (nit) oy (10 d (474
0
vektor-degerli fonksiyonu
olmak {izere
By +Q@)y=Xy, 0<z <7 (4.75)

diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimiidiir.

2) ¢ (z, \) vektor-degerli fonksiyonu
Y1 (07 )‘) =1, ') (07 )‘) =ho=nh (476)
kosullarini saglar.

Ispat: i) nin ispat1 aciktir [39]. ii) nin saglandigini gosterelim:

(4.74) den

€T

Y1 (l‘, )‘) Po1 (1'7 )‘) + / K (.7), t) Ko (.7), t) Po1 (ta )‘)
P2 ($7 )‘) Yo2 (SE’ )‘) 0 Ko (ZL‘, t) Ko (ZL‘, t) Yo2 (t’ )‘)

dt

olup

Y1 (1'7 )‘) = %o (1'7 )‘) + [Kll (l'a t) Yo1 (ta )‘) + K2 (l'a t) Po2 (ta )‘)] dt

o (T, A) = Qoo (2, A) + [ [Kan (7,1) po1 (t, A) + Koz (2, 1) g (8, A)] dt

0/
0/
bulunur. Yukaridaki denklemlerde z = 0 alinirsa ¢, (0, A) = ¢g; (0,A) =1 ve
09 (0, A) = gy (0, \) = hg = h elde edilir.

4.8.4. Teorem: \,,n > 0 (4.62)-(4.63) unperturbed probleminin 6zdegerleri olsun.
Boylece A yerine )\, almarak (4.74) problemi tarafindan tamimlanan ¢ (z, \) vektor-

degerli fonksiyonlar:

x

@ (@, M) = 0o (@, An) = D cnp (@, M) /sooT (£, M) o (T, An) di (4.77)
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formiilii ile tanimlanabilir.

Ispat: (4.65) ve (4.66) integral denklem sisteminden

K (z,t) = —F(x,t)—/K(x,s)F(s,t)ds

(e 9]

K (z,t) = _ZCMOO (@, Ak) 908— (t, Ae) —
_/K (1'7 3) (ZCMDO (Sa )‘k) SDOT (t7 Ak))

K@ﬁ-—iﬂ9M%m+/Kw$%®MMs%@Jw
2 /

bulunur. (4.74) gozoniine alinirsa

o0

K ($7 t) = _ch(p ($7 )‘k) SD(T (tv /\k:) (478)

—00

elde edilir. (4.74) de A yerine A, alimirsa

w@Aw:%@Aw+/K@ﬁwﬁAwﬁ

olup (4.78) gozoniine alinirsa

¥ (I‘, )‘n) = %o (‘T7 )‘n) + / <_ch90 (ZL‘, /\k) 908— (ta /\k)> %o (t’ /\n) dt

0 —00
T

0 (2, An) = 00 (2, An) = D _cxep (w, \e) /903 (T, Ak) o (8, An) di
~ s

olur. Ispat tamamlanir.
4.9. Dirac Sistemi i¢in Isospektral Problem

(4.74) ve (4.77) formiilleri Dirac sistemi i¢in isospektral problemi gozoniine almaya
olanak saglar. hy ve Hy i sonlu oldugu kabul edilsin. 4.8.de gosterildigi gibi (4.8.3.
Teorem ) ¢ (z, \,) , n > 0 vektor-degerli fonksiyonlar: (4.75) denklem sisteminin ¢oziim-

leridir ve (4.76) kosullari saglarlar ve boylece sinir kogulu
h = hg (4.79)
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olmak tizere

') (07 /\) — hey (0, )\) =0

dir. (4.62)-(4.63) isospektral probleminin elde edilmesi igin ¢ (x,\,) m z = 7 nok-

tasinda bazi reel H lar igin

2 (Wa)‘)+H901 (ﬂ-a}‘) =0

siir kogulunu sagladigimi gostermek gerekir. Ayni zamanda H igin bir formiil elde

edilecektir.

(4.77) de x = 7 alirsa

o (T, An) = @ (T, An) chgpﬂ)\k/go (t, M) po (t, An) dt

k=—o00

= ¢ (71'7 )‘n) = ¥o (71'7 )\n) - Cnai,ogp (71'7 )‘n)

bulunur. Burada

™

O‘i,o = /SD(T (t, An) 0o (£, An) dt

0

™

Po1 (T, An)
= 00 = /( Po1 (T, An) P02 (T, An) ) dt
0 Poz (£, An)
= = [ [t )+ iy )] d = [t d
0 0
dir. (4.80) formiiliinden
%o (77-’ /\n)
Ayl e
(10 (7T7 ) 1 + Cna%’o
elde edilir. (4.81) acik olarak yazilirsa
o1 (mAn) ) 1 Poy (T, An)
TP
P2 (T, An) L+ enarg Poz (7, An)

©o1 (T, An) (7, \) = Po2 (1, An)

)\n - 5
A (W’ ) 1+ cnozio 1+ cnozf“o

7

(4.80)

(4.81)



elde edilir. g, (7, \n) + Hopo (7, A\n) = 0 olup @gs (7, A\) = —Hopgy (7, A\n) yerine

yazilirsa
Hopgy (77, )‘n)

P2 (7T> /\n) = _Tna%,o = —Hyp, (77, /\n)

= P9 (71—7 )\") + H0901 (7T7 )\n) =0
bulunur. Buradan

H=Hy (4.82)
olarak elde edilir.

By +Q(x)y = My (4.83)

y2(0) =hyr (0) = 0
y2 () + Hyy () = 0

problemi gozoniine alinsin. ¢ (z, \,), (4.83) denklem sisteminin ¢, (0, \) = 1,
05 (0,\) = h kosullarim saglayan ¢oziimiidiir. (4.83) probleminin \g < A} < Ag <

...0zdegerleri tanima gore
D()‘) = P2 (7T7)‘) +H901 (7T7)‘) =0

denkleminin kokleridir. Bu da (4.83) iin ikinci kogulundan elde edilir.

™

oziz/goQ(x,)\n)dx,nZO
0

olsun.

4.9.1. Lemma:
a2 =, (m,A)D(\), n=0,1,2,... (4.84)
dir. Burada D nin iizerindeki nokta A\ ya gore D (\) nin tiirevidir [3].
ispat:
B¢’ (z, M) + Q (z) ¢ (x, \n) = Ap (2, \n) (4.85)
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denkleminde \ ya gore tiirev alinirsa
B (2, M\,) +Q () ¢ (2, M) = @ (2, \n) + Ao (2, \) (4.86)
olur. (4.85) denklemi ¢ (x, A,), (4.4) denklemi ¢ (x, \,) ile skaler olarak garpilirsa
By’ (2, An) @ (2, M0) + Q () 0 (7, An) @ (2, An) = Ap (2, An) @ (2, An)

By (2, M) ¢ (2, M) + Q () ¢ (2, \n) @ (2, Ay) = 902 (, An) + 2@ (2, An) @ (2, An)

elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa gikarilirsa
BY' (2, M) @ (2, M) — BY' (2, 20) ¢ (2, An) = ¢° (z, An)
bulunur. R? Oklid uzaymda
<o, ), (1, \) >=< BY' (2,\) 0 (2, ) > — < By (2, M), 0 (2, \) >

seklinde tanimlanir.

0 1 -/ -/
B (2, \y) = ¥1 _ (2
-1 0 @ =%
0 1 / /
B (2, \) = Y1 _ P2
10 5 —¢)

ifadeleri skalar olarak gozoniine alinirsa

< 2 (.Z', )‘n) ) QO(ZL', /\n) >=< (90,% _(10/1) ) (901,(,02) > —< (SOIZa _(10/1) ) (Sblﬁ(lb2) >

bulunur. Bu esitlikte [0, 7] arahiginda A = A, alimip integrallenirse

a2 = / o2 (2, \n) dz = / (01 (2, M) + 5 (2, A\n)] da
0 0

olacak gekilde

™

o = / & (2, \) do = / (2 (2 0) @1 (2 0) — &) (2 A0) 9 (23 An)] dir —
0 0

- / (6 (2, M) @1 (2 M) — 9 (2 M) 0 (2, A)] e
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bulunur. ilk integralde kismi integrasyon yapilirsa

™

[0 01 . 0) = 24 2. 00) 03 M) o =

— [er@ad@ @) - [ @A d @)

™

= (0 (@A) B2 (M) [E — / B (2, An) ) (2, M) ez —

0
T

(@1 (M) @ (2 A [T+ / o1 (2 M) @ (2, M) dt

= ¥ (7T7 /\n) 2 (7Ta )‘n) — ¥ (0, )\n) ¥q (0, /\n) — @y (m, /\n) P2 (77, )‘n) +

1 (0.0 5 (0, 0) + / (@1 (2 An) € (2, hn) — B (2 M) 04 (2, A)]

Bu integral

™

o2 = / [ (2, 7)1 (2, An) — B (2 M) 03 (2, A)] it —

= [ 101 @) (00 = (0 0) 4 (2 M) d
0
de yerine yazilirsa
04721 = {9 (7T7 )\n) ¥1 (7r, )‘n) — ¥ (7r, )‘n) P2 (7?, )‘n) — ¥y (O, )‘n) ¥1 (O, )‘n) +

o (0.00) @3 (0.0) + / (21 (2 M) @ (2, M) — B (@3 M) 94 (@, M) —

™

- / (1 (2 An) 2 (2, An) — B (2 M) 24 (2, A)]

04721 = 9b2 (77'7 )‘n) ¥1 (ﬂ'a )‘n) - 9271 (ﬂ-a )‘n) P2 (7T7 )‘n) - 9b2 (07 )‘n) ¥1 (Oa )‘n) +
+©1 (0, M) 02 (0, An)

elde edilir. Burada ¢; (0,\,) = 1, v, (0,\,) = h (y2(0) — hy; (0) = 0 oldugundan)

aliirsa

_9b2 (Oa )‘n) $1 (Oa )‘n) + 9271 (Oa )‘n) 2 (07 )‘n) = _9b2 (Oa )‘n) + h9b1 (Oa )‘n)
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= e (0.0 + oy (00)] = 5 (0) = 0

bulunur. Buna gore

O‘i = ¥y (7Ta )‘n) oy (7, /\n) — ¢y (m, /\n) P2 (77, )‘n)

olur. Burada ¢, (m, \,) + Hepy (7, A,) = 0 olup ¢, (7, \,) = —He, (7, A\,) oldugu

gozoniine alinirsa
04721 = @o (T, An) 01 (T, An) + Hy (71, M) 1 (7, An)

04721 = 01 (m, An) [@2 (T, An) + Hpy (m, )]
al = ¢y (m,0) D (\n)

elde edilir.
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