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OZET

Oklid ve yar1-Oklid uzaylarindaki bir altmanifoldun geometrik ézelliklerini anlamak icin,
tizerinde calisilan en 6nemli tasvirlerden (doniistimlerden) biri; altmanifoldun konum vektorii-
diir. Bu dogrultuda, 2001 yilinda B. Y. Chen tarafindan, Oklid uzaylarindaki sabit oran (CR)
altmanifold kavranu tanitilmistir. M, E™ Oklid uzaymin bir altmanifoldu ve x : M —s E™ mani-
foldun konum vektorii olsun. x konum vektorii, x = x” + x* seklinde ayristirilabilir. Burada x”
ve x*, sirastyla, x konum vektoriiniin tegetsel (teget) ve normal bilesenleridir. Eger, bu iki vek-
toriin uzunluklar orani sabit ise, bu durumda M altmanifolduna sabit oran (CR) altmanifoldu
veya esit acili altmanifold denir.

Ozel olarak karsit boyutun bir olmas1 durumunda, M bir CR hiperyiizeyi ise, bu durumda x
konum vektoriiniin x” teget bileseni, M hiperyiizeyinin bir asli dogrultusudur. Oysa, bu duru-
mun tersi genelde dogru degildir. Ornegin, Y. Fu ve M. I. Munteanu E* Oklid uzayindaki tiim
donel yiizeylerin bu 6zelligi sagladigin1 gostermislerdir. Fakat, bir donel yiizeyin bir CR yiizeyi
olmasi icin, bu donel yiizeyinin profil egrisini 6zel olarak segmek gerekir. Bu nedenden dolayi,
CR yiizey kavrami genellestirilerek genellestirilmis sabit oran (GCR) yiizey kavrami, Y. Fu ve
M. 1. Munteaunu tarafindan literatiirde 2014 yilinda sunulmustur: Eger, M yiizeyinin x konum
vektoriiniin x” teget bileseni, bu yiizeyin bir asli kanonik dogrultu ise, o zaman M yiizeyine
genellestirilmis sabit oran (GCR) yiizeyi denir.

Tezde de anlatilacag: tizere, GCR yiizeyleri ayn1 zamanda asli kanonik dogrultuya sahip bir
(CPD) yiizeylerinin, daha acik olarak, yiizeyin x konum vektorii yerine 6zel olarak, E/*! uza-
yindaki sabit bir k£ vektoriiniin alinmasiyla karakterize edilen yiizeylerinin bir genellestirilmesi
olarak da diisiiniilebilir.

Yukaridaki tanimlar g6z Oniine alindiginda, bu tanimlarin hiperyiizeyler i¢in de ayni sekilde
yapilabilecegi kolaylikla goriiliir. Diger taraftan, karsit boyutun birden biiyiik oldugu durumda
ise, CPD altmanifold tanimi yapilirken, literatiirde S X R ve H" X R uzaylarindaki A—sinifi dal-
dirma tanimi kullanilmigtir. Bu tez calismasinda, R. Tojiero ve B. Mendoca tarafindan verilen

bu tanim kullanilarak Oklid ve yar1-Oklid uzaylarinin bir altmanifoldu igin su sekilde genel-
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lestirilmigtir: Eger o altmanifoldun konum vektoriiniin teget bileseni, tiim sekil operatdrlerinin
asli dogrultusu ise, bu altmanifolda GCR altmanifold denir.

Doktora tezi olarak hazirlanan bu calismada, Oklid ve yari-Oklid uzaylarinda genellestiril-
mis sabit oran (GCR) altmanifoldlar ele alinmistir ve bu tez alt1 boliim halinde diizenlenmistir.
Tezin ilk iki boliimiinde tezin konusu ile ilgili bazi1 genel bilgiler verilmis; ti¢iincii, dordiincii ve
besinci boliimlerinde ise, elde edilen orijinal sonuglar sunulmustur. Altinct boliimde ise, elde
edilen sonuclar degerlendirilip, agik problemler sunulmustur. Tezin organizasyonu su sekilde-
dir:

Birinci boliimde; genellestirilmis sabit oran (GCR) altmanifoldlarinin tarihcesi ve altmani-
foldlarin geometrik Ozellikleri goz Oniine alinarak yapilan calismalar 6zet halinde ifade edil-
mistir. Ikinci béliimde; tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Uciincii boliimde; E* Oklid uzayinda karsit boyut iki olan, sirasiyla, sabit ac1 (CAS) yiizeyleri,
asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizeyleri, sabit egim (CSS) yiizeyleri ve son olarak da ge-
nellestirilmis sabit oran (GCR) yiizeyleri siniflandirilmistir. Dordiincii boliimde; ilk olarak E’f+1
Minkowski uzayindaki asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) hiperyiizeylerinin baz1 geometrik
ozellikler incelenerek bu boliimde kullanilacak olan 6nemli teorem ve sonuclar verilmistir.
Sonrasinda, E? Minkowski uzayinda karsit boyut bir olan asli kanonik dogrultuya sahip (CPD)
yiizeyleri icin yeni bir siniflandirma elde edilmistir. Ayrica, bu yiizeylerin minimal (maksimal)
olma durumlari incelenmis ve bazi onemli karakterizasyonlar verilmistir. Son olarak ise, light-
like sabit dogrultu ile iligkili sabit ag1 (CAS) yiizeyleri i¢in simiflandirma verilmistir. Beginci
boliimde; ilk olarak E’l”l Minkowski uzayindaki genellestirilmis sabit oran (GCR) hiperyiizey-
lerinin baz1 geometrik 6zellikleri incelenerek, bu boliimde kullanilacak olan 6nemli teorem ve
sonug¢lar elde edilmistir. Sonrasinda, E‘lt Minkowski uzayinda karsit boyut bir olan genellestiril-
mis sabit oran (GCR) yiizeyleri icin simiflandirma elde edilmigtir. Son boliim de ise; oncelikle

elde edilen sonuclar degerlendirilmis ve sonrasinda bazi acik problemler ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler :  Oklid Uzaylari, Minkowski Uzaylar1, Sabit A¢1 Yiizeyleri, Asli Kanonik
Dogrultu, Asli Kanonik Dogrultuya Sahip Yiizeyler, Sabit Oran Yiizeyle-
ri, Sabit Egim Yiizeyleri, Genellestirilmis Sabit Oran Yiizeyleri, Hiperyii-
zeyler, Gauss-Kronicker Egriligi, Ortalama Egriligi, Flat Yiizeyler, Mini-

mal Yiizeyler, Maksimal Yiizeyler.
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SUMMARY

Generalized Constant Ratio Submanifolds of Semi-Euclidean Spaces

One of the most basic objects studied to understand geometrical properties of a subma-
nifold of a Euclidean space or semi-Euclidean space is its position vector. In this direction,
the notion of constant ratio (CR) submanifolds in Euclidean spaces introduced by B. Y. Chen.
For each Riemannian manifold M isometrically immersed in E’, there is a natural orthogonal

decomposition of the position vector x at each point on M; namely

X:)CT+XJ'

where x” and x* denote the tangential (tangent) and normal components of x, respectively. If
the ratio of length of these two vectors is constant, then M is said to be a CR submanifold or
an equiangular submanifold.

In the particular case of the codimension= 1, if M is an CR hypersurface, then the tangential
part x” of x is a principal direction of M. However, the converse of this statement does not hold
in general. For example, it is proved that all of rotational surfaces in E> have this property. But
a rotational surface is not a CR surface unless its profile curve is chosen specifically. Therefore,
the definition of generalized constant ratio (GCR) surface has been recently given: If x” is a
principal direction of a surface, then the surface is said to be a GCR surface. In Euclidean and
semi-Euclidean spaces, generalized constant ratio (GCR) submanifolds have been studied and
obtained some new important results by many researchers interested in geometry. There are
still many open problems in this regard.

As also mentioned in the thesis, GCR surfaces can also be thought as a generalization of
the surface endowed with canonical principal direction (CPD) obtained by taking a constant
vector k rather than the position vector x.

Given the above definitions, it is easy to see that these definitions can be made the same for
hypersurfaces. However, when the GCR submanifold is defined, the definition of the A—class

of the S”" xR and H" X R spaces is used in the case of codimension being larger than one.
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By using this definition given by R. Tojiero and B. Mendoza, a submanifold of Euclidean and
semi-Euclidean spaces is called a GCR submanifold if the tangential component of the position
vector of that submanifold is the principal direction of all shape operators.

In this thesis, the generalized constant ratio (GCR) submanifolds in Euclidean and semi-
Euclidean spaces are discussed and this thesis is organized into six sections. In the first two
chapters of the thesis, some general information about the topic of the thesis is given; In the
third, fourth and fifth sections, the main results are presented. The organization of thesis is as
follows:

In the first chapter; papers studied by considering the geometric properties of generalized
constant ratio (GCR) submanifolds and the submanifolds are summarized. In Chapter 2; basic
definitions and theorems to be used throughout the thesis are given. In Chapter 3; we have
classified constant angle (CAS) surfaces, surfaces endowed with constant canonical direction
(CPD) surfaces, constant slope (CSS) surfaces and finally generalized constant ratio (GCR)
surfaces with codimension= 2 in E* Euclidean space, respectively. In Chapter 4; firstly we give
some important theorems and results to be used in this section by investigating some geometri-
cal properties for hypersurfaces endowed with canonical principal direction (CPD) in Minko-
wski space E’f“. In addition, a classification was made for surfaces endowed with a canonical
principal direction (CPD) with codimension= 1 in Minkowski space Ef Subsequently, minimal
(maximal) cases of these surfaces have been investigated and have been given some important
characterizations. Finally, we give a new classification for constant angle (CAS) surfaces with a
light-like constant direction. In Chapter 5; firstly we give some important theorems and results
to be used in this section by investigating some geometrical properties for generalized constant
ratio (GCR) hypersurfaces in Minkowski space E’l’“. In addition, a classification was made for
generalized constant ratio (GCR) surfaces with codimension= 1 in Minkowski space E‘l‘. In the

last chapter; first the obtained results are evaluated and then some open problems are revealed.

Keywords: Euclidean Spaces, Minkowski Spaces, Constant Angle Surfaces, Canonical Princi-
pal Direction, Surfaces Endowed With Canonical Principal Direction, Constant
Ratio Surfaces, Constant Slope Surfaces, Generalized Constant Ratio Surfaces,
Hypersurfaces, Gauss-Kronicker Curvature, Mean Curvature, Flat Surfaces,

Minimal Surfaces, Maximal Surfaces.
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SEMBOLLER LISTESI
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Distribiisyon
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1 GIRIS

Oklid ve yar1-Oklid uzaylarindaki bir altmanifoldun geometrik dzelliklerini anlamak icin, iize-
rinde caligilan en 6nemli tasvirlerden (doniisiimlerden) biri, altmanifoldun konum vektoriidiir.
M, E” yan—()klid uzayinin bir altmanifoldu ve x : M — E!’, manifoldun konum vektorii ol-
sun. O zaman M altmanifoldunun her bir noktasindaki x konum vektoriiniin dogal bir ortogonal
ayrisimi;

.)C:)CT+.)CL

seklindedir. Burada x” ve x*, sirasiyla, x konum vektoriiniin tegetsel (teget) ve normal bi-
lesenleridir. Oklid ve yar1-Oklid uzaylarindaki konum vektoriiniin geometrisinin gelisiminde
biiyiik bir katki [5, 7] makalelerinde, B. Y. Chen tarafindan yapilmistir. Oklid ve yari-Oklid

uzaylarinda M bir altmanifold ve x bu altmanifoldun konum vektorii olmak iizere, eger, ||xT||

(81ra81yla, xL”) uzunlugu sabit ise, bu durumda M altmanifoldu 7'—sabit altmanifold (sira-

styla, N—sabit altmanifold) olarak isimlendirilir, [S]. Bu makalede, B. Y. Chen tarafindan bu

tipteki altmanifoldlar i¢in, tam birer siniflandirma ve bircok 6rnek vermistir.
Al
X
(Bl
foldu denir. Bu kavram ilk olarak 2001 yilinda B. Y. Chen tarafindan [4] numarali makalesinde

Diger taraftan, eger = sabit ise, o zaman M altmanifolduna sabit oran (CR) altmani-

verilmistir. Ayrica, E"*! Oklid uzaylarindaki CR hiperyiizeyleri; ya merkezi orijinde olan E"*!
Oklid uzayindaki S"(r) hiperkiiresinin agik bir parcasidir, ya merkezi orijinde olan koninin agik

bir parcasidir, veya parametrizasyonu;
.X(S, uz, M3, ] ui’l) = (CS)Y(Sa uz, M3, ] un)

seklindedir. Burada {s,u>,us,...,u,} sistemi, hiperyiizey tizerindeki yerel koordinat sistemidir

ve Y(s,uy, us,...,u,); merkezi orijinde olan S"(1) birim hiperkiiresinde,

o Y, Yy,,Yy,,...,Y,, vektorlerinin herbirine dik,

o [I¥ill= VI-c?/(cs),



kosullarin1 saglayan bir parametrizasyondur.

[6] numarali makalede B. Y. Chen tarafindan, sabit oran (CR) altmanifold geometrisinin,
Fizik bilimdali ile arasidaki iligki izah edilmistir: Newton’un ters-kiip yasasina uyan orijinde
bulunan bir merkez ¢ekim kuvvetine maruz kalan bir par¢acigin yoriingesi bir sabit oran egri-
sidir. [26] numarali makalede, yazarlar tarafindan bir diizlemde bulunan sabit oran egrilerinin,
tam olarak D. Thompson tarafindan [53] de izah edilen logaritmik (esit agili) spirallere karsilik
geldigi ve bu nedenden dolayi sabit oran (CR) altmanifoldlarini, Thompson’in logaritmik (esit
acil) spirallerinin daha yiiksek boyuttaki versiyonu oldugu ayrintili bir sekilde izah edilmistir.

Ozel olarak, sabit oran (CR) yiizeyler, logaritmik (veya esit ac1l1) spiralin 2-boyutlu mo-
deline benzer olarak 3-boyutlu biiylime modelleri olarak kabul edilir. Temel biiyiime modelle-
rinin, ozellikle logaritmik spiral bakimindan, kapsamli ve tam bir tanim1 K. Boyadzhiev tara-
findan verilmistir, [1]. Bu nedenle, baz1 makalelerde sabit oran (CR) altmanifoldlari, esit a¢ili
altmanifoldlar olarak adlandirilmistir, [1].

Yakin gecmiste, K. Boyadzhiev den bagimsiz olarak, M. I. Munteanu tarafindan sabit egim
(CSS) yiizey (Logaritmik spiral) kavrami, dogada ve bilimde onemli bir yeri olan helis egrisi
kavrami diisiiniilerek ortaya atilmigtir. Bilindigi gibi, sabit bir dogrultu ile sabit bir a¢1 yapan
egriler helis olarak adlandirilir. Sabit egim yiizeyi kavrami ise, bu dogrultuda; > Acaba, Oklid
uzayinda konum vektorii ile sabit ac1 yapan yiizeyler var m1?” sorusunun cevabi olarak, bahse-
dildigi gibi [46] numarali makalede Munteanu tarafindan, Oklid uzaylarinda sabit egim (CSS)

yiizey kavrami ifade edilmistir. Bu tanim daha genel olarak asagidaki gibi verilebilir:

Tamm 1.1. E**! yari-Oklid uzayinda dejenere olmamus bir M™ altmanifoldu goz éniine alinsin
ve bu altmanifoldunun konum vektorii x ile gosterilsin. Eger (x,e;,+1) =sabit olacak sekilde pa-
ralel bir e, normal vektorii varsa, o zaman M altmanifolduna, sabit egim (CSS) altmanifoldu

denir.

E? Oklid uzaylarindaki CSS yiizeyleri; ya E* Oklid uzayindaki orijin merkezli S kiiresinin
acik bir pargasidir, ya da

x(u,v) = usin6( cos£F(v) +sinEf (V) X f(v))

seklinde parametrize edilir. Burada, 6 sifirdan farkli sabit bir agidir, & = £(u) = cotflogu ve f,

S? kiiresinde yatan birim hizli bir egridir. Oklid uzaylarinda diiz bir CSS yiizeyi bir diizlemin
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veya bir koninin acik bir parcasidir ve ayrica, minimal CSS yiizeyleri bir diizlemin acik bir
parcasidir. Bu kavram ayrica yari-Oklid uzaylarinda [18, 20] makalelerinde incelenmistir.
Helis kavramindan yola ¢ikilarak elde edilen bir diger ylizey kavramu ise, sabit ag1 (CAS)
yiizeyleridir. Bu yiizeyler, CSS yiizeylerinin konum vektorlerinin 6zel bir se¢im ile, yani, yiize-
yin konum vektorii yerine E” uzayindaki sabit bir k dogrultusu alinarak elde edilen yiizeylerdir.
Bu tipteki yiizeyler ayn1 zamanda, yiizeyin normal vektorii ile bu sabit dogrultunun arasindaki
ac1 sabit olan yiizeyler olarak ifade edilir. Bu tamim daha genel olarak asagidaki gibi ifade

edilebilir:

Tamm 1.2. E!*! yari-Oklid uzayinda dejenere olmamuis bir M™ altmanifoldu gz oniine alinsin
ve bu uzaydaki sabit bir dogrultu k ile gosterilsin. Eger (k,en+1) =sabit olacak sekilde paralel

bir ey+1 normal vektorii varsa, o zaman M altmanifolduna, sabit a¢i (CAS) altmanifoldu denir.

Aciklama 1.3. Boliim 3.1 de anlatilacag iizere, M yiizeyi bir CAS yiizeyi ise, bu durumda k

sabit vektoriiniin tegetsel bilegeni k' ; ki = 0 asli egriligine karsilik gelen bir asli dogrultudur.

Son yillarda bu konuda, farkli cevreleyen uzaylarinda bircok ¢aligmalar yapilmistir, [2,
9, 10, 11, 19, 24, 17, 42, 45, 54]. C)megin, R. Lopez ve M. I. Munteanu [42] makalesinde;
E? Minkowski uzayinda time-like sabit bir dogrultu ile iligkili sabit ag1 (CAS) yiizeyleri i¢in
kismi bir siniflandirma vermiglerdir ve bu uzaydaki CAS yiizeylerinin diiz oldugu sonucuna
varmiglardir. Dahasi, bu makalede teget acilabilir (sirasiyla, silindir, koni) bir yiizeyin bir CAS
ylizeyi olmasi i¢in, iirete¢ egrisinin bir helis (sirastyla, diiz bir dogru, cember) egrisi olmasi
gerek ve yeter oldugu elde edilmigtir. Ayrica Boliim 3.1 ve Boliim 4.2 de anlatilacagi iizere, bu
konuyla ilgili elde edilen baz1 sonuglar [31, 35] numarali konferans bildirilerinde sunulmustur.

[10, 11, 19] makalelerinde, M? X R carpim manifoldlarindaki sabit ac1 (CAS) yiizeyleri
incelenmis ve sabit dogrultu olarak R—dogrultusu se¢ilmis ve bu yiizeyler i¢in bazi 6nemli si1-
niflandirma sonuglari verilmistir. Burada, R—dogrultusunun, daldirilmis yiizeyin teget diizlemi
tizerine olan izdiisiimii; iligkili asli egriligi sifir olan bir asli dogrultudur.

[12, 13] makalelerinde F. Dillen ve digerleri tarafindan S x R ve H? xR carpim uzayla-
rinda tanimlanan sabit a¢1 yilizey kavramindan yola cikilarak, literatiirde ilk kez asli kanonik
dogrultuya sahip (CPD) yiizeyleri iizerinde ¢alisilmis ve bu yiizeyler icin bazi 6nemli sinif-

landirma sonuglar elde etmiglerdir. Bu yiizeyler i¢in ise; burada R—dogrultusunun daldirilmis
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yiizeyin teget diizlemi lizerine olan izdiistimii; iligkili asli egriligi sifirindan farkli olan bir asli
dogrultudur. Bu nedenle de, bu izdiisiim asli kanonik dogrultu olarak adlandirilmistir. Boylece,
bu tipteki yiizeyler, asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizey olarak adlandirilmistir. Tez
boyunca, F. Dillen ve digerleri tarafindan kullanilan bu isimlendirme kullanilacaktir. [23] nu-
marali makalede ise, E. Garnica, O. Palmas ve G. Ruiz-Hernandez tarafindan Oklid uzayindaki
keyfi bir X vektor alani ile iligkili asli kanonik dogrultuya sahip hiperyiizeyler tanimlanmis-
tir. Ayrica [12, 13] makalelerinde yapilan calisma daha sonra, R. Tojiero tarafindan, S"” XR ve
H" xR ¢arpim uzaylarindaki hiperyiizeylere tasinmistir, [54]. R. Tojiero tarafindan bu tiir hiper-
yiizeylere A-sinifi daldirma denilmigtir. Daha sonra ise, [44] numarali makalede bu kavram
S" xR uzayinda karsit boyutun birden biiyiik oldugu duruma genellestirilmistir. Karsit boyutun
birden biiyiik oldugu durum g6z Oniine alinarak, asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizey

kavrami, asagidaki gibi ifade edilebilir:

Tamm 1.4. E'*! yari-Oklid uzayinda M dejenere olmamus bir yiizey ve k € EM*! sabit vektorii
g0z oniine alinsin. Eger, kT teget bileseni M vyiizeyinin tiim sekil operatorlerinin bir asli dog-
rultusu ise, o zaman k' vektor alamina M vyiizeyinin asli kanonik dogrultusu denir. Bu durumda

M yiizeyine, k sabit vektorii ile iliskili asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizey denir.

Bir CAS yiizeyinin bir CPD yiizeyi oldugu, Ac¢iklama 1.3 den goriilebilir. Bununla birlikte,
Boliim 3.2 de goriilecegi tizere, M bir CPD yiizey ise, k sabit vektorii ile N normal vektorii
arasindaki ac1 sabit degildir. Dolayisiyla her CPD yiizeyi, CAS yiizeyi degildir. O halde, Tanim

1.2 goz 6niinde bulundurularak asagidaki 6nemli agiklama verilebilir:

Aciklama 1.5. EZ” yari-Oklid uzayinda M, dejenere olmamugs bir CPD yiizey ve bu yiizeyin
tiim sekil operatorleri kosegenlestirilebilir olsun. Eger, M CPD Yyiizeyinin birinci asli egriligi

ki =0 ise, M yiizeyi bir CAS yiizeyidir.

CPD yiizeyleri ayrica, Oklid ve Minkowski uzaylarinda [47, 48] numarali makalelerinde
incelenmislerdir ve bu tipteki yiizeylerin birer silindir oldugu sonucuna varmislardir. Ayrica,
minimal CPD yiizeyleri birer katenoid, diiz CPD yiizeyleri ise, birer genellestirilmis silindirdir.
[37] numarali makalede A. Kelleci, M. Ergiit ve N. C. Turgay tarafindan, CPD yiizeyleri i¢in
[48] de kismi bir sekilde elde edilen simiflandirma tamamlanmistir ve bu yiizeyler i¢in yeni

karakterizasyonlar elde edilmistir. Bu konuyla ilgili elde edilen bazi1 sonuglar, Béliim 3.2 ve
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Boliim 4.1 de verilecegi iizere, [28, 29, 32, 33, 34, 35, 36] numarali konferans bildirilerinde
sunulmustur.

Oklid 3—uzaylarinda ¢ok yakin gecmiste, [21] numarali makalede Y. Fu ve M. 1. Munte-
anu tarafindan, CPD ve CSS yiizey kavramlarindan yola ¢ikilarak yeni bir yiizey kavramindan
bahsetmiglerdir. CSS yiizeyleri; esit acil1 yilizeyler ve dolayisiyla da B. Y. Chen’in tanimlamig
oldugu CR yiizeyleri ile ilskili oldugundan, [21] de tamimlanan bu yiizeylere genellestirilmis
sabit oran (GCR) yiizeyleri ad1 verilmistir. Bu kavram daha genel olarak asagidaki gibi verile-

bilir:

Tanim 1.6. E’l’“ yari-Oklid uzayinda dejenere olmamus bir M™ altmanifoldu goz oniine alinsin
ve x, M altmanifoldunun konum vektorii olsun. Eger x konum vektoriiniin xT tegetsel bileseni,
tiim sekil operatorlerinin ozvektorii ise, M altmanifolduna genellestirilmis sabit oran (GCR)

altmanifoldu denir.
Bu kavram ve Tanim 1.1 goz oniinde bulundurularak asagidaki 6nemli agiklama verilebilir:

Aciklama 1.7. M, E’I’” yari-Oklid uzayinda dejenere olmamis bir GCR yiizey ve M yiizeyinin
tiim sekil operatorleri kosegenlestirilebilir olsun. Eger, M GCR yiizeyinin konum vektorii ile

yiizeyin paralel bir e3 normal vektorii arasindaki agi sabit ise, M yiizeyi bir CSS yiizeyidir.

[21] numarali makalede, E? Oklid uzaylaridaki GCR yiizeylerinin parametrizasyonu;

x(s,1) = s(cosu(s) f(t) + sinu(s) f(¢) X f'(1)) (1.1

seklinde elde edilmistir. Burada, u(s) = f &f(s)ds, 6 ¢ {0,5} ag1 fonksiyonu ve f fonksiyonu
da S? iizerindeki birim hizli bir egridir.

Ayrica B3 Oklid uzaylarinda (1.1) ile verilen GCR yiizeyleri; yiizeyin konum vektdriiniin
teget bilesenine karsilik gelen asli egriligi sabit olan bir yiizey ise, ya bir diizlemin, bir kiirenin,
bir silindir ylizeyinin acgik bir parcasidir, veya bir teget acilabilir bir yiizeydir ya da Gauss
egriligi sabit olmayan bir yiizeydir. Dahasi, E3 Oklid uzaylarindaki diiz GCR yiizeyleri, ya bir
diizlemin, ya bir silindirin acik bir parcasidir ya da teget acilabilir bir yiizeydir ve ayrica sabit
ortalama egrilikli GCR yiizeylerinin, donel yiizey oldugu elde edilmistir.

[16, 55] makalelerinde Oklid ve yari-Oklid uzaylarindaki GCR hiperyiizey kavrami veril-
mistir. N. C. Turgay, [55] de E**! Oklid uzaylarindaki GCR hiperyiizeylerini incelemis ve bazi
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onemli sonuglar elde etmistir. Ayrica, GCR hiperyiizeyleri ile bikonzervatif hiperyiizeylerin
ortak ozelliklerinden bahsetmistir. Dahasi, GCR hiperyiizeyleri i¢in elde edilen sonuclar1 goz
ontinde bulundurarak bazi 6rnekler vermistir. A. Kelleci, M. Ergiit ve N. C. Turgay, [16] maka-
lesinde, D. Yang, Y. Fu ve L. Li tarafindan [56] makalesinde Ef Minkowski uzayinda incelenen
space-like GCR yiizeyleri i¢in elde edilen sonuglardan bagimsiz olarak, daha yiiksek boyuttaki
hiperyliizeyler i¢in baz1 onemli sonuclar elde edilmistir. E? Minkowski uzayinda time-like GCR
yiizeyleri ise, [22] numarali makalede Y. Fu ve D. Yang tarafindan incelenmis ve bu yiizeyler
icin baz1 siniflandirma sonuglar1 verilmistir.

E? Minkowski uzaylarindaki diiz GCR yiizeyleri, E* Oklid uzaylarinda elde edildigi gibi
ya bir diizlemin veya bir silindirin agik bir parcasidir ve ayrica sabit ortalama egrilikli GCR
yiizeyleri de yine bir donel ylizeye karsilik gelmektedir. Ayrica bu konuyla ilgili elde edilen
bazi sonuglar, [30, 33] numarali konferans bildirilerinde sunulmustur.

Bu tez ¢aligmasinda, Oklid ve yar1-Oklid uzaylarinda genellestirilmis sabit oran (GCR) alt-
manifoldlari ele alinmistir ve bu tez alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Tezin ilk iki boliimiinde
tezin konusu ile ilgili baz1 genel bilgiler verilmis; li¢iincii, dordiincii ve beginci boliimlerinde
ise, elde edilen ana sonuglar sunulmustur. Altinci boliimde ise, elde edilen sonuglar degerlen-
dirilip, agik problemler sunulmustur. Tezin organizasyonu su sekildedir:

Birinci boliimde; genellestirilmig sabit oran (GCR) altmanifoldlarinin tarihgesi ve altmani-
foldlarin geometrik 6zellikleri gbz Oniine alinarak yapilan calismalar 6zet halinde ifade edil-
mistir. Ikinci boliimde; tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Ugiincii boliimde; E* Oklid uzayinda karsit boyut iki olan, sirastyla, sabit ac1 (CAS) yiizeyleri,
asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizeyleri, sabit egim (CSS) yiizeyleri ve son olarak genel-
lestirilmis sabit oran (GCR) yiizeyleri siniflandirilmistir. Dordiincii boliimde; ilk olarak E’l”l
Minkowski uzayindaki asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) hiperyiizeyleri i¢in baz1 geomet-
rik ozellikler incelenerek bu boliimde kullanilacak olan 6nemli teorem ve sonuclar verilmistir.
Sonrasinda, E? Minkowski uzayinda asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizeyleri icin sinif-
landirma elde edilmistir. Ayrica, bu yiizeylerin minimal (maksimal) olma durumlar1 incelenmis
ve bazi 6nemli karakterizasyonlar verilmistir. Son olarak ise, light-like sabit dogrultu ile ilis-
kili sabit ag1 (CAS) yiizeyleri i¢in yeni bir stniflandirma verilmistir. Besinci boliimde; ilk olarak

E’l’“ Minkowski uzayindaki genellestirilmig sabit oran (GCR) hiperyiizeyleri i¢cin bazi geomet-



rik ozellikler incelenerek bu boliimde kullanilcak olan onemli teorem ve sonuglar verilmistir.
Sonrasinda, ]E.‘lt Minkowski uzayinda karsit boyut bir olan genellestirilmis sabit oran (GCR)
yiizeyleri i¢in simmiflandirma elde edilmistir. Son boliim de ise; dncelikle elde edilen sonuglar

degerlendirilmis ve sonrasinda bazi agik problemler ortaya konulmustur.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. M bir Haussdorff uzay olsun. Eger her p € M icin, R™ deki bir acik ciimleye
homeomorfik olacak sekilde p noktasinmin agik bir U komsulugu varsa, M Haussdorff uzayina
bir topolojik manifold veya kisaca manifold denir. Bu durumda boy(R™) = m oldugundan, M

manifoldunun boyutu m olarak tamimlidir, [25, 52].

Tanim 2.2. M, m—boyutlu manifold olsun. M iizerinde ¢, : Uy C M — R" koordinat harita-
larin bir ailesi olan J bir indeks ciimlesi olmak iizere, A = {(¢q, Uy)|la € J} kiimesi icin, asa-
gidaki sartlar saglaniyorsa, ‘A kolleksiyonuna M iizerinde n. mertebeden diferensiyellenebilir

yvapi (veya atlas) denir;

1. {Uyla € J} agik kiimelerinin kolleksiyonu M manifoldunun bir acik bir ortiisiidiir, yani,

UaeJUQ =M.

2. Herhangi iki koordinat haritast n. mertebeden wyumludur. Yani, Va, € J icin, Wy =
Uy N Ug ciimlesi bogtan farkli ise, pq 0 (,0[;1 : 0(Wop) — 0o (Wop) fonksiyonlart C"(Wyp)-

smifindandir.

3. A maksimaldir, yani bir (g, U) haritast A daki biitiin koordinat atlaslar ile uyumlu ise,

bu durumda (E,U) € Adr

Bir M manifoldu iizerinde n < m olmak iizere, n. mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas
varsa, M manifolduna n. mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir. Ayrica, atlas her
mertebeden diferensiyellenebiliyorsa, M manifolduna C*-manifold veya kisaca diferensiyelle-

nebilir manifold denir, [15, 52].

Tamm 2.3. M ve M, swrasiyla, m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve

x : M — M diferensiyellenebilir ~doniigim olsun. Eger N¥p € M noktasinda,
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dx, : TpyM — Tx(p)ﬁ tiirev doniisiimii 1-1 ise, o zaman x doniisiimiine daldirma (immersiyon)

denir, [3, 14, 15].

Tamm 2.4. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, ozaman M iizerinde tanim ciim-
leleri M yi orten haritalarin bir A koleksiyonu vardir. Eger N, € A haritalar icin, J(p, ) =
det(dy'|dx)) Jakobiyen determinant fonksiyonu pozitif ise, M manifolduna yonlendirilebilir
manifold veya kisaca yonlendirilebilirdir denir. Ayrica, ‘A koleksiyonu da M icin, yonlii bir

atlas olarak adlandrilir, [14, 51, 52].

Tanmm 2.5. « : [ — M egrisi verilsin. X € x(M) olmak iizere, @' = X, kosulunu saglaniyorsa,

yani, ¥t € I i¢in, &' (t) = X, ise, a egrisine X vektor alanmimin bir integral egrisi denir, [25, 50].

Tamm 2.6. M diferensiyellenebilir bir manifold ve manifold iizerindeki vektor alanlarinin

ciimlesi (M) olsun. Bu durumda, X,Y,Z € y(M) vektor alanlari ve f € C*(M,R) icin,
Vix(M)Xx(M) — x(M)
ile tanimli ve
1. Vx.yZ=VxZ+VyZ
2. Vx(Y+2Z)=VxY+VxZ
3. VexY = fVxY
4. Vx(fY) =X()Y + fVxY

kosullarint saglayan V doniisiimiine afin veya lineer konneksiyon denir, [14, 25, 51, 52].

Tamm 2.7. M bir manifold ve V, M iizerindeki konneksiyon olsun. M manifoldunun bir U agik
komsulugundaki ¢ati {ey,e,...,e,} ve wi(e;) = 6;; olacak sekildeki dual ¢ati {w,w>,...,w,}
olsun. Bu durumda,

wij x(M) — C*(M,R)

X — w;j(X)
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ve

Vxei= ) wij(X)e;, i=1,...,n, 2.1

n
j=1
ile tamumli w;j; 1-formlarina, V konneksiyonunun konneksiyon 1—formlari denir, [51, 52].

Tanim 2.8. M diferensiyellenebilir bir manifold ve « : I — M bir egri olsun. o’ = da(d%)
olmak iizere, eger Vo X = 0 ise, X vektor alanina a boyunca paraleldir denir. Eger VY € y(M)

vektor alanlari icin, VyX = 0 ise X vektor alani paraleldir denir, [25, 51].

Tamim 2.9. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eger a : [ — M egrisinin teget vektor

alani, @ boyunca paralel ise, yani Vo' =0 ise, a egrisine jeodezik denir, [25, 51].

2.1 Yari-Riemann Manifoldlar:

Tanim 2.10. V sonlu boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde b : VXV — R, R-bilineer
fonksiyonuna bilineer form denir. Ayrica, b bilineer formu Yv,w € V icin, b(v,w) = b(w,v) ko-

sulunu sagliyorsa, b formuna simetrik bilineer form denir, [8, 50].

Tanim 2.11. V iizerindeki b simetrik bilineer formu,
i) YveV,v+#0olacak sekilde b(v,v) > 0 ise, pozitif tanimlidr,
ii) YveV,v#0 olacak sekilde b(v,v) < 0 ise, negatif tanimlidr,
iii) Yw € Vicin, b(v,w) = 0 kosulu sadece v = 0 icin saglaniyorsa, dejenere olmanustir,

denir, [8, 50].

Tamim 2.12. V reel vektor uzay: iizerindeki b simetrik bilineer formunun v indisi, b|w) negatif
tamumli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W C 'V altuzayinin boyutudur. b nin indisi v ise 0 <v <

boyV dir, [8, 50].
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Tamim 2.13. V iizerinde tanimli b simetrik bilineer formu dejenere olmamaus ise, b ye V iizerinde

bir skalar carpim denir ve g ile gosterilir, [8, 50].

Tamm 2.14. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde tanimli g skalar carpimu,
sabit indisli ise, g ye bir metrik tansor denir. Bu durumda, (M, g) ikilisine bir yari-Riemann
manifoldu denir. Ayrica, g metrik tansorii M manifoldunun birinci temel formu olarak da ad-

landirilir, [50].

Teorem 2.15. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde torsiyonsuz

ve g metrigi ile uyumlu (Vg =0), yani VX, Y,Z € y(M) icin,
1. [X,Y]=VxY-VyX
2. Xg(Y,2) = g(VxY,2) +g(Y,VxZ)

kosullarint saglayan bir tek V afin konneksiyonu vardir.

Bu konneksiyona, M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir ve bu konneksiyon

28(VxY,Z) = Xg(Y,Z2)+Yg(Z,X)-Zg(X.Y)

+8([X,Y1,2) - g([Y.Z],X) + g(IZ, X1, Y)

seklindeki Kozsul 6zdegligi ile karakterize edilir;, [8, 14, 50, 52].

Tanim 2.16. M bir yari-Riemann manifoldu ve iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V ile gos-

terilsin. M iizerinde

R+ x(M)Xx(M)Xx(M) — x(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z=RxyZ
= VxVyZ-VyVxZ- V[X’Y]Z
seklinde tanmimli R, (3,1) tensor alamina V konneksiyonunun Riemann egrilik tensorii denir.

Eger, R =0 ise, M manifolduna flattir (diizdiir) denir.
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Ayrica, VX, Y,Z,W € y(M) icin,

K+ x(M)xx(M)xx(M)xx(M) — C*(M,R)

X, Y,Z,W) —» KX, Y,ZW)=gR(X,Y)Z,W)=gR(X,Y)Z,W)

olarak tanimli 4. mertebeden kovaryant tensore M iizerinde Riemann Christoffel egrilik tensorii

adi verilir, [8, 14, 50, 52].

Tanim 2.17. M, n—boyutlu bir yari-Riemann manifoldu ve M manifoldunun bir p noktasindaki
tanjant uzayt TpM olsun. T,M uzayimin 2—boyutlu bir altuzay: 11 olsun. 11 dejenere olmamus
diizlemini geren birim vektorler x ve y olmak iizere

&(R(x,y)y,x)
g(x,x)g(y,y) — g(x,y)?

KAL) = K(x,y) =

degerine, M manifoldunun 11 diizlemine gore kesit egriligi denir. Burada, kesit egriligi I1 diiz-
lemi icin secilen bazlardan bagimsizdir.

Ozel olarak, 2—boyutlu bir M manifoldu icin, yani bir M yiizeyi icin, K kesit egriligi M
iizerinde bir reel-degerli fonksiyona karsilik gelir. Bu reel degerli fonksiyon M manifoldunun

Gauss egriligi olarak adlandiriliy, [8, 50, 52].

2.1.1 Yari-Riemann Altmanifoldlar:

Tamim 2.18. M ve M birer diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, eger
1. M, M manifoldunun bir topolojik altuzayt,

2. j: M — M icine (inclusion) doniisiimii diferensiyellenebilir ve bu déniigiimiin dj, tiirev

doniisiimii Vp € M noktasinda 1-1 ise,

M manifolduna, M manifoldunun bir altmanifoldu denir, [50, 52].
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Tamm 2.19. M ve M, sirastyla, n ve m boyutlu manifoldlar olmak iizere, x : M — M doniigsiimii

bir daldirma olsun. v,w € T,(M) icin,

g(v,w) = g(dxp(v),dxp(w))

esitligi saglaniyorsa, yani, M iizerindeki metrik M iizerindeki metrige indirgenmisse, x dinii-
stimiine bir izometrik daldirma ve ayrica m —n farkina da x daldirma doniisiimiiniin karsit

boyutu denir, [50, 52].

Tamim 2.20. M, M yari-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun ve M iizerindeki g
metrik tansoriiniin, M altmanifolduna indirgenmesiyle elde edilen g = gl,, tansorii goz oniine
alinsin. M altmanifoldunun bir p noktasindaki sifirdan farkli her w € T,(M) teget vektorii icin
gp(w,v # 0 olacak sekilde bir v’ € T,(M) teget vektorii varsa, g indirgenmis metrik tansoriine,
p noktasinda dejenere olmanustir denir. Eger g, M iizerindeki her noktada dejenere olma-
mus metrik tansirse ve indisi M manifoldunun her noktasinda ayniysa, M altmanifolduna M
yari-Riemann manifoldunun bir yari-Riemann altmanifoldudur denir. Bu durumda, M altma-

nifoldunun indisi, g metrik tansoriiniin bir p € M noktasindaki indisi olarak tanimlanir, [50].

Tamim 2.21. M m—boyutlu bir yari-Riemann manifoldu ve M de M nin n—boyutlu bir yari-
Riemann altmanifoldu olsun. Eger, m —n karsit boyutu bir ise, M altmanifolduna hiperyiizey

denir, [50, 52].

Tamim 2.22. M bir yari-Riemann manifoldu ve p noktasindaki tanjant uzay TPM olsun. Ayrica
M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu ve p € M noktasindaki tanjant uzayi T,M olsun.
p noktasinda T,M uzayma dik olan normal uzay ise, T,M™* ile gosterilsin. Normal uzayin

meydana getirdigi T M~ tanjant demete de normal demet denir. Boylece TPM uzayu icin,
T L
T\M=T,M&T,M

veya

TM=TM&TM*
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vazilabilir. Boylece, p € M olmak iizere, Vx € TPM tanjant vektorii,
x=x +x* 2.2)

seklinde ayrigtirilir. Burada, x” € T,M ve x* € T,M*. Ayrica, V € T,M* vektériine normal

vektdr ve birim normal vektére de normal kesit denir. Normal vektor alanlarimin ciimlesi y(M)*

ile gosterilir, [3, 14, 50, 52].

Tamm 2.23. M bir yari-Riemann manifoldu ve iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu vV olsun.
Eger, M manifoldu M manifoldunun bir altmanifoldu ve iizerindeki konneksiyon V ise, o za-
man, M altmanifoldu iizerindeki V konneksiyonu bir Levi-Civita konneksiyonudur ve bu kon-

neksiyona indirgenmis konneksiyon denir, [8, 50].

Tamim 2.24. M bir yari-Riemann manifoldu ve M ise, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlar, sirasiyla, V ve V olmak lizere,
(M) X (M) — x(M)*

ile tamml y(M)*—degerli simetrik bilineer formuna, M manifoldunun sekil tensérii veya ikinci

temel form denir, [8, 50, 52].

Tamm 2.25. M bir yari-Riemann manifoldu ve M ise, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlari, sirasiyla, V ve V olmak iizere,
Ay 1 x(M) — x(M)

ile tanimli operatire Weingarten tasviri veya sekil operatérii denir. Burada V € y(M)*. [8, 50,

52].

Yardime1 Teorem 2.26. M bir yari-Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun altmanifoldu

olsun. Bu durumda X,Y € y(M) ve V € y(M)* icin,
g(AvX,Y) = g(h(X,Y),V) (2.3)
seklindedir, [8, 50].
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Tamim 2.27. M bir yari-Riemann manifold ve M ise, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.
M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlari, sirastyla, V ve V olmak iizere, VX, Y € y(M)
ve V € y(M)* icin,

VxY = VyxY +h(X,Y) (2.4)

VxV = —AyX +DxV (2.5)

ile tamimli denklemlerine, sirastyla, Gauss ve Weingarten formiilii denir. Burada D konneksi-

yonu, normal demet iizerindedir ve normal konneksiyon olarak adlandirilir, [52].

Tamm 2.28. M m—boyutlu bir yari-Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun n—boyutlu

altmanifoldu olsun. p € M noktasindaki T,,M teget uzayinn ve T,(M)* normal uzaywmn orto-

normal ¢atilari, sirasiyla, {ey,...,e,} ve {ep+1,....,en} olmak iizere,
1 m
H= p Z 8(ep, ep)(trAp)es,
B=n+1
H = ~g(H,H),

ile tammli H vektor alanina ortalama egrilik vektor alanmi, H degerine de ortalama egriligi

denir. Burada,

seklindedir ve bu ifadede Ap = A, sekil operatoriiniin izi ve hﬁ ise, M manifoldunun ikinci temel
Sformunun bilesenleridir. Eger manifoldun, ortalama egriligi H = 0 ise, manifolda minimaldir

denir, [41, 50].

Tamim 2.29. M yari-Riemann manifoldunun egrilik tensér alani R ve M altmanifoldunun eg-

rilik tensér alani R olsun. Bu durumda, X,Y,Z,W € y(M) ve V € y(M)* olmak iizere
SRX,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) — g(h(Y,Z), h(X, W)) + g(h(X,Z), h(Y, W))

ve

(RX,Y)Z)* = (Vxh)(Y,Z)~ (Vyh)(X,Z) (2.6)
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denklemlerine, sirastyla, Gauss ve Codazzi denklemi adi verilir. Ayrica, h ikinci temel formun

kovaryant tiirevi Vh,
(Vxh)(Y,Z) = DxW(Y,Z) - h(VxY,Z) — (Y, VxZ)

seklinde tamimlanir. Burada, M altmanifolduna; eger Vh = 0 ise paraleldir denir, [52].

2.2 Yar1-Oklid Uzaylarimm Altmanifoldlar

Bu alt boliimde, tez boyunca cevreleyen uzay E/” yar1-Oklid uzay1 olarak alinacagindan, 6n-
celikle yar1-Oklid uzaylar ifade edilecek ve bu uzaylar icin temel geometrik kavramlardan
bahsedilecektir. Daha sonrasinda ise, yar1-Oklid uzaylarindaki yiizeyler ve hiperyiizeyler icin

temel kavramlar verilecektir:

Tamm 2.30. E) uzay, iizerindeki metrik tansor
g= de - Z dx
Jj=v+1
seklinde tammli olan m-boyutlu, v indisli yari-Oklid uzay: olarak adlandirilir. Burada,
(x1,X2,...,%Xm), EV' uzayindaki bir kartezyen koordinat sistemidir. Ayrica eger v = 0 ise,

Ef = E" uzay Oklid uzay: olarak, eger v =1 ise, ET" uzayr Minkowski uzayt olarak adlan-

dirtlir, [50].

Ozel olarak, ¢ € E!} ve r > 0 olmak iizere, egrilikleri, sirastyla, r2 ve —r? olan SZ‘_I(CO, r?)

ve H'™™ 1(co,—rz) tam uzaylari, sirastyla,

SZ’_I(co,rz) {xeE] : (x—co,x—co) = 2, 2.7

(x€E™: (x—co,x—co) = —r %) (2.8)

-1 2
H,, 7 (co,—77)

seklinde tanimlanir. Genel gorelilik kuraminda, EY, S‘l‘(co,rz) ve H‘l‘(co,rz) uzaylarina, sira-
styla, Minkowski, de Sitter ve anti-de Sitter space-time olarak isimlendirilir. ¢y = 0 olmas1 du-
rumunda, SZ"l(O,—rz) ve HL”_‘II 0,-r?) uzaylari, buradaki O kaldirilarak, kisaca S{}”‘l(rz) ve

HZ’_‘ll(—rz) ile gosterilir. Ayrica, v = 1 olmas1 durumunda
H" ' (=r?) = {x=0"x A ) e Bl (xx) = —r 2 ve 1 > 0) (2.9)
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ile verilen H”~!(—r?) uzayina hiperbolik uzay denir, [51].

Tamm 2.31. E yari-Oklid uzayindaki bir v tanjant vektorii icin, eger
o (v,v) > 0veyav =0 ise space-like vektor,
o (v,v) =0vev #0 ise light-like vektor,
o (v,v) <0 ise time-like vektor,

denir, [41, 50]. Diger taraftan, E" yari-Oklid uzayindaki bir X vektor alanina, eger tamm
ctimlesinin tamanunda space-like, light-like veya time-like ise, sirastyla, space—like, light-like
veya time-like vektor alani denir.

Ayrica, B" yari-Oklid uzayindaki iki light-like vektor vy ve vy 'nin lineer bagimli olmast igin
gerek ve yeter sart (vi,v2) = 0 olmasidur. Ozel olarak v = 1 olmasi durumunda, eger (v3,v4) =0

ve v3 time-like ise, v4 space-like vektordiir.

Tamm 2.32. E yari-Oklid uzay ve iizerindeki metrik = {,), olmak iizere,

i) Ty ={v e E(—{0}) : (v,v) = 0} seklinde tanimli Ty ciimlesine E!" uzaywn light-like (null)

konisi,
ii) Ts ={ve B : (v,v) > 0} seklinde tamumli Ts ciimlesine E]! uzayimin space-like konisi,

iii) Iy ={v e (E" —{0}) : (v,v) < 0} seklinde tamimli T'r ciimlesine B!} uzayimin time-like ko-

nisi,

denir, [41, 50].

Tanim 2.33. E” yari-Oklid uzayindaki bir yiizey icin, eger iizerindeki metrik tensir
e pozitif tamimli ise, space-like yiizey,
e indisi bir ise time-like yiizey,
e dejenere ise light-like yiizey
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olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle, eger yiizeyin her bir p noktasindaki normal vektorii time-
like, space-like veya light-like ise, sirastyla, space-like, time-like veya light-like yiizey olarak
adlandiritliv; [41, 50]. Ayrica, yiizey iizerindeki teget vektorlerin tamami space-like ise, yani

yiizeyin indisi sifir ise, bu taktirde yiizeye space-like yiizey denir

Tamm 2.34. E, yari-Oklid uzayindaki bir v, tanjant vektdriiniin normu,

”"p” =4 (v, vl

reel sayisi ile tamumlanmr, [50, 52].

Tamm 2.35. E? Minkowski 3-uzayinda verilen v ve w pozitif (negatif) time-like vektorleri i¢in,
|(v, w)l = [[vIl|Iwl|cosh &

olacak sekilde bir ve yalniz bir 6 > 0 reel sayist mevcuttur. Bu 0 sayisina, v ve w vektorleri

arasindaki Lorentz time-like acist denir, [18, 20].

Tamm 2.36. Ef Minkowski 3-uzayinda v bir space-like vektor ve w bir pozitif time-like vektor
olmak iizere,

[{v,w)| = |[v|||lwl]|sinh &

olacak sekilde bir ve yalniz bir 6 > 0 reel sayist mevcuttur. Bu 0 sayisina, v ve w vektorleri

arasindaki Lorentz time-like acist denir, [18, 20].

Tamim 2.37. Time-like bir vektor altuzayi tarafindan gerilen, Ef Minkowski 3-uzayinda verilen

v ve w time-like vektorleri icin, |{v,w)| > ||V||||w|| olmak iizere,
[(v,w)l = V[ ||wl| cosh &

olacak sekilde bir tek 6 > 0 reel sayist mevcuttur. Bu 6 sayisina, v ve w vektorleri arasindaki

Lorentz time-like aci denir, [18, 20].
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Tamim 2.38. Space-like bir vektor altuzay: tarafindan gerilen, Ef Minkowski 3-uzayinda veri-

len v ve w space-like vektorleri icin, |(v,w)| < ||V||||w|| olmak iizere,
[(v,w)l = vl |lwl|cos @

olacak sekilde bir tek 6 € [0,11/2] reel sayist mevcuttur. Bu 0 sayisina, v ve w vektorleri arasin-

daki Lorentz space-like a¢i denir, [18, 20].

2.2.1 Yari-Oklid uzaylarimmn yiizeyleri

Bu alt boliimde E yar1-Oklid uzaylarinda, v = 0 ve m = 4 alinarak, E* Oklid uzaylarindaki M
yiizeyleri icin temel geometrik kavramlar verilecektir:

M, E* Oklid uzayinda yonlendirilmis, regiiler bir yiizey olsun. {e},es;e3,e4}, M yiizeyi
izerinde tanimli ortonormal ¢at1 alan1 ve {w1, w;, w3, w4} ise, bu ¢at1 alanina karsilik gelen dual
catr alani olsun. Ayrica 5 V ve D ile, sirasiyla, E* Oklid uzayinin Levi-Civita konneksiyonu, M
yiizeyi tizerindeki indirgenmis konneksiyon ve M yiizeyinin normal konneksiyonu gosterilsin.

Gauss ve Weingarten formiilleri sirasiyla

2
Veeir = > wilepec+hies+hite, (2.10)
k=1
_ 4
Vaes = —lyer—Myer+ ) wpyleey, ij=128=34 2.11)
y=3

seklindedir. Burada {wpc}, B,C =1,2,3,4; {e1,e2;e3,e4} cat1 alanina kars1 gelen konneksi-
yon formlar1, wpc(X) = <€XeB,ec> seklinde tanimlanir ve wpc + wcep = 0 esitliklerini saglar.

hlﬁk = <h(e,-,ek),e/3> ise, M ylizeyinin ikinci temel formunun bilesenleridir.

M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii,

L 1
H=izhg= > We,, (2.12)

seklindedir.
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M yiizeyinin Gauss egriligi,

4
K =detAg= )" (i}, 1y, — (1,)%), (2.13)

B=3
seklinde tanimlanir.
Diger taraftan E* Oklid uzayindaki M yiizeyleri icin, Gauss ve Codazzi denklemleri, sira-

styla,

RX,Y)Z,W) (W(Y,Z), (X, W)) = (h(X,Z), (Y, W)), (2.14)

(Vxh)(Y,Z)

(Vy(X,2). (2.15)
Burada R, yiizeyin V konneksiyonu ile iligkili egrilik tansoriidiir ve VA,
(Vx)(Y,Z) = Dxh(Y,Z) = i(VxY,Z) = h(Y, VxZ)

seklindedir. Ayrica,

2

RP(ej,ex;ep.ey) = ([Ap Ayle ey = Y (Hyhl~WEmY), ijk=12, By=34 (2.16)
i=1

seklindedir. Burada RP, yiizeyin D konneksiyonu ile iligkili normal egrilik tansorii, Ag ise eg
vektorii dogrultusundaki Weingarten doniistimiidiir.

Eger R = 0 ise, M yiizeyinin normal konneksiyonu diizdiir denir. (2.16) ile verilen Ricci
denkleminden dolay1, bu kosul bu yiizeyin tiim sekil operatorlerinin aynm1 anda kdsegenlestiri-

lebilir olmasina denktir.

Onerme 2.39. M, E* Oklid uzayinda regiiler bir yiizey olsun. Bu taktirde, M yiizeyinin tiim
sekil operatorleri ayni anda kosegenlestirilebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul paralel {€3,é4}

normal vektorlerinin mevcut olmasidir, [3].

2.2.2  Yar1-Oklid uzaylarin hiperyiizeyleri

Bu alt boliimde E” yari-Oklid uzaylarinda, v = 1 ve m = n+ 1 alinarak, E’I’+1 Minkowski uzay-

larindaki M hiperyiizeyleri i¢in, genel geometrik 6zellikler verilecektir:
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Tanmim 2.40. M, ]E,’l“rl Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir hiperyiizey, x : M — ]E,’l“rl bir izo-
metrik daldirma ve N ise, bu hiperyiizeyin birim normal vektor alani olsun. Eger, M iizerindeki
indirgenmis metrik g = gly, pozitif tamumly (indisi bir) ise, x daldirmasi space-like (time-like)
daldirma olarak adlandirilir. Diger taraftan, M hiperyiizeyinin herbir noktasindaki birim nor-
mal vektor alani N time-like (space-like) bir vektor alant olmasi, yine x daldimasinin space-like
(time-like) olmasina denktir. Ayrica, eger g indirgenmis metriginin indisi bir ise, x daldirma-

sina space-like daldirma denir, [50)].

E’l’“ Minkowski uzayinin n-boyutlu bir M" hiperyiizeyi goz oniine alinsin ve M" hiperyii-
zeyi lizerinde bir ortonormal cat1 {ey,e3,...,e,; N} olsun. Oyle ki ej,es,...,e, vektor alanlari,
M hiperyiizeyine teget; N ise bu hiperyiizeyin birim normal vektor alani olsun.

Tez boyunca g; ile o anda soz konusu edilen ortonormal baz takimindaki e; vektoriiniin
normu gosterilecektir, yani aksi belirtilmedikce £; = (ej,e;) dir. Ozel olarak, eger e ;j vektor
alani; space-like ise, £; = 1, time-like ise, £; = —1 dir.

Diger taraftan, {f1, f>,e3,e4...,e,} ile
(fis fi»=0ij—1(er,epy =0 1,j=1,2 kil=3,...,n

olacak sekilde bir yerel sozde-ortonormal ¢at1 alan1 gosterilecektir.

Ayrica (N,N) = € olmak iizere,

1, M time-like
-1, M space—like
seklindedir.
Simdi V ve V ile, sirastyla, M" hiperylizeyinin ve ]E’l““l uzaymin Levi-Civita konneksiyon-
lar1 gosterilsin. X,Y € y(M) teget vektorler ve N € y(M)* normal vektdr olmak iizere, Gauss

ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,

VyY

VxY+h(X,)Y), (2.17)

VN —SN(X) (2.18)

seklindedir. Burada, i ve S ile M hiperyiizeyinin, sirasiyla, ikinci temel formu ve sekil ope-

ratorii (veya Weingarten doniisiimii) gosterilmektedir. Ayrica, y(M)* 1-boyutlu oldugundan,
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h(X,Y)=AN,1eR ve S y(X) =S X seklinde de yazilabilir. S, sekil operatorii ve A, ikinci temel
form arasindaki iligki ise,

SX,Y)=(h(X,Y),N) (2.19)

seklinde yazilir.

Tez boyunca, E’l‘” Minkowski uzaylarindaki hiperyiizeyler icin sekil operatorii S ile gos-
terilecektir.

Diger taraftan, E’l”l Minkowski uzayindaki M hiperyiizeyleri icin Gauss ve Codazzi denk-

lemleri, sirasiyla,

(RX,Y)Z,W)

(W(Y,Z), (X, W)) = (h(X,Z), (Y, W)), (2.20)

(Vxh)(Y,Z)

(Vyh)(X,Z) (2.21)
seklindedir.

Eger, M hiperyiizeyi space-like ise, o zaman S, sekil operatorii kosegenlestirilebilirdir.
Yani, Se; = kije;, 1=1,2,...,n olacak sekilde bir {ey,ea,...,e,; N} yerel ortonormal ¢at1 alan
mevcuttur. Burada e; vektor alanlarina ve k; diferensiyellenebilir fonksiyonlarina, sirasiyla, M
hiperylizeyinin asli dogrultular ve asli egrilikleri ad1 verilir. Ayrica n—boyutlu M hiperyiize-

yinin, ortalama egriligi ve Gauss-Kronicker egriligi, sirasiyla,

1

H=~tS, (2.22)
n

K = detS (2.23)

seklinde tanimlidir. Burada, S ve detS, sirasiyla, S sekil operatoriiniin bir ortonormal baz
alanina gore temsil matrisinin izi ve determinantidir.

Diger taraftan, eger M hiperyiizeyi time-like ise, 0 zaman sekil operatorii kosegenlestirileme-
yebilir. Bu durumda, S sekil operatorii asagidaki dort kanonik durumdan birini saglar, (ayrintili
bilgi i¢in bknz. [43]):

Durum I. §, sekil operatorii kosegenlestirilebilirdir. Bu durumda, Se; = kije;, i = 2,3,...,n
olacak sekilde {eq,e3,...,e,} ortonormal cati1 alan1 vardir ve {e1,e1) = —1,{e;,e;) = 1 seklindedir.

Durum II. S, sekil operatoriiniin minimal polinomunda (4 — k1)2 varsa, bu durumda uygun
secilmis bir {f1, f2,e3,...,e,} sozde- ortonormal cat1 alam icin, S sekil operatoriiniin matris

temsili:
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ki p 0 0 0
0 ki 0 0 0
0 0 k3 0 0

S =
0 0 0 ky 0
0 0 0 0 ... k

formundadir.
Durum III. S, sekil operatoriiniin minimal polinomunda (A — & )3 terimi varsa, bu durumda
uygun secilmis bir { f1, f2,e3,...,e,} sozde-ortonormal ¢at1 alan1 i¢in, S sekil operatoriiniin mat-

ris temsili:

kk 0 1 O 0

0 k5 0 O 0

0 -1 kK O 0
S =

0 0 0 kg 0

0O 0 0 0 ... k,

formundadir.
Durum IV. S, sekil operatorii karmasik 6zdegerlere sahip ise, bu durumda uygun sec¢ilmis

bir {f1, f>,e3,...,e,} sozde-ortonormal cat1 alan1 i¢in, S sekil operatoriiniin matris temsili:

ki 7 0 0 0

—n ki 0 0 0

0 0 k3 0 ... 0
S =

0 0 0 ky 0

0 0 0 0 ... k,

formundadir.
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2.3 Yerel Frobenius Teoremi

Bu boliimde, oncelikle distribiisyonlar ile ilgili baz1 temel kavramlar verilecek ve sonrasinda
tezin bazi boliimlerinde kullanilacak olan yerel Frobenius teoremi ve bu teoremin bazi dnemli

sonuglar verilecektir.

Tamim 2.41. M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldunun her nokta-
sina, o noktasindaki teget uzayimin r—boyutlu bir D), altuzayim getiren D kuralina, M iizerinde
bir r—boyutlu distribiisyon denir. Eger X1,...,X, diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor-
leriigcin, D = S pan{X1,...,X,} olarak yazilabiliyorsa, D distribiisyonuna diferensiyellenebilir-
dir denir.

Ornegin, bir M manifoldu iizerinde bir vektor alant 1-boyutlu bir distribiisyondur, [3, 40,
52].

Tamm 2.42. M n-boyutlu bir C*®—manifold ve D, M iizerinde r—boyutlu bir distribiisyon ol-
sun. Eger VX,Y € D icin, [X,Y] € D ise D distribiisyonuna involutiftir denir, [3, 40, 52].

Tanim 2.43. M n-boyutlu bir C*®—manifold ve D, M iizerinde r—boyutlu bir distribiisyon ol-
sun. M, M manifoldunun r-boyutlu altmanifoldu olmak iizere, eger M’nin her p noktasinda
M altmanifoldunun tanjant uzay: ile D, ayni ise, M manifolduna D distribiisyonun integral
manifoldu denir. Eger, D distribiisyonunun M altmanifoldunu kapsayan bagka bir integral ma-
nifoldu yoksa bu manifolda distribiisyonun maksimal integral manifoldu denir, [3, 40, 52].
Ornegin, bir vektor alammn integral egrisi 1-boyutlu distribiisyon olan vektor alaninin

integral manifoldudur.

Tamm 2.44. M n-boyutlu bir C*®—manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.
Eger, Vp € M icin D distribiisyonunun p noktasini kapsayan bir maksimal integral manifoldu

varsa D distribiisyonuna integrallenebilirdir denir, [3, 40, 52].

Bir integrallenebilir distribiisyonunun, involutif oldugu aciktir. Bunun terside asagidaki te-

oremde verilmistir:
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Teorem 2.45. (Yerel Frobenius Teoremi) M n-boyutlu bir C*®—manifold ve D bu manifold
iizerinde r—boyutlu bir distribiisyon olsun. Eger D distribiisyonu involutif ise, integrallenebi-

lirdir, [3, 40, 52].

Yukaridaki teoremin sonuglarindan ilki, [40] da agagidaki sekilde verilmigtir:

Yardimear Teorem 2.46. M n—boyutlu bir manifold olmak iizere, eger D ve D+, M manifol-
dunun herbir noktasinda birbirini tamamlayan birer involutif distribiisyon iseler, o zaman M
manifoldunun herbir noktasinda, D ve D* distribiisyonlarinn, sirasiyla, (0/0x',...,0/0x) ve
(B/Bxk”, ...,0/0x™) birer yerel baz olacak sekilde, y merkezli (xl, ...,X") yerel koordinat sis-

temi vardir.

Simdi, bu teoremin 6zel olarak n = 2 alinarak ifade edilecek ve ispat edilecektir:

Yardimci Teorem 2.47. M 2—boyutlu bir manifold olsun. X,Y € x(M) vektor alanlari,

1. X ve Y vektor alanlart lineer bagimsiz ve
2. [X,Y]=0

kosullarini sagliyor ise, o zaman A(s,t): X = —,Y = Ey yerel koordinat sistemi vardir.

os
Ispat. Kabul edilsin ki, D = S pan{X} ve D* = S pan{Y} olarak alinsin ve X,Y vektor alanlari

birer lineer bagimsiz vektdr ve [X, Y] = 0 olsun. Tanim 2.41 den agiktir ki, D ve D* distribiis-

yonlarinin herbiri, involutiftir. Ayrica M manifoldu 2—boyutlu oldugundan,
DeD* =TM

0
seklindedir. Dolayisiyla n = 2 i¢in, Yardimci Teorem 2.46 den, d(s,¢) : D =S pan{%},

0
D-=S§ pan{a—T} olacak sekilde bir yerel koordinat sistemi vardir. Simdi kabul edilsin ki,
X = E(S,T)% ve Y = F(S ,T)(% olsun. O zaman [X,Y] = 0 oldugu gz 6niinde bulunduru-
lursa,

[X,Y]:EFsi—FET 0 0

aT as
olur. Buradan, Fg = 0 ve Er = 0 elde edilir. Dolayisiyla, X = E(S )% ve

Y=F (T)% olur ve buradan, S ve T parametrelerinin uygun birer degisimi ile, I(s,?) : X =
0

0
v Y= % olacak sekilde yerel koordinat sistemi elde edilmis olur. §
s
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Bu boliimde son olarak, ¢alismamizda kullanacagimiz asagida ispat1 ile verilen 6nemli bir

teorem verilecektir:

Yardimci Teorem 2.48. M, E" yari-Oklid uzayinda bir space-like n—manifold ve x : M — E"
bir izometrik daldirma olsun. Bu taktirde, xT x konum vektoriiniin teget bileseni olmak iizere,
U= {p eM:xI O} actk altciimlesi iizerinde tanimli, D = {X eT,U: <X, xT> = O} distribiis-

yonu integrallenebilirdir, [5].

Ispat. Kabul edilsin ki U acik altctimlesi lizerinde, A = ||xT|| olmak iizere e; = xI /A olsun.
Burada dejenere olmamis bu e birim vektoriinden yola cikilarak, U {iizerinde ey,...,e, bir
yerel ortonormal cat1 alanina genisletilebilir. Ayrica (2.2) ifadesinde x” = Ae; oldugu goz oniine

alinirsa, j,k=2,...,ni¢in <x, e j> = 0 elde edilir. Son esitlikte, e, vektorii yoniinde tiirev alinirsa,
0=er(x.e;) =0k +(x.Vore;) +(x.h(er.e))) (2.24)

elde edilir. Burada h(eg,e;) = h(ej,ex) oldugu goz Oniine alinirsa, <e1,Veke j> = <e,Vejek> elde
edilir. Son ifadede (2.1) goz Oniine alimirsa, wji(er) = wii(ej) elde edilir , yani
lex,ej] = S pan{ey,es,...,e,}. Boylece Teorem 2.45 goz Oniine alinirak, D = § pan{e, ..., e,}

distribiisyonunun U {izerinde integrallenebilir bir distribiisyon oldugu elde edilir. §
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3 E* Oklid Uzaymndaki Yiizeyler

Bu béliim, dort alt boliim olarak incelenecek olup, E* Oklid uzaylarinda, sirasiyla, sabit aci
(CAS) yiizeyleri, asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizeyler, sabit egim (CSS) yiizeyleri
ve son olarak da genellestirilmis sabit oran (GCR) yiizeylerinin siniflandirilmast problemleri
incelenecektir.

M, E* Oklid uzayinda yonlendirilmis, regiiler bir yiizey ve x : M — E* bir izometrik dal-

dirma olsun. k, M iizerinde sabit bir vektor alan1 olmak iizere,
k=kl +k* (3.1

seklinde ifade edilir. Burada, k” ve k* bilesenleri , sirasiyla, k sabit vektor alaninin teget
ve normal bilesenleridir. Burada, k = (1,0,0,0) olarak alinacaktir. Ayrica, M yiizeyi iizerinde
{e1,e2;e3,e4} seklinde taniml1 ortonormal cati alan1 ve A sekil operatorii Boliim 2.2.1 deki gibi
tanimlansin.

M yiizeyinin normal konneksiyonu diiz ise, Onerme 2.39 dan dolay1, e3 ve e4 birim normal

vektorlerinin paralel olacagi goz oniine alinacaktir.

3.1 Sabit Acg1 Yiizeyleri

Bu alt boliimde, E* Oklid uzayindaki & sabit vektorii ile iligkili olan CAS yiizeyleri incelene-
cektir. Kabul edilsin ki, M yiizeyi k = (1,0,0,0) vektorii ile iligkili olan yonlendirilmis regiiler
bir sabit ac1 (CAS) ylizeyi, x : M — E* doniisiimii ise izometrik daldirma olsun. Boylece, (3.1)
ayrisimi,

k=cosfe; +sinfes, H€R, cosd@#0 3.2)

seklinde yazilir. Simdi (3.2) ayrisimi1 goz Oniine alinarak, asagidaki yardimci teorem verilecek-

tir:
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Yardimci Teorem 3.1. M yiizeyinin, V Levi-Civita konneksiyonu,

Velel = VeleZ =0,

Ve,e1 = hgz tanfe,, Ve,e2 = —h;z tanfey

ve yiizeyinin {e1, ez} bazina gore A sekil operatorii de

0 O 0 O
0 hy, 0 hy,

seklindedir. Ayrica, ikinci temel form katsayilart asagidaki denklemleri saglar:

e1(h3,) = —tanb(h3,)*,
e1(h5,) = —tan6h3,h3,,

3 4 3 4

Burada, 6 degeri sifirdan farkli bir sabittir.

(3.3a)
(3.3b)

3.4)

(3.53)
(3.5b)
(3.5¢)

Ispat. 0 sifirdan farkli bir sabit ve X, M iizerinde teget bir vektor olmak iizere (3.2) ifadesinde,

Vxk = 0 ve e3 birim normal vektdriiniin paralel bir vektdr alani oldugu goz 6niine alinirsa,

0=cosO(Vxe1 +h(e;,X))—sinfS3X
elde edilir. Bu denklemde X = e; alinirsa,
h?l =0,
Vee1 =0, Vge2=0,
iy, =0
bulunur. Diger taraftan, (3.6) denkleminde X = e, alinirsa,

3 3
Vezel = tanehzzez, Vezel = —tan@hzzel,

3 4
hiy =0, hy, =0,

(3.6)

3.7

olur. Boylece, (3.3), (3.4) ve (3.5¢) ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla, M yiizeyinin ikinci temel

form katsayilari
h(ei,e1) =0, h(ey,e2)=0, h(ez, e2) = Iy,e3+lizyey
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seklindedir. Sonug olarak, (3.3) ve (3.8) esitlikleri, (2.14) Codazzi denklemlerinde goz Oniine

alinirsa, dogrudan hesaplama ile (3.5a) ve (3.5b) denklemleri elde edilir. i

Yardimci Teorem 3.2. M iizerinde 6 ¢ {O, g} olmak iizere, sifirdan farkli diizgiin bir m fonk-

siyonu,

e1(m) —tanOh,m = 0 3.9)
esitligini saglasin. O zaman M iizerindeki indirgenmis metrik tansor,
g =ds* +m?dr* (3.10)
olacak sekilde p € M noktasimin bir N}, komsulugunda
1
e1 =05, ex=—0; (3.11)
m
seklinde tanimlanan (s,t) yerel koordinat sistemi vardir.

Ispat. (3.3) esitliklerinden, [e1,e2] = —tan@hgzez elde edilir. Boylece M iizerinde, (3.9) esitli-

gini saglayan sifirdan farkli diizgiin bir m fonksiyonu icin [e1,me;] = O dir. Dolayisiyla, Yar-
1

dimc1 Teorem 2.47 den e = d5 ve e; = —0; olacak sekilde (s, ) yerel koordinat sistemi vardir
m

ve M iizerindeki indirgenmis metrik tansor (3.10) esitligi ile ifade edilir.
Simdi siniflandirma teoremi verilecektir:

Teorem 3.3. M yiizeyi, E* Oklid uzayinda yonlendirilmis regiiler bir yiizey olsun. O zaman, M
yiizeyinin bir CAS yiizeyi olmasi icin gerek ve yeter kosul yiizeyin asagida verilen yiizeylerden

birine denk olmasidir:

x(s,t) = s(cos0,a;(0) + (1), j=2.3.4 (3.12a)

seklindedir. Burada vy = y(t) fonksiyonu,

t

() = (0, f (1) ¥(r)dr) (3.12b)
Iy

seklinde taniml E4-de§erli bir fonksiyon, ¥ € C*(M) ve a(t) = (0,a(?)) ise, E* Oklid

uzayindaki S>3(1) kiiresinde yatan ve ' (t) vektiriine dik olan yay parametresi ile verilmis

bir egridir.
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x(s.1) = s(cos b, a;(to)sin6) + (), j=2.3.4 (3.13)

ile parametrize edilen diiz bir yiizeydir. Burada a(ty) = (0, (1)), E* Oklid uzayinda

S3(1) kiiresinde yatan ve (1,0,0,0) vektoriine dik olan sabit bir vektordiir.

fspat. Gerek kosulun ispati i¢in, kabul edilsin ki M yiizeyi, k = (1,0,0,0) sabit vektor ile iligkili
bir CAS yiizeyi ve x: M — E* doniisiimii bir izometrik daldirma olsun. Ayrica, {e1,ez;e3,e4}
yerel ortonormal cat1 alan1 ve M yiizeyinin ikinci temel form katsayilar1 Yardimci Teorem 3.1
deki gibi ve (s, ) yerel koordinat sistemi ise, Yardimci Teorem 3.2 deki gibi tanimlansin. Simdi

(3.11) esitliklerinden ilki, sirasiyla, (3.5a), (3.5b) ve (3.9) denklemlerinde gdz Oniine alinirsa,

(I3,)s = —tanf(h3,)?, (3.14)
(h3,)s +tan6h3,h3, = 0, (3.15)
msmtan6h;, = 0 (3.16)

elde edilir. Buradan (3.14) denklemi ¢oziiliirse,

1
W)= —— 3.17
20 = T 0 (3.17)

bulunur. (3.17) denklemi, sirasiyla, (3.15) ve (3.16) denklemlerinde gz Oniine alinirsa, bazi

¥, ¥, diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in bu denklemlerin genel ¢oziimlert;

(s = —3D
(stan9+‘I’2(t))
m(s,t) = ‘I’l(t)(stan9+ ‘Pz(t)) (3.18)

seklinde elde edilir. #-parametresinin uygun bir se¢imi ile (3.18) denkleminin ¢oziimii;

m(s,t) = s+¥(),¥ € C*(M), (3.19a)

veya

m(s,t) =1 (3.19b)

seklinde bulunur.
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Simdi, m fonksiyonu icin elde edilen bu c¢oziimler gbz oniinde bulundurularak, siniflan-
dirma sonuglar1 ayr1 ayri incelenecektir:
Durum 1. m fonksiyonu (3.19a) esitligini saglasim. (3.11) ifadesi (3.3) denklemlerinde goz

Oniine alinirsa,

mg

Vo,05=0, Vy.0,=Vy0;=—0:, V5,0,=-mmg0s+ iy
m m

olur. Bu denklemler ile (3.8) ile verilen ikinci temel form katsayilari, (2.10) Gauss formiiliinde,

birlikte géz Oniine alinirsa

X, = 0, (3.20)
1
s+ "

(3.21)

Xst

elde edilir. Diger taraftan, (3.2) ayristmindan (x;,k) = cosf ve (x;,k) = 0 bulunur. Boylece, x

parametrizasyonunun
x(s,1) = (scos b, x2(s,1), x3(s,1), x4(s,1)) +y(1) (3.22)

seklinde oldugu soylenebilir. Burada y(r) = (0,y2(¢),y3(t), v4(t)) fonksiyonu, ]E4-degerli dife-
rensiyellenebilir bir fonksiyondur. Ayrica, (3.22) ifadesinde (x;, x;) = 1 esitligi ve (3.20) oldugu

g0z Oniine alinirsa, x parametrizasyonu
x(s.1) =5( cos 0, ;1)) + (1) (3.23)

seklindedir. Burada a(z) = (0,a(1)), E* Oklid uzayinda S3(1) kiiresinde yatan bir egridir. Ay-
rica (3.23) ifadesinden,

cosf,ai(t)), (3.24)
J

(0, se(6) + /1)) (3.25)

Xs

Xt

seklindedir. Burada (x,,x;) = 0 oldugu goz oniine alinirsa, a(f) egrisinin, E* Oklid uzayinda
S3(1) kiiresinde yatan bir egri oldugu ve (y’(¢),a(r)) = 0 elde edilir. Diger taraftan, (3.21) ve
(3.25) ifadeleri, (3.23) ifadesinde birlikte goz oniinde bulundurulursa, (3.12b) elde edilir. Son

olarak, m diizgiin fonksiyonunun (3.19a) esitligi ile tanimli oldugu, {x;, x;) = m? esitliginde g6z
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oniinde bulundurulursa, boylece a(f) fonksiyonunun yay-parametresi ile verildigi, (a’,y’) =
Y(r) ve |y’ (#)|| = W(¢) oldugu sonucuna varilir.

Dolayisiyla, teoremin Durum (1) i¢in ispati tamamlanmis olur.

Durum 2. Kabul edilsin ki m fonksiyonu, (3.19b) esitligini saglasin. Bu durumda, (3.10)
le verilen metrik tansor,

g= ds* +dr*
ifadesine doniisiir. Buradan (3.3) esitlikleri g6z oniinde bulundurulursa, M yiizeyinin Levi-
civita konneksiyonlari
Vs,0s=0, Vp5.0,=0, Vp0;=0. (3.26)

esitliklerini saglar ve (3.8) ile verilen ikinci temel form katsayilari,

h(as, 85) = O’ h(aS9 al‘) = 09 h(al"al‘) =é4 (327)

seklindedir. Sonu¢ olarak, (3.26) ve (3.27) esitlikleri, (2.10) Gauss ve (2.11) Weingarten for-

miillerinde goz Oniine alinirsa,
X5s=0, x4=0, x4=eq,
(e3)s =0, (e3)=0,
(e4)s =0, (ea)r=—x,
esitlikleri elde edilir. Boylece, M CAS yiizeyinin Teorem 3.3 de (3.13) ile parametrize edilen

yiizey oldugu dogrudan hesaplama ile kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla teoremin gerek kosulu

ispatlanmis olur. Yeter kosulu da, tersine dogrudan hesaplama ile elde edilir. i

3.2 Asli Kanonik Dogrultuya Sahip Yiizeyler

Bu alt boliimde, E* Oklid uzayinda k, sabit vektorii ile iligkili olan CPD yiizeyleri incelenecek-
tir.
Kabul edilsin ki, M yiizeyi k = (1,0,0,0) vektorii ile iligkili olan bir CPD yiizeyi olsun.
Boylece, (3.1) ayrigimi,
k = cosfej + sinfes, (3.28)

seklinde yazilir. Burada 6, sifirdan farkli diizgiin bir fonksiyondur. Simdi (3.28) ayrisimi1 goz

oniinde bulundurularak, asagidaki yardimci teorem verilecektir:
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Yardimci Teorem 3.4. M yiizeyinin, V Levi-Civita konneksiyonu,

Vee1=Veer=0, (3.292)

V.,e1 = tanbh, ez, Ve,e2 = —tandhs,ei, (3.29b)

ve ylizeyinin {e1, ez} bazina gore A sekil operatorleri

—e1(@) 0 0 O
Az = Nt Ag = A (3.30)
0 h3, 0 hy,

seklindedir. Yiizeyin ikinci temel form katsayilari,

e1(h3,) = tan6h3, (3, — h3,), (3.31a)
e1(h3y) = —tandh3, h3,, (3.31b)
h, =-e1®), hi,=0, hl,=0, hj,=0 (3.31c)

denklemlerini saglar. Ayrica 0 agi fonksiyonu,
e2(0)=0 (3.32)
esitligini saglayan sifirdan farkl diizgiin bir fonksiyondur.

Ispat. 0 sifirdan farkli diizgiin bir fonksiyon olmak iizere, (3.28) ifadesinde, Vxk =0 ve e3

birim normal vektoriiniin paralel bir vektor alan1 oldugu g6z oniine alinirsa,
0 = X(cosf)e; +cosf(Vxe +h(er, X)) + X(sinb)es — sin 043X (3.33)
elde edilir. Burada X, M iizerinde teget bir vektor almidir. Bu denklemde X = e olarak alinirsa,

n, = —e1(0), (3.34)
Vee1 =0, Vger=0,
hiy =0, ;=0
bulunur. Diger taraftan, (3.33) denkleminde X = e; alinirsa,
Ve = tan@hgzez, Ve = —tan@hgzel,
h?z =0,
e =0
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bulunur. Boylece, (3.29), (3.30) ve (3.31c) ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla M yiizeyinin ikinci

temel form katsayilari;
h(ei,e1) = —e(O)es, hle1,e2) =0,  h(ez,e2) = ez +hizyes (3.35)

seklindedir. Sonug olarak, (3.29) ve (3.35) esitlikleri, (2.14) Codazzi denkleminde goz oniinde
bulundurulursa, dogrudan hesaplama ile (3.31a) ve (3.31b) denklemleri elde edilir. n

Aciklama 3.5. (3.34) ve (3.35) esitliklerinden, e1(6) = 0 ise h?l = 0 oldugu goriiliir. Ancak
CPD hiperyiizeyleri icin, Aciklama 1.5 den dolay: bu durum goz ardr edilecektir.

E* Oklid uzayindaki CPD yiizeylerinin siniflandirilmas: verilmeden 6nce asagidaki yar-

dimc1 teorem verilecektir:

Yardimci Teorem 3.6. M CPD yiizeyi iizerinde sifirdan farkli diizgiin bir m fonksiyonu
e1(m) — tanOh3,m = 0 (3.36)
esitligini saglasin. O zaman, M yiizeyi iizerindeki indirgenmis metrik tansor
g = ds* +m*dr* (3.37)
olacak sekilde p € M noktasimin bir N}, komsulugunda
1
e1 =05, ex=—0 (3.38)
m
seklinde tanmimlanan (s,t) yerel koordinat sistemi vardir.

Ispat. Bu teoremin ispati, Yardimc1 Teorem 3.2 in ispatina benzer olarak elde edilir. §

Dikkat edilirse, Tanim 1.4 den, 6 acisinin sifirdan farkli diizgiin bir fonksiyon oldugu belir-
tilmisti. O halde, Ac¢iklama 3.5 ve (3.32) esitligi goz oniinde bulundurulursa, p € M noktasinda
e1(6) # 0 olmaldir. (3.38) denklemleri goz oniinde bulundurulursa, 6 = 6(s) oldugu sonucu
ortaya cikar.

Simdi, E* Oklid uzayindaki CPD hiperyiizeyleri icin elde edilecek olan siniflandirma te-

oremi verilecektir:
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Teorem 3.7. M yiizeyi, E* Oklid uzayinda yonlendirilmis regiiler bir yiizey olsun. O zaman M
yiizeyinin, sabit bir vektor ile iligkili asli kanonik dogrultuya sahip bir CPD yiizeyi olmasi icin

gerek ve yeter kosul yiizeyin asagida verilen yiizeylerden birine denk olmasidur:

1.
x(s.t) = f SCOSQ(T)dT,a’j(l‘) f sSine(T)dT)+7(l‘), j=2,3,4 (3.39a)

0

seklindedir. Burada, y = y(t) fonksiyonu
3
)= (0. [ ¥wa () (3.39)
fo

seklinde tanimli E4—degerli bir fonksiyon, ¥ € C*(M) ve a(t) = (0, (1)), E* Oklid uza-
yindaki S3(1) kiiresinde yatan ve ' (t) vektoriine dik olan yay parametresi ile verilmis

bir egridir.

x(s.t) =( f SCOSH(T)dT,aJ-(to) f S sinf(1)dr) + toa(t),  j=2,3,4 (3.40)

0
ile parametrize edilen diiz bir yiizeydir. Burada, ty € R olmak iizere, ag = (0, (tp)) sabit
vektorii ve a(t) = (0,,a (1)) birim hizli egrisi E* Oklid uzayinda S3(1) kiiresinde yatmak-

tadrr.

Ispat. Gerek kosulun ispat1 icin, kabul edilsin ki M yiizeyi, k = (1,0,0,0) sabit vektor ile iligkili
bir CPD yiizey ve x : M — E* doniisiimii bir izometrik daldirma olsun. Ayrica, M yiizeyinin
{e1,e2;e3,e4} yerel ¢at1 alan1 ve ikinci temel form katsayilar1 Yardimci Teorem 3.4 deki gibi ve
(s,1) yerel koordinat sistemi ise, Yardimci Teorem 3.6 daki gibi tanimlansin. (3.38) esitlikle-

rinden ilki, sirasiyla, (3.31a), (3.31b) ve (3.36) esitliklerinde gz 6niinde bulundurulursa,

(h3,)s = —tan 63,6 + ), (3.41)
(h3,)s = —tan 63, h3,, (3.42)
ms—mtan6h3, =0, (3.43)

do
elde edilir. Burada ¢’ = 75 dir. Buradan (3.41) ve (3.43) denklemleri birlikte g6z Oniine alinirsa,
s

mgs — 6 cotfmg =0
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denklemi bulunur. Baz1 W¥;,¥, diferensiyellenebilir fonksiyonlar: i¢in son denklemin genel
¢Ozimi,

m(s,t) =¥ (2) fs sinf(t)dt + W, (1)
S0

seklindedir. 7-parametresinin uygun bir se¢imi ile bu ¢oziim;
S
m(s,t) = f sinf(t)dt +¥(1),¥ € C*(M), (3.44a)
50
veya

m(s,t) = m(t) (3.44b)

olarak bulunur.

m fonksiyonu i¢in elde edilen bu ¢oziimleri goz 6niinde bulundurularak, siniflandirma so-
nuclar1 ayr1 ayr incelenecektir:

Durum 1. m fonksiyonu (3.44a) esitligini saglasm. Oncelikle (3.38), sirasiyla, (3.29) ve

(3.35) esitliklerinde g6z oniinde bulundurulursa,

mg

V.05 =0, V.0,=Vods= 20, Vgd=—-mmds+ —d, (3.45)
m m

W@, 0,) = —0es, h(@dy.0,) = h(@.0,) =0, h(@d,.8,) = cote%e3 +esc 9%e4, (3.46)

elde edilir. (3.45) ve (3.46) daki ilk iki esitlikler, (2.10) Gauss formiiliinde birlikte gz Oniine

alinirsa, sirasiyla,

Xgs = —0es, (3.47)
sin(6(s)) B
[*sing(r)dr+¥(@0) "

(3.48)

Xst

elde edilir. Diger taraftan e; = d; ifadesi, (3.28) ayrisitminda, géz 6niinde bulundurulursa,
k = cosOx, + sinfej (3.49)

olur. Buradan (xg, k) = cos8 ve (x;,k) = 0 oldugu kolayca goriilebilir. Boylece, x parametrizas-
yonu

x(s,t) = (fs cosO(T)dr, xy(s,1), x3(s,1), x4(s, t)) + (1) (3.50)

seklinde yazilabilir. Burada y(r) = (0,y2(f), y3(f), v4(t)) fonksiyonu, E*-degerli diferensiyelle-
nebilir bir fonksiyondur. Ayrica, (3.49) ifadesinde (3.47) denklemi ve k = (1,0,0,0) oldugu g6z
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Oniine alinirsa,
siné

(I,O,O,O)ZCOSHXS—TXN (3.51)

bulunur. (3.51) esitliginde, (x;, x5) = 1 oldugu ve (3.50) formu g6z 6niine alinirsa, x parametri-

zasyonu
x(s,0) = f ' cos H(T)dr(l,O,O,O) +a(?) f ' sinO(T)dt +y(?) (3.52)

seklinde elde edilir. Burada j = 2,3,4 olmak iizere a(r) = (0, (1)), E* Oklid uzayinda S3(1)

kiiresinde yatan bir egridir. (3.52) ifadesinden,
Xy = (cos 0,a(1) sinH), (3.53)
x = (0.2 f w'SinO(D)dT + /(1)) (3.54)
elde edilir. {xy, x;) = 0 oldugundan, (y’(¢), a(t)) = 0 elde edilir. Diger taraftan (3.53) de r—parametresine
gore tiirev alinirsa, elde edilen ifade ve (3.54) ifadesi, (3.48) yerlerine yazilirsa, (3.39b) elde
edilir. Son olarak, (3.39b), (3.44a) ve (3.54) ifadeleri, (x;, x;) = m> esitliginde birlikte gbz Oniine
almirlarsa, a(f) fonksiyonunun yay-parametresi ile verildigi goriiliir.
Boylece, teoremin Durum (1) i¢in ispati tamamlanmis olur.
Durum 2. Kabul edilsin ki m fonksiyonu, (3.44b) esitligini saglasin. Burada 7-parametresinin
uygun bir degisimiyle m(s,¢) = 1 olarak alinabilir. Dolayisiyla (3.37) esitligi,
g= ds* +di*
seklinde olur. Buradan (3.29) da verilen M yiizeyinin Levi-civita konneksiyonu
Vp.05=0, V50,=0, Vy0,=0. (3.55)
esitliklerini saglar ve (3.35) ile verilen ikinci temel form katsayilari,

h(0s,05) = —6'e3,  h(05,0,) =0, h(0,,0,) = ea, (3.56)

seklindedir. Sonug olarak (3.55) ve (3.56) esitlikleri, sirasiyla, (2.10) ve (2.11) formiillerinde

g6z Oniine alinirsa

xss =—0'e3, x4=0, x4=ea,
(83)3 = _G,XS’ (63)l = O’

(e4)s =0, (es);=—x,
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esitlikleri bulunur. Buradan M, CPD yiizeyinin Teorem 3.7 de (3.40) ile verilen yiizey oldugu
dogrudan hesaplama ile kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla teoremin gerek kosulu ispatlanmig

olur. Yeter kosulu da, tersine dogrudan hesaplama ile elde edilir. 1

3.3 Sabit Egim Yiizeyleri

Bu alt boliimde E*, Oklid uzayinda sabit egim (CSS) yiizeyleri incelenecektir.
M, E* Oklid uzayinda bir yiizey ve x : M — E* bir izometrik daldirma olsun. x, M iizerinde

ayni zamanda bir vektor alani olarak diisiiniilebileceginden,
N
xX=x +x, (3.57)

seklinde ifade edilir. Burada x” ve x* bilesenleri, sirasiyla, x vektor alaninin teget ve normal
bilesenleridir. Ayrica, M yiizeyi iizerinde {e1,es;e3,e4} seklinde tanimli ortonormal ¢ati1 alani

ve A sekil operatorii Boliim 2.2.1 deki gibi tanimlansin. Buradan (3.57) ile verilen ayrisim
X = <x,xT>xT+<x,e3>e3 (3.58)

seklinde yazilabilir.

Eger M yiizeyinin normal konneksiyonu diiz ise ve Onerme 2.39 dan dolay1, e3 ve e4 birim
normal vektorlerinin birer paralel vektor alani olarak secilir.

M, E* Oklid uzayinda yonlendirilmis, regiiler bir sabit egim (CSS) yiizeyi, x : M — E*

doniistimii ise, u diizgiin bir fonksiyon olmak iizere
(x,x) = 1%, (3.59)

kosulunu saglayan bir izometrik daldirma ve ayrica {e1,e;e3,e4}, M ylizeyi iizerinde taniml

ortonormal cat1 alan1 olsun. Bdylece, (3.58) ayrigimi
X = ucosbey +usinfes, (3.60)

seklinde yazilir. Burada, Tanim 1.1 den, 6 degeri sifirdan farkl bir sabittir. Simdi X, M yiizeyi
iizerinde teget bir vektor olmak iizere, (x, x) = u? esitliginde Vyx=X oldugu g6z oniine alinirsa,

(X,x) = uX(u) elde edilir. Bu ifadede, sirasiyla, X = e; ve X = ey alinir ve (3.60) ayrisimi da
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g6z Oniinde bulundurulursa,

e1(p) coso, (3.61)

ex(u)

Il
()

(3.62)

olur. (3.60) esitliginde, elde edilen son iki denklem goz Oniine alinirsa, asagidaki yardimci

teorem verilebilir:

Yardimci Teorem 3.8. M yiizeyinin V, Levi-Civita konneksiyonu,

Ve e1 =V, e0=0, (3.63a)
1 +uh3,sin@ 1 +uh3,sin@
Ve = — 2207, Ve = —— 2200, (3.63b)
ucosd ucosd

ve yiizeyinin {e1,e2} bazina gore A sekil operatoriiniin matris temsilleri,
—(s28) o 0 0
Az = K s | Ay = A (3.64)
0 hs, 0 K,
seklindedir. Ayrica, ikinci temel form katsayilar asagidaki denklemleri saglar:

1+ ph3, sind

e1(h3y) = ) (3, =13y, (3.65a)
1 +uh3,sin@
el(h;‘z):——ﬂcéz . (3.65b)
ing
B=~(22), =0, k=0, if=0. (3.65¢)

u

Burada, 6 ¢ {0, %} olmak iizere bir sabittir.

Ispat. 0¢ {O, g} bir sabit olmak iizere (3.60) ifadesinde, Vxx = X ve e3 birim normal vektoriiniin

paralel bir vektor alan1 oldugu g6z 6niine alinirsa,
X = X(u)cosbey +ucosO(Vyey +h(er, X))+ X(u)sinfes — usinfAz X (3.66)

elde edilir. Burada X, M iizerinde bir teget vektor alanidir. Bu denklemde X = e; olarak alinir

ve (3.61) denklemi goz Oniine alinirsa,

)y =-(—) (3.67)



bulunur. Diger taraftan, (3.66) denkleminde X = e; alinir ve (3.62) gbz 6niine alinirsa,

1 +yh%2 sinf 1 +/,th32 sinf
Ve,e1 = —————e, Vee=——T"—

e, hi,=0,
pcos6 ! 12

pcosd

olur. Boylece, (3.63), (3.64) ve (3.65c¢) esitlikleri elde edilir. Dolayistyla, M yiizeyinin ikinci

temel form katsayilari,
sinf
h(er,er) = —(T)eg, h(e1,e2)=0,  h(ez,e2) = hye3+hipes (3.68)
seklindedir. Son olarak (3.63) ve (3.68) esitlikleri, (2.14) Codazzi denkleminde gbz Oniine
alimirsa, dogrudan hesaplama ile (3.65a) ve (3.65b) denklemleri elde edilir. 1

CSS yiizeylerinin simiflandirilmasinin yapilabilmesi i¢in, asagidaki yardimei teorem ve bir

ornek verilecektir:

Yardimci Teorem 3.9. M iizerinde 6 ¢ {O, g} olmak iizere, sifirdan farkli diizgiin bir m fonk-

siyonu,
3 .
1+ ph3, sin@

ej(m)———m=0 (3.69)
pcoso

esitligini saglasin. O zaman M iizerindeki indirgenmis metrik tansor,

ds* + m2dr* (3.70)

3 1
&= cos26

olacak sekilde p € M noktasimin bir N}, komsulugunda
1
e; =cos00,, erx=—0; (3.71)
m

seklinde tamimlanan (s,t) yerel koordinat sistemi vardir.

. o 1+ph3, sing . .
Ispat. (3.63) esitliklerinden, [e1,e2] = ——962 elde edilir. Boylece M iizerinde, (3.69)
[ Cos

1
esitligini saglayan sifirdan farkl diizgiin bir m fonksiyonu i¢in, [mel , mez] = 0 dir. Boylece,
S

1
Yardimci Teorem 2.47 den, e; = cos 80 ve e; = — 0, olacak sekilde (s, 7) yerel koordinat sistemi
m

vardir. Dolayisiyla, M iizerindeki indirgenmis metrik tansor (3.70) esitli8i ile ifade edilir. 1

Ornek 3.1. E* Oklid uzayinda, M ve 11, sirastyla, regiiler bir yiizey ve bir hiperdiizlem olmak

lizere, cy = ca(t) vektor degerli fonksiyonu, O < r < 1 olmak tizere S 2(r?) = S3(1) N1 iizerinde
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yatan bir egri ve cq sabit vektorii ise, bu hiperdiizlemin birim normal vektorii olsun. O zaman
M yiizeyi, konum vektorii

x(s,1) = scos” 00, + ssinfe3 (3.72)
seklinde ifade edilen ve

x(s,1) = scosucq + ssinucy(t) (3.73)

ile parametrize edilen bir CSS yiizeyidir. e3 paralel birim normal vektorii ise,
e3 = sin(it)co — cos(it)c (1) (3.74)

seklinde ifade edilir. Burada 6 degeri, sifirdan farkli bir sabit ve it = ii(s) = 0+ u(s) fonksiyonu,

diizgiin bir fonksiyondur.
Simdi siniflandirma teoremi verilecektir:

Teorem 3.10. x : M — E* E* Oklid uzaymna daldirimus regiiler bir CSS yiizey olsun. Bu tak-
tirde, M CSS yiizeyi (3.73) ile verilen yiizeye yerel olarak denktir.

Ispat. Gerek kosulun ispati igin, kabul edilsin ki M yo6nlendirilmis, regiiler bir CSS yiizeyi ve
x: M — E* (x,x) = y? kosulunu saglayan bir izometrik daldirma olsun. M bir CSS yiizey oldu-
gundan, x konum vektorii (3.60) ifadesi ile bellidir. Ayrica {e1,e;e3,e4} yerel ortonormal cati
alan1 ve M yiizeyinin ikinci temel form katsayilar1 Yardimci Teorem 3.8 deki gibi ve (s,7) ye-
rel koordinat sistemi ise, Yardimci Teorem 3.9 deki gibi tanimhidir. (3.71) esitlikleri, sirasiyla,

(3.61) ve (3.62) esitliklerinde goz Oniine alinirsa,
Ms = 1’ Mt = 09 (375)

olur ve buradan u = s+ ¢ sonucuna varilir. Burada, s-parametresinin uygun bir secimi ile ¢ = 0
olarak alinabilir. Elde edilen bu u = s fonksiyonu, sirasiyla, (3.65a), (3.65b) ve (3.69) denk-

lemlerinde gz oniinde bulundurulursa,

52 cos? Q(hgz)s + (sin@ + shgz) (1 + shg2 sin 9) =0, (3.76)
scos>0(hi3,)s + (1 + sh3, sin6) i3, = 0, (3.77)
scos”Oms —m(1+ sh, sin6) =0, (3.78)
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bulunur. (3.76) denkleminde h;z -7 doniisiimii yapilirsa, bu denklem
s
scos fog = —sin9(1 +20'sin9+0'2) (3.79)

denklemine indirgenir. (3.79) diferensiyel denklemi ¢oziiliir ve 6 degerinin sifirdan farkli bir

sabit oldugu diisiiniiliirse,
o(s,t) = cos@tan (P(r) — u(s)) —siné
bulunur. Boylece hgz fonksiyonu,
3, (s,1) = % (cos@tan ((7) — u(s)) — sind) (3.80)

seklinde elde edilir. Burada,
u(s) =tanflns (3.81)

ve O = O(7) fonksiyonu, sadece 7-parametresine bagl diizgiin bir fonksiyondur. (3.80) ifadesi,
(3.77) ve (3.78) denklemlerinde gdz 6niinde bulundurulursa, bu denklemlerin ¢éziimleri, sira-

styla,

hgz(s, t) = ssec(D(¢) — u(s)) (1), (3.82)
m(s,t) = scos (D(t) — u(s))o(t), (3.83)

seklinde olur. Burada, o = o(¢) fonksiyonu diizgiin bir fonksiyondur. Diger taraftan, (3.71) de

verilen e in degeri (3.60) ayrisiminda yerine yazilirsa,
X = scos” fx, + ssinfe; (3.84)
elde edilir. Son esitlik s-parametresine gore tiirevlenirse
Xg = cos> Ox, + scos’ Oxgs+ sinflez + ssinf(e3),

bulunur. i = 1 ve 8 =3 i¢in, (2.11) Weingarten formiiliinde u = s ve (3.67) ifadeleri, birlikte

in6
g0z Oniine alinirsa (e3); = —ﬂas elde edilir. Bu ifade ve (3.84) son denklemde gz Oniine
s

alinirsa,

s200529xss—s00526xs+x: 0 (3.85)
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elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii olan x konum vektorii
x(s,t) = scosucy(t) + ssinucy(t) (3.86)

seklindedir. Burada c(f) ve c»(¢); E* Oklid uzayinda vektor degerli fonksiyonlardir ve u = u(s)
fonksiyonu (3.81) deki gibidir.

Ispatin tamamlamilabilmesi icin, burdan sonraki kisimda (3.86) ile verilen CSS yiizeyinin,
(3.73) deki yiizey oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in, oncelikle ¢ (#) vektor degerli fonksiyo-
nunun, sabit bir ¢y vektorii oldugunu gostermek gerekir.

Kabul edelim ki, c’l(t) # 0 olsun. (3.86) ifadesinden,

Xy = L [cos(it)ci () + sin(it)ca(1)], (3.87)
cosé

x; = scosucy(t) + ssinuch (1), (3.88)

elde edilir. Burada i fonksiyonu, it = #i(s) = 6 + u(s) olarak tanimli diizgiin bir fonksiyondur.

Diger taraftan, (3.70) ile verilen metrik tansor ifadesinden
(x5, X5) = sec?0, (x5, X)) =0, (x5, %) =m?, (3.89)
seklindedir. Yukaridaki ilk esitlikte, (3.87) ifadesi goz Oniine alinirsa,
cos? it {c1(t),c1(t)) +sin? ii{ca(t), ca(t)) +sin 2ii {c1 (1), c2 (D)) = 1,
oldugu goriiliir. Buradan,
(c1(0),c1(0) = {ca(n),c2(n))y =1, {e1(1),c2(1)) =0 (3.90)

sonucuna varilir, yani, ¢y, cy vektorlerinin birbirlerine dik ve 83(1) de yatan birer egridir. Ger-
cekten, (3.90) esitlikleri i¢in, (x, x) = 52 kosulu saglanir. Ayrica (3.83) ve (3.88) ifadeleri, (3.89)

de verilen son esitlikte yerlerine yazilirsa,

(cl®.c{) = @*()cos® D), (3.91a)
(50.c50) = Q*(B)sin> D(), (3.91b)
(cl.c50) = Q*()sin®(r)cos (1) (3.91c)
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elde edilir. Son olarak (3.89) de verilen ikinci esitlikte, (3.87), (3.88) ve (3.90) ifadeleri birlikte

g0z Oniine alinirsa,

(ci®.ca0) = (c1(1), (1)) =0 (3.92)
bulunur.
Kabul edilsin ki c¢1(¢) ve c2(#) vektorleri (3.90), (3.91) ve (3.92) kosullarini saglasin ve
Xi=a), Xo=en, X=—20 (3.93a)
PEER A2 e T @) sin@(r) '
<X4,X4> =1 ve <X4,Xi> = O, i= 1,2,3, (393b)

olacak sekilde {X1, X7, X3, X4} sistemi, E* Oklid uzayinda bir ortonormal cati1 olsun. Dikkat edi-
lirse c’l (7), E* Oklid uzayinda diger bir vektor oldugundan, (3.93) de verilen bazdaki vektorlerin

bir lineer birlesimi olarak, yani, a,b,c,d € R olmak iizere,
C’l =aX;+bXs+cX3+dXy

seklinde yazilabilir. Burada, (3.90), (3.92), (3.91b) ve (3.91¢) esitlikleri, sirasiyla, géz oniinde

bulundurulursa,

a=b=0,

¢} = cotd(r)cy +dXy (3.94)

elde edilir. Ayrica (3.91a) da, (3.91b), (3.93b) ve (3.94) birlikte goz Oniine alinirsa, d = 0 bulu-
nur. Buradan,

¢y(1) = tan D)’ (1) (3.95)

olur. Diger taraftan, (3.88) de (3.95) yerine konulursa,
x; = ssec O(f) cos (D(1) — u(s))c; (3.96)

elde edilir.

Ayrica B =4 icin, (2.11) Weingarten formiilleri yazilirsa, dogrudan hesaplama ile

Vo,e4 = —hy0,, (3.97a)

Vie4=0, (3.97b)
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olur. (3.97a) da (3.82) ve (3.96) ifadeleri yerlerine yazilirsa,
(e4)r = —s°0(t) sec D(1)cy’ (1) (3.98)

bulunur. Sonug olarak, (3.97) ve (3.98) denklemleri, 0;0;e4 = 0;05e4 Schwarz esitliginde gz
Oniine alinirsa, ¢ (f) = 0 oldugu sonucuna varilir. Bu ise, bir ¢eligkidir. Dolayistyla kabuliimiiz
yanhistir. Yani, c¢1(¢) vektorii, sabit ¢y vektoriine doniisiir. Ayrica, c1(¢) ve ca(t) vektor degerli
fonksiyonlarinin (3.90), (3.91) ve (3.92) esitliklerini sagladig1 ve S3(1) de yatan birer egri ol-
dugu elde edilmisti. Burada c1(¢) = cq sabit bir vektor oldugu, (3.90) ve (3.92) esitliklerinde

yeniden g6z Oniinde bulundurulursa, sirasiyla,

(co,co) =1, (3.99a)
(c2,02) =1, (3.99b)
(co,c2) =1, (3.99¢)
(e2'sc0y =1, (3.99d)

esitlikleri elde edilir. (3.99¢) ifadesinde, cg vektoriiniin sabit bir vektor oldugu goz oniine ali-
nirsa, ¢ = c»(¢) nin aym zamanda, E* Oklid uzayindaki bir IT, hiperdiizleminde kaldig1 soy-
lenebilir. Boylece ¢ = c2(f), 0 < r < 1 olacak sekilde S2(r?) = §3(1) N 1T iizerinde yatan bir
egridir. Ayrica, (3.99a) ve (3.99c¢) ifadelerinden de cq sabit vektoriiniin I1 hiperdiizleminin bi-
rim normal vektorii oldugu sonucuna varilir. Boylece, (3.86) deki yiizey, gercekten (3.73) ile
verilen CSS yiizeyine doniisiir. Ayrica, (3.81) ve (3.73) ifadeleri, (3.84) ayrisiminda birlikte
g0z Oniine alinirsa, buradan ez paralel birim normal vektor alani (3.74) seklinde elde edilir.
Sonug olarak, e; = cosfx; oldugu (3.84) ayrisiminda goéz 6niinde bulundurulursa, (3.72) ifa-
desi dogrudan bulunur. Boylece, gerek kosul gosterilmis olur. Ispatin yeter kosulu ise, tersine

dogrudan hesaplama ile gosterilebilir. i
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3.4 Genellestirilmis Sabit Oran Yiizeyleri

Bu alt boliimde, E* Oklid uzayinda genellestirilmis sabit oran (GCR) yiizeyleri incelenecektir.

M, E* Oklid uzayinda yonlendirilmis, regiiler bir genellestirilmis sabit oran (GCR) yiizeyi
ve x ise, bu yiizeyin (x,x) = u> kosulunu saglayan konum vektorii olsun. Ayrica M yiizeyi
tizerindeki {e1,e;;e3,e4} ortonormal cat1 alan1 ve A sekil operatorii Boliim 2.2.1 deki gibi ta-
nimlansin. Tanim 1.6 da ifade edilen M, GCR yiizeyinin x konum vektorii ile e3 birim normal
vektor alami arasindaki € agisinin, sabit olmadigim biliyoruz. Boylece, u ve 6 fonksiyonlar

sifirdan farkli diizgiin birer fonksiyonlar olmak iizere, M yiizeyinin x konum vektorii
Xx = pcosfe; + usinfes, (3.100)

seklinde ifade edilir. X, M yiizeyi iizerinde teget bir vektor olmak iizere, (x, x) = u? esitliginde

Vxx=X oldugu goz 6niinde bulundurulursa,

e1(u) cosb, (3.101)

ex ()

Il
=)

(3.102)

elde edilir. Bu denklemler (3.100) esitliginde goz Oniine alinirsa, asagidaki yardimci teorem

verilebilir:

Yardimci Teorem 3.11. M yiizeyinin, V Levi-Civita konneksiyonu,

Velel = VeleZ = 07 (31033.)
1 +uh3,siné 1 +uh3,siné
0l = ks iy Ve,en = A (3.103b)
pcosé pcosé

ve ylizeyinin {e1, ez} bazina gore A sekil operatorleri

—(e1(@) +522) 0 0 0
A3:[ (1®) ﬂ> X ] A4:[ \ ] (3.104)
0 3, 0 K,

seklindedir. Yiizeyin ikinci temel form katsayilari,

1+ ,uh%2 sind

er(hy,) = oot (B}, = h3y), (3.105a)
1 +uh3, sin@
h3y) = ———=2—h3,, 3.105b
e1(/) gcos§ 2 ( )
in6
i, = _(e1(0)+%), =0, K,=0, =0 (3.1050)
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denklemlerini saglar. Ayrica 0 agi fonksiyonu,
e20)=0 (3.106)
esitligini saglayan diizgiin bir fonksiyondur.

Ispat. (3.100) ifadesinde, Vyx = X oldugu ve e3 birim normal vektdr alanmin paralel oldugu

g6z Oniine alinirsa,
X = X(ucosB)ey +u(cos@Vyei +cosbh(er, X)) —usindS 3X + X(usinbh)es (3.107)

elde edilir. Bu denklemde X = e; olarak alinir ve (3.101) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa,

sinf
Iy =—(e1(0)+ T) (3.108)

Ve,e1 =0, Veer=0,

3 4
hi, =0, hy; =0

bulunur. Diger taraftan, (3.107) denkleminde X = e, alinir ve (3.102) g6z Oniine alinirsa,

e2(6) =0, (3.109a)
B 1 +,uh§2 sinf _ 1 +,uh§2 sinf
nll=—————e, Vg,e=-——T-"—"-—¢€y,
pcos6 ucosd
hiy =0

olur. Dolayisiyla (3.103), (3.104) ve (3.105c¢) esitlikleri elde edilir. Buradan M yiizeyinin ikinci

temel form katsatyilari
sinf 3 4
h(ei,er) = —(61(9) + 7)63, h(ey,e2) =0, h(ez,e2) = hy,e3+hy,eq (3.110)

seklinde bulunur. Son olarak, (3.103) ve (3.110) esitlikleri, (2.14) Codazzi denklemlerinde ile
birlikte diisiiniiliirse, (3.105a) ve (3.105b) denklemleri elde edilir. 1

E* Oklid uzayindaki GCR yiizeylerini siniflandirilmasinin yapilmabilmesi icin, asagidaki

yardimci teorem ve bir ornek verilecektir:

Yardimci Teorem 3.12. M iizerinde sifirdan farkli diizgiin bir m fonksiyonu,

1+ uh3,siné
el(m)—&mzo. (3.111)
pcoso

47



esitligini saglasin. O zaman, M iizerindeki indirgenmis metrik tensor,

1
cos2 6

g= ds* + m*dr* (3.112)

olacak sekilde, p € M noktasimun bir N, komsulugunda
1
el =cosbi;, er=—0; (3.113)
m
seklinde tanmimlanan (s,t) yerel koordinat sistemi vardir.

Ispat. Bu yardimc1 teoremin ispati, Yardimcr Teorem 3.9 nin ispati i¢in izlenen benzer yon-

temle, kolayca gosterilebilir. 1

Dikkat edilirse Tanim 1.6 dan, 6’nin sifirdan farkli diizgiin bir fonksiyon oldugu belirtil-
migti. O halde, (3.109a) esitligi goz oniinde bulundurulursa, p € M noktasinda e () # 0 olma-

lidir. Buradan, 6 = 8(s) oldugu sonucu ortaya cikar.

Ornek 3.2. E* Oklid uzayinda, M ve T1, sirastyla, regiiler bir yiizey ve bir hiperdiizlem olmak
lizere, co = c2(t); 0 < r <1 olacak sekilde S2(r?) = S3(1) N 11 iizerinde yatan bir egri ve bu

hiperdiizlemin birim normal vektorii ise, co olsun. O zaman M Yyiizeyi, konum vektorii
x(s,1) = sc0s* 00, + ssinfe;. (3.114)

seklinde ifade edilen ve
x(s,t) = scosupq + ssinuy(t) (3.115)

ile parametrize eldilen bir GCR yiizeyidir.

Burada, 6 = 0(s) diizgiin fonsksiyonu,
tan6 = su’, (3.116)
esitligini saglar.
Simdi GCR yiizeyleri i¢in siniflandirma teoremi verilecektir:

Teorem 3.13. x : M — E* E* Oklid uzayina daldirilmis (3.100) ile verilen regiiler bir GCR

yiizeyi olsun. O zaman M, GCR yiizeyi (3.115) ile verilen yiizeye denktir.
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Ispat. Gerek kosulun ispati i¢in, M yonlendirilmis bir GCR yiizeyi ve x : M — E*, (x,x) = p?
kosulunu saglayan bir izometrik daldirma olsun. M bir GCR yiizeyi oldugundan x, (3.100) ifa-
desi ile bellidir. Burada, {e1,e2;e3,e4} yerel ortonormal ¢at1 alan1 ve M ylizeyinin ikinci temel
form katsayilar1 Yardimci Teorem 3.11 deki gibi tanimlansin. (s,7) yerel koordinat sistemi de
Yardimci Teorem 3.9 deki gibi verilsin. Burada,

1

e] =cosOx;, ex=—x; (3.117)
m

seklindedir. Burada, 6 = 6(s). Ayrica (3.117) esitlikleri, sirasiyla, (3.101) ve (3.102) esitlikle-
rinde goz Oniinde bulundurulursa,

us=1, u =0, (3.118)

seklindedir ve (3.118) esitliklerinden u = s + ¢ elde edilir. Burada, s-parametresinin uygun bir
secimi ile ¢ = 0 olarak alinabilir. Elde edilen u = s fonksiyonu, sirasiyla, (3.105a), (3.105b) ve

(3.111) denklemlerinde g6z 6niinde bulundurulursa,

s> cos”0(h3,) +(scos06’ +sind+ sk, ) (1 + sh3, sin6) = 0, (3.119)
scos 0(h3,)s + (1 + sh3, sin6) k3, = 0, (3.120)
scos” Omg—m (1 + sh3, sin6) =0, (3.121)

elde edilir. (3.119) denkleminde,

1, (s.1) = w, (3.122)
doniistimii yapilirsa, denklem

scosfior = —sinf(1+0?) (3.123)
denklemine indirgenir. (3.123) denkleminin ¢6ziimii ise,

o(s,t) = tan(u(s) — (7))

seklindedir. Burada u = u(s) fonksiyonu, (3.116) denklemini saglayan ve ® = ®(¢) ise, M yiizeyi

tizerinde diizgiin bir fonksiyondur. Buradan h;z fonksiyonu,
1
hgz(s, t) = — (cosOtan (D(¢) — u(s)) — sin0) (3.124)
s
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seklindedir. (3.124) esitligi, sirastyla, (3.120) ve (3.121) denklemlerinde goz 6niinde bulundu-
rulursa,

hgz(s, 1) = ssec(D(r) —u(s))o(t), (3.125)

m(s,t) = scos(D(t) — u(s))o(t), (3.126)

olarak elde edilir. Burada, o = o(¢) sifirdan farkli diizgiin bir fonksiyondur. Diger taraftan u = s,

(3.113) ve (3.124) ifadeleri, (3.103) denklemlerinde g6z Oniine alinirsa, M yiizeyinin Levi-

Civita konneksiyonlari, sirasiyla,
\V / mg 2 my
6505 =tan60'ds, Vo0t = —0t, Vg0t = (~mmycos®0)ds+ — 0t (3.127)
m m

seklinde bulunur. (3.110), (3.117) ve (3.127) da verilen ilk esitlikler, (2.10) Gauss formiiliinde

birlikte gbz Oniine alinirsa,

tan6
Xgs = tan 6 x; — (sec@@’ + sec@ﬂ)@ (3.128)
s

elde edilir. Son denklem, (3.100) ayrisim1 goz oniinde bulundurularak yeniden diizenlenirse,

5% cos2 @sin Ox s — (s2 coshd’ + scoszﬁsine) xs+(sin@+ scosd8’ ) x =0 (3.129)

seklinde bulunur. Burada x = W(s, ) - s doniisiimii yapilirsa, son denklem
5% cos? Osin6¥,, + (scos2 Gsin6 — s% cos 99’)‘Ps +Sin2 0¥ =0 (3.130)
olur. Bu ifade de (3.116) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa,
Yu+¥=0

elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii yapilir ve x = W¥(s,1) - s oldugu da gz Oniine alinirsa, x
konum vektorii

x(s,1) = s(cosup(t) + sinuy(t)), (3.131)

seklinde bulunur. Burada, ¢(f) ve (f) fonksiyonlari E* Oklid uzayinda birer vektor degerli
fonksiyonlardir. u fonksiyonu ise, (3.116) ile bellidir. Simdi, (3.131) ile elde edilen yiizeyin,
(3.115) da verilen bir GCR yiizeyi oldugu gosterilecektir. Bunun icin, oncelikle ¢(7) nin sabit

bir ¢ vektorii oldugu gosterilecektir.
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¢’ # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda (3.131) ifadesi, (3.112) de verilen metrik tansoriinde

g0z Oniine alinirsa,

cos?(8) (1), @(1)) + sin* (@) (W (1), (1)) + sin 2(6) (@ (1), Y1) = 1, (3.132)

oldugu goriiliir. Burada 0 fonksiyonu, 0= 06(s) = 6(s) + u(s) seklindedir. (3.132) esitliginden,

(D), (D)) = W(@),Y()) =1, (@), y¥(1)) =0 (3.133)
elde edilir. Ayrica,
(0,80 = 0*(t)cos’ D), (3.1342)
W)W @) = o*1)sin® (), (3.134b)
(GO @) = 0*F)sin®d(t)cos D), (3.134c)
@o.y@) = {e0,¢'®)=0, (3.134d)

esitlikleri vardir. Boylece (3.133) ve (3.134d) ifadelerinden, ¢(¢) ve () vektor degerli fonksi-
yonlarinin, S3(1) de yatan birer egri oldugu sonucuna varilir.

@(t) ve Y(t) vektorlerinin, (3.133) ve (3.134) esitliklerini sagladig1 varsayilsin. Bu durumda,
{X1, X2, X3, X4} sistemi E* Oklid uzayinda,

_ _ RAC.
Xi=¢@), Xo=y@), X;= o) SnD0)’ (3.135a)
(X4,X4)=1 and {(X4,X;)=0, i=1,2,3. (3.135b)

olacak sekilde bir ortonormal catidir. Ayrica ¢’ (f) vektorii, E* Oklid uzayinda diger bir vektor
oldugundan, (3.135) ile belirtilen bazdaki vektorlerin bir lineer birlesimi olarak yazilabilir.

Yani, a,b,c,d € R olmak iizere,
¢ =aX|+bXs+cX3+dXy
seklinde yazilir. Burada, (3.133), (3.134c) ve (3.134d) esitlikleri, sirasiyla, géz oniine alinirsa
a=b=0,

¢ =cot®() +dXy (3.136)
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elde edilir. (3.134a) esitliginde, (3.134b) ve (3.136) esitlikleri birlikte g6z 6niinde bulunduru-
lursa,

@' (1) = cot @)WY (2). (3.137)

olur. Diger taraftan (3.131) ifadesinden,
X, = scosug’ + ssinuy’
bulunur. Bu denklemde (3.137) ifadesi yerine konulursa,
x; = (scosu+ ssinutan d(#) )¢’ (3.138)

elde edilir.

Simdi, e4 birim normal vektorii igin, (2.11) Weingarten formiilleri yazilirsa,

Vs,e4 = —h30r, (3.139)
V.eq=0 (3.140)

seklinde olur. (3.139) ifadesinde, (3.125) ve (3.138) ifadeleri yerlerine yazilirsa, Teorem 3.10
da CSS yiizeyin simiflandirilmas1 problemi icin izlenilen benzer bir yolla ¢’(#) = 0 olarak elde
edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde kabuliimiiz yanlistir. Boylece ¢(f) vektorii, ¢ sabit birim
vektoriine doniisiir. Dolayisiyla (3.131) ile verilen yiizey, (3.115) ile verilen GCR yiizeyine
doniisiir. Ayrica (3.115) ve (3.117) ifadeleri, (3.100) ayrisitminda birlikte g6z oniinde bulundu-

rulursa, e3 birim normal vektor alam
e3 = sin(@)po — cos(@)y(r) (3.141)

oalarak bulunur. Burada, 6(s) = 6(s) + u(s) seklindedir. Yine Teorem 3.10 nun ispatinda izlenen
benzer adimlarla ¢ ve ¢ vektorleri, Ornek 3.2 deki gibi elde edilebilir. Sonug olarak, (3.117)
ve (3.141) ifadeleri (3.100) de g6z 6niinde bulundurulursa, (3.114) ifadesi dogrudan elde edilir.
Boylece, ispatin gerek kosulu gosterilmis olur. Ispatin yeter kismu, tersine dogrudan hesaplama

ile gosterilebilir.
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4 E; Minkowski Uzaymndaki Yiizeyler

Bu boliimde ilk olarak E’l”l Minkowski uzayindaki dejenere olmamis bir CPD hiperyiizeyinin
baz1 geometrik 6zellikleri incelecektir. Daha sonra, E-;’ Minkowski uzayindaki CPD ve CAS
ylizeyleri icin bazi yeni siniflandirmalar verilecektir. Bu boliimde CPD yiizeyleri i¢in elde edi-
lecek olan sonuglar [37] makalesinde yayinlanmisgtir.

]E,’I’Jrl Minkowski uzayinda yonlendirilmis, dejenere olmamis bir M hiperyiizeyi gbz oniine
alinsin ve hiperyiizeyin bu uzaydaki k # O sabit bir vektori ile iligkili asli kanonik dogrultuya

sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda,
k=k" +k* 4.1)

olmak iizere, Sk” = k1k” denklemi saglanmir. Burada k” ve k* bilesenleri , sirasiyla, k sabit vek-
tor alaninin teget ve normal bilesenleridir. N, M hiperyiizeyinin birim normal vektorii olmak

iizere, (4.1) denklemi

k=k" +(N,N){k,N)N (4.2)

seklinde yazilabilir. Bu boliimde, M hiperyiizeyi iizerindeki {ey,...,e,; N} ortonormal ¢at1 alan1
ve S sekil operatorii Boliim 2.2.2 deki gibi tanimlansin. 11k olarak, M hiperyiizeyinin asagidaki

geometrik 6zelligi incelenecektir:

Onerme 4.1. M, E’l”l Minkowski uzaywinda yonlendirilmis, dejenere olmamug bir hiperyiizey ve

k ise, E’f” Minkowski uzayinda k # 0 ve <kT, kT> # 0 kosullarini saglayan sabit bir vektor olsun.
T
e] = W olmak tizere, M hiperyiizeyinin k vektorii ile iliskili olan bir CPD hiperyiizey
k' k)2
olmasi icin gerek ve yeter sart ey vektor alaninin tiim integral egrilerinin, M hiperyiizeyinin

Jjeodezikleri olmasidir.

Ispat. e) vektor alaninin time-like ve space-like olma durumlari ayr1 ayr1 incelenecektir:
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Durum I (eq,e;) = —1 olsun. Dolayisiyla N, space-like bir vektordiir. Bu durumda, (4.2)
esitligi,
k= —(k,e1)e; +<{k,N)N

seklinde yazilir. Son esitlikte, ~V/elk = 0 oldugu goz Oniinde bulundurulursa,
0= —(k,$e1€1>€1 - (k,61>FVve1€1 —(k,Se1)N —(k,N)Se; 4.3)

elde edilir. Simdi, M hiperyiizeyinde (X, e;) = 0 kosulunu saglayan bir X teget vektorii verilsin.

Buradan (4.3) esitliginin her iki tarafi X ile ¢arpilirsa,
0=—<(k,e1)(Ve e1,X) =<k, N)(Se1,X) (4.4)

bulunur. Bdylece son esitlikten, V, e; = 0 olmasi, Se; = kje; anlamina gelir.

Durum II. {ej,e;) = 1 olsun. Bu durumda (4.2) esitligi,
k =<k,ei)e; + &k, N)N 4.5)

seklinde yazilir. Buradaki € degeri, M CPD hiperyiizeyinin time-like veya space-like olmasi
durumlarina gore, sirasiyla, 1 veya —1 degerini alir. Durum I in isapatina benzer olarak dogru-

dan gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir. B

E’l’“, Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir M, CPD hiperyiizeyi goz Oniine alinsin ve
bu hiperyiizeyin sekil operatoriiniin kdsegenlestirilebilir oldugu varsayilsin. M CPD hiperyii-
zeyinin birim normal vektorii N, asli dogrultular1 ey, ez,...,e, ve bunlara karsilik gelen asli
egrilikler, sirasiyla, kq,k2,...,k, olsun. Ayrica, <kT,kT> #0vee = Tk—TT% olsun. M hiper-
yiizeyinin space-like ve time-like olma durumlari ayr1 ayri incelener<§k,,t])€u >hiperyiizeyin CPD
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul elde edilecek ve daha sonrasinda CPD hiperyiizeyleri i¢in bazi

geometrik 6zellikler incelenerek onemli karakterizasyonlar elde edilecektir:

Aciklama 4.2. [19, 48] makalelerinde, E? Minkowski 3—uzayindaki k = (0,0, 1) time-like sabit
vektorii ile iliskili CPD yiizeylerinin siniflandirmast yapilmistir. Bu kisumda, E? Minkowski

3—uzayindaki CPD Yyiizeylerinin simiflandiriimasi tamamlanacaktir.

Aciklama 4.2 de bahsedildigi gibi, Ef Minkowski 3—uzayindaki k sabit vektoriiniin time-

like olma durumu incelenmis oldugundan burada bu durum goz ardi edilecektir. Burada daha
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genel olarak, ]E,’l’“rl Minkowski uzayindaki bir k sabit vektoriiniin space-like ve light-like olma
durumlari i¢in ayr1 ayr1 inceleme yapilacaktir:

Durum A. £ sabit vektorii space-like olsun. Bu durumda, k = (1,0,...,0) olarak alinacaktir.
Simdi, E’I’” Minkowski uzayindaki M, CPD hiperyiizeylerinin space-like veya time-like olma
durumlart i¢in ayr1 ayri inceleme yapilacaktir:

Durum A1l. M bir space-like CPD hiperyiizeyi olsun. Bu durumda, (N,N) = —1 olur ve
boylece e teget vektorii space-like bir vektordiir. 8 diizgiin bir ac¢1 fonksiyonu olmak iizere,

Tanim 2.35 goz Oniine alinarak (4.2) esitligi,
k = coshfe| + sinhON (4.6)

seklinde yazilir. i = 1,...,n olmak lizere ﬁeik = 0 oldugu son esitlikte gbz Oniinde bulunduru-
lursa,

0 = ¢;(coshf)e| + cosh ngiel + ¢;(sinh @) N — sinh 6S ¢;

elde edilir. Buradan Onerme 4.1 g6z Oniine alinirsa,

Vee = 0, (4.72)
e1(6) = ki, (4.7b)
e6) = 0, (4.7¢)
Veer = tanhbkje;, j=2,...,n (4.7d)

esitlikleri bulunur.
Durum A2. M time-like bir CPD hiperyiizeyi olsun. Boylece, (N, N) = 1 olur. Fakat bu
durumda, e vektorii space-like veya time-like olabileceginden iki farkli durum s6z konusudur:
Durum A2.1. e; teget vektorii space-like olsun. Bu taktirde, Tanim 2.37 g6z oniine alinarak

(4.2) esitligi, diizgiin bir 8 fonksiyonu i¢in,
k = sinfle; + cosN 4.8)

seklinde yazilir. Son esitlikte i = 1,...,n olmak iizere, V,,k = 0 oldugu géz 6niinde bulunduru-
lursa,

0 =e;(sinf)e| + sianV/eiel +e;(cosO)N —cos S e;
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elde edilir. Buradan, yine Onerme 4.1 goz 6niine alinirsa,

Veer = 0, (4.92)
e1(0) = ki, (4.9b)
ejd) = 0, (4.9¢)
Veer = cotbkje;, j=2,...n (4.9d)

esitlikleri elde edilir.
Durum A2.2. ¢ teget vektorii time-like olsun. Bu taktirde, Tanim 2.37 g6z 6niine alinarak

(4.2) esitligi, diizgiin bir 8 fonksiyonu i¢in,

k = sinhfe| + coshON 4.10)

seklinde yazilir. Son esitlikte yine i = 1,...,n olmak {izere, ?eik = 0 oldugu goz 6niinde bulun-
durulursa,

0 = e;(sinhf)e; + sinh6V,.e1 +e;(coshH)N —cosh6S ¢;

elde edilir. Boylece,

Veer = 0, (4.11a)
el(0) = —ki, (4.11b)
ej(®) = 0, (4.11¢)
Vejel = cothbkje;, j=2,....n (4.114d)

esitlikleri yazilir.
Durum B. k sabit vektorii light-like olsun. Bu durumda, k = (1,0,...,0, 1) olarak alinacaktir.

Boylece, ¢ sifirdan farkl diizgiin bir fonksiyon olmak iizere, (4.1) esitligi
(1,0,...,0,1) = gd(e; — N) (4.12)
seklinde yazilir. Burada, {(e1,e) = —(N,N) = &. Eger ¢ = ¢ olarak alinirsa, (4.12) esitligi

(1,0,...,0,1) =¢(e; = N) (4.13)
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seklinde olur. Buradan, i = 1,...,n olmak iizere @eik = 0 oldugu, son esitlikte goz oniinde bu-

lundurulursa,
0= FVve,- (®) (61 - N) + q&(FVveiel + Sei)

elde edilir. Buradan,

Vee1 =V e2 = 0, (4.14a)
e1(®) = —¢ki, (4.14b)
ej(p) = 0, (4.14¢)
Ve,e1 = —kjej, j=2,...,n (4.14d)

ad
3 0 0 O 0
0 kn 0 O 0
0 0 k3 O 0
S = (4.14e)
0 0 0 kg 0
0 0 0 O ky
seklindedir.

Sonug olarak, yukarida elde edilen tiim hesaplamalar g6z 6niinde bulundurularak asagidaki

onerme elde edilir:

Onerme 4.3. M, ]E’l”l Minkowski uzayinda dejenere olmamus bir hiperyiizey olsun. Bu du-
rumda M hiperyiizeyinin bu uzaydaki sabit bir k vektorii ile iliskili bir CPD hiperyiizeyi olmasi
icin gerek ve yeter kosul Y, M hiperyiizeyinde teget bir vektor olmak iizere (Y,k'y = 0 kosulunu
saglayan tiim Y vektorleri icin, Y(6) = 0 olmasidir. Burada 6; (4.6) (sirastyla, (4.8) ve (4.10))

esitliginde tamimlanan agi fonksiyonudur.

Ispat. Kabul edilsin ki M, E’i’“ Minkowski uzayinda dejenere olmamig bir CPD hiperyiizey
ve k ise, bu uzaydaki sabit bir vektor olsun. Bu durumda k sabit vektorii, sirasiyla, (4.6), (4.8)
veya (4.10) ile belirlidir. Gerek kosulun ispati dogrudan, sirasiyla, (4.7¢c), (4.9¢c) veya (4.11c)

esitliklerinden goriilmektedir. Tersi de dogrudan hesaplama ile gosterilebilir. §
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4.1 Asli Kanonik Dogrultuya Sahip Yiizeyler

E* Oklid 3-uzayindaki CPD yiizeylerinin siniflandirilmasi [47] da verilmistir. Ayrica, [19, 48]
makalelerinde E? Minkowski 3-uzayindaki M, CPD yiizeylerinin, sadece k = (0,0, 1) time-like
sabit vektorll goz oniinde bulundurularak, kismi bir siniflandirmasi yapilmistir. Bu boliimde, E?
Minkowski 3-uzayindaki M, CPD yiizeylerinin siniflandirilmasi tamamlanacaktir. Dolayisiyla
bunu yapabilmek i¢in, bir 6nceki kisimda inceledigimiz k sabit vektoriiniin space-like ve light-

like durumlar1 gdz Oniine alinarak, bu iki farklt durum i¢in siniflandirma yapilacaktir:

4.1.1 Space-like asli kanonik dogrultuya sahip yiizeyler

Bu alt bolumde, Ef Minkowski 3-uzayinda k, space-like sabit vektorii ile iliskili olan CPD
ylizeyleri incelenecektir.

Kabul edilsin ki, M yiizeyi k = (1,0,0) vektori ile iliskili olan space-like bir CPD yiizeyi
olsun. Burada, N time-like bir vektordiir ve boylece (4.1) esitligi, (4.6) esitligine doniisiir. Bu
durumda 6 ag1 fonksiyonu Onerme 4.3 deki gibi tanimhidir. Ayrica, (e1,e>) = 0 olacak sekilde
space-like bir e, teget vektor alan1 vardir. Boylece n = 2 i¢in, (4.7) denklemleri gbz Oniinde

bulundurularak asagidaki yardimci teorem verilebilir:

Yardimci Teorem 4.4. M yiizeyinin, V Levi-Civita konneksiyonu ve S sekil operatorii,

V.1 =0, V. e2 =0, (4.152)

Vezel = tanh6kyes, VeZez = —tanh6kse;, (4.15b)
e1( 0

G- 1(0) (4.15¢)
0 k

seklindedir. Ayrica k fonksiyonu,
e1(ky) = tanh6ky(e1(0) — kp) (4.16)
denklemini saglar. Burada, 0 sifirdan farkl diizgiin bir a1 fonksiyonudur.

Ispat. (4.15) denklemleri, n = 2 icin; (4.7) denklemlerinden dogrudan elde edilir. Ayrica elde
edilen bu denklemler; X = e; ve Y = Z = ep alinarak, (2.20) Codazzi denklemi ile birlikte

diistiniiliirse, (4.16) denklemi dogrudan hesaplanir.
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Aciklama 4.5. (4.7b), (4.9b) ve (4.11b) esitliklerinden, e1(0) = 0 ise, k; = 0 olur. Ancak bu
durumda CPD hiperyiizeyleri, Aciklama 1.5 ten dolayr bir CAS yiizeyine doniisecektir. [19, 24]
makalelerinde bu durum incelendiginden, dolayisiyla siniflandirma yapilirken bu durum goz

ardi edilecektir.

Bu boliimde aksi belirtilmedikge, e1(8) # 0 olarak alinacaktir. M, space-like CPD yiizeyle-

rinin siniflandirilmasi verilmeden once asagidaki Yardimci Teorem verilecektir:

Yardimci Teorem 4.6. M, space-like CPD Yyiizeyi iizerinde sifirdan farkl: diizgiin bir m fonk-
siyonu

e1(m)—tanh@kym =0 4.17)
esitligini saglasin. O zaman, M yiizeyi iizerindeki indirgenmis metrik tansor
g =ds* +m*dr* (4.18)
olacak sekilde p € M noktasimin bir N}, komsulugunda
1
e =05, ex=—0; 4.19)
m
seklinde tanmimlanan (s,t) yerel koordinat sistemi vardir.

Ispat. (4.15) esitliklerinden, [e1,es] = —tanh6kpe, elde edilir. Boylece, eger M, CPD yiizeyi
tizerinde (4.17) esitligini saglayan sifirdan farkli diizgiin bir m fonksiyonu varsa, o zaman
[e1,mez] = 0 dir. Boylece Yardimci Teorem 2.47 den, ey = d5 ve ep = %3, olacak sekilde (s,1)
yerel koordinat sistemi vardir ve bdylece, M CPD yiizeyi iizerindeki indirgenmis metrik tansor

(4.18) esitligi ile ifade edilir. 1

Simdi Ef Minkowski 3-uzayindaki space-like CPD hiperyiizeyleri i¢in siniflandirma so-

nuclarindan ilki verilecektir:

Teorem 4.7. M yiizeyi, Ef Minkowski 3-uzayinda yonlendirilmis space-like bir yiizey olsun. O
zaman M Yyiizeyinin, space-like sabit bir vektor ile iliskili bir CPD yiizeyi olmasi icin gerek ve

veter kosul bu yiizeyin asagida verilen yiizeylerden birine denk olmasidir:
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S S
x(s,1) = f coshf(r)d(1,0,0)+ f sinh§(7)dz(0,sinhz,cosht)+y(r)  (4.20a)

seklinde parametrize edilir. Burada, 'y = y(t) fonksiyonu
t 1
y(t) = (O, f Y(1)coshtdr, f Y(7) sinthT) (4.20b)

seklinde tanimli ]E? -degerli bir fonksiyondur ve ¥ € C*(M).

X(s.1) = f " cosh 6()dr(1,0,0) + f “sinh 6(7)d(0, sinh o, cosho)
4.21)

+ (0, tcoshty,tsinh to)
ile parametrize edilen diiz bir yiizeydir. Burada, ty bir sabittir.
Ispat. Gerek kosulun ispati i¢in, kabul edilsin ki M yiizeyi, k = (1,0,0) space-like sabit vektor
ile iligkili space-like bir CPD yiizey ve x: M — Ef doniisiimii bir izometrik daldirma olsun. Ay-
rica, e, ez, M ylizeyinin asli dogrultular1 ve ki, k> bu dogrultulara karsilik gelen asli egrilikler
Yardimc1 Teorem 4.4 teki gibi ve (s,?) yerel koordinat sistemi ise, Yardimci Teorem 4.6 daki
gibi tammlansin. Boylece Onerme 4.3 ten, 6 ag1 fonksiyonunun 6 = 6(s) oldugu goriilebilir.

Yardimci Teorem 4.6 dan,

el = X (4.22)

seklindedir. Son ifade, (4.16) ve (4.17) esitliklerinde goz 6niinde bulundurulursa, sirasiyla,

(k2)s = (0" — k) tanh 6k», (4.23)

mg—mtanh6k, = 0, (4.24)

olur. Burada  ile adi diferensiyel gosterilmektedir. Ayrica, (4.22) ve (4.24) esitlikleri (4.15¢)

ifadesinde goz oniine aliirsa, M yiizeyinin S sekil operatoriiniin matris temsili,

o 0
S = (4.25)
[ 0 cothe% ]

seklindedir. Buradan ikinci temel form katsayilari;
W(dy,0) = —O'N,  h(@Dy,0)=0, h(@;,d;)=—cothd=N (4.26)
m

60



seklinde elde edilir. Diger taraftan, (4.23) ve (4.24) denklemleri birlikte g6z Oniine alinirsa,
mgs— 6 cothOmg =0
denklemi elde edilir. Baz1 W1, ¥, diizgiin fonksiyonlar1 i¢in, son denklemin genel ¢6ziimii,

S
m(s,t) =¥1(?) f sinh6(7)dt+ W1 (?)
S0
seklindedir. 7-parametresinin uygun bir se¢imi ile bu ¢oziim,
N
m(s,t) = f sinh0(1)dr + (1), ¥ € C*(M), (4.27a)
50
veya
m(s,t) =1 (4.27b)
seklinde elde edilir. Simdi, m fonksiyonun elde edilen bu ¢6ziimleri g6z 6niinde bulundurula-
rak, siniflandirma sonuclari ayr1 ayri incelenecektir:
Durum 1. m fonksiyonu (4.27a) esitligini saglasin. Oncelikle (4.22) ifadesi, (4.15a) denk-

lemlerinin ilkinde g6z 6niinde bulundurulursa,
Vs,0s = 0

elde edilir. Bu denklem ile (4.26) da verilen ikinci temel form katsayilarindan ilki, X = Y = d;

alinarak (2.17) Gauss formiiliinde yerlerine yazilirsa,
Xgs = —O'N (4.28)
elde edilir. Diger taraftan (4.6) ayristminda (4.22) ifadesi géz oniinde bulundurulursa,
k = cosh@x, + sinh6N (4.29)

bulunur. Buradan, {x;, k) = cosh@ ve (x;,k) = 0 oldugu kolayca goriilebilir. Boylece, x paramet-

rizasyonu
x(s,t) = (f cosh@(r)dr, x>(s,1), x3(s, t)) +y(1) (4.30)

seklinde parametrize edilebilir. Burada y(¢) = (0,y2(?),y3(?)) fonksiyonu, E? -degerli diferensi-
yellenebilir bir fonksiyondur. Ayrica (4.29) ifadesinde, (4.28) esitligi ve k = (1,0,0) oldugu goz
Oniine alinirsa,

sinh 6

(1,0,0) = cosths—szs (4.31)
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elde edilir. (4.31) esitliginde, (x;, x5) = 1 oldugu ve (4.30) formu birlikte gbz 6niine alinirsa,boylece

X parametrizasyonu

S S
x(s,f) = f coshf(7)dr(1,0,0)+ f sinh6(7)dz(0, sinh (1), cosh (1)) + (1) (4.32)
olur. Burada ¢ = ¢() diizgiin bir fonksiyondur. (4.32) den,

cosh e(s)( 1,0, o) +sinh e(s)(o, sinh¢(#), cosh (,o(t)),

Xs

Xt

& (0) f sinh 6(r)dx(0, coshe(r), sinh (1)) + (0,75 (), ¥4(0)) (4.33)

olur. Buradan, (xg,x;) = 0 oldugu goz 6niinde bulundurulursa, f = f(¢) diizgiin bir fonksiyon

olmak tizere
(0,75(0),75(1) = f()(0,cosh(r), sinh (1)) (4.34)

elde edilir. Boylece, (4.33) ifadesi

x = (¢'() f i sinh6(z)dz + £(1))(0,cosh(r), sinh (7))

haline gelir. Son olarak, m diizgiin fonksiyonunun (4.27a) esitligi ile tanimli oldugu {x;, x;) =
m? esitlifinde g6z oniinde bulundurulursa, buradan ¢(t) = t ve f(¢) = W(¢) elde edilir. Elde
edilen bu fonksiyonlar (4.34) esitliginde yerlerine yazilir ve bu ifadelerin r—parametresine gore
integrali alinirsa, (4.20b) fonksiyonu elde edilir. Dolayisiyla M, space-like CPD yiizeyi (4.20)
ile parametrizasyonu verilen yiizeydir. Boylece teoremin Durum (1) i¢in ispati tamamlanmis
olur.

Durum 2. m fonksiyonu, (4.27b) esitligini saglasin. Bu taktirde, (4.18) ve(4.19) esitlikleri,

sirastyla,
g= ds® + a’tz,
e} =05, exy=0;, (4.35)
esitliklerine doniisiir ve boylece M yiizeyinin Levi-civita konneksiyonu
V5.0,=0, V50;,=0, Vy0,=0 (4.36)

esitliklerini saglar ve (4.15c¢) ile verilen S sekil operatdriiniin matris temsili ise,

g 0
S:[ ] (4.37)
0 0
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olur. Buradan ikinci temel form katsayilari,
h(ds,05) = —0'N,  h(05,0) =0, h(d,,0,) =0, (4.38)

olarak bulunur. Sonu¢ olarak, (4.36) ve (4.38) deki ilgili denklemler, (2.17) Gauss ve (2.18)

Weingarten formiillerinde birlikte g6z oniinde bulundurulursa, sirasiyla,
Xss=—0'N, x4=0, x;=0,
Ny=—-0'xs,, N;=0
esitlikleri elde edilir. Buradan, M CPD yiizeyinin Teorem 4.7 de (4.28) ile parametrize edilen

yiizey oldugu dogrudan hesaplama ile kolayca gosterilir. Dolayisiyla teoremin gerek kosulu

ispatlanmis olur. Yeter kosulu da, tersine dogrudan hesaplama ile elde edilir. §

Teorem 4.7 nin dogrudan bir sonucu olarak, maximal CPD yiizeylerinin bir karakterizas-

yonu asagidaki gibidir:

Onerme 4.8. ]E?, 3-boyutlu Minkowski uzayinda space-like sabit bir vektor ile iligkili maximal

CPD yiizeyi; ya bir diizlemin acik bir parcasidir veya

1
x(s,t) = — (ln (cs + V1 czsz), V1 -c2s2sinht, V1 - c2s2cosh t) (4.39)
c

seklinde verilen yiizeye denktir. Burada, c sifirdan farkl bir sabittir ve 6 a¢i fonksiyonu,

1, (1-
6(s) = 5m( ”) (4.40)
seklindedir.

Ispat. Kabul edilsin ki M yiizeyi space-like bir CPD yiizey olsun. Eger, M bir CPD yiizeyi
ise, o zaman Teorem 4.7 den, M ylizeyinin (4.20) ile verilen yiizeye denk oldugunu soyleye-
biliriz. Boylece, bu M yiizeyinin S sekil operatoriiniin matris temsili, (4.25) ile bellidir. (4.25)

ifadesinde maximallik kosulu yani, trS = 0 esitligi gbz oniinde bulundurulursa,
¢ +cotho™ =0
m

elde edilir. Buradan, c sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, son denklemin ¢6ziimii

(EAEREARY
0(s) =In||— |+ +/[—]| -1 (4.41)
cm cm
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seklindedir. Burada c sifirdan farkli bir sabit oldugundan, m fonksiyonunun sadece s-parametresine
bagli oldugu sonucuna varilir. Bu sonug, (4.27a) da géz 6niine alinirsa, ‘\P(¢) = 0 olur ve boylece

m(s) = f *sinh6(7)dr dir. Elde edilen bu m fonksiyonu, (4.41) ifadesinde yerine yazilirsa,

1
6 = ——cosh?6
c

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii ise, (4.40) esitligi ile bellidir. Son olarak elde
edilen bu 6 ¢oziimii ve 'Y (¢) = 0 oldugu, (4.20) de gbz Oniine alinirsa, (4.39) paremetrizasyonu
bulunur.

Boylece ispat tamamlanmis olur. §

Bu boliimiin geri kalan kisminda, M yiizeyi E';’ , Minkowski 3-uzayinda k = (1,0,0) sabit
vektor ile iligkili asli kanonik bir dogrultuya sahip time-like bir (CPD )yiizeyi olarak alinacak-
tir. Fakat M ylizeyi bir time-like yiizey oldugunda, S sekil operatorii kosegenlestirilemeyebilir.
Simdi oncelikle, M time-like yiizeyinin S sekil operatoriiniin kdsegenlestirilemeyecegi varsa-
yilsin. Bu durumda, M yiizeyinin teget demetindeki {e;, e>} sozde ortonormal ¢ati alan1 olmak

tizere ylizeyinin, S sekil operatorii Boliim 2.2.2 de verildigi gibi

S:[kl g ] (4.42)

seklindedir. Bu durumda, (4.1) ayrigim
k=e +N (4.43)

seklinde yazilir. Burada & sabit bir vektor oldugundan, k1 = 0 oldugu dogrudan goriiliir. Boylece
M yiizeyi diiz, minimal B-scroll ylizeyidir. Bu yiizey [27] da agagidaki gibi parametrize edilen,

2 _1\3/2 2
2 1
(s.1) = S_H,&,S—_m)

5 3 5 (4.44)

ylizeyidir.
Buradan asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc¢ 4.9. M, E? Minkowski 3-uzayinda kosegenlestirilemeyen sekil operatoriine sahip, yon-
lendirilmis bir time-like yiizey olsun. Eger M yiizeyi, space-like sabit bir vektor ile iligkili bir

CPD yiizeyi ise, o zaman M time-like yiizeyi (4.44) parametrizasyonu ile verilen yiizeye denktir.
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Simdi, space-like sabit bir vektor ile iligkili M time-like yiizeyinin S sekil operatoriiniin ko-
segenlestirilebilir oldugu varsayilsin. Ayrica, M yiizeyinin teget demetindeki yerel ortonormal
catr alani, {e1, ez} ve e = % olsun. Bu durumda (4.2) ayrisimi; e vektoriiniin space-like
ve time-like olma durumléllﬁlr;(]lcar?,zsuaﬂyla, (4.8) ve (4.10) ile bellidir.

Yardimci Teorem 4.4 de izlenen benzer bir yolla asagidaki yardimci teorem verilebilir:

Yardimci Teorem 4.10. M yiizeyi, E? Minkowski 3-uzaywindaki bir k = (1,0,0) sabit vektorii ile
iliskili asli kanonik dogrultuya sahip time-like bir CPD Yyiizey ve bu yiizeyin asli dogrultular

ey ve ey vektorleri olsun. Bu taktirde asagidaki durumlar verilebilir:

1. Eger ey vektorii space-like ise, o zaman M yiizeyinin V Levi-Civita konneksiyonu ve S

sekil operatorii, sirastyla,

Vee1 =V e2=0, (4.45a)

Ve,e1 = cotbkyer, Ve,e2 = cotbkreg (4.45b)
e1(@ 0

g_| a® (4.45¢)
0 k

seklindedir. Ayrica ky fonksiyonu
e1(ky) = cotbky(e(0) — ko) (4.46)
esitligini saglar.

2. Eger ey vektorii time-like ise, o zaman M yiizeyinin V Levi-Civita konneksiyonu ve S

sekil operatorii, strastyla,

Ve e1 = Ve ez =0, (4.47a)

Vezel = cothbkye, Vezez = coth8kye;, (4.47b)
—-e1(0) 0

.| ® (4.47¢)
0 ko

seklindedir. Ayrica ky fonksiyonu
e1(ky) = cothbky(e1(0) — kp) (4.48)
esitligini saglar.
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3. Her iki durumda da 6 a¢i fonksiyonu

e20)=0

esitligini saglar.

(4.49)

Ispat. (4.8) ve (4.10) ayrisimlari, sirasiyla, géz Oniine alimirsa, Yardimci Teorem 4.4 iin ispa-

tinda izlenen yolla tamamen benzer olarak, sirasiyla, (4.45), (4.46) ve (4.47), (4.48) ifadeleri

elde edilir. Boylece, Yardimci Teorem’in 1. ve 2. durumlari elde edilir. Son olarak her iki durum

icin de Onerme 4.3 ten, (4.49) vardir. §

Yardimci Teorem 4.11. M, k = (1,0,0) sabit vektorii ile iliskili asli kanonik dogrultuya sahip

time-like bir (CPD ) yiizey ve bu yiizeyin asli dogrultulari e\ ve ey vektorleri olsun. O halde M

viizeyi iizerindeki sifirdan farkli diizgiin bir m fonksiyonu icin,

1
€] = 6S7 € = _al
m

olacak sekilde p € M noktasimin bir N\, komsulugu vardir. Eger,
1. ey vektorii space-like ise, N, deki indirgenmis metrik tansor,
g=d s? —m?dt’

seklindedir ve m fonksiyonu

e1(m)—cotBkom =0

denklemini saglar.
2. ey vektorii time-like ise, o zaman N, deki indirgenmis metrik tensor,
g= —ds® + m*di*

seklindedir ve m fonksiyonu

e1(m)—cothBkom =0

denklemini saglar.

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

Ispat. Teoremin ispati, Yardimci Teorem 4.6 nin ispatina benzer bir sekilde yapilabilir. §
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Teorem 4.12. M, ]E? Minkowski 3-uzayinda kosegenlestirilebilir sekil operatoriine sahip yon-
lendirilmis bir time-like yiizey olsun. O zaman, M yiizeyinin space-like sabit bir vektor ile
iliskili bir CPD Yyiizeyi olmast icin gerek ve yeter kosul 8 = 6(s) diizgiin bir fonksiyon olmak

lizere, yiizeyin agagida verilen yiizeylerden birine denk olmasidur:

X(s,0) = f “sin6(r)dr(1,0,0) + f “cos 8(r)dr(0, cosh,sinhz) +¥(1) (4.55a)

0 0

seklinde parametrize edilir. Burada y = y(t) fonksiyonu
! !
(@) = (0, f ¥(7)sinh(7)dr, f ¥(1)cosh(r)d) (4.55b)
to fo
]E?-deg“erli bir fonksiyondur ve ¥ € C*(M).
2. to bir sabit olmak iizere,

) S
x(s,t) = f sin H(T)dr( 1,0, 0) + f cos H(T)dT(O, coshrg, sinh to)
50 50 (4.56)

+(0.sinh(zo), rcosh(ro))

seklinde parametrize edilen diiz bir yiizeydir.

S N
x(s, 1) = f sinhf(r)dr( - 1,0,0) + f cosh@()dr(0,sinht,cosh) +y()  (4.57a)
S0 50
seklinde parametrize edilir. Burada y = y(t) fonksiyonu
! !
() = (0, f ¥(1) cosh(r)dr, f ¥()sinh(r)d) (4.57b)
fo 1

0

E?-deg“erli bir fonksiyondur ve ¥ € C*(M).
4. to bir sabit olmak iizere,

S S
x(s,1) = f sinh@(r)dr(—1,0,0)+ f cosh@(r)dT(O,sinhto,coshto)
(4.58)
+ (0, tcoshty, tsinh to),

seklinde parametrize edilen diiz bir yiizeydir.
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Ispat. Gerek kosulu ispatlamak igin, M yiizeyinin, k = (1,0,0) vektor ile iligkili asli kanonik
dogrultuya sahip time-like bir (CPD) yiizey oldugu varsayilsin. Dolayisiyla, (N,N) = 1 dir.
Boylece, bu yiizeyin asli dogrultulari eg, e ve bunlara kargilik gelen asli egrilikleri k1, k>, Yar-
dimc1 Teorem 4.10 daki gibi ve (s,¢) yerel koordinat sistemi ise, Yardimci Teorem 4.11 deki
gibi tamimlidir. Burada teoremin ispati, e; teget vektoriiniin space-like ve time-like durumlari
icin ayr1 ayri incelenecektir:

Durum A. e; teget vektorii space-like olsun. Bu durumda, (4.45), (4.46), (4.49), (4.51)
ve (4.52) esitliklerine sahibiz. Ayrica N space-like oldugundan, M yiizeyindeki bir diger e;
teget vektorii time-like olacaktir. (4.50) esitliklerinden ilki, (4.46) ve (4.52) denklemlerinde,

sirastyla, goz oniinde bulundurulursa,

(kp)s —cotOkr (0" — k) = 0, (4.59a)

mg—cotBkoym =0 (4.59b)

denklemleri elde edilir. e; = d; ve (4.59b) esitligi, (4.45¢) ifadesinde goz 6niinde bulunduru-

lursa, buradan M yiizeyinin ikinci temel form katsayilari
h(d5,05) =0'N, h(d,0,) =0, h(d;,0;) = —mmgstanON (4.60)

olarak elde edilir. Simdi, (4.59b) denkleminde s-parametresine gore tiirev alinirsa ve burada

(4.59a) denklemi g6z Oniine alinirsa,
mgs + 6 tanfmg =0
elde edilir. Diizgiin bir ¥ = ¥(¢) fonksiyonu i¢in, bu denklemin ¢oziimii
N
m(s,t) = f cosO(&)dé + (1), (4.61a)

veya

m(s,t) =1 (4.61b)

seklindedir.
Simdi, m diizgiin fonksiyonunun yukarida elde edilen iki farkli ¢6ziimii icin ayr1 ayri ince-

leme yapilacaktir:
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Durum A1. Kabul edilsin ki m fonksiyonu, (4.61a) esitligini saglasin. Bu durumda, (4.50)
esitlikleri (4.45) ifadelerinde goz Oniine alinir ve elde edilen ifadeler ile (4.60) denklemleri,

(2.17) Gauss denkleminde birlikte géz Oniine alinirsa,

Xss = O'N, (4.62a)
Xst = %xz’ (4.62b)
m
Xy = mmgXxg+ @xt — mmygtan N (4.62¢)
m

elde edilir. Diger taraftan (4.8) ayrisimindan, {xg, k) = sinf ve {x;,k) = 0 dir. Boylece yiizey,

x(s,t) = (fs sind(t)drt, x2(s,1), x3(s, t)) + (1) (4.63)

50
seklinde parametrize edilebilir. Burada y(¢) = (0,7y2(#),y3(¢)) fonksiyonu, E?—degerli diizgiin bir
fonksiyondur. Ayrica (4.8) ayrisiminda, k = (1,0,0) ve (4.62a) ifadeleri goz 6niine alinirsa,

0
(1,0,0) = sinfx, + %x (4.64)

yazilir. Buradan, j = 2,3 olmak lizere (x j)s = fj()cos @ elde edilir. Diger taraftan (xy,xs) = 1
oldugu, (4.63) esitliginde goz oniinde bulundurulursa, (f(1))* — (f3(1))*> = 1 elde edilir. Bura-
dan, diizgiin bir ¢ = ¢(¢) fonksiyonu icin, f>(#) = cosh(¢) ve f3(¢) = sinh () olarak secilebilir.

Boylece, (4.63) parametrizasyonu

x(s,1) = f SsinQ(T)dT(1,0,0)+ f SCOSG(T)dT(O,COShgo(t),sinhgo(t))+7(t), (4.65)

seklinde bulunur. Teorem 4.7 de Durum (1) in ispati i¢in izlenen benzer bir yolla, (4.51) ve
(4.65) ifadeleri goz oniinde bulundurularak, ¢(¢) =t ve (4.55b) ifadeleri elde edilir. Sonug ola-
rak elde edilen bu ifadeler, (4.65) de gbz Oniine alinirsa, M ylizeyi (4.55a) ile parametrize edilen
bir CPD yiizey oldugu goriiliir. Boylece Durum (A1) icin ispat tamamlanmistir.

Durum A2. m fonksiyonu (4.61b) esitligini saglasin. Bu durumda, (4.50) ve (4.51) ifade-

leri, sirasiyla,

€1 :aS’ €2 :(9[’

g= ds* —dr?
olur. Boylece, (4.45) esitliklerinde verilen Levi-civita konneksiyonlari,
V. 05s=0, V50,=0, V530,=0
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seklindedir ve m bir sabit oldugundan, (4.60) da verilen M yiizeyinin ikinci temel form katsa-

yilari,

h(as,as) = H/N’ h(aS7aZ) = O’ h(al" at) = 0

seklindedir. Buradan yukarida elde edilen yiizeyin Levi-civita konneksiyonlar1 ve ikinci temel
form katsayilart gbz oniinde bulundurularak, (2.17) Gauss ve (2.18) Weingarten formiilleri

yazilirsa

4
Xss=0'N, x4=0, xiz =0,

Ny=—-0'x;, N;=0

esitlikleri elde edilir. Boylece M yiizeyi dogrudan hesaplama ile Teorem 4.12 de (4.56) ile
parametrize edilen yiizeye karsilik gelir.
Simdi, Teorem 4.12 de (4.57) ve (4.58) ile parametrize edilen yiizeyler elde edilecektir:
Durum B. e teget vektorii, time-like olsun. Bu durumda, (4.47), (4.48), (4.49), (4.50),
(4.53) ve (4.54) esitliklerine sahibiz. Durum (A) nin ispati i¢in izlenen benzer bir yolla, (4.54)

esitligini saglayan m fonksiyonu, ¥ = ‘Y(¢) diizgiin bir fonksiyon olmak iizere

m(s,t) = f scosh@(f)d§+‘1’(t) (4.66)

veya

m(s,t) =1 (4.67)

seklindedir.

Eger m fonksiyonu (4.66) esitligini saglarsa, Durum (A1) in ispati ile tamamen benzer yolla
(4.57) ile verilen parametrizasyon elde edilir. Diger taraftan m(s, ) = 1 ise, bu taktirde M yiizeyi
yine Durum (A2) de izlenen benzer yolla, (4.58) de verilen ylizeye karsilik geldigi gosterilir.
Boylece, teoremin ispati i¢in gerek kosul tamamlanmis olur. Ispatin yeter kosulu tersine olarak

dogrudan hesaplama ile gosterilebilir. 1

Sonuc 4.13. Ei Minkowski 3-uzayinda kosegenlestirilebilir sekil operatoriine sahip diiz, mini-

mal time-like CPD yiizeyi yoktur.

Ispat. Ei’ Minkowski 3-uzayinda diiz CPD yiizeyleri (4.56) ve (4.57b) ile parametrize edilir.

Digeri i¢in ispat benzer olcagindan, (4.56) i¢in ispat yapilacaktir.
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Kabul edilsin ki, ]E? Minkowski 3-uzayindaki kosegenlestirilebilir sekip operatoriine sahip

diiz M CPD yiizeyi (4.56) ile parametrize edilsin. Bu yiizeyin S sekil operatorii

g 0
S - (4.68)

seklindedir. Boylece M yiizeyinin minimal olmasi icin gerek ve yeter kosul § = 0 olmasidir.
Fakat Aciklama 4.5 den bu kosulu saglayan yiizeylerin bir CAS yiizeyi oldugundan bahse-
dilmisti. Boylece Ef Minkowski 3-uzayinda, kdsegenlestirilebilir sekil operatdriine sahip diiz,

minimal time-like CPD yiizeyi yoktur. &

Yukarida verilen sonu¢ goz Oniine alinarak, Teorem 4.12°in dogrudan bir sonucu olarak,

minimal CPD yiizeylerinin bir karakterizasyonu asagidaki gibidir:

Onerme 4.14. ]E? Minkowski 3-uzayinda, time-like sabit bir vektor iliskili asli kanonik dog-
rultuya sahip bir minimal yiizey; ya bir diizlemin parcasidir ya da asagida verilen yiizeylerden

birine denktir:

1. c stfirdan farkl bir sabit olmak iizere,

x(s.1) = %(ln(cs+ Ve2s2+ 1), Ve2s2 + 1coshr, Ve2s2 +1 sinht) (4.69)
seklinde verilen bir yiizeydir. Burada 0 a¢t fonksiyonu,
8(s) = cot™ ! (cs) (4.70)
ile tanimhidrr.

2. c stfirdan farkli bir sabit olmak iizere,
1
X(s,0) = ~ (-m( Vs —1 +cs), V252 —1sinht, V252 — lcosht) 471
¢

seklinde verilen bir yiizeydir. Burada 0 agt fonksiyonu,

1+cs) 472)

6(s) = ln(1

—CS

seklindedir.
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Ispat. Kabul edilsin ki M yiizeyi, time-like bir CPD yiizey olsun. Eger M yiizeyi minimal ise,
bu taktirde Sonug 4.13 g6z Oniine alinarak,M CPD yiizeyinin (4.55) veya (4.57) ile parametrize
edilen yiizeylerden birine denk oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla iki farkli durum incelene-
cektir:

Durum 1. Kabul edilsin ki M yiizeyi (4.55) ile parametrize edilen yiizeye denk olsun.

Bu durumda, (4.61a) ile verilen m fonksiyonu icin, M yiizeyinin S sekil operatOriiniin temsili

(e 0
S = 4.73)
0 tanfZs

matrisi

m

seklindedir. Boylece M yiizeyi icin minimallik kosulu, yani, trS = 0 olacag1 gbz 6niinde bulun-
durulursa,

4 +tan9% =0
m

denklemi elde edilir. ¢ sifirdan farkl bir sabit olmak {izere bu denklemin ¢oziimii

)\ )
0(s)=In||— |+ /1 +|— (4.74)
cm cm

seklindedir. Burada c bir sabit oldugundan, m = m(s) sonucuna varilir. Boylece (4.61a) esitli-
gindeki ¥ = 0 olup,

m(s) = fs cosO(&)dé
haline gelir. Bu ifade (4.74) esitliginde yerine yazilirsa, (4.70) elde edilir. Elde edilen bu so-
nuglar (4.55) yiizeyinde yerlerine yazilirsa, (4.69) yiizeyi bulunur.

Durum 2. M yiizeyi, (4.57) ile verilen yiizeye denk olsun. Bu durumda, (4.66) ile verilen

m fonksiyonu icin, M yiizeyinin S sekil operatoriiniin temsili matrisi,

S :[ 7 0 ] (4.75)

0 tanh6=*

seklindedir. Durum (1) dekine tamamen benzer yolla, (4.71) yiizeyi ve (4.72) fonksiyonu dog-

rudan hesaplama ile elde edilir. §

4.1.2 Light-like asli kanonik dogrultuya sahip yiizeyler

Bu alt boliimde, k£ = (1,0, 1) light-like sabit vektori ile iligkili asli kanonik dogrultuya sahip
(CPD ) yiizeyleri simiflandirilacaktir.
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Teorem 4.15. M yiizeyi, E? Minkowski 3-uzaywinda kosegenlestirilebilir sekil operatoriine sahip
yonlendirilmis bir yiizey olsun. O zaman, M yiizeyinin light-like sabit vektorii ile iliskili bir

CPD yiizey olmasi icin gerek ve yeter kosul yiizeyin asagida verilen yiizeye denk olmasidir:

Sl
x(s,1) =( f 2¢(§)2d§)(1,0, 1)+ s (7000, V=2ey0(t) + Lyo() - &)

+ f (&) (V-2ey0(&) + 1, -8, Y-2ey0(&) + 1)de.
fo

Burada, b(t),yo(t) diizgiin fonksiyonlar, sq,to degerleri birer sabit, € € {—1,1} ve ¢ = ¢(s) fonk-

(4.76)

siyonu ise, kendisi ve tiirevi sifirdan farkli diizgiin bir fonksiyondur. Ayrica, {e1,e1) = € olacak

sekilde (1,0, 1) = ¢(s)e; teget vektor alant (4.76) ile verilen yiizeyinin asli bir dogrultusudur.

Ispat. Kabul edilsin ki N, & = —(N, N) olacak sekilde M yiizeyinin birim normal vektdr alani
vex: M— ]E? doniisiimii bir izometrik daldirma olsun. Ayrica, e; birim teget vektor alam
kT = (1,0,1)7 ile orantih ve e, space-like birim vektor alan1 (e1,e>) = O esitligini saglasin.

Boylece, sifirdan farkli bir ¢ = ¢(s) fonksiyonu i¢in, Boliim 4 de verilen (4.1) ayrisimu
(1,0,1) = ¢(e1 =N) (4.77)

seklinde yazilir ve n = 2 ic¢in, (4.14) esitliklerine sahibiz. Buradan, M yiizeyinin ikinci temel

formunun katsayilari,
hey,e1) = —kiN, h(ey,ez) =0, h(ez,ez) = —ekoN (4.78)

seklinde elde edilir. Buradan X =e1,Y =Z =e; ve X = €3,Y = Z = ¢ i¢in, (2.20) Codazzi
denklemleri,sirasiyla,

eiky) =k3—kika ve ex(k;)=0 (4.79)

seklinde elde edilir. A¢iklama 1.5 den, (4.14b) esitligi gosterir ki M iizerinde ej(¢) ifadesi
sifirdan farkli oldugu sonucuna varilir.
Simdi kabul edilsin ki p € M olsun. Light-like sabit dogrultu ile iligkili CPD yiizeylerinin

siniflandirilmasini yapabilmek i¢in, oncelikle agsagida verilen iddia ispatlanacaktir:

Iddia 4.16. M yiizeyi iizerinde a(t),b(t) birer diizgiin fonksiyon ve sifirdan farkl diizgiin bir

@(s) fonksiyonu icin,
1

€] = ¢5s, € = mat
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ve

ki(s)=—¢'(s) (4.80)

olacak sekilde p noktasinn bir N, komsulugu vardir. Ayrica, N, deki indirgenmis metrik tan-

SO¥,

R
O

seklindedir. Burada, € = {e1,e1) = —(N,N) dir.

ds® + (a(t)s + b(1))*dr* (4.81)

8

Iddia 4.16’min ispati. (4.14a) ve n=2 icin, (4.14d) esitliklerinden, [e],e;] = koe; dir. Burada,
n=2 icin, (4.14c) ifadesi ve
e1(G) = kG (4.82)

1
esitligini saglayan sifirdan farkli diizgiin bir G fonksiyonu i¢in, [5e1,Ge2] = 0 olarak elde

1
edilir. Boylece Yardimci Teorem 2.47 den, e; = ¢p0; ve ex = 56, olacak sekilde (s,7) yerel

koordinat sistemi vardir. Dolayisiyla M iizerindeki indirgenmis metrik tansor,
= 2 ds* + G2 (4.83)
g - ¢2 .

seklindedir. (4.14b), (4.14c) ve (4.79) denklemlerinden, dogrudan hesaplama ile k; = kq(s)
oldugu sonucuna varilir ve ayrica (4.80) denklemi elde edilir. Ayrica, e; = d; oldugu ve (4.80)

ifadesi, (4.79) deki ilk denklemde ve (4.82) denkleminde g6z Oniine alinirsa, sirasiyla,

¢(ka)s = ka(ka +¢") (4.84)

veE

#Gs = —koG (4.85)
olur. Son denklemde s-parametresine gore tiirev alinirsa,
¢'Gs+¢Gyy = —(k2)sG — kG (4.86)

elde edilir. Bu denklemde, (4.80), (4.84) ve (4.85) denklemleri birlikte g6z Oniine alinirsa,
¢G5 = 0 bulunur. Buradan diizgiin a(¢), b(¢) fonksiyonlar1 i¢in, G(s,t) = a(t)s + b(t) seklinde
olur ve boylece (4.83) ifadesi (4.81) ifadesine doniisiir.

Dolayisiyla, Iddia 4.16 ispatlanmustir. [
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Kabul edilsin ki M, light-like sabit dogrultu ile iligkili bir CPD yiizeyi ve iizerindeki (s,?)
yerel koordinat sistemi Iddia 4.16 deki gibi, yani,

1

T aOs+b1) " (487

el =dxs, e

seklinde tamimlansin. Yukaridaki ilk ifade g6z oniinde bulundurularak, (4.14a) ve (4.78) esit-

liklerindeki ilk ifadeler, X = Y = ¢x; alinarak (2.17) Gauss formiiliinde yerlerine yazilirsa,
V4i,(#05) = ~kiN

elde edilir. Bu denklemde (4.80) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa,

Lo,
N= (0054 ¢%x) (4.88)
olarak bulunur. (4.88) ifadesi ve e; = ¢x; oldugu (4.77) ayristminda gdz Oniine alinirsa,
1 ’ 2
(1.0.1)=9|¢x; - (60" x5+ p7xss)

yazilir. Bu denklem diizenlenirse,
Xss = _%(LO, 1)
elde edilir. Son denklem s parametresine gore integrallenirse,
: (1,0, 1) +y() (4.89)
xs = —(1,0, .

olarak elde edilir. Burada y = y(f) fonksiyonu, Ei’-degerli diizgiin bir fonksiyondur. Ayrica

(4.89) esitligi, (xy, x5) = % ifadesinde yerine yazilirsa,

(d,0,1),y(1) —€
¢(s)?

elde edilir. Burada ¢(s) fonksiyonunun sabit olmadig1 goz 6niinde bulundurulursa, ((1,0, 1), y(?)) =

+{y(@®),y(®))=0

e ve (y(1),y(t)) = 0 oldugu sonucuna varilir. Boylece dogrudan hesaplama ile y(¢) fonksiyonu,

diizgiin bir y((#) fonksiyonu icin

¥ = (yo(0), V=2670(0) + 1, 70(t) &)
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seklinde elde edilir. Son esitlik (4.89) de yerine yazilirsa,

L 1,01+ (o), V25700 + T y0(0) - ) (4.90)

olur. Bu ifade, (4.87) ifadelerinin ilkinde ve ayrica (4.88) esitliginde goz Oniine alinirsa, sira-

Xsg =

242

styla,

er=¢x = ==(1,0,D+¢() (00, V26700 + Ly =s),  (4Ila)

2¢( )

_%(1 0. 1)+ () (yo(). V=2&0() + Lyo(t) - &) (4.91b)

elde edilir. Boylece {e1,e2; N} yerel ortonormal ¢at1 oldugundan,

1
= as+ b))

(V-2ey0(t) + 1, -, \-2ey0(r) + 1) (4.91c¢)

olur. Son olarak, (4.90) esitliginde s-parametresine gore integral alinirsa,

x(s,t):f 2¢(§)2(1 0, 1)+s(y0(t) V=2eyo(t) + 1,y0(t) — 8)+F(t) (4.92)

bulunur. Burada I' = I'(#) fonksiyonu ]E?—degerli diizgiin bir fonksiyondur. Simdi (4.92) ifade-

sinde r—parametresine gore tiirev alinir ve (4.91c) de yerine yazilirsa,

() = ((a(t) - \/%) s+ b(t)] (V-2870(t) + 1.—&. \=2&y0(1) + 1)

elde edilir. Buradan
Y6(0)

V—2&eyo(t) +1

oldugu sonucuna dogrudan varilir ve boylece

a(t) =

(1) = b(t) (V=2ey0(t) + 1, &, \/=2ey0(1) + 1)

olur. Son denklem integrallenir ve bulunan ifade (4.92) da yerine yazilirsa, (4.76) ile paramet-
rize edilen yiizey elde edilir. Boylece gerek kosulun ispati tamamlanmistir.

Tersine; kabul edilsin ki M yiizeyi (4.76) ile parametrize edilsin ve M iizerindeki ortonor-
mal cat1 {e],er; N} olarak tanimlansin. Ayrica, (1,0, DT = ¢e1 bu ylizeyin bir asli dogrultusu

olsun. Boylece dogrudan hesaplama ile M yiizeyinin birim normal vektorii,

N = (— —&p(s)yo(1), —£¢(s) V1 =2&y0(1), &(=p(5))yo(1) + +¢(s)

&
2¢(s) 2¢(s)
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seklindedir ve ayrica M ylizeyinin asli dogrultulari

B =2&y0(0) + 1 N
sYp(0) +b(1) =2ey0(D) + 1

seklindedir. Gergekten, {e>,(1,0,1)) = 0 esitligi saglanir ve bu da (1,0, 1)” vektoriiniin M yii-

el =¢(s)ds ve e (4.93)

zeyinin bir asli dogrultusu oldugunu gosterir. Boylece, yeter kosul da ispatlanmis oldu.

Simdi k = (1,0, 1) sabit vektorii yerine, Ef Minkowski 3-uzayinda keyfi bir light-like vektor
alindiginda bu light-like vektoriin teget vektoriinii asli kanonik dogrultu (CPD) kabul eden

yiizey asagidaki sekilde elde edilir:

Aciklama 4.17. (4.76) ile parametrize edilen, (1,0,1) light-like vektorii ile iliskili M CPD
yiizeyi goz oniine alinsin. E? Minkowski 3-uzayinda keyfi bir k light-like vektérii diigiiniilsiin.

Kabul edilsin ki, E? Minkowski 3-uzaywndaki 1,1, vektorleri

(hh) =(Lk) =k by =0, (kh)=-1, (b,h)y=1

esitliklerini saglasin. E? Minkowski 3-uzayinda X(s,t) = Lx(s, ) ile verilen M vyiizeyi g6z oniine
alinsin. Burada x(s,t); M yiizeyinin konum vektorii ve L ise,

- 1 1
L(1,0,1) =k, L(_E’O’ E) =0, L0,1,0)=1 (4.94)

ile verilen bir lineer izometridir. Buradan M yiizeyindeki light-like k sabit vektoriiniin (4.77)
den,

(1,0,1) = ¢(e1 =N)

seklinde yazildigin biliyoruz. Son ifade L izometrisi altinda,
L(1,0,1) = ¢(Le; —LN) (4.95)

seklinde yazilir. Gercekten, (4.87) ile verilen esitliklerinden ilki goz oniinde bulundurularak, M
yiizeyi icin; é1 = Ley vektoriiniin bir teget vektor oldugu elde edilir. Ayrica N = LN vektérii de
M yiizeyinin birim normal vektoriidiir. Son olarak (4.95) ifadesinde, é| = Le;, N = LN oldugu

ve (4.94) deki ifadelerden ilki goz oniinde bulundurulursa,

k=g -N)
olarak elde edilir. Boylece, M vyiizeyinin k light-like vektirii ile iliskili bir CPD yiizeyi oldugu
elde edilir.
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Teorem 4.15 iin dogrudan bir sonucu olarak asagidaki dnerme verilecektir:

Onerme 4.18. M, (4.76) ile parametrize edilen bir CPD yiizey olsun. O zaman M vyiizeyinin
(s,1) yerel koordinat sistemine gore S sekil operatorii,

P’ (s) 0
= £B(s)Y(0) (4.96)

0
V1=2ey0(0b(0)+sy, (1)

seklindedir.

Bu kisimda son olarak, Onerme 4.18 nin dogrudan birer sonucu olarak, asagidaki sonuglar

verilecektir:

Sonuc 4.19. M CPD yiizeyi, E? Minkowski 3-uzayinda light-like sabit bir vektor ile iliskili asli
kanonik dogrultuya ve kosegenlestirilebilir sekil operatoriine sahip diiz bir yiizey ise, o zaman,

M asagida verilen yiizeye denktir:

x(s, 1) = (cs+ V1- 208t+£0 2B

s(c—&)+ 1—208t+fs2¢(§)2 f)

Burada so bir sabit, € € {—1,1} ve ¢ = ¢(s) fonksiyonu kendisi ve tiirevi sifirdan farkli diizgiin

——dé, —et+sV1 —2ce,
(4.97)

bir fonksiyondur.

Ispat. Kabul edilsin ki M, (4.76) ile parametrize edilen bir CPD yiizey olsun. ¢ = ¢(s) fonksi-
yonu kendisi ve tiirevi sifirdan farkli diizgiin bir fonksiyon oldugundan, M diiz bir yiizey ise,
yani (4.96) de verilen S sekil operatdrii i¢in, detS = 0 ise, buradan y,(#) = 0 sonucuna varilr.
Boylece c sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, yo(#) = ¢ elde edilir. Bu ifade (4.76) de yerine
yazilirsa, (4.97) ylizeyi dogrudan hesaplama ile elde edilebilir. 1

Sonuc 4.20. E? Minkowski 3-uzaywnda light-like sabit bir vektor ile iliskili asli kanonik dog-

rultuya (CPD) ve kosegenlestirilebilir sekil operatioriine sahip minimal (maximal) yiizey,

x(s,1) = ((Cl )+c1t (s—c1) V1 -2te (c1 +c1t+s(t—s) (4.98)

(&)

seklinde parametrize edilen bir yiizeye denktir. Burada, c; > 0,c1 keyfi sabitler ve € = —1

(e=1).
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Ispat. Kabul edilsin ki M, (4.76) ile parametrize edilen minimal (maximal) bir CPD yiizey
olsun.

Eger M minimal (maximal) bir CPD yiizeyi ayn1 zamanda diiz bir yiizey olmadig1 Sonug
4.13 de belirtilmisti. Boylece M minimal (maksimal) bir CPD yiizeyi i¢in, detS # 0 olmalidur.
Bu taktirde Sonug 4.19 den, y((#) # O dir. Burada /—parametresinin uygun bir degisimiyle,

vo(t) = t olarak alinabilir. Bu ifade (4.96) de yerine yazilirsa,

e’ (s) 0
S = [ 0 ob(s) ] (4.99)
VI=2en)b(t)+s
olur. Minimallik (maksimallik) kosulundan, yani trS = 0 6zelliginden,
¢’ (s) 1
+ =0 4.100
¢(s)  V1-2enb(1)+s (+:100
elde edilir. Son ifade de r—parametresine gore tiirev alinirsa,
b(f) = ——— (4.101)

V1 —2e¢t)
bulunur. Burada c; sifirdan farkli bir sabittir. Son olarak bu ifade (4.100) denkleminde yerine

yazilirsa, c; sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

C2

b(s) = (4.102)

c1+s
seklinde elde edilirve boylece yo(t) = ¢, (4.101) ve (4.102) ifadeleri, (4.76) de gbz Oniinde
bulundurulursa, (4.98) yiizeyi elde edilir. 1

4.2 Sabit Aq Yiizeyleri

Bu alt boliimde, Tanim 1.2 ve Agiklama 1.5 goz 6niinde bulundurularak, ¢ sifirdan farkli bir
sabit olmak lizere, k = (c,0, c) light-like sabit vektorii ile iligskili CAS yiizeyleri siniflandirila-

caktir.

Teorem 4.21. M, E? Minkowski 3-uzayinda kosegenlestirilebilir sekil operatoriine sahip yon-
lendirilmis bir yiizey olsun. O zaman, M yiizeyinin light-like sabit vektorii ile iliskili bir CAS

yiizeyi olmasi icin gerek ve yeter kosul yiizeyin asagida verilen yiizeye denk olmasidir:

73
x(s,1) :s(g(l —s—atz) + g,t, g(l —a—stz)) +‘f0 a(t)(—cet, 1,—cet)dr (4.103)
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Burada, a(t) diizgiin bir fonksiyon, c sifirdan farkli bir sabit ve € € {—1,1}. Ayrica, {e1,e1) =
& = —(N,N) olmak iizere, (c,0,c)’ = d(s)ey teget vektor alani (4.103) ile verilen yiizeyin asli

bir dogrultusudur.

Ispat. Kabul edilsin ki N, & = —(N, N) olacak sekilde M yiizeyinin birim normal vektdr alani
vex: M— ]E? doniisiimii bir izometrik daldirma olsun. Ayrica, e; birim teget vektor alam
kT = (c,0,c¢)T ile orantili ve e, space-like birim teget vektor alani (e1,e2) = 0 esitligini saglasin.
Bu durumda (4.1) ayrisimu

(c,0,c) =&(e; —N) (4.104)

seklinde yazilir. Burada, {e,e1) = € dur.

Gerek kosulu ispatlamak icin e; teget vektorii, M yiizeyinde kj asli egriligine karsilik gelen
asli dogrultu olarak alinsin. Béylece (4.104) esitliginde, Vx(1,0,1) = 0 oldugu g6z 6niinde
bulundurulursa,

0=¢eVxe; +eh(e],X)+eSX, (4.105)

elde edilir. Burada X vektorii M yiizeyine teget bir vektordiir. (4.105) ifadesinde X = e; olarak

alinirsa,
Veer = 0, (4.106a)
Veeo = 0, (4.106b)
Ser = 0, (4.106¢)
h(e1,e1) =0 (4.106d)

elde edilir. Eger (4.105) ifadesinde X = e, alinirsa,

Ve,e1 = —kaer, (4.106e)

Ve,e0 = &kaey, (4.106f)

Sey = ke, (4.106g)
h(e1,e2) =0 (4.106h)

elde edilir. Burada (e>,e>) = 1 olmak iizere, e, vektorii M yiizeyinde k; asli egriligine karsilik

gelen diger bir asli dogrultudur. Ayrica Codazzi denklemleri,
ei(ky) = k% ve exk)=0 (4.107)
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seklindedir.
Kabul edilsin ki p € M olsun. Light-like sabit dogrultu ile iligkili CAS yiizeylerinin sinif-

landirilmasinmi yapabilmek icin, Oncelikle asagida verilen iddia ispatlanacaktir.

Iddia 4.22. M iizerinde a(r) ve b(r) diizgiin fonksiyonlari i¢in,

1

olacak sekilde p noktasiun bir N}, komsulugu vardir. Ayrica, N, deki indirgenmis metrik tan-
SOT,

g = &ds® + b*(0)(a(t) + s)*dr* (4.108)
seklindedir.

Iddia 4.22’min ispati. (4.106a) ve (4.106¢) esitliklerinden, [e1,e2] = krep olur. Ayrica, bu
esitlik

e1(G) = -k G (4.109)

esitligini saglayan sifirdan farkli diizgiin bir G fonksiyonu ig¢in, [ej,Gez] = 0 haline doniisiir.

1
Bu da demektir ki Yardimci Teorem 2.47 den, e¢; = 0, ve ey = Eat olacak sekilde bir (s, 1) yerel

koordinat sistemi vardir. Boylece, M iizerindeki indirgenmis metrik tensor,
g = eds® + G*di? (4.110)

seklinde ifade edilir. Diger taraftan, e; = d5 oldugu, (4.107) deki ilk denklemde ve (4.109)

denkleminde goz 6niinde bulundurulursa, sirasiyla,

(k2)s = ko (4.111)
ve

Gy =-koG (4.112)

olur. Simdi (4.112) denkleminde s-parametresine gore tiirev alinir ve burada (4.111) denklemi
g0z Oniine alinirsa, G = 0 elde edilir. Buradan a(t) ve b(¢) birer diizgiin fonksiyonlar olmak
tizere, G(s,t) = b(t)(a(t) + s) dir ve bu ifade (4.110) da yerine yazilirsa, (4.108) ifadesi elde
edilir.

Dolayisiyla, Iddia 4.22 ispatlanmustir. [
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Kabul edilsin ki M, light-like sabit dogrultu ile iliskili bir CAS yiizeyi ve {izerindeki (s,?)
yerel koordinat sistemi Iddia 4.22 deki gibi tanimlansin. O zaman

1

" bOa + )" @119

€1 =Xs, €2

seklidedir. Yukaridaki gibi tanimli (s, ) koordinat sistemi, (4.106) ifadelerinde gz 6niine alinir

ve ilgili denklemler Gauss formiiliinde yerlerine yazilirsa,

x5 = 0, (4.114a)
1

X

s+a(t) !

(4.114b)

Xst

elde edilir. Simdi (4.104) ayrisiminda, e; = x; oldugu goz oniine alinirsa, {(xs,(c,0,c)) = € ve

(x4,(c,0,c)) = 0 oldugu kolayca goriiliir. Bdylece x parametrizasyonu
>
x(s5,1) = (x3(s,0) + =5, x2(5,8), X3(5,1)) (4.115)
c
seklinde yazilabilir. Dider taraftan, son denklemde (4.114a) denklemi g6z Oniine alinirsa,

x(s.0) = s(B1(0+ =521 (D) + Y1) (4.116)

olur. Burada 31,8, bazi diizgiin fonksiyonlar ve y(¢) = (y1(t),y2(?),y1(?)) ise, E?-degerli diizgiin
bir fonksiyondur. Simdi (xg, x4) = € oldugu, (4.116) esitliginde gbz oniinde bulundurulursa, bu
esitlik

EC & EC

x(5.0)= 5(5 = 5 = THO+ B0 5 = 5 = TH) + 70 (4.117)

ifadesine doniisiir. Genellegi bozmaksizin, 8>(f) = t olarak alinir ve (4.117) esitliginde yerine
yazilirsa,

X(s,1) = s(%(l —e—e)+ ;,z, %(1 —e—e))+(1) 4.118)

elde edilir. Bu denklemde (4.114b) ifadesi goz oniinde bulundurulursa, y fonksiyonu dogrudan
hesaplama ile

t
y(t) = f a(t)(—cet, 1,—cer)dr (4.119)
0

olarak elde edilir. Son olarak (4.119) ifadesi, (4.118) ifadesinde yerine yazilirsa, (4.103) ylizeyi
bulunur. Dolayisiyla, teoremin ispatinin gerek kosulu ispatlanmis olur.

Yeter kosulunun ispati, tersine dogrudan hesaplama ile gosterilebilir. §
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5 E; Minkowski Uzaymndaki Genellestirilmis Sabit Oran Hi-
peryiizeyleri

E3, Oklid 3—uzayindaki GCR yiizeylerinin siniflandirilmasi [21] de, E”, Oklid uzayindaki GCR
hiperyiizeylerinin siniflandirilmasi [55] de ve Ef, Minkowski 3—uzayindaki GCR yiizeyler si-
niflandirilmast da [16, 22, 56] makalelerinde verilmistir. Bu boliimde oncelikle [16] makale-
sinde elde edilen, E’ll” Minkowski uzaylarindaki GCR hiperyiizeylerinin bazi geometrik 6zel-
likleri verilecek ve daha sonrasinda E‘]‘, Minkowski uzayindaki space-like GCR hiperyiizeyle-
rinin siniflandirilmasi problemi calisilacaktir.

E’l’“ Minkowski uzayinda dejenere olmamis bir M hiperyiizeyi gbz 6niine alinsin ve x bu

yiizeyin konum vektorii olsun. Bu taktirde x vektor alani,
x=x" +xh (5.1
seklinde ayristirilir. Burada x” ve x* ifadeleri, sirasiyla, x’in teget ve normal bilesenleridir.

Aciklama 5.1. Eger x” = 0 ise, bu taktirde x konum vektorii, hiperyiizeyin normal uzaymndadir.
Dolayisiyla r # 0 bir sabit olmak iizere, (x,x) = r’ dir. Biylece ]E’l”l Minkowski uzaymndaki
bir M hiperyiizeyi, r sabitinin isaretine gore, S’f(rz) ve H"(—r?) yari-Riemann uzay formlarinn
agik bir pargasi olur. Eger x* = 0 ise, bu taktirde x vektor alant hiperyiizeye tegettir. Dolayistyla
]E’l’+1 Minkowski uzaymdaki M hiperyiizeyi, bir hiperdiizlemin acik bir parcasindan ibarettir.

Bu boliimde bu durumlar goz ardi edilecek, yani, xI' # 0 ve x* # 0 durumlart incelenecektir:

Teorem 5.2. M, ]E’l’” Minkowski uzaywinda bir dejenere olmanus GCR hiperyiizeyi olsun. Bu

taktirde, x konum vektoriiniin teget bilegeni, x! light-like vektor olamaz.

Ispat. Kabul edilsin ki M GCR hiperyiizeyinin, x konum vektoriiniin teget bileseni

xT = f; light-like bir teget vektor olsun. Bu taktirde, M bir time-like yiizeydir ve

x=f1+{x,x)N (5.2)
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seklindedir. M bir GCR hiperyiizey oldugundan, f; teget vektor alan1 M yiizeyinin bir 6z-
vektorii olacaktir. Yani, k; diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in, S f; = k1 f1 dir. Ayrica M bir
time-like yiizey oldugundan, f1, f2) = —1 olacak sekilde f, light-like teget vektor alan var-
dir ve boylece (S fi, fo) = —k; dir. Ayrica (2.19) denkleminden, A(fi, f2) = —k1 N bulunur. (5.2)

esitliginde, f> teget vektorii yoniinde tiirev alinir ve v f,X = f2 oldugu gbz Oniine alinirsa,

2=V fi+h(fi, 2N+ f2((x,x) N —{x,x)S f> (5.3)

elde edilir. Bu esitligin normal kismi;

ki = fo({x,x)) = -2

olur ve teget kismindan ise,

=1 =, x)S f2, f1)

1
seklinde bulunur. Elde edilen son iki esitlikten, (x, x) = =5 dir. Boylece M hiperyiizeyi, H"(-2)
hiperyiizeyinin agik bir pargasidir. Fakat bu durum Agiklama 5.1 ile ¢elisir. Dolayistyla kabu-

liimiiz yanhistir. Boylece M GCR hiperyiizeyleri igin, x’ teget vektorii lightlike olamaz. &

Aciklama 5.3. Aciklama 5.1 ve Teorem 5.2 den dolayi, bu boliim boyunca M, GCR hiperyiize-

yinin x konum vektoriiniin, xT teget bileseni icin, (xT,xT) # 0 olarak kabul edilecektir.
Asagidaki onerme Yardimei Teorem 2.48 un dogrudan bir sonucudur:

Onerme 5.4. M, E’f” Minkowski uzaywnda bir space-like GCR hiperyiizey olsun. M iizerinde,

D =S panies,...,e,} ve Dt = S panie,} distribiisyonlar integrallenebilirdir.
Asagidaki onerme ile GCR hiperyiizeylerinin bir geometrik 6zelligi elde edilecektir.

Onerme 5.5. E’l’“ Minkowski uzayinda yonlendirilmig bTir M hiperyiizeyi goz oniine alinsin ve

X

x ise, bu hiperyiizeyin konum vektorii olsun. ey = ————— olmak iizere, M hiperyiizeyinin
e(xT,xT)2

bir GCR hiperyiizey olmast icin gerek ve yeter kosul e| vektor alanimin tiim integral egrilerinin,

M hiperyiizeyinin jeodezikleri olmasidtr.

T

Ispat. x'’nin time-like ve space-like olma durumlar1 ayr1 ayr1 incelenecektir:
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Durum I Kabul edilsin ki, x! time-like vektor olsun. Bu durumda,

e1 = xT J(=(xT,xTY)1/2 time-like vektordiir ve M bir time-like hiperyiizeyidir. Boylece, x ko-
num vektorii

x=—{(x,e;)e; +{x, N)N

seklinde yazilir. 681 x = e1 oldugu, son esitlikte gdz 6niinde bulundurulursa,
e = (1=(x,N)(Ser,e1)er = (x,e1)V, 01 +(x,Sen)N = (x,N)Sei,

elde edilir. Ayrica M, GCR hiperyiizey oldugundan, Se; = kje; dir. Dolayisiyla son esitlikten,
Ve, e1 =0 olur. Yani, e in integral egrileri jeodeziktir. Tersine, V., e; = 0 olsun. Son denklem-
den, baz1 k; diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in, Se; = kje; bulunur. Dolayisiyla, M bir
GCR hiperyiizeydir.

Durum II. Kabul edilsin ki, x” space-like vektor olsun. Bu durumda, e; = xT'/ ((xT,xT>)1/ 2

space-like vektordiir. Boylece,
x ={x,erye; +&(x,N)N, 5.4)

olacaktir. Burada, € de8eri M yiizeyinin time-like veya space-like olmasi durumlarina gore,
sirastyla, 1 veya —1 dir. Durum I dekine benzer sekilde, Se; = k1e; olmasi i¢in gerek ve yeter

sart V., e1 = 0 olmasidir. Boylece ispat tamamlanir. §

E’l”rl Minkowski uzayinda yonlendirilmis space-like bir M GCR hiperyiizeyi géz Oniine
almsin ve bu hiperyiizeyin x konum vektérii, 4 = V|(x, x)| kosulunu saglasm. M bir space-like
hiperyiizey oldugundan, N birim normal vektor alan1 time-like bir vektordiir, yani, (N, N) = —1
dir. i = 1,...,n olmak iizere, e¢; teget vektorleri ve k; diferensiyellenebilir fonksiyonlari, M
GCR hiperyiizeyinin, sirasiyla, asli dogrultular1 ve bunlara karsilik gelen asli egrilikler olsun.
Ayrica, <xT,xT> #0 ve e = TX—T% oldugu varsayilsin. Ayrica M hiperyiizeyi space-like
oldugundan, yerel olarak u # (;C o’lgugu kabul edilebilir. Boylece M hiperyiizeyinin x konum
vektorii i¢in, (x, x) = ,u2 veya (X, x) = —,u2 olacak sekilde iki farkli durum s6z konusu olacaktir:

Durum A. {x,x) = u* olsun. Bu durumda, (5.1) esitligi baz1 diizgiin 6 ve u fonksiyonlar:
i¢in,

x = pucoshfe| — usinhO N (5.5
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seklinde yazilir. (x, x) = > oldugundan,

e1(u) = coshd, (5.6a)
ej(u)

0, j=23,....n (5.6b)

olur. (5.5) ayrisiminda, (5.6) esitlikleri ve ayrica {(ej,e;) = 1 oldugu g6z 6niinde bulundurulursa,

Veer = 0, (5.7a)
el = (—cosh29 + usinhfe(0) + k1 usinhf)e
(—k1ucoshf — sinhfcoshf — ucoshbe (6))N, (5.7b)

ej = ,usinh@ej(e)e]+uc0sh6Veje1

—ucoshfe j(O)N + kjusinhfe;, j=2,3,...,n (5.7¢)
elde edilir. Buradan,
inh@

ko= —e®)- 2, (5.82)

u
ej®) = 0, (5.8b)

1 — kjusinhé
Vejel = Wej (58C)

olur.
Durum B. (x,x) = —u? olsun. Bu durumda, (5.1) esitligi baz1 diizgiin 6 ve u fonksiyonlar

icin,
x = usinhfe| — ucosh6N 5.9

seklinde yazilir. (x,x) = —u® oldugundan,

e1(u) = —sinhd, (5.10a)
e(u)

0, [=23,...,n (5.10b)

olur. (5.9) ayrisiminda, (5.10) esitlikleri ve ayrica {ej,e;) = 1 oldugu goz oniinde bulunduru-
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lursa,

Veer = 0, (5.11a)
ey = (—sinh26? + pucosh@e(0) + kyucoshf)ey
(—kyusinh@ — sinhfcoshé — usinhbe (6))N, (5.11b)

e; = pcoshfe(B)eq +usinhfV, e

—usinhfe;(O)N + kjucoshfe;, [1=2,3,...,n (5.11¢)
elde edilir. Buradan,
ho

k= —ey(e)- 22 (5.12a)

u
e = 0, (5.12b)

1 — kjucoshd
Velel We (512C)

olur. Ayrica her iki durum icin de M space-like bir hiperyiizey oldugundan, S sekil operatorii
kosegenlestirilebilecegi, yani, i = 1,...,n olmak iizere S (e¢;) = k;e; ifadeleri goz 6niinde bulun-

durularak, (2.20) Codazzi denklemleri (j,1,j) ve (i,j,k) iicliilert i¢in, sirasiyla,
ei(kj) = wij(ej)ki—kj), i,j=1,....n (5.13)

veE

wijler)(ki —kj) = wir(e))ki—ke), i, jk=1,....n (5.14)

seklinde elde edilir.
Sonug olarak, yukarida elde edilen tiim hesaplamalar g6z 6niinde bulundurularak asagidaki

onerme elde edilir:

Onerme 5.6. M, E’]”l Minkowski uzayinda dejenere olmamuis space-like bir hiperyiizey ve x, bu
hiperyiizeyin konum vektorii olsun. Bu durumda M hiperyiizeyinin bir GCR hiperyiizey olmast
icin gerek ve yeter kosul Y, M hiperyiizeyinde teget bir vektor olmak iizere; (Y, xT ) = 0 kosulunu
saglayan tiim Y vektorleri icin, Y(0) = 0 olmasidir. Burada 6; (5.5) (sirastyla, (5.9)) esitliginde

tamimlanan agi fonksiyonudur.
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Ispat. Kabul edilsin ki, M space-like bir GCR hiperyiizey ve x ise, bu hiperyiizeyin konum
vektorii olsun. Bu durumda, x konum vektorii, (5.5) veya (5.9) ile belirtilen ayrisimlardan biri-
dir. Gerek kosulun ispati, sirastyla, (5.8b) veya (5.12b) esitliklerinden dogrudan goriilmektedir.

Tersi de dogrudan hesaplama ile gosterilir. i

Ayrica, (5.8) ve (5.12) esitliklerinin dogrudan bir sonucu olarak asagidaki onerme verilir:

Onerme 5.7. M, E’l”l Minkowski uzayinda space-like bir GCR hiperyiizey ve eq, x! teget
vektorii boyunca birim teget vektor alani olsun. O zaman e; = 0z olacak sekilde bir § yerel

koordinat fonksiyonu vardir.

Ispat. {x,x) > 0 icin benzer sekilde olacagindan, sadece (x,x) < 0 durumu icin ispat1 yeterli
olacaktir:

Kabul edilsin ki; eq, . .., e, ortonormal bazinin dual bazi wyq,...,w, olsun. (5.11a) ve (5.12a)
esitliklerinden, dw; = 0 elde edilir. Boylece, w kapalidir. Poincare Lemmasindan (bknz. [8]),

w1 lokal olarak tamdir, yani, w; = d§ olacak sekilde § yerel koordinat fonksiyonu vardir .

Bundan sonraki kisimlarda, aksi belirtilmedik¢e M hiperyiizeyi E‘ll Minkowski uzayinda
(2.22) Gauss-Kronicker egriligi sifir olan space-like bir GCR hiperyiizey olarak alinacaktir ve
bu hiperyiizeyleri icin siniflandirilma yapilacaktir. Dolayisiyla bunu yapabilmek i¢in, Teorem
5.2 gbz 6niinde bulundurulurak, M space-like GCR hiperyiizeyinin x konum vektoriiniin space-

like ve time-like olacak sekilde iki farkli durumu incelenecektir:

5.1 Space-like konide yatan hiperyiizeyler

Bu alt boliimde, (x,x) = > sartin1 saglayan M hiperyiizeyleri incelenecektir. Bu durumda, x
konum vektorii daha 6nce tanimlanan 6, y diizgiin fonksiyonlari i¢in, (5.5) esitligindeki gibi
ifade edilir. Dolayisiyla, n = 3 icin, (5.6)-(5.8), (5.13) ve (5.14) denklemleri g6z Oniinde bulun-

dururak agsagidaki yardimci teorem dogrudan verilir:
Yardimci Teorem 5.8. M GCR hiperyiizeyinin V, Levi-Civita konneksiyonu,
Vee1 =0, Veer=wnler)es, Veez=-wulerer, (5.15a)
Ve,e1 =wiz(er)er, Ve,e0 = —wiz(er)e) +wos(er)es, Ve,ez = —waz(er)ea,  (5.15b)
Veer =wiz(ez)es, Ve,eo = —wos(ez)es, Ve,es = —wiz(es)e —was(ezdez  (5.15¢)
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1 — usinh 6k;

esitliklerini saglar. Burada l = 2,3 olmak iizere , wq;(e;) = dir. Ayrica i, j,k=1,2,3

oshé
icin, k1,kp, k3 asli egrilik fonksiyonlart,
w3(e)(ky —k3) =0, (5.16a)
ex(ky) = e3(ky) =0, (5.16b)
ei1(kr) = wialex)(k1 —k2),  e3(kz) = waz(ez)(ka —k3), (5.16¢)
e1(k3) = wiz(es)k1 —k3),  ea(ks) = was(e3)(ka —k3), (5.16d)

denklemlerini saglar.

Simdi, M space-like GCR hiperyiizeyleri i¢in, stniflandirma teoremi verilmeden Once asa-

g1daki ornekler verilecektir:

Ornek 5.1. ]E‘lL Minkowski uzayinda bir M = H?> x B! hipersilindiri gz éniine alinsin. Boylece

M hipersilindirinin parametrizasyonu,
x(s,t,10) = (x1(5,8), %25, 1), 63(5, 1), 1)

0
seklindedir ve normali N(s,t) = (xl(s, 1), x2(s,1), x3(s, t),O) dir. Dolayisiyla, x = u(% + N olarak

0
yazilir. Bununla birlikte o teget vektorii, ki = 0 asli egriligine karsi gelen asli dogrultudur.
u

Sonug olarak, M hipersilindiri Gauss-Kronicker egriligi sifir olan bir GCR hiperyiizeyidir.
Ornek 5.2. « : (a,b) — Sf(l) C E‘lt birim hizli bir egri ve F1(u), F2(u); bu a egrisinin normal

uzaywnt geren iki ortonormal vektor olsun, yani,

(F1,Fy) =(F1,a) =(F1,a') = (F2,a) = (F2,a’) = 0, (5.17)

(F1,F1) ={F2,Fy) =1 (5.18)

esitliklerini saglasin. c, sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, E‘lL Minkowski uzayinda paramet-
rizasyonu

t t
x(s,t,u) = sa(u) - o F1 () cosh(—) + Fa(u)sinh (—)) (5.19)
c c
olan M hiperyiizeyi goz oniine alinsin. Bu durumda, dogrudan hesaplama ile M hiperyiizeyinin

birim normali, N = (Fl(u) cosh(é) + Fp(u) sinh(%)) ve asli dogrultulart ise, sirastyla, 0 1 ks

’C’

asli egriliklerine karsilik gelen ey = 05 = a(u), ey =0;, e3= ”x—lunau vektorleridir. Ayrica
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birinci asli egriligi k; = 0 oldugu goz oniine alinirsa, hiperyiizeyin Gauss-Kronicker egriligi

ozdes olarak sifir olan bir GCR hiperyiizeyidir.

Ornek 5.3. A, R? de bir agik ciimle olmak iizere, y : A —> S?(l) C E‘l1 regiiler bir yiizey ve N
ise; y yiizeyinin S?(l) deki birim normal vektor alant olsun. c, sifirdan farkli bir sabit olmak

lizere, E‘ll Minkowski uzayinda

x:IXA—E],

x(s,t,u) = sy(t,u) —cN(t,u) (5.20)

ile parametrize edilen M hiperyiizeyi goz oniine alinsin. Burada N vektorii y yiizeyinin kiiresel
normali oldugundan,

OnN)=sN)=(,N)=0

esitlikleri saglamr. Boylece (5.20) ifadesinde yukardaki esitlikler oniine alinirsa, dogrudan
hesaplama ile

(X, N) = (x5, N) = {xy, N) = 0

elde edilir. Buradan N vektoriiniin, ayni zamanda M hiperyiizeyinin de birim normalidir oldugu
sonucuna vartlir. Ayrica (5.20) ifadesinden, xs5 =0, (x5, N) = 0 ve (x4, N) = 0 olur. Buradan,
M iizerindeki her X teget vektor alani icin h(0g,X) = 0 olur, bu da demektir ki S (05) = 0 dir.
Boylece, M yiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi sifirdir ve 0y = y(t,u); bu hiperyiizeyin bir asli

dogrultusudur. Dolayisiyla, M bir GCR hiperyiizeyidir.
Bu boliimiin geri kalan kisminda asagidaki teorem ispatlanacaktir:

Teorem 5.9. M, IE‘l1 Minkowski uzayinda Gauss-Kronicker egriligi ozdes olarak sifir olan
space-like bir hiperyiizey olsun. Eger M, GCR hiperyiizeyi ise, bu taktirde bu hiperyiizey asa-
gidaki ti¢ hiperyiizeyden birine denktir:

1. Ornek 5.1 de verilen hipersilindirin acik bir parcasudir,
2. Ornek 5.2 de, (5.19) ile parametrize edilen bir hiperyiizeydir,

3. Ornek 5.3 de, (5.20) ile parametrize edilen bir hiperyiizeydir.
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Teoremin ispatinin yapilabilmesi i¢in agagidaki 6nerme ve bu 6nermenin 6nemli bir sonucu

ispatlanacaktir:

Onerme 5.10. M, E‘ll Minkowski uzayinda space-like bir GCR hiperyiizeyi olsun. Eger M hi-
peryiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi 6zdes olarak sifir ise, bu taktirde hiperyiizeyin ki, birinci
asli egriligi sifirdir, yani,

sinh @
e1(0) =—

(5.21)

seklindedir.

Ispat. E‘l1 Minkowski uzayinda M bir space-like GCR hiperyiizeyi goz oniine alinsin ve bu
hiperyiizeyin Gauss-Kronicker egriligi 6zdes olarak sifir, yani diiz bir hiperyiizey olsun.

Kabul edilsin ki, bir p € M noktasinda asli egrilikleri, sirasiyla, ky,k,k3 ve birinci asli
egriligi sifirdan farkli olsun. O zaman, p € M noktasinin bir N, komgulugunda k; # 0 dir. M
bir space-like GCR hiperyiizey oldugundan, S sekil operatorii kosegenlestirilebilirdir ve ayrica
hiperyiizey diiz oldugundan, detS = kikykz = O dir. Burada k; # O olarak alindi§indan, N,
tizerindeki her noktada ky = 0 veya k3 = 0 olur.

Genelligi bozmaksizin, k; = 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda Yardimci Teorem 5.8 ’den

[ =2 icin, wiz(er) = olur. Diger taraftan, (5.16¢) denklemlerin ilkinden ise, N, lize-

pcoshé

rinde 0 =

ky elde edilir ki, bu sonug bir celigkidir. O halde kabuliimiiz yanhstir ve
L COS

boylece k1 = 0 olmalidir. Sonug olarak bu esitlik,1(5.12a) da yerine yazilirsa, (5.21) denklemi
elde edilir. g

Sonug 5.11. M, ]E‘lt Minkowski uzaywnda space-like bir GCR hiperyiizeyi olsun. Eger M hiper-

viizeyinin Gauss-Kronicker egriligi ozdes olarak stfir ise, (5.5) ile verilen x konum vektorii,
x=fe;—cN (5.22)
ayristmina doniigtir. Buradaki f fonksiyonu,

el(N=1, exf)=e3(f)=0 (5.23)

esitliklerini saglayan diizgiin bir fonksiyon ve c, sifirdan farkl bir sabittir.
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Ispat. Kabul edilsin ki, M space-like GCR hiperyiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi 6zdes ola-
rak sifir, yani, (5.21) ifadesini saglasin. Bu taktirde bu ifade ve n = 3 i¢in, (5.6) denklemleri

birlikte gbz Oniine alinirsa,

inho
ik )=1, (5.242)

e1(ucoshd) = coshfcoshf + psinh 9( -

inh
S 9):0 (5.24b)

e1(usinh6) = cosh@sinh 6 +,uc0sh0( -
olur. Bu esitlikler (5.5) ayristminda gz Oniine alinirsa, (5.23) ile taniml1 diizgiin bir f fonksi-

yonu i¢in, dogrudan hesaplama ile (5.22) ayrisimi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. |

Teorem 5.9’un ispati. Gauss-Kronicker egriligi 6zdes olarak sifir olan bir M GCR hiperyii-

zeyinin x konum vektorii, (5.22) ile bellidir. Dikkat edilirse, j = 2,3 olmak iizere, w;j(e;) =
1 — psinh Ok ;; . 1
—— = oldugundan, (5.24) esitlikleri géz Oniine alinirsa,

pcoshd
1-ck j .
wijlej)=——7,j=2,3 (5.25)
f
olur. Ayrica, (5.15) esitlikleri g0z Oniine alinirsa,
[ea,e3] = —wa3(ex)er — was(e3)es olur. Dolayisiyla Tamm 2.42 den, Dt = S pan{e;,e3)

distribiisyonu involutiftir ve ayrica D = § pan{e|} distribiisyonunun involutif oldugu agiktir.
Dolayisiyla Yardimci Teorem 2.46 den, D = S pan{d,} ve D+ = S pan{d,,d,} olacak sekilde
(s,t,u) koordinat sistemi vardir. Diger taraftan, Onerme 5.10 da bahsedildigi gibi M hiperyii-
zeyi diiz oldugundan, birinci asli egriliginin sifir oldugunu biliyoruz. Boylece dogrudan he-
saplama ile FVvelN =0 ve FVvelel = 0 elde edilir. Buradan, e¢; = e(t,u) ve N = N(t,u) sonucuna
varilir. Ayrica (5.23) esitliklerinden, f = f(s) elde edilir. Boylece elde edilen bu ifadeler, (5.22)

ayrisiminda yerlerine yazilirsa, x konum vektorii
x(s,t,u) = f(s)er(t,u) — cN(t,u) (5.26)

haline gelir.

Dikkat edilirse, GCR hiperyiizeylerinin siniflandirmasi yapilirken, (5.15) esitliklerinde ve-
rilen V., e ve V., e Levi-Civita konneksiyonlarimin sifir olup olmadigi durumlar goz 6niinde
bulundurulacagindan, 3 farkli durum ortaya ¢ikacaktir. Simdi, bu durumlar ayr1 ayri incelene-

cektir:

92



Durum 1. V,,e; =0 ve V,.,e; = 0 olsun. Bu durumda, (5.15b) ve (5.15¢) deki ilk esitlikler-
den dogrudan [ = 2,3 i¢in, wq;(e;) = 0 elde edilir. Boylece (5.25) esitliklerinden, kp = k3 = % elde
edilir. Dolayisiyla M GCR hiperyiizeyi, asli egrilikleri 0,1/c,1/c olan space-like bir izopara-
metrik hiperyiizeydir. Dolayistyla Ornek 5.1 de verilmis olan H? x E! hipersilindirinin acik bir
parcasidir, (bknz. [49]). Sonug olarak, Teoremde (1) ile verilmis olan hiperyiizey elde edilmis
olur.

Durum 2. V,,e; =0 ve V,..e; # 0 olsun. Bu durumda, (5.15b) ve (5.15¢) deki ilk esitlikler-
den, sirasiyla, wiz(e2) = 0 ve wi3(e3) # 0 elde edilir. Bu esitliklerden ilki, j =2 i¢in (5.25) de
yerine yazilirsa, kr = % elde edilir. Ayrica bu durumda k; # k3 tiir ve bu ifade, (5.16a) ve (5.16¢)
esitliklerinde gdz Oniine alinirsa, sirasiyla, wy3(e;) = 0 ve wa3(e2) = 0 elde edilir. Boylece (5.15)
esitliklerinden dogrudan hesaplama ile [e;, e3] = wa3(e3)es, [e1,e2] =0 ve [e1,e3] = —wi3(e3)es

bulunur. Diger taraftan, D = S pan{ds} ve D* = S pan{0,,0,} oldugu i¢in,

0
€1 =ail4-» (5.27a)
as
0 0
e = 61225 +a3 o (5.27b)
0
€3 = a328_t + 0335, (5.27¢)

olacak sekilde a1, a22,a23,a32,a33 diizgiin fonksiyonlar1 vardir. Boylece [e1,e2] =0 ve [e1,e3] =

—w13(e3)es esitliklerinden, sirasiyla,

0 0 oaiq daiy
011((022)s5 + (@3%5) ~(ax o TenTg )=0 (5.28)
ve
0 0 oaiy dan
all((élaz)sgt + (a33)s£) - (6132 5 B ) = —wi3(e3)e; (5.29)
elde edilir. Son iki esitliklerinden,
(a22)s = (a23)s = 0, (5.30)
a a a
2 a3 (an): 0o (531)
az  ay (@1)u

bulunur. Ayrica e, ve e3 vektorleri lineer bagimsiz oldugundan,
azz azs
det #0
azy ass
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olur ve dolayisiyla, (5.30) den (a11); = 0 ve (a11), = 0 elde edilir. Buradan,
0
er =ar(s)-, (5.32a)
os
elde edilir. (5.30) ifadesi (5.27b) de goz Oniine alinirsa,
(t )6+ (t )a (5.32b)
er=a u)— +ax3(t,u)— .
2= anlt,u)o +ax o

elde edilir. Simdi § = ®(s),T = Y (t,u),U = W(t,u) olacak sekilde bir koordinat degisimi,

yani,
0 0
Z _
95 3S° (5.33a)
0 0 0
5 (\Pl)ta—T + (‘Pz)t%, (5.33b)
0 0 0
o (‘Pl)ua—T + (‘I’z)u@, (5.33c¢)

ifadeleri gdz Oniine alinsin. Buradan (5.33a) doniisiimii (5.32a) de goz Oniine alinirsa, e =
0

an(s)fb’(s)% olur. Diger taraftan (5.33b) ve (5.33c) doniisiimleri (5.32b) de g6z Oniine ali-

nirsa,

0 0
e2 = (an(¥1); +an(¥)u)o + (4 (P2 + ax(¥2u) 7

haline gelir. Burada ® fonksiyonu a1(s)®’(s) = 1 denklemini ve ¥{,¥, fonksiyonlart ise,

an (W) +ax(W)y =1,

axn(W2): +ax(¥2), =0,

denklem sistemini saglayacak sekilde segilirse, (5.27) sistemi

0

=55

0

= o7

e3=a i+a~i
3= 328T 336U’

haline gelir. Durum 2’nin ispatimin geri kalan kisminda, notasyon suistimal edilerek S = s,

T =t, U =u, a3 = asy ve a3z = aszz olarak alinacaktir.
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Simdi, yukarida elde edilen sistem ve V,, N =0, V,,e; =0, V,,e; =0 ve V,,e; # 0 ifadeleri
g0z Oniine alinirsa, e; = ej(u) ve N = N(t,u) oldugu sonucuna varilir ve bdylece (5.23) esit-
liklerinden, parametrenin uygun bir secimi ile f = s alinabilir. Elde edilen bu sonuclar, (5.26)

ayristminda yerlerine yazilirsa, M hiperyiizeyinin x konum vektorii,
x(s,t,u) = se1(u)—cN(t,u) (5.34)

haline gelir. Ayrica hiperyiizeyin e, teget vektoriine karsilik gelen asli egrili8i k> = % oldugun-
= N
dan, dogrudan hesaplama ile V,,e; = x; = —— olur. Son ifadede x;; = —cN;; oldugu goz Oniine
c
alinirsa,

CZNtt—N: 0

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii,
N(t,u) = F1(u)osh(*) + F2()sinh(-) (5.35)
seklindedir. Burada N, hiperyiizeyin birim normali oldugundan, F'|(u) ve F(u)
(Fi,F1)=-1, (Fp,F2)=1, (F1,F2)=0 (5.36)

esitliklerini saglayan vektor degerli fonksiyonlardir ve (N,e;) = 0 dir. Diger taraftan, (5.34)
ifadesinde x,, = e’ olur ve boylece (N, x,,) = 0 oldugu sonucuna varilir. Bu esitlikler (5.35) ile

birlikte g6z oniinde bulundurulursa,
(Fi,e1)=(F2,e1)=0, (e’,F1)y=(e1’,F2)=0 (5.37)

olur. Burada, s ile adi tiirev ifade edilmektedir. Boylece, (5.36) ve (5.37) esitliklerini saglayan
{e1,e1’; Fq, Fy} sistemi, ]E‘l1 Minkowski uzayinda bir ortonormal ¢at1 tanimlar. Burada (ey,e1) =
1 ve (e1,e1’) = 0 oldugundan e; = e;(u), gergekten Ornek 5.2 de verilen « egrisine karsilik
gelir. Ayrica (5.36) ve (5.37) esitliklerinden, {F, F»} sistemi @ egrisinin normal uzayinin bir
bazidir. Sonug olarak Teoremde (2) ile verilmis olan hiperyiizey elde edilmis olur.

Durum 3. V,,e; # 0 ve V. e; # 0 olsun. Bu durumda (5.12a) denkleminden, V,,e;| ve V., e

vektorlerinin lineer bagimsiz oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
o: Dt — D4,
o(X) = Vyxe;
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d(er) ve d(ey)
ot ou

ile verilen o tasviri 1 —1 dir. Bu durumdan dolayz, vektorleri lineer bagimsizdir.

Ayrica {(e1,e1) = 1 oldugu i¢in,
y:A— Si(1)cEf,
ytu) = ei(t,u)
tasviri regiiler bir yiizey parametrizasyonu olur. Diger taraftan, (x;,N) = (x;,N) = (x,,N) =0
oldugu goz Oniine alinirsa, (y,N) = (y;, N) = (y,,N) = 0 bulunur. Boéylece N = N(t,u) vektor
alani, y = y(¢,u) yiizeyinin S%(l) de Sitter uzayindaki normalidir. Bulunan sonuglar (5.26) ayri-

stminda yerlerine yazilirsa,

x(s,t,u) = sy(t,u) +cN(t,u)

olur. Sonug olarak, Teoremde (3) ile verilmis olan hiperyiizey elde edilmis olur.

5.2 Time-like konide yatan hiperyiizeyler

Bu alt boliimde, (x,x) = —u? sartin1 saglayan M space-like GCR hiperyiizeyleri incelenecek-
tir. Bu durumda, x konum vektorii daha 6nce tanimlanan 6,y diizgiin fonksiyonlar1 icin, (5.9)
esitligindeki gibi ifade edilir. Dolayisiyla n = 3 i¢in, (5.10)-(5.12), (5.13) ve (5.14) denklemleri

g0z Oniinde bulundururak asagidaki Yardimci Teorem dogrudan elde edilir:

Yardimci Teorem 5.12. M hiperyiizeyinin, V Levi-Civita konneksiyonu,

Vee1 =0, Veer=wrler)es, Veez=-wrler)er, (5.38a)
Ve,e1 =win(er)er, Ve,e0 = —win(er)er +warz(er)es,  Ve,e3 = —woz(ex)er,  (5.38b)

Ve,e1 =wi3(ez)ez,  Ve,eo = —waz(e3z)ez, Ve,e3 = —wiz(ez)e) —wrz(ez)ea  (5.38¢)

esitliklerini saglar. Burada | = 2,3 olmak iizere , wii(e;) = % seklindedir. Ayrica
i,k =1,2,3icin, k1,ky,k3 asli egrilik fonksiyonlari, g

wy3(er)(ka —k3) =0, (5.39a)

ex(ky) = e3(ky) =0, (5.39b)

ei1(kr) = wialex)(k1 —k),  e3(kz) = waz(ez)(ky —k3), (5.39)

e1(k3) = wiz(es)k1 —k3),  ex(k3) = waz(e3)(kr —k3), (5.394d)
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denklemlerini saglar.

Simdi, M space-like GCR hiperyiizeyleri i¢in, siniflandirma teoremi verilmeden 6nce asa-

gidaki ornekler verilecektir:

Ornek 5.4. E‘lt Minkowski uzayinda bir M = Sz(clz) xE! hipersilindiri goz oniine alinsin. Boy-

lece M hipersilindirinin parametrizasyonu,
x(s,t,10) = (x1(5,8), x2(5, 1), X3(5, ), 1)

0
seklindedir ve normali N(s,t) = (xl(s, 1), x2(s,1), x3(s, t),O) dir. Dolayisiyla, x = ua— + N olarak
u

0
yvazilir. Bununla birlikte o teget vektorii, k1 = 0 asli egriligine karsi gelen asli dogrultudur.
u

Sonug olarak, M hipersilindiri Gauss-Kronicker egriligi sifir olan bir GCR hiperyiizeyidir.

Ornek 5.5. o : (a,b) — Hf(—l) C E‘l‘ birim hizl bir egri ve F1(u), F2(u); bu egrinin normal

uzaymi geren iki ortonormal vektor olsun, yani,

<F1’F2> = <F1’a/> = <Fl’a/> = <F25a/> = <F2’a/> :O’ (540)

(F1,F1)=(F2,Fy)=1 (5.41)

esitlikleri saglansin. c, sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, E‘f Minkowski uzayinda paramet-
rizasyonu
t t
x(s,t,u) = sa(u)— o F1 () cosh(—) + Fa(u)sinh (-)) (5.42)
c c
olan M hiperyiizeyi goz oniine alinsin. Bu durumda, dogrudan hesaplama ile M hiperyiizeyinin

birim normali, N = (Fl(u) cosh( )+ Fr(u) sinh(%)) ve asli dogrultular ise, sirasiyla, O 1 k3

s
c ’c?

asli egriliklerine karsilik gelen ey = 05, ey =0;, e3 0, vektorleridir. Ayrica, birinci

T
asli egriligi k1 = 0 oldugu goz oniine alimirsa, M hiperyiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi oz-
des olarak sifir olur ve 05 = a(u) bu hiperyiizeyin bir asli dogrultusudur. Boylece M bir GCR

hiperyiizeyidir.

Ornek 5.6. A, R? de actk bir ciimle olmak iizere, y : A — H?(—l) - ]E‘lt bir diizgiin yiizey
parametrizasyonu ve N ise; y yiizeyinin H?(—l) deki birim normal alant olsun. c, sifirdan farkli

bir sabit olmak tizere, ]E‘lt Minkowski uzayinda
x:IxA— Ef,

x(s,t,u) = sy(t,u) —cN(t,u) (5.43)
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ile parametrize edilen M hiperyiizeyi goz oniine alinsin. Buradan, (y;,N) = (ys,N) ={(y,N) =0
oldugu goz oniine alimirsa, dogrudan hesaplama ile (x;,N) = (x5,N) = (x,, N) = 0 elde edilir.
Boylece N, M hiperyiizeyinin de birim normalidir. (5.43) ifadesinden, xz5 =0, (x5, N) =0 ve
(x4, N) = 0 olur. Buradan M hiperyiizeyi tizerindeki her X teget vektor alant icin h(0,X) =0
olur, yani S (05) = 0 bulunur. Bu da demektir ki, M hiperyiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi
stfirdir ve 05 = y(t,u) bu hiperyiizeyin bir asli dogrultusudur. Dolayistyla, M bir GCR hiperyii-

zeyidir.
Bu boliimiin geri kalan kisminda asagidaki teorem ispatlanacaktir:

Teorem 5.13. M, ]E‘l1 Minkowski uzayinda Gauss-Kronicker egriligi ozdes olarak sifir olan,
space-like bir hiperyiizey olsun. Eger M GCR hiperyiizeyi ise, o zaman hiperyiizey asagidaki
li¢ hiperyiizeyden birine denktir:

1. Ornek 5.4 de verilen hipersilindirin bir acik parcasidir,
2. Ornek 5.5 de (5.42) ile parametrize edilen bir hiperyiizeydir,
3. Ornek 5.6 de (5.43) ile parametrize edilen bir hiperyiizeydir.

Simdi teoremin siniflandirmasini yapabilabilmesi i¢in, asagidaki dnerme ve bu 6nermenin

onemli bir sonucu ispatlanacaktir:

Onerme 5.14. M, ]E,‘l1 Minkowski uzaywnda time-like konide yatan space-like bir GCR hiperyii-
zeyi olsun. Eger M hiperyiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi sifir ise, bu taktirde hiperyiizeyin
ky birinci asli egriligi, ozdes olarak sifirdir, yani,

coshé

e1(0) = - (5.44)

diir.
Ispat. Onerme 5.10 nun ispatina tamamen benzer olarak gosterilebilir. §

Sonuc 5.15. M, E* Oklid uzayinda time-like konide yatan space-like bir GCR hiperyiizeyi ol-

sun. Eger M hiperyiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi sifir ise, (5.9) ile verilen x konum vektorii,
x=fe;—cN (5.45)
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ayristnuna doniigtir. Buradaki f fonksiyonu,

ei(N=1, ef)=e3(f)=0 (5.46)
esitliklerini saglayan diizgiin bir fonksiyon ve c, sifirdan farkli bir sabittir.

Ispat. Kabul edilsin ki M space-like GCR hiperyiizeyinin Gauss-Kronicker egriligi sifir olsun.

O zaman n = 3 i¢in, (5.10) denklemleri ve (5.44) denklemi birlikte goz Oniine alinirlarsa,

coshd

e1(ucoshf) = —sinhfcosh @ — p( - )sinh6 =0, (5.47a)

sinh @

e1(usinh@) = —sinh@sinh — (- )cosh = 1 (5.47b)

olur. Bu esitlikler (5.9) ayristminda goz Oniine alinirsa, (5.46) ile tanimli diizgiin bir f fonksi-

yonu ic¢in, (5.45) ayrisimi dogrudan bulunur. Boylece ispat tamamlanir. 1

Teorem 5.13’iin ispati. Boylece Gauss-Kronicker egriligi 6zdes olarak sifir olan M GCR hiper-

yiizeyinin x konum vektorii, (5.45) ile bellidir. Dikkat edilirse, / = 2,3 olmak {izere, wy;(e;) =

1 — usinh 6k,
J T HSIROR oldugundan, (5.47) esitlikleri gbz 6niine alinirsa,

pcoshé
1—ck
wile) = ——.1=2.3 (5.48)
f
olur. Ayrica, (5.38) esitlikleri g0z Oniine alinirsa,
[ea,e3] = —wa3(ez)es — waz(es)es olur. Dolayisiyla Tamim 2.42 den, D+ = S panies,e3)

distribiisyonu involutiftir ve ayrica D = § pan{e} distribiisyonunun involutif oldugu aciktir.
Dolayisiyla Yardimer Teorem 2.46 den, D = S pan{d,} ve D+ = S pan{d;,d,} olacak sekilde
(s,t,u) koordinat sistemi vardir. Diger taraftan, Onerme 5.14 da bahsedildigi gibi M hiperyii-
zeyi diiz oldugundan, birinci asli egriliginin sifir oldugunu biliyoruz. Boylece dogrudan he-
saplama ile €elN =0ve €ele1 = 0 elde edilir. Buradan, e¢; = e(¢,u) ve N = N(t,u) sonucuna
varilir. Ayrica (5.46) esitliklerinden, f = f(s) elde edilir. Boylece elde edilen bu ifadeler, (5.45)

ayristminda yerlerine yazilirsa, x konum vektorii
x(s,t,u) = f(s)er(t,u) —cN(t,u) (5.49)

haline gelir.
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Dikkat edilirse, GCR hiperyiizeylerinin siniflandirmasi yapilirken, (5.38) esitliklerinde ve-
rilen V., ey ve V. ey Levi-Civita konneksiyonlarinin sifir olup olmadigi durumlar goz 6niinde
bulundurulacagindan, 3 farkli durum ortaya c¢ikacaktir Bu durumlarin ispati, Teorem 5.9 in

ispatinda izlenen yolla tamamen benzer olarak, ispatlanir.
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6 SONUCLAR VE IRDELEME

Bu tez calismasinda, 6ncelikle Oklid ve yar1-Oklid uzaylarindaki karsit boyut iki olan altmani-
foldlar ve sonrasinda ise, karsit boyut bir olan altmanifoldlar ele alindi.

flk olarak, E* Oklid uzaylarinda karsit boyut iki olan, sirasiyla, sabit ac1 (CAS) yiizeyleri,
asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizeyleri, sabit egim (CSS) yiizeyleri ve son olarak ise,
genellestirilmig sabit oran (GCR) yiizeylerinin geometrik 6zellikleri incelenerek elde edilen
sonuglar kullanilarak, bazi simflandirma sonuglari verildi. ileride, Oklid uzaylarindaki karsit
boyut iki olan bu yiizeyler i¢in e3 normal vektor alaninin paralel olmamasi durumu incelenerek
yeni siniflandirma ve karakterizasyon sonuclar elde edilebilir.

Diger taraftan, bu tez caligmasinda E'l”l Minkowski uzayindaki asli kanonik dogrultuya
sahip (CPD) hiperyiizeyleri i¢in bazi geometrik 6zellikler incelenmistir. Sonrasinda, E? Min-
kowski uzayinda asli kanonik dogrultuya sahip (CPD) yiizeyleri incelenerek, sirasiyla, space-
like ve light-like asli dogrultu ile iligkili olan CPD yiizeyleri i¢in siniflandirma elde edilmis-
tir. Space-like CPD yiizeylerinin kosegenlestirilebilir bir sekil operatoriine sahip oldugu goz
oniinde bulundurularak, maksimal CPD yiizeyleri icin bir karakterizasyon elde edildi. Time-
like CPD yiizeyleri i¢in ise, kosegenlestirelemeyen sekil operatoriine sahip oldugu durumda,
[27] da verilen, diiz, minimal B-scroll yiizeyine karsilik geldigini, kdsegenlestirilebilir bir sekil
operatoriine sahip oldugu durumda ise, space-like CPD yiizeyleri i¢in verilen siniflandirmaya
benzer bir siniflandirma elde edildi. Ayrica, bu yiizeyler i¢in de minimal olma durumlart ince-
lenmis ve bir karakterizasyon verilmigtir. Daha ileride, kosegenlestirilemeyen sekil operatoriine
sahip yiiksek boyuttaki time-like CPD yiizeylerinin, siniflandirilma problemi calisilabilir. Bu
tez calismasinda, }E? Minkowski uzayinda incelenen bir diger ylizey, sabit a¢1 (CAS) yiizey-
leridir. Tez ¢alismasi siirecinde literatiirde bu konuda agik oldugu fark edilip, E? Minkowski
uzayindaki light-like sabit dogru ile iligkili sabit ac1 (CAS) yiizeyleri i¢in yeni bir siniflan-
dirma verildi ve ayrica bu yiizeylerin diiz, minimal (maksimal) olma durumlari incelenerek,

yeni karakterizasyonlar elde edildi.
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Son olarak, ]E,’I’Jrl Minkowski uzayindaki genellestirilmis sabit oran (GCR) hiperyiizey-
leri icin baz1 genel geometrik 6zellikler incelenmistir. Sonrasinda, E‘lt Minkowski uzaylarinda,
Gauss-Kronicker egriligi 6zdes olarak sifir olan space-like genellestirilmis sabit oran (GCR) hi-
peryiizeyleri incelenmis yiiksek boyuttta elde edilen sonuglara bagl olarak space-like ve time-
like konide yatan hiperyiizeyler i¢in siniflandirma elde edildi. Daha ileride, Gauss-Kronicker
egriligi sifirdan farkli olan GCR hiperyiizeyleri incelenebilir ve boylece siniflandirma teorem-

leri daha da genisletilebilir.
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