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NİSAN-2018



T.C.

FIRAT ÜNİVERSİTESİ
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ÖZET

Öklid ve yarı-Öklid uzaylarındaki bir altmanifoldun geometrik özelliklerini anlamak için,

üzerinde çalışılan en önemli tasvirlerden (dönüşümlerden) biri; altmanifoldun konum vektörü-

dür. Bu doğrultuda, 2001 yılında B. Y. Chen tarafından, Öklid uzaylarındaki sabit oran (CR)

altmanifold kavramı tanıtılmıştır. M, Em Öklid uzayının bir altmanifoldu ve x : M −→Em mani-

foldun konum vektörü olsun. x konum vektörü, x = xT + x⊥ şeklinde ayrıştırılabilir. Burada xT

ve x⊥, sırasıyla, x konum vektörünün teğetsel (teğet) ve normal bileşenleridir. Eğer, bu iki vek-

törün uzunlukları oranı sabit ise, bu durumda M altmanifolduna sabit oran (CR) altmanifoldu

veya eşit açılı altmanifold denir.

Özel olarak karşıt boyutun bir olması durumunda, M bir CR hiperyüzeyi ise, bu durumda x

konum vektörünün xT teğet bileşeni, M hiperyüzeyinin bir asli doğrultusudur. Oysa, bu duru-

mun tersi genelde doğru değildir. Örneğin, Y. Fu ve M. I. Munteanu E3 Öklid uzayındaki tüm

dönel yüzeylerin bu özelliği sağladığını göstermişlerdir. Fakat, bir dönel yüzeyin bir CR yüzeyi

olması için, bu dönel yüzeyinin profil eğrisini özel olarak seçmek gerekir. Bu nedenden dolayı,

CR yüzey kavramı genelleştirilerek genelleştirilmiş sabit oran (GCR) yüzey kavramı, Y. Fu ve

M. I. Munteaunu tarafından literatürde 2014 yılında sunulmuştur: Eğer, M yüzeyinin x konum

vektörünün xT teğet bileşeni, bu yüzeyin bir asli kanonik doğrultu ise, o zaman M yüzeyine

genelleştirilmiş sabit oran (GCR) yüzeyi denir.

Tezde de anlatılacağı üzere, GCR yüzeyleri aynı zamanda asli kanonik doğrultuya sahip bir

(CPD) yüzeylerinin, daha açık olarak, yüzeyin x konum vektörü yerine özel olarak, En+1
υ uza-

yındaki sabit bir k vektörünün alınmasıyla karakterize edilen yüzeylerinin bir genelleştirilmesi

olarak da düşünülebilir.

Yukarıdaki tanımlar göz önüne alındığında, bu tanımların hiperyüzeyler için de aynı şekilde

yapılabileceği kolaylıkla görülür. Diğer taraftan, karşıt boyutun birden büyük olduğu durumda

ise, CPD altmanifold tanımı yapılırken, literatürde Sn×R veHn×R uzaylarındakiA−sınıfı dal-

dırma tanımı kullanılmıştır. Bu tez çalışmasında, R. Tojiero ve B. Mendoça tarafından verilen

bu tanım kullanılarak Öklid ve yarı-Öklid uzaylarının bir altmanifoldu için şu şekilde genel-
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leştirilmiştir: Eğer o altmanifoldun konum vektörünün teğet bileşeni, tüm şekil operatörlerinin

asli doğrultusu ise, bu altmanifolda GCR altmanifold denir.

Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışmada, Öklid ve yarı-Öklid uzaylarında genelleştiril-

miş sabit oran (GCR) altmanifoldları ele alınmıştır ve bu tez altı bölüm halinde düzenlenmiştir.

Tezin ilk iki bölümünde tezin konusu ile ilgili bazı genel bilgiler verilmiş; üçüncü, dördüncü ve

beşinci bölümlerinde ise, elde edilen orijinal sonuçlar sunulmuştur. Altıncı bölümde ise, elde

edilen sonuçlar değerlendirilip, açık problemler sunulmuştur. Tezin organizasyonu şu şekilde-

dir:

Birinci bölümde; genelleştirilmiş sabit oran (GCR) altmanifoldlarının tarihçesi ve altmani-

foldların geometrik özellikleri göz önüne alınarak yapılan çalışmalar özet halinde ifade edil-

miştir. İkinci bölümde; tez boyunca kullanılacak olan temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde; E4 Öklid uzayında karşıt boyut iki olan, sırasıyla, sabit açı (CAS) yüzeyleri,

asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzeyleri, sabit eğim (CSS) yüzeyleri ve son olarak da ge-

nelleştirilmiş sabit oran (GCR) yüzeyleri sınıflandırılmıştır. Dördüncü bölümde; ilk olarak En+1
1

Minkowski uzayındaki asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) hiperyüzeylerinin bazı geometrik

özellikler incelenerek bu bölümde kullanılacak olan önemli teorem ve sonuçlar verilmiştir.

Sonrasında, E3
1 Minkowski uzayında karşıt boyut bir olan asli kanonik doğrultuya sahip (CPD)

yüzeyleri için yeni bir sınıflandırma elde edilmiştir. Ayrıca, bu yüzeylerin minimal (maksimal)

olma durumları incelenmiş ve bazı önemli karakterizasyonlar verilmiştir. Son olarak ise, light-

like sabit doğrultu ile ilişkili sabit açı (CAS) yüzeyleri için sınıflandırma verilmiştir. Beşinci

bölümde; ilk olarak En+1
1 Minkowski uzayındaki genelleştirilmiş sabit oran (GCR) hiperyüzey-

lerinin bazı geometrik özellikleri incelenerek, bu bölümde kullanılacak olan önemli teorem ve

sonuçlar elde edilmiştir. Sonrasında, E4
1 Minkowski uzayında karşıt boyut bir olan genelleştiril-

miş sabit oran (GCR) yüzeyleri için sınıflandırma elde edilmiştir. Son bölüm de ise; öncelikle

elde edilen sonuçlar değerlendirilmiş ve sonrasında bazı açık problemler ortaya konulmuştur.

Anahtar Kelimeler : Öklid Uzayları, Minkowski Uzayları, Sabit Açı Yüzeyleri, Asli Kanonik

Doğrultu, Asli Kanonik Doğrultuya Sahip Yüzeyler, Sabit Oran Yüzeyle-

ri, Sabit Eğim Yüzeyleri, Genelleştirilmiş Sabit Oran Yüzeyleri, Hiperyü-

zeyler, Gauss-Kronicker Eğriliği, Ortalama Eğriliği, Flat Yüzeyler, Mini-

mal Yüzeyler, Maksimal Yüzeyler.
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SUMMARY

Generalized Constant Ratio Submanifolds of Semi-Euclidean Spaces

One of the most basic objects studied to understand geometrical properties of a subma-

nifold of a Euclidean space or semi-Euclidean space is its position vector. In this direction,

the notion of constant ratio (CR) submanifolds in Euclidean spaces introduced by B. Y. Chen.

For each Riemannian manifold M isometrically immersed in Em
υ , there is a natural orthogonal

decomposition of the position vector x at each point on M; namely

x = xT + x⊥

where xT and x⊥ denote the tangential (tangent) and normal components of x, respectively. If

the ratio of length of these two vectors is constant, then M is said to be a CR submanifold or

an equiangular submanifold.

In the particular case of the codimension= 1, if M is an CR hypersurface, then the tangential

part xT of x is a principal direction of M. However, the converse of this statement does not hold

in general. For example, it is proved that all of rotational surfaces in E3 have this property. But

a rotational surface is not a CR surface unless its profile curve is chosen specifically. Therefore,

the definition of generalized constant ratio (GCR) surface has been recently given: If xT is a

principal direction of a surface, then the surface is said to be a GCR surface. In Euclidean and

semi-Euclidean spaces, generalized constant ratio (GCR) submanifolds have been studied and

obtained some new important results by many researchers interested in geometry. There are

still many open problems in this regard.

As also mentioned in the thesis, GCR surfaces can also be thought as a generalization of

the surface endowed with canonical principal direction (CPD) obtained by taking a constant

vector k rather than the position vector x.

Given the above definitions, it is easy to see that these definitions can be made the same for

hypersurfaces. However, when the GCR submanifold is defined, the definition of the A−class

of the Sn ×R and Hn ×R spaces is used in the case of codimension being larger than one.
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By using this definition given by R. Tojiero and B. Mendoza, a submanifold of Euclidean and

semi-Euclidean spaces is called a GCR submanifold if the tangential component of the position

vector of that submanifold is the principal direction of all shape operators.

In this thesis, the generalized constant ratio (GCR) submanifolds in Euclidean and semi-

Euclidean spaces are discussed and this thesis is organized into six sections. In the first two

chapters of the thesis, some general information about the topic of the thesis is given; In the

third, fourth and fifth sections, the main results are presented. The organization of thesis is as

follows:

In the first chapter; papers studied by considering the geometric properties of generalized

constant ratio (GCR) submanifolds and the submanifolds are summarized. In Chapter 2; basic

definitions and theorems to be used throughout the thesis are given. In Chapter 3; we have

classified constant angle (CAS) surfaces, surfaces endowed with constant canonical direction

(CPD) surfaces, constant slope (CSS) surfaces and finally generalized constant ratio (GCR)

surfaces with codimension= 2 in E4 Euclidean space, respectively. In Chapter 4; firstly we give

some important theorems and results to be used in this section by investigating some geometri-

cal properties for hypersurfaces endowed with canonical principal direction (CPD) in Minko-

wski space En+1
1 . In addition, a classification was made for surfaces endowed with a canonical

principal direction (CPD) with codimension= 1 in Minkowski space E3
1. Subsequently, minimal

(maximal) cases of these surfaces have been investigated and have been given some important

characterizations. Finally, we give a new classification for constant angle (CAS) surfaces with a

light-like constant direction. In Chapter 5; firstly we give some important theorems and results

to be used in this section by investigating some geometrical properties for generalized constant

ratio (GCR) hypersurfaces in Minkowski space En+1
1 . In addition, a classification was made for

generalized constant ratio (GCR) surfaces with codimension= 1 in Minkowski space E4
1. In the

last chapter; first the obtained results are evaluated and then some open problems are revealed.

Keywords : Euclidean Spaces, Minkowski Spaces, Constant Angle Surfaces, Canonical Princi-

pal Direction, Surfaces Endowed With Canonical Principal Direction, Constant

Ratio Surfaces, Constant Slope Surfaces, Generalized Constant Ratio Surfaces,

Hypersurfaces, Gauss-Kronicker Curvature, Mean Curvature, Flat Surfaces,

Minimal Surfaces, Maximal Surfaces.
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SEMBOLLER LİSTESİ

Bu çalışmada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.

Em
υ : Yarı-Öklid uzayı

M : Altmanifold

M : Manifold

[, ] : Lie operatörü

g : Metrik tensör

TpM,TpM⊥ : M altmanifoldunun, p noktasındaki sırasıyla, tanjant ve normal uzayı

χ(M),χ(M)⊥ : M altmanifoldunun, sırasıyla, teğet ve normal vektör alanlarının cümlesi

∇, ∇̃,D : Sırasıyla, M,M ve normal demet üzerindeki konneksiyonlar

N,e3,e4 : Birim normal vektör alanları

S : Hiperyüzeyler için, şekil operatörü

Aβ : Yüzeyler için, eβ normal vektörü doğrultusundaki Weingarten dönüşümü

h : M altmanifoldunun ikinci temel formu

D,D⊥ : Distribüsyon

x : Konum vektörü

µ : x konum vektörünün uzunluğu

k : Sabit vektör
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1 GİRİŞ

Öklid ve yarı-Öklid uzaylarındaki bir altmanifoldun geometrik özelliklerini anlamak için, üze-

rinde çalışılan en önemli tasvirlerden (dönüşümlerden) biri, altmanifoldun konum vektörüdür.

M, Em
υ yarı-Öklid uzayının bir altmanifoldu ve x : M −→ Em

υ , manifoldun konum vektörü ol-

sun. O zaman M altmanifoldunun her bir noktasındaki x konum vektörünün doğal bir ortogonal

ayrışımı;

x = xT + x⊥

şeklindedir. Burada xT ve x⊥, sırasıyla, x konum vektörünün teğetsel (teğet) ve normal bi-

leşenleridir. Öklid ve yarı-Öklid uzaylarındaki konum vektörünün geometrisinin gelişiminde

büyük bir katkı [5, 7] makalelerinde, B. Y. Chen tarafından yapılmıştır. Öklid ve yarı-Öklid

uzaylarında M bir altmanifold ve x bu altmanifoldun konum vektörü olmak üzere, eğer,
∥∥∥xT

∥∥∥(
sırasıyla,

∥∥∥x⊥
∥∥∥) uzunluğu sabit ise, bu durumda M altmanifoldu T−sabit altmanifold (sıra-

sıyla, N−sabit altmanifold) olarak isimlendirilir, [5]. Bu makalede, B. Y. Chen tarafından bu

tipteki altmanifoldlar için, tam birer sınıflandırma ve birçok örnek vermiştir.

Diğer taraftan, eğer

∥∥∥xT
∥∥∥

‖x⊥‖
= sabit ise, o zaman M altmanifolduna sabit oran (CR) altmani-

foldu denir. Bu kavram ilk olarak 2001 yılında B. Y. Chen tarafından [4] numaralı makalesinde

verilmiştir. Ayrıca, En+1 Öklid uzaylarındaki CR hiperyüzeyleri; ya merkezi orijinde olan En+1

Öklid uzayındaki Sn(r) hiperküresinin açık bir parçasıdır, ya merkezi orijinde olan koninin açık

bir parçasıdır, veya parametrizasyonu;

x(s,u2,u3, . . . ,un) = (cs)Y(s,u2,u3, . . . ,un)

şeklindedir. Burada {s,u2,u3, . . . ,un} sistemi, hiperyüzey üzerindeki yerel koordinat sistemidir

ve Y(s,u2, u3, . . . ,un); merkezi orijinde olan Sn(1) birim hiperküresinde,

• Ys, Yu2 ,Yu3 , . . . ,Yun vektörlerinin herbirine dik,

• ‖Ys‖ =
√

1− c2/(cs),



koşullarını sağlayan bir parametrizasyondur.

[6] numaralı makalede B. Y. Chen tarafından, sabit oran (CR) altmanifold geometrisinin,

Fizik bilimdalı ile arasıdaki ilişki izah edilmiştir: Newton’un ters-küp yasasına uyan orijinde

bulunan bir merkez çekim kuvvetine maruz kalan bir parçacığın yörüngesi bir sabit oran eğri-

sidir. [26] numaralı makalede, yazarlar tarafından bir düzlemde bulunan sabit oran eğrilerinin,

tam olarak D. Thompson tarafından [53] de izah edilen logaritmik (eşit açılı) spirallere karşılık

geldiği ve bu nedenden dolayı sabit oran (CR) altmanifoldlarını, Thompson’ın logaritmik (eşit

açılı) spirallerinin daha yüksek boyuttaki versiyonu olduğu ayrıntılı bir şekilde izah edilmiştir.

Özel olarak, sabit oran (CR) yüzeyler, logaritmik (veya eşit açılı) spiralin 2-boyutlu mo-

deline benzer olarak 3-boyutlu büyüme modelleri olarak kabul edilir. Temel büyüme modelle-

rinin, özellikle logaritmik spiral bakımından, kapsamlı ve tam bir tanımı K. Boyadzhiev tara-

fından verilmiştir, [1]. Bu nedenle, bazı makalelerde sabit oran (CR) altmanifoldları, eşit açılı

altmanifoldlar olarak adlandırılmıştır, [1].

Yakın geçmişte, K. Boyadzhiev den bağımsız olarak, M. I. Munteanu tarafından sabit eğim

(CSS) yüzey (Logaritmik spiral) kavramı, doğada ve bilimde önemli bir yeri olan helis eğrisi

kavramı düşünülerek ortaya atılmıştır. Bilindiği gibi, sabit bir doğrultu ile sabit bir açı yapan

eğriler helis olarak adlandırılır. Sabit eğim yüzeyi kavramı ise, bu doğrultuda; ’Acaba, Öklid

uzayında konum vektörü ile sabit açı yapan yüzeyler var mı?’ sorusunun cevabı olarak, bahse-

dildiği gibi [46] numaralı makalede Munteanu tarafından, Öklid uzaylarında sabit eğim (CSS)

yüzey kavramı ifade edilmiştir. Bu tanım daha genel olarak aşağıdaki gibi verilebilir:

Tanım 1.1. En+1
υ yarı-Öklid uzayında dejenere olmamış bir Mm altmanifoldu göz önüne alınsın

ve bu altmanifoldunun konum vektörü x ile gösterilsin. Eğer 〈x,em+1〉=sabit olacak şekilde pa-

ralel bir em+1 normal vektörü varsa, o zaman M altmanifolduna, sabit eğim (CSS) altmanifoldu

denir.

E3 Öklid uzaylarındaki CSS yüzeyleri; ya E3 Öklid uzayındaki orijin merkezli S2 küresinin

açık bir parçasıdır, ya da

x(u,v) = usinθ
(
cosξ f (v) + sinξ f (v)× f ′(v)

)
şeklinde parametrize edilir. Burada, θ sıfırdan farklı sabit bir açıdır, ξ = ξ(u) = cotθ logu ve f ,

S2 küresinde yatan birim hızlı bir eğridir. Öklid uzaylarında düz bir CSS yüzeyi bir düzlemin
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veya bir koninin açık bir parçasıdır ve ayrıca, minimal CSS yüzeyleri bir düzlemin açık bir

parçasıdır. Bu kavram ayrıca yarı-Öklid uzaylarında [18, 20] makalelerinde incelenmiştir.

Helis kavramından yola çıkılarak elde edilen bir diğer yüzey kavramı ise, sabit açı (CAS)

yüzeyleridir. Bu yüzeyler, CSS yüzeylerinin konum vektörlerinin özel bir seçim ile, yani, yüze-

yin konum vektörü yerine En uzayındaki sabit bir k doğrultusu alınarak elde edilen yüzeylerdir.

Bu tipteki yüzeyler aynı zamanda, yüzeyin normal vektörü ile bu sabit doğrultunun arasındaki

açı sabit olan yüzeyler olarak ifade edilir. Bu tanım daha genel olarak aşağıdaki gibi ifade

edilebilir:

Tanım 1.2. En+1
υ yarı-Öklid uzayında dejenere olmamış bir Mm altmanifoldu göz önüne alınsın

ve bu uzaydaki sabit bir doğrultu k ile gösterilsin. Eğer 〈k,em+1〉 =sabit olacak şekilde paralel

bir em+1 normal vektörü varsa, o zaman M altmanifolduna, sabit açı (CAS) altmanifoldu denir.

Açıklama 1.3. Bölüm 3.1 de anlatılacağı üzere, M yüzeyi bir CAS yüzeyi ise, bu durumda k

sabit vektörünün teğetsel bileşeni kT ; k1 = 0 asli eğriliğine karşılık gelen bir asli doğrultudur.

Son yıllarda bu konuda, farklı çevreleyen uzaylarında birçok çalışmalar yapılmıştır, [2,

9, 10, 11, 19, 24, 17, 42, 45, 54]. Örneğin, R. Lopez ve M. I. Munteanu [42] makalesinde;

E3
1 Minkowski uzayında time-like sabit bir doğrultu ile ilişkili sabit açı (CAS) yüzeyleri için

kısmi bir sınıflandırma vermişlerdir ve bu uzaydaki CAS yüzeylerinin düz olduğu sonucuna

varmışlardır. Dahası, bu makalede teğet açılabilir (sırasıyla, silindir, koni) bir yüzeyin bir CAS

yüzeyi olması için, üreteç eğrisinin bir helis (sırasıyla, düz bir doğru, çember) eğrisi olması

gerek ve yeter olduğu elde edilmiştir. Ayrıca Bölüm 3.1 ve Bölüm 4.2 de anlatılacağı üzere, bu

konuyla ilgili elde edilen bazı sonuçlar [31, 35] numaralı konferans bildirilerinde sunulmuştur.

[10, 11, 19] makalelerinde, M2 ×R çarpım manifoldlarındaki sabit açı (CAS) yüzeyleri

incelenmiş ve sabit doğrultu olarak R−doğrultusu seçilmiş ve bu yüzeyler için bazı önemli sı-

nıflandırma sonuçları verilmiştir. Burada, R−doğrultusunun, daldırılmış yüzeyin teğet düzlemi

üzerine olan izdüşümü; ilişkili asli eğriliği sıfır olan bir asli doğrultudur.

[12, 13] makalelerinde F. Dillen ve diğerleri tarafından S2 ×R ve H2 ×R çarpım uzayla-

rında tanımlanan sabit açı yüzey kavramından yola çıkılarak, literatürde ilk kez asli kanonik

doğrultuya sahip (CPD) yüzeyleri üzerinde çalışılmış ve bu yüzeyler için bazı önemli sınıf-

landırma sonuçları elde etmişlerdir. Bu yüzeyler için ise; burada R−doğrultusunun daldırılmış
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yüzeyin teğet düzlemi üzerine olan izdüşümü; ilişkili asli eğriliği sıfırından farklı olan bir asli

doğrultudur. Bu nedenle de, bu izdüşüm asli kanonik doğrultu olarak adlandırılmıştır. Böylece,

bu tipteki yüzeyler, asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzey olarak adlandırılmıştır. Tez

boyunca, F. Dillen ve diğerleri tarafından kullanılan bu isimlendirme kullanılacaktır. [23] nu-

maralı makalede ise, E. Garnica, O. Palmas ve G. Ruiz-Hernandez tarafından Öklid uzayındaki

keyfi bir X vektör alanı ile ilişkili asli kanonik doğrultuya sahip hiperyüzeyler tanımlanmış-

tır. Ayrıca [12, 13] makalelerinde yapılan çalışma daha sonra, R. Tojiero tarafından, Sn×R ve

Hn×R çarpım uzaylarındaki hiperyüzeylere taşınmıştır, [54]. R. Tojiero tarafından bu tür hiper-

yüzeylere A−sınıfı daldırma denilmiştir. Daha sonra ise, [44] numaralı makalede bu kavram

Sn×R uzayında karşıt boyutun birden büyük olduğu duruma genelleştirilmiştir. Karşıt boyutun

birden büyük olduğu durum göz önüne alınarak, asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzey

kavramı, aşağıdaki gibi ifade edilebilir:

Tanım 1.4. En+1
υ yarı-Öklid uzayında M dejenere olmamış bir yüzey ve k ∈ En+1

υ sabit vektörü

göz önüne alınsın. Eğer, kT teğet bileşeni M yüzeyinin tüm şekil operatörlerinin bir asli doğ-

rultusu ise, o zaman kT vektör alanına M yüzeyinin asli kanonik doğrultusu denir. Bu durumda

M yüzeyine, k sabit vektörü ile ilişkili asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzey denir.

Bir CAS yüzeyinin bir CPD yüzeyi olduğu, Açıklama 1.3 den görülebilir. Bununla birlikte,

Bölüm 3.2 de görüleceği üzere, M bir CPD yüzey ise, k sabit vektörü ile N normal vektörü

arasındaki açı sabit değildir. Dolayısıyla her CPD yüzeyi, CAS yüzeyi değildir. O halde, Tanım

1.2 göz önünde bulundurularak aşağıdaki önemli açıklama verilebilir:

Açıklama 1.5. En+1
υ yarı-Öklid uzayında M, dejenere olmamış bir CPD yüzey ve bu yüzeyin

tüm şekil operatörleri köşegenleştirilebilir olsun. Eğer, M CPD yüzeyinin birinci asli eğriliği

k1 = 0 ise, M yüzeyi bir CAS yüzeyidir.

CPD yüzeyleri ayrıca, Öklid ve Minkowski uzaylarında [47, 48] numaralı makalelerinde

incelenmişlerdir ve bu tipteki yüzeylerin birer silindir olduğu sonucuna varmışlardır. Ayrıca,

minimal CPD yüzeyleri birer katenoid, düz CPD yüzeyleri ise, birer genelleştirilmiş silindirdir.

[37] numaralı makalede A. Kelleci, M. Ergüt ve N. C. Turgay tarafından, CPD yüzeyleri için

[48] de kısmi bir şekilde elde edilen sınıflandırma tamamlanmıştır ve bu yüzeyler için yeni

karakterizasyonlar elde edilmiştir. Bu konuyla ilgili elde edilen bazı sonuçlar, Bölüm 3.2 ve
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Bölüm 4.1 de verileceği üzere, [28, 29, 32, 33, 34, 35, 36] numaralı konferans bildirilerinde

sunulmuştur.

Öklid 3−uzaylarında çok yakın geçmişte, [21] numaralı makalede Y. Fu ve M. I. Munte-

anu tarafından, CPD ve CSS yüzey kavramlarından yola çıkılarak yeni bir yüzey kavramından

bahsetmişlerdir. CSS yüzeyleri; eşit açılı yüzeyler ve dolayısıyla da B. Y. Chen’in tanımlamış

olduğu CR yüzeyleri ile ilşkili olduğundan, [21] de tanımlanan bu yüzeylere genelleştirilmiş

sabit oran (GCR) yüzeyleri adı verilmiştir. Bu kavram daha genel olarak aşağıdaki gibi verile-

bilir:

Tanım 1.6. En+1
1 yarı-Öklid uzayında dejenere olmamış bir Mm altmanifoldu göz önüne alınsın

ve x, M altmanifoldunun konum vektörü olsun. Eğer x konum vektörünün xT teğetsel bileşeni,

tüm şekil operatörlerinin özvektörü ise, M altmanifolduna genelleştirilmiş sabit oran (GCR)

altmanifoldu denir.

Bu kavram ve Tanım 1.1 göz önünde bulundurularak aşağıdaki önemli açıklama verilebilir:

Açıklama 1.7. M, En+1
1 yarı-Öklid uzayında dejenere olmamış bir GCR yüzey ve M yüzeyinin

tüm şekil operatörleri köşegenleştirilebilir olsun. Eğer, M GCR yüzeyinin konum vektörü ile

yüzeyin paralel bir e3 normal vektörü arasındaki açı sabit ise, M yüzeyi bir CSS yüzeyidir.

[21] numaralı makalede, E3 Öklid uzaylarındaki GCR yüzeylerinin parametrizasyonu;

x(s, t) = s(cosu(s) f (t) + sinu(s) f (t)× f ′(t)) (1.1)

şeklinde elde edilmiştir. Burada, u(s) =
∫ cotθ(s)

s ds, θ < {0, π2 } açı fonksiyonu ve f fonksiyonu

da S2 üzerindeki birim hızlı bir eğridir.

Ayrıca E3 Öklid uzaylarında (1.1) ile verilen GCR yüzeyleri; yüzeyin konum vektörünün

teğet bileşenine karşılık gelen asli eğriliği sabit olan bir yüzey ise, ya bir düzlemin, bir kürenin,

bir silindir yüzeyinin açık bir parçasıdır, veya bir teğet açılabilir bir yüzeydir ya da Gauss

eğriliği sabit olmayan bir yüzeydir. Dahası, E3 Öklid uzaylarındaki düz GCR yüzeyleri, ya bir

düzlemin, ya bir silindirin açık bir parçasıdır ya da teğet açılabilir bir yüzeydir ve ayrıca sabit

ortalama eğrilikli GCR yüzeylerinin, dönel yüzey olduğu elde edilmiştir.

[16, 55] makalelerinde Öklid ve yarı-Öklid uzaylarındaki GCR hiperyüzey kavramı veril-

miştir. N. C. Turgay, [55] de En+1 Öklid uzaylarındaki GCR hiperyüzeylerini incelemiş ve bazı
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önemli sonuçlar elde etmiştir. Ayrıca, GCR hiperyüzeyleri ile bikonzervatif hiperyüzeylerin

ortak özelliklerinden bahsetmiştir. Dahası, GCR hiperyüzeyleri için elde edilen sonuçları göz

önünde bulundurarak bazı örnekler vermiştir. A. Kelleci, M. Ergüt ve N. C. Turgay, [16] maka-

lesinde, D. Yang, Y. Fu ve L. Li tarafından [56] makalesinde E3
1 Minkowski uzayında incelenen

space-like GCR yüzeyleri için elde edilen sonuçlardan bağımsız olarak, daha yüksek boyuttaki

hiperyüzeyler için bazı önemli sonuçlar elde edilmiştir. E3
1 Minkowski uzayında time-like GCR

yüzeyleri ise, [22] numaralı makalede Y. Fu ve D. Yang tarafından incelenmiş ve bu yüzeyler

için bazı sınıflandırma sonuçları verilmiştir.

E3
1 Minkowski uzaylarındaki düz GCR yüzeyleri, E3 Öklid uzaylarında elde edildiği gibi

ya bir düzlemin veya bir silindirin açık bir parçasıdır ve ayrıca sabit ortalama eğrilikli GCR

yüzeyleri de yine bir dönel yüzeye karşılık gelmektedir. Ayrıca bu konuyla ilgili elde edilen

bazı sonuçlar, [30, 33] numaralı konferans bildirilerinde sunulmuştur.

Bu tez çalışmasında, Öklid ve yarı-Öklid uzaylarında genelleştirilmiş sabit oran (GCR) alt-

manifoldları ele alınmıştır ve bu tez altı bölüm halinde düzenlenmiştir. Tezin ilk iki bölümünde

tezin konusu ile ilgili bazı genel bilgiler verilmiş; üçüncü, dördüncü ve beşinci bölümlerinde

ise, elde edilen ana sonuçlar sunulmuştur. Altıncı bölümde ise, elde edilen sonuçlar değerlen-

dirilip, açık problemler sunulmuştur. Tezin organizasyonu şu şekildedir:

Birinci bölümde; genelleştirilmiş sabit oran (GCR) altmanifoldlarının tarihçesi ve altmani-

foldların geometrik özellikleri göz önüne alınarak yapılan çalışmalar özet halinde ifade edil-

miştir. İkinci bölümde; tez boyunca kullanılacak olan temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde; E4 Öklid uzayında karşıt boyut iki olan, sırasıyla, sabit açı (CAS) yüzeyleri,

asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzeyleri, sabit eğim (CSS) yüzeyleri ve son olarak genel-

leştirilmiş sabit oran (GCR) yüzeyleri sınıflandırılmıştır. Dördüncü bölümde; ilk olarak En+1
1

Minkowski uzayındaki asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) hiperyüzeyleri için bazı geomet-

rik özellikler incelenerek bu bölümde kullanılacak olan önemli teorem ve sonuçlar verilmiştir.

Sonrasında, E3
1 Minkowski uzayında asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzeyleri için sınıf-

landırma elde edilmiştir. Ayrıca, bu yüzeylerin minimal (maksimal) olma durumları incelenmiş

ve bazı önemli karakterizasyonlar verilmiştir. Son olarak ise, light-like sabit doğrultu ile iliş-

kili sabit açı (CAS) yüzeyleri için yeni bir sınıflandırma verilmiştir. Beşinci bölümde; ilk olarak

En+1
1 Minkowski uzayındaki genelleştirilmiş sabit oran (GCR) hiperyüzeyleri için bazı geomet-
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rik özellikler incelenerek bu bölümde kullanılcak olan önemli teorem ve sonuçlar verilmiştir.

Sonrasında, E4
1 Minkowski uzayında karşıt boyut bir olan genelleştirilmiş sabit oran (GCR)

yüzeyleri için sınıflandırma elde edilmiştir. Son bölüm de ise; öncelikle elde edilen sonuçlar

değerlendirilmiş ve sonrasında bazı açık problemler ortaya konulmuştur.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 2.1. M bir Haussdorff uzay olsun. Eğer her p ∈ M için, Rm deki bir açık cümleye

homeomorfik olacak şekilde p noktasının açık bir U komşuluğu varsa, M Haussdorff uzayına

bir topolojik manifold veya kısaca manifold denir. Bu durumda boy(Rm) = m olduğundan, M

manifoldunun boyutu m olarak tanımlıdır, [25, 52].

Tanım 2.2. M, m−boyutlu manifold olsun. M üzerinde ϕα : Uα ⊂ M −→ Rn koordinat harita-

ların bir ailesi olan J bir indeks cümlesi olmak üzere, A = {(ϕα,Uα)|α ∈ J} kümesi için, aşa-

ğıdaki şartlar sağlanıyorsa,A kolleksiyonuna M üzerinde n. mertebeden diferensiyellenebilir

yapı (veya atlas) denir;

1. {Uα|α ∈ J} açık kümelerinin kolleksiyonu M manifoldunun bir açık bir örtüsüdür, yani,⋃
α∈JUα = M.

2. Herhangi iki koordinat haritası n. mertebeden uyumludur. Yani, ∀α,β ∈ J için, Wαβ =

Uα∩Uβ cümlesi boştan farklı ise, ϕα◦ϕ−1
β :ϕβ(Wαβ)−→ϕα(Wαβ) fonksiyonları Cr(Wαβ)-

sınıfındandır.

3. A maksimaldir, yani bir (ϕ,U) haritası A daki bütün koordinat atlasları ile uyumlu ise,

bu durumda (ϕ,U) ∈ A dır.

Bir M manifoldu üzerinde n ≤ m olmak üzere, n. mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas

varsa, M manifolduna n. mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir. Ayrıca, atlas her

mertebeden diferensiyellenebiliyorsa, M manifolduna C∞-manifold veya kısaca diferensiyelle-

nebilir manifold denir, [15, 52].

Tanım 2.3. M ve M, sırasıyla, m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve

x : M → M diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer ∀p ∈ M noktasında,
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dxp : TpM→ Tx(p)M türev dönüşümü 1-1 ise, o zaman x dönüşümüne daldırma (immersiyon)

denir, [3, 14, 15].

Tanım 2.4. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, ozaman M üzerinde tanım cüm-

leleri M yi örten haritaların birA koleksiyonu vardır. Eğer ∀ϕ,ψ ∈A haritaları için, J(ϕ,ψ) =

det(∂yi/∂x j) Jakobiyen determinant fonksiyonu pozitif ise, M manifolduna yönlendirilebilir

manifold veya kısaca yönlendirilebilirdir denir. Ayrıca, A koleksiyonu da M için, yönlü bir

atlas olarak adlandırılır, [14, 51, 52].

Tanım 2.5. α : I −→ M eğrisi verilsin. X ∈ χ(M) olmak üzere, α′ = Xα koşulunu sağlanıyorsa,

yani, ∀t ∈ I için, α′(t) = Xα(t) ise, α eğrisine X vektör alanının bir integral eğrisi denir, [25, 50].

Tanım 2.6. M diferensiyellenebilir bir manifold ve manifold üzerindeki vektör alanlarının

cümlesi χ(M) olsun. Bu durumda, X,Y,Z ∈ χ(M) vektör alanları ve f ∈C∞(M,R) için,

∇ : χ(M)×χ(M) −→ χ(M)

ile tanımlı ve

1. ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇ f XY = f∇XY

4. ∇X( f Y) = X( f )Y + f∇XY

koşullarını sağlayan ∇ dönüşümüne afin veya lineer konneksiyon denir, [14, 25, 51, 52].

Tanım 2.7. M bir manifold ve ∇, M üzerindeki konneksiyon olsun. M manifoldunun bir U açık

komşuluğundaki çatı {e1,e2, . . . ,en} ve ωi(e j) = δi j olacak şekildeki dual çatı {ω1,ω2, . . . ,ωn}

olsun. Bu durumda,

ωi j : χ(M) −→C∞(M,R)

X −→ ωi j(X)
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ve

∇Xei =

n∑
j=1

ωi j(X)e j, i = 1, . . . ,n, (2.1)

ile tanımlı ωi j; 1−formlarına, ∇ konneksiyonunun konneksiyon 1−formları denir, [51, 52].

Tanım 2.8. M diferensiyellenebilir bir manifold ve α : I −→ M bir eğri olsun. α′ = dα
(

d
dt

)
olmak üzere, eğer ∇α′X = 0 ise, X vektör alanına α boyunca paraleldir denir. Eğer ∀Y ∈ χ(M)

vektör alanları için, ∇Y X = 0 ise X vektör alanı paraleldir denir, [25, 51].

Tanım 2.9. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eğer α : I −→ M eğrisinin teğet vektör

alanı, α boyunca paralel ise, yani ∇α′α′ = 0 ise, α eğrisine jeodezik denir, [25, 51].

2.1 Yarı-Riemann Manifoldları

Tanım 2.10. V sonlu boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. V üzerinde b : V ×V → R, R-bilineer

fonksiyonuna bilineer form denir. Ayrıca, b bilineer formu ∀v,w ∈ V için, b(v,w) = b(w,v) ko-

şulunu sağlıyorsa, b formuna simetrik bilineer form denir, [8, 50].

Tanım 2.11. V üzerindeki b simetrik bilineer formu,

i) ∀v ∈ V, v , 0 olacak şekilde b (v,v) > 0 ise, pozitif tanımlıdır,

ii) ∀v ∈ V, v , 0 olacak şekilde b (v,v) < 0 ise, negatif tanımlıdır,

iii) ∀w ∈ V için, b(v,w) = 0 koşulu sadece v = 0 için sağlanıyorsa, dejenere olmamıştır,

denir, [8, 50].

Tanım 2.12. V reel vektör uzayı üzerindeki b simetrik bilineer formunun υ indisi, b|(W) negatif

tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W ⊂ V altuzayının boyutudur. b nin indisi υ ise 0 ≤ υ ≤

boyV dir, [8, 50].
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Tanım 2.13. V üzerinde tanımlı b simetrik bilineer formu dejenere olmamış ise, b ye V üzerinde

bir skalar çarpım denir ve g ile gösterilir, [8, 50].

Tanım 2.14. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde tanımlı g skalar çarpımı,

sabit indisli ise, g ye bir metrik tansör denir. Bu durumda, (M,g) ikilisine bir yarı-Riemann

manifoldu denir. Ayrıca, g metrik tansörü M manifoldunun birinci temel formu olarak da ad-

landırılır, [50].

Teorem 2.15. (M,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M üzerinde torsiyonsuz

ve g metriği ile uyumlu (∇g = 0), yani ∀X,Y,Z ∈ χ(M) için,

1. [X,Y] = ∇XY −∇Y X

2. Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)

koşullarını sağlayan bir tek ∇ afin konneksiyonu vardır.

Bu konneksiyona, M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir ve bu konneksiyon

2g(∇XY,Z) = Xg(Y,Z) + Yg(Z,X)−Zg(X,Y)

+g([X,Y],Z)−g([Y,Z],X) + g([Z,X],Y)

şeklindeki Kozsul özdeşliği ile karakterize edilir, [8, 14, 50, 52].

Tanım 2.16. M bir yarı-Riemann manifoldu ve üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu ∇ ile gös-

terilsin. M üzerinde

R : χ(M)×χ(M)×χ(M)→ χ(M)

(X,Y,Z) → R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z = RXYZ

= ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z

şeklinde tanımlı R, (3,1) tensör alanına ∇ konneksiyonunun Riemann eğrilik tensörü denir.

Eğer, R = 0 ise, M manifolduna flattır (düzdür) denir.

11



Ayrıca, ∀X,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

K : χ(M)×χ(M)×χ(M)×χ(M)→C∞(M,R)

(X,Y,Z,W) → K(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

olarak tanımlı 4. mertebeden kovaryant tensöre M üzerinde Riemann Christoffel eğrilik tensörü

adı verilir, [8, 14, 50, 52].

Tanım 2.17. M, n−boyutlu bir yarı-Riemann manifoldu ve M manifoldunun bir p noktasındaki

tanjant uzayı TpM olsun. TpM uzayının 2−boyutlu bir altuzayı Π olsun. Π dejenere olmamış

düzlemini geren birim vektörler x ve y olmak üzere

K(Π) =K(x,y) =
g(R(x,y)y, x)

g(x, x)g(y,y)−g(x,y)2

değerine, M manifoldunun Π düzlemine göre kesit eğriliği denir. Burada, kesit eğriliği Π düz-

lemi için seçilen bazlardan bağımsızdır.

Özel olarak, 2−boyutlu bir M manifoldu için, yani bir M yüzeyi için, K kesit eğriliği M

üzerinde bir reel-değerli fonksiyona karşılık gelir. Bu reel değerli fonksiyon M manifoldunun

Gauss eğriliği olarak adlandırılır, [8, 50, 52].

2.1.1 Yarı-Riemann Altmanifoldları

Tanım 2.18. M ve M birer diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, eğer

1. M, M manifoldunun bir topolojik altuzayı,

2. j : M −→ M içine (inclusion) dönüşümü diferensiyellenebilir ve bu dönüşümün d j, türev

dönüşümü ∀p ∈ M noktasında 1-1 ise,

M manifolduna, M manifoldunun bir altmanifoldu denir, [50, 52].
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Tanım 2.19. M ve M, sırasıyla, n ve m boyutlu manifoldlar olmak üzere, x : M→M dönüşümü

bir daldırma olsun. v,w ∈ Tp(M) için,

g(v,w) = g(dxp(v),dxp(w))

eşitliği sağlanıyorsa, yani, M üzerindeki metrik M üzerindeki metriğe indirgenmişse, x dönü-

şümüne bir izometrik daldırma ve ayrıca m− n farkına da x daldırma dönüşümünün karşıt

boyutu denir, [50, 52].

Tanım 2.20. M, M yarı-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun ve M üzerindeki g

metrik tansörünün, M altmanifolduna indirgenmesiyle elde edilen g = g|M tansörü göz önüne

alınsın. M altmanifoldunun bir p noktasındaki sıfırdan farklı her w ∈ Tp(M) teğet vektörü için

gp(w,v , 0 olacak şekilde bir v′ ∈ Tp(M) teğet vektörü varsa, g indirgenmiş metrik tansörüne,

p noktasında dejenere olmamıştır denir. Eğer g, M üzerindeki her noktada dejenere olma-

mış metrik tansörse ve indisi M manifoldunun her noktasında aynıysa, M altmanifolduna M

yarı-Riemann manifoldunun bir yarı-Riemann altmanifoldudur denir. Bu durumda, M altma-

nifoldunun indisi, g metrik tansörünün bir p ∈ M noktasındaki indisi olarak tanımlanır, [50].

Tanım 2.21. M m−boyutlu bir yarı-Riemann manifoldu ve M de M nin n−boyutlu bir yarı-

Riemann altmanifoldu olsun. Eğer, m− n karşıt boyutu bir ise, M altmanifolduna hiperyüzey

denir, [50, 52].

Tanım 2.22. M bir yarı-Riemann manifoldu ve p noktasındaki tanjant uzayı TpM olsun. Ayrıca

M, M nin bir yarı-Riemann altmanifoldu ve p ∈ M noktasındaki tanjant uzayı TpM olsun.

p noktasında TpM uzayına dik olan normal uzay ise, TpM⊥ ile gösterilsin. Normal uzayın

meydana getirdiği T M⊥ tanjant demete de normal demet denir. Böylece TpM uzayı için,

TpM = TpM⊕TpM⊥

veya

T M = T M⊕T M⊥
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yazılabilir. Böylece, p ∈ M olmak üzere, ∀x ∈ TpM tanjant vektörü,

x = xT + x⊥ (2.2)

şeklinde ayrıştırılır. Burada, xT ∈ TpM ve x⊥ ∈ TpM⊥. Ayrıca, V ∈ TpM⊥ vektörüne normal

vektör ve birim normal vektöre de normal kesit denir. Normal vektör alanlarının cümlesi χ(M)⊥

ile gösterilir, [3, 14, 50, 52].

Tanım 2.23. M bir yarı-Riemann manifoldu ve üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu ∇ olsun.

Eğer, M manifoldu M manifoldunun bir altmanifoldu ve üzerindeki konneksiyon ∇ ise, o za-

man, M altmanifoldu üzerindeki ∇ konneksiyonu bir Levi-Civita konneksiyonudur ve bu kon-

neksiyona indirgenmiş konneksiyon denir, [8, 50].

Tanım 2.24. M bir yarı-Riemann manifoldu ve M ise, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

M ve M üzerindeki Levi-Civita konneksiyonlar, sırasıyla, ∇ ve ∇ olmak üzere,

h : χ(M)×χ(M)→ χ(M)⊥

ile tanımlı χ(M)⊥−değerli simetrik bilineer formuna, M manifoldunun şekil tensörü veya ikinci

temel form denir, [8, 50, 52].

Tanım 2.25. M bir yarı-Riemann manifoldu ve M ise, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

M ve M üzerindeki Levi-Civita konneksiyonları, sırasıyla, ∇ ve ∇ olmak üzere,

AV : χ(M)→ χ(M)

ile tanımlı operatöre Weingarten tasviri veya şekil operatörü denir. Burada V ∈ χ(M)⊥. [8, 50,

52].

Yardımcı Teorem 2.26. M bir yarı-Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun altmanifoldu

olsun. Bu durumda X,Y ∈ χ(M) ve V ∈ χ(M)⊥ için,

g(AV X,Y) = g(h(X,Y),V) (2.3)

şeklindedir, [8, 50].
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Tanım 2.27. M bir yarı-Riemann manifold ve M ise, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

M ve M üzerindeki Levi-Civita konneksiyonları, sırasıyla, ∇ ve ∇ olmak üzere, ∀X,Y ∈ χ(M)

ve V ∈ χ(M)⊥ için,

∇XY = ∇XY + h(X,Y) (2.4)

∇XV = −AV X + DXV (2.5)

ile tanımlı denklemlerine, sırasıyla, Gauss ve Weingarten formülü denir. Burada D konneksi-

yonu, normal demet üzerindedir ve normal konneksiyon olarak adlandırılır, [52].

Tanım 2.28. M m−boyutlu bir yarı-Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun n−boyutlu

altmanifoldu olsun. p ∈ M noktasındaki TpM teğet uzayının ve Tp(M)⊥ normal uzayının orto-

normal çatıları, sırasıyla, {e1, ...,en} ve {en+1, ...,em} olmak üzere,

~H =
1
n

m∑
β=n+1

g(eβ,eβ)(trAβ)eβ,

H =

√
g( ~H, ~H),

ile tanımlı ~H vektör alanına ortalama eğrilik vektör alanı, H değerine de ortalama eğriliği

denir. Burada,

trAβ =

n∑
i=1

g(ei,ei)h
β
ii

şeklindedir ve bu ifadede Aβ = Aeβ şekil operatörünün izi ve hβii ise, M manifoldunun ikinci temel

formunun bileşenleridir. Eğer manifoldun, ortalama eğriliği H = 0 ise, manifolda minimaldir

denir, [41, 50].

Tanım 2.29. M yarı-Riemann manifoldunun eğrilik tensör alanı R ve M altmanifoldunun eğ-

rilik tensör alanı R olsun. Bu durumda, X,Y,Z,W ∈ χ(M) ve V ∈ χ(M)⊥ olmak üzere

g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)−g(h(Y,Z),h(X,W)) + g(h(X,Z),h(Y,W))

ve

(R(X,Y)Z)⊥ = (∇Xh)(Y,Z)− (∇Yh)(X,Z) (2.6)
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denklemlerine, sırasıyla, Gauss ve Codazzi denklemi adı verilir. Ayrıca, h ikinci temel formun

kovaryant türevi ∇h,

(∇Xh)(Y,Z) = DXh(Y,Z)−h(∇XY,Z)−h(Y,∇XZ)

şeklinde tanımlanır. Burada, M altmanifolduna; eğer ∇h = 0 ise paraleldir denir, [52].

2.2 Yarı-Öklid Uzaylarının Altmanifoldları

Bu alt bölümde, tez boyunca çevreleyen uzay Em
υ yarı-Öklid uzayı olarak alınacağından, ön-

celikle yarı-Öklid uzayları ifade edilecek ve bu uzaylar için temel geometrik kavramlardan

bahsedilecektir. Daha sonrasında ise, yarı-Öklid uzaylarındaki yüzeyler ve hiperyüzeyler için

temel kavramlar verilecektir:

Tanım 2.30. Em
υ uzayı, üzerindeki metrik tansör

g̃ = 〈 , 〉 =

υ∑
i=1

dx2
i −

m∑
j=υ+1

dx2
j

şeklinde tanımlı olan m-boyutlu, υ indisli yarı-Öklid uzayı olarak adlandırılır. Burada,

(x1, x2, . . . , xm), Em
υ uzayındaki bir kartezyen koordinat sistemidir. Ayrıca eğer υ = 0 ise,

Em
0 = Em uzayı Öklid uzayı olarak, eğer υ = 1 ise, Em

1 uzayı Minkowski uzayı olarak adlan-

dırılır, [50].

Özel olarak, c0 ∈ E
m
υ ve r > 0 olmak üzere, eğrilikleri, sırasıyla, r2 ve −r2 olan Sm−1

υ (c0,r2)

ve Hm−1
υ−1 (c0,−r2) tam uzayları, sırasıyla,

Sm−1
υ (c0,r2) = {x ∈ Em

υ : 〈x− c0, x− c0〉 = r−2}, (2.7)

Hm−1
υ−1 (c0,−r2) = {x ∈ Em

υ : 〈x− c0, x− c0〉 = −r−2} (2.8)

şeklinde tanımlanır. Genel görelilik kuramında, E4
1, S4

1(c0,r2) ve H4
1(c0,r2) uzaylarına, sıra-

sıyla, Minkowski, de Sitter ve anti-de Sitter space-time olarak isimlendirilir. c0 = 0 olması du-

rumunda, Sm−1
υ (0,−r2) ve Hm−1

υ−1 (0,−r2) uzayları, buradaki 0 kaldırılarak, kısaca Sm−1
υ (r2) ve

Hm−1
υ−1 (−r2) ile gösterilir. Ayrıca, υ = 1 olması durumunda

Hm−1(−r2) = {x = (x0, x1, x2, x3) ∈ Em
1 : 〈x, x〉 = −r−2 ve x0 > 0} (2.9)
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ile verilen Hm−1(−r2) uzayına hiperbolik uzay denir, [51].

Tanım 2.31. Em
υ yarı-Öklid uzayındaki bir v tanjant vektörü için, eğer

• 〈v,v〉 > 0 veya v = 0 ise space-like vektör,

• 〈v,v〉 = 0 ve v , 0 ise light-like vektör,

• 〈v,v〉 < 0 ise time-like vektör,

denir, [41, 50]. Diğer taraftan, Em
υ yarı-Öklid uzayındaki bir X vektör alanına, eğer tanım

cümlesinin tamamında space-like, light-like veya time-like ise, sırasıyla, space–like, light-like

veya time-like vektör alanı denir.

Ayrıca, Em
υ yarı-Öklid uzayındaki iki light-like vektör v1 ve v2’nin lineer bağımlı olması için

gerek ve yeter şart 〈v1,v2〉 = 0 olmasıdır. Özel olarak υ = 1 olması durumunda, eğer 〈v3,v4〉 = 0

ve v3 time-like ise, v4 space-like vektördür.

Tanım 2.32. Em
υ yarı-Öklid uzay ve üzerindeki metrik g̃ = 〈, 〉 , olmak üzere,

i) ΓN =
{
v ∈ Em

υ (−{0}) : 〈v,v〉 = 0
}

şeklinde tanımlı ΓN cümlesine Em
υ uzayının light-like (null)

konisi,

ii) ΓS =
{
v ∈ Em

υ : 〈v,v〉 ≥ 0
}

şeklinde tanımlı ΓS cümlesine Em
υ uzayının space-like konisi,

iii) ΓT =
{
v ∈ (Em

υ −{0}) : 〈v,v〉 < 0
}

şeklinde tanımlı ΓT cümlesine Em
υ uzayının time-like ko-

nisi,

denir, [41, 50].

Tanım 2.33. Em
υ yarı-Öklid uzayındaki bir yüzey için, eğer üzerindeki metrik tensör

• pozitif tanımlı ise, space-like yüzey,

• indisi bir ise time-like yüzey,

• dejenere ise light-like yüzey
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olarak adlandırılır. Başka bir deyişle, eğer yüzeyin her bir p noktasındaki normal vektörü time-

like, space-like veya light-like ise, sırasıyla, space-like, time-like veya light-like yüzey olarak

adlandırılır, [41, 50]. Ayrıca, yüzey üzerindeki teğet vektörlerin tamamı space-like ise, yani

yüzeyin indisi sıfır ise, bu taktirde yüzeye space-like yüzey denir

Tanım 2.34. Em
υ , yarı-Öklid uzayındaki bir vp tanjant vektörünün normu,

∥∥∥vp
∥∥∥ =

√
|̃g(v,v)|p

reel sayısı ile tanımlanır, [50, 52].

Tanım 2.35. E3
1 Minkowski 3-uzayında verilen v ve w pozitif (negatif) time-like vektörleri için,

|〈v,w〉| = ‖v‖‖w‖coshθ

olacak şekilde bir ve yalnız bir θ ≥ 0 reel sayısı mevcuttur. Bu θ sayısına, v ve w vektörleri

arasındaki Lorentz time-like açısı denir, [18, 20].

Tanım 2.36. E3
1 Minkowski 3-uzayında v bir space-like vektör ve w bir pozitif time-like vektör

olmak üzere,

|〈v,w〉| = ‖v‖‖w‖sinhθ

olacak şekilde bir ve yalnız bir θ ≥ 0 reel sayısı mevcuttur. Bu θ sayısına, v ve w vektörleri

arasındaki Lorentz time-like açısı denir, [18, 20].

Tanım 2.37. Time-like bir vektör altuzayı tarafından gerilen, E3
1 Minkowski 3-uzayında verilen

v ve w time-like vektörleri için, |〈v,w〉| > ‖v‖‖w‖ olmak üzere,

|〈v,w〉| = ‖v‖‖w‖coshθ

olacak şekilde bir tek θ > 0 reel sayısı mevcuttur. Bu θ sayısına, v ve w vektörleri arasındaki

Lorentz time-like açı denir, [18, 20].
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Tanım 2.38. Space-like bir vektör altuzayı tarafından gerilen, E3
1 Minkowski 3-uzayında veri-

len v ve w space-like vektörleri için, |〈v,w〉| ≤ ‖v‖‖w‖ olmak üzere,

|〈v,w〉| = ‖v‖‖w‖cosθ

olacak şekilde bir tek θ ∈ [0,Π/2] reel sayısı mevcuttur. Bu θ sayısına, v ve w vektörleri arasın-

daki Lorentz space-like açı denir, [18, 20].

2.2.1 Yarı-Öklid uzaylarının yüzeyleri

Bu alt bölümde Em
υ yarı-Öklid uzaylarında, υ = 0 ve m = 4 alınarak, E4 Öklid uzaylarındaki M

yüzeyleri için temel geometrik kavramlar verilecektir:

M, E4 Öklid uzayında yönlendirilmiş, regüler bir yüzey olsun. {e1,e2;e3,e4}, M yüzeyi

üzerinde tanımlı ortonormal çatı alanı ve {ω1,ω2,ω3,ω4} ise, bu çatı alanına karşılık gelen dual

çatı alanı olsun. Ayrıca ∇̃, ∇ ve D ile, sırasıyla, E4 Öklid uzayının Levi-Civita konneksiyonu, M

yüzeyi üzerindeki indirgenmiş konneksiyon ve M yüzeyinin normal konneksiyonu gösterilsin.

Gauss ve Weingarten formülleri sırasıyla

∇̃e jei =

2∑
k=1

ωik(e j)ek + h3
i je3 + h4

i je4, (2.10)

∇̃eieβ = −hβ1ie1−hβi2e2 +

4∑
γ=3

ωβγ(ek)eγ, i, j = 1,2,β = 3,4 (2.11)

şeklindedir. Burada {ωBC}, B,C = 1,2,3,4; {e1,e2;e3,e4} çatı alanına karşı gelen konneksi-

yon formları, ωBC(X) =
〈
∇̃XeB,eC

〉
şeklinde tanımlanır ve ωBC +ωCB = 0 eşitliklerini sağlar.

hβik =
〈
h(ei,ek),eβ

〉
ise, M yüzeyinin ikinci temel formunun bileşenleridir.

M yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü,

~H =
1
2

izAβ =
1
2

∑
β,i

hβiiei, (2.12)

şeklinde tanımlanır. Ortalama eğriliği ise,

H =
∥∥∥∥ ~H∥∥∥∥

şeklindedir.

19



M yüzeyinin Gauss eğriliği,

K = detAβ =

4∑
β=3

(
hβ11hβ22− (hβ12)2

)
, (2.13)

şeklinde tanımlanır.

Diğer taraftan E4 Öklid uzayındaki M yüzeyleri için, Gauss ve Codazzi denklemleri, sıra-

sıyla,

〈R(X,Y)Z,W〉 = 〈h(Y,Z),h(X,W)〉− 〈h(X,Z),h(Y,W)〉, (2.14)

(∇Xh)(Y,Z) = (∇Yh)(X,Z). (2.15)

Burada R, yüzeyin ∇ konneksiyonu ile ilişkili eğrilik tansörüdür ve ∇h,

(∇Xh)(Y,Z) = DXh(Y,Z)−h(∇XY,Z)−h(Y,∇XZ)

şeklindedir. Ayrıca,

RD(e j,ek;eβ,eγ) = 〈[Aβ,Aγ](e j),ek〉 =

2∑
i=1

(
hβikhγi j−hβi jh

γ
ik

)
, i, j,k = 1,2, β,γ = 3,4 (2.16)

şeklindedir. Burada RD, yüzeyin D konneksiyonu ile ilişkili normal eğrilik tansörü, Aβ ise eβ

vektörü doğrultusundaki Weingarten dönüşümüdür.

Eğer RD = 0 ise, M yüzeyinin normal konneksiyonu düzdür denir. (2.16) ile verilen Ricci

denkleminden dolayı, bu koşul bu yüzeyin tüm şekil operatörlerinin aynı anda köşegenleştiri-

lebilir olmasına denktir.

Önerme 2.39. M, E4 Öklid uzayında regüler bir yüzey olsun. Bu taktirde, M yüzeyinin tüm

şekil operatörleri aynı anda köşegenleştirilebilir olması için gerek ve yeter koşul paralel {ê3, ê4}

normal vektörlerinin mevcut olmasıdır, [3].

2.2.2 Yarı-Öklid uzaylarının hiperyüzeyleri

Bu alt bölümde Em
υ yarı-Öklid uzaylarında, υ = 1 ve m = n+1 alınarak, En+1

1 Minkowski uzay-

larındaki M hiperyüzeyleri için, genel geometrik özellikler verilecektir:
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Tanım 2.40. M, En+1
1 Minkowski uzayında yönlendirilmiş bir hiperyüzey, x : M→ En+1

1 bir izo-

metrik daldırma ve N ise, bu hiperyüzeyin birim normal vektör alanı olsun. Eğer, M üzerindeki

indirgenmiş metrik g = g̃|M, pozitif tanımlı (indisi bir) ise, x daldırması space-like (time-like)

daldırma olarak adlandırılır. Diğer taraftan, M hiperyüzeyinin herbir noktasındaki birim nor-

mal vektör alanı N time-like (space-like) bir vektör alanı olması, yine x daldımasının space-like

(time-like) olmasına denktir. Ayrıca, eğer g indirgenmiş metriğinin indisi bir ise, x daldırma-

sına space-like daldırma denir, [50].

En+1
1 Minkowski uzayının n-boyutlu bir Mn hiperyüzeyi göz önüne alınsın ve Mn hiperyü-

zeyi üzerinde bir ortonormal çatı {e1,e2, . . . ,en; N} olsun. Öyle ki e1,e2, . . . ,en vektör alanları,

M hiperyüzeyine teğet; N ise bu hiperyüzeyin birim normal vektör alanı olsun.

Tez boyunca ε j ile o anda söz konusu edilen ortonormal baz takımındaki e j vektörünün

normu gösterilecektir, yani aksi belirtilmedikçe ε j = 〈e j,e j〉 dir. Özel olarak, eğer e j vektör

alanı; space-like ise, ε j = 1, time-like ise, ε j = −1 dir.

Diğer taraftan, { f1, f2,e3,e4 . . . ,en} ile

〈 fi, f j〉 = δi j−1, 〈ek,el〉 = δkl i, j = 1,2 k, l = 3, . . . ,n

olacak şekilde bir yerel sözde-ortonormal çatı alanı gösterilecektir.

Ayrıca 〈N,N〉 = ε olmak üzere,

ε =

 1, M time− like

−1, M space− like


şeklindedir.

Şimdi ∇ ve ∇̃ ile, sırasıyla, Mn hiperyüzeyinin ve En+1
1 uzayının Levi-Civita konneksiyon-

ları gösterilsin. X,Y ∈ χ(M) teğet vektörler ve N ∈ χ(M)⊥ normal vektör olmak üzere, Gauss

ve Weingarten formülleri, sırasıyla,

∇̃XY = ∇XY + h (X,Y) , (2.17)

∇̃XN = −S N(X) (2.18)

şeklindedir. Burada, h ve S ile M hiperyüzeyinin, sırasıyla, ikinci temel formu ve şekil ope-

ratörü (veya Weingarten dönüşümü) gösterilmektedir. Ayrıca, χ(M)⊥ 1-boyutlu olduğundan,
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h(X,Y) = λN,λ ∈ R ve S N(X) = S X şeklinde de yazılabilir. S , şekil operatörü ve h, ikinci temel

form arasındaki ilişki ise,

〈S X,Y〉 = 〈h (X,Y) ,N〉 (2.19)

şeklinde yazılır.

Tez boyunca, En+1
1 Minkowski uzaylarındaki hiperyüzeyler için şekil operatörü S ile gös-

terilecektir.

Diğer taraftan, En+1
1 Minkowski uzayındaki M hiperyüzeyleri için Gauss ve Codazzi denk-

lemleri, sırasıyla,

〈R(X,Y)Z,W〉 = 〈h(Y,Z),h(X,W)〉− 〈h(X,Z),h(Y,W)〉, (2.20)

(∇Xh)(Y,Z) = (∇Yh)(X,Z) (2.21)

şeklindedir.

Eğer, M hiperyüzeyi space-like ise, o zaman S , şekil operatörü köşegenleştirilebilirdir.

Yani, S ei = kiei, i = 1,2, . . . ,n olacak şekilde bir {e1,e2, . . . ,en; N} yerel ortonormal çatı alanı

mevcuttur. Burada ei vektör alanlarına ve ki diferensiyellenebilir fonksiyonlarına, sırasıyla, M

hiperyüzeyinin asli doğrultuları ve asli eğrilikleri adı verilir. Ayrıca n−boyutlu M hiperyüze-

yinin, ortalama eğriliği ve Gauss-Kronicker eğriliği, sırasıyla,

H =
1
n

trS , (2.22)

K = detS (2.23)

şeklinde tanımlıdır. Burada, trS ve detS , sırasıyla, S şekil operatörünün bir ortonormal baz

alanına göre temsil matrisinin izi ve determinantıdır.

Diğer taraftan, eğer M hiperyüzeyi time-like ise, o zaman şekil operatörü köşegenleştirileme-

yebilir. Bu durumda, S şekil operatörü aşağıdaki dört kanonik durumdan birini sağlar, (ayrıntılı

bilgi için bknz. [43]):

Durum I. S , şekil operatörü köşegenleştirilebilirdir. Bu durumda, S ei = kiei, i = 2,3, . . . ,n

olacak şekilde {e1,e2, . . . ,en} ortonormal çatı alanı vardır ve 〈e1,e1〉=−1, 〈ei,ei〉= 1 şeklindedir.

Durum II. S , şekil operatörünün minimal polinomunda (λ− k1)2 varsa, bu durumda uygun

seçilmiş bir { f1, f2,e3, . . . ,en} sözde- ortonormal çatı alanı için, S şekil operatörünün matris

temsili:
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S =



k1 ρ 0 0 . . . 0

0 k1 0 0 . . . 0

0 0 k3 0 . . . 0

0 0 0 k4 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 . . . kn


formundadır.

Durum III. S , şekil operatörünün minimal polinomunda (λ− k1)3 terimi varsa, bu durumda

uygun seçilmiş bir { f1, f2,e3, . . . ,en} sözde-ortonormal çatı alanı için, S şekil operatörünün mat-

ris temsili:

S =



k1 0 1 0 . . . 0

0 k1 0 0 . . . 0

0 −1 k1 0 . . . 0

0 0 0 k4 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 . . . kn


formundadır.

Durum IV. S , şekil operatörü karmaşık özdeğerlere sahip ise, bu durumda uygun seçilmiş

bir { f1, f2,e3, . . . ,en} sözde-ortonormal çatı alanı için, S şekil operatörünün matris temsili:

S =



k1 η 0 0 . . . 0

−η k1 0 0 . . . 0

0 0 k3 0 . . . 0

0 0 0 k4 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 . . . kn


formundadır.
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2.3 Yerel Frobenius Teoremi

Bu bölümde, öncelikle distribüsyonlar ile ilgili bazı temel kavramlar verilecek ve sonrasında

tezin bazı bölümlerinde kullanılacak olan yerel Frobenius teoremi ve bu teoremin bazı önemli

sonuçları verilecektir.

Tanım 2.41. M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldunun her nokta-

sına, o noktasındaki teğet uzayının r−boyutlu bir Dp altuzayını getiren D kuralına, M üzerinde

bir r−boyutlu distribüsyon denir. Eğer X1, . . . ,Xr diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör-

leri için, D = S pan {X1, . . . ,Xr} olarak yazılabiliyorsa, D distribüsyonuna diferensiyellenebilir-

dir denir.

Örneğin, bir M manifoldu üzerinde bir vektör alanı 1-boyutlu bir distribüsyondur, [3, 40,

52].

Tanım 2.42. M n-boyutlu bir C∞−manifold ve D, M üzerinde r−boyutlu bir distribüsyon ol-

sun. Eğer ∀X,Y ∈ D için, [X,Y] ∈ D ise D distribüsyonuna involutiftir denir, [3, 40, 52].

Tanım 2.43. M n-boyutlu bir C∞−manifold ve D, M üzerinde r−boyutlu bir distribüsyon ol-

sun. M, M manifoldunun r-boyutlu altmanifoldu olmak üzere, eğer M’nin her p noktasında

M altmanifoldunun tanjant uzayı ile Dp aynı ise, M manifolduna D distribüsyonun integral

manifoldu denir. Eğer, D distribüsyonunun M altmanifoldunu kapsayan başka bir integral ma-

nifoldu yoksa bu manifolda distribüsyonun maksimal integral manifoldu denir, [3, 40, 52].

Örneğin, bir vektör alanının integral eğrisi 1-boyutlu distribüsyon olan vektör alanının

integral manifoldudur.

Tanım 2.44. M n-boyutlu bir C∞−manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

Eğer, ∀p ∈ M için D distribüsyonunun p noktasını kapsayan bir maksimal integral manifoldu

varsa D distribüsyonuna integrallenebilirdir denir, [3, 40, 52].

Bir integrallenebilir distribüsyonunun, involutif olduğu açıktır. Bunun terside aşağıdaki te-

oremde verilmiştir:
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Teorem 2.45. (Yerel Frobenius Teoremi) M n-boyutlu bir C∞−manifold ve D bu manifold

üzerinde r−boyutlu bir distribüsyon olsun. Eğer D distribüsyonu involutif ise, integrallenebi-

lirdir, [3, 40, 52].

Yukarıdaki teoremin sonuçlarından ilki, [40] da aşağıdaki şekilde verilmiştir:

Yardımcı Teorem 2.46. M n−boyutlu bir manifold olmak üzere, eğer D ve D⊥, M manifol-

dunun herbir noktasında birbirini tamamlayan birer involutif distribüsyon iseler, o zaman M

manifoldunun herbir noktasında, D ve D⊥ distribüsyonlarının, sırasıyla, (∂/∂x1, . . . ,∂/∂xk) ve

(∂/∂xk+1, . . . ,∂/∂xn) birer yerel baz olacak şekilde, y merkezli (x1, . . . , xn) yerel koordinat sis-

temi vardır.

Şimdi, bu teoremin özel olarak n = 2 alınarak ifade edilecek ve ispat edilecektir:

Yardımcı Teorem 2.47. M 2−boyutlu bir manifold olsun. X,Y ∈ χ(M) vektör alanları,

1. X ve Y vektör alanları lineer bağımsız ve

2. [X,Y] = 0

koşullarını sağlıyor ise, o zaman ∃(s, t) : X =
∂

∂s
,Y =

∂

∂t
yerel koordinat sistemi vardır.

İspat. Kabul edilsin ki, D = S pan {X} ve D⊥ = S pan {Y} olarak alınsın ve X,Y vektör alanları

birer lineer bağımsız vektör ve [X,Y] = 0 olsun. Tanım 2.41 den açıktır ki, D ve D⊥ distribüs-

yonlarının herbiri, involutiftir. Ayrıca M manifoldu 2−boyutlu olduğundan,

D⊕D⊥ = T M

şeklindedir. Dolayısıyla n = 2 için, Yardımcı Teorem 2.46 den, ∃(s, t) : D = S pan
{
∂

∂S

}
,

D⊥ = S pan
{
∂

∂T

}
olacak şekilde bir yerel koordinat sistemi vardır. Şimdi kabul edilsin ki,

X = E(S ,T ) ∂
∂S ve Y = F(S ,T ) ∂

∂T olsun. O zaman [X,Y] = 0 olduğu göz önünde bulunduru-

lursa,

[X,Y] = EFS
∂

∂T
−FET

∂

∂S
= 0

olur. Buradan, FS = 0 ve ET = 0 elde edilir. Dolayısıyla, X = E(S ) ∂
∂S ve

Y = F(T ) ∂
∂T olur ve buradan, S ve T parametrelerinin uygun birer değişimi ile, ∃(s, t) : X =

∂

∂s
,Y =

∂

∂t
olacak şekilde yerel koordinat sistemi elde edilmiş olur.

25



Bu bölümde son olarak, çalışmamızda kullanacağımız aşağıda ispatı ile verilen önemli bir

teorem verilecektir:

Yardımcı Teorem 2.48. M, Em
υ yarı-Öklid uzayında bir space-like n−manifold ve x : M −→Em

υ

bir izometrik daldırma olsun. Bu taktirde, xT x konum vektörünün teğet bileşeni olmak üzere,

U =
{
p ∈ M : xT , 0

}
açık altcümlesi üzerinde tanımlı, D =

{
X ∈ TpU :

〈
X, xT

〉
= 0

}
distribüs-

yonu integrallenebilirdir, [5].

İspat. Kabul edilsin ki U açık altcümlesi üzerinde, λ =
∥∥∥xT

∥∥∥ olmak üzere e1 = xT/λ olsun.

Burada dejenere olmamış bu e1 birim vektöründen yola çıkılarak, U üzerinde e1, . . . ,en bir

yerel ortonormal çatı alanına genişletilebilir. Ayrıca (2.2) ifadesinde xT = λe1 olduğu göz önüne

alınırsa, j,k = 2, . . . ,n için
〈
x,e j

〉
= 0 elde edilir. Son eşitlikte, ek vektörü yönünde türev alınırsa,

0 = ek
〈
x,e j

〉
= δ jk +

〈
x,∇eke j

〉
+

〈
x,h(ek,e j)

〉
(2.24)

elde edilir. Burada h(ek,e j) = h(e j,ek) olduğu göz önüne alınırsa,
〈
e1,∇eke j

〉
=

〈
e,∇e jek

〉
elde

edilir. Son ifadede (2.1) göz önüne alınırsa, ω j1(ek) = ωk1(e j) elde edilir , yani

[ek,e j] = S pan {e2,e3, . . . ,en}. Böylece Teorem 2.45 göz önüne alınırak, D = S pan {e2, . . . ,en}

distribüsyonunun U üzerinde integrallenebilir bir distribüsyon olduğu elde edilir.
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3 E4 Öklid Uzayındaki Yüzeyler

Bu bölüm, dört alt bölüm olarak incelenecek olup, E4 Öklid uzaylarında, sırasıyla, sabit açı

(CAS) yüzeyleri, asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzeyler, sabit eğim (CSS) yüzeyleri

ve son olarak da genelleştirilmiş sabit oran (GCR) yüzeylerinin sınıflandırılması problemleri

incelenecektir.

M, E4 Öklid uzayında yönlendirilmiş, regüler bir yüzey ve x : M → E4 bir izometrik dal-

dırma olsun. k, M üzerinde sabit bir vektör alanı olmak üzere,

k = kT + k⊥ (3.1)

şeklinde ifade edilir. Burada, kT ve k⊥ bileşenleri , sırasıyla, k sabit vektör alanının teğet

ve normal bileşenleridir. Burada, k = (1,0,0,0) olarak alınacaktır. Ayrıca, M yüzeyi üzerinde

{e1,e2;e3,e4} şeklinde tanımlı ortonormal çatı alanı ve A şekil operatörü Bölüm 2.2.1 deki gibi

tanımlansın.

M yüzeyinin normal konneksiyonu düz ise, Önerme 2.39 dan dolayı, e3 ve e4 birim normal

vektörlerinin paralel olacağı göz önüne alınacaktır.

3.1 Sabit Açı Yüzeyleri

Bu alt bölümde, E4 Öklid uzayındaki k sabit vektörü ile ilişkili olan CAS yüzeyleri incelene-

cektir. Kabul edilsin ki, M yüzeyi k = (1,0,0,0) vektörü ile ilişkili olan yönlendirilmiş regüler

bir sabit açı (CAS) yüzeyi, x : M→ E4 dönüşümü ise izometrik daldırma olsun. Böylece, (3.1)

ayrışımı,

k = cosθe1 + sinθe3, θ ∈ R, cosθ , 0 (3.2)

şeklinde yazılır. Şimdi (3.2) ayrışımı göz önüne alınarak, aşağıdaki yardımcı teorem verilecek-

tir:
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Yardımcı Teorem 3.1. M yüzeyinin, ∇ Levi-Civita konneksiyonu,

∇e1e1 = ∇e1e2 = 0, (3.3a)

∇e2e1 = h3
22 tanθe2, ∇e2e2 = −h3

22 tanθe1 (3.3b)

ve yüzeyinin {e1,e2} bazına göre A şekil operatörü de

A3 =

 0 0

0 h3
22

 , A4 =

 0 0

0 h4
22

 (3.4)

şeklindedir. Ayrıca, ikinci temel form katsayıları aşağıdaki denklemleri sağlar:

e1(h3
22) = − tanθ(h3

22)2, (3.5a)

e1(h4
22) = − tanθh3

22h4
22, (3.5b)

h3
11 = 0, h4

11 = 0, h3
12 = 0, h4

12 = 0. (3.5c)

Burada, θ değeri sıfırdan farklı bir sabittir.

İspat. θ sıfırdan farklı bir sabit ve X,M üzerinde teğet bir vektör olmak üzere (3.2) ifadesinde,

∇̃Xk = 0 ve e3 birim normal vektörünün paralel bir vektör alanı olduğu göz önüne alınırsa,

0 = cosθ(∇Xe1 + h(e1,X))− sinθS 3X (3.6)

elde edilir. Bu denklemde X = e1 alınırsa,

h3
11 = 0, (3.7)

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0,

h4
11 = 0

bulunur. Diğer taraftan, (3.6) denkleminde X = e2 alınırsa,

∇e2e1 = tanθh3
22e2, ∇e2e1 = − tanθh3

22e1,

h3
12 = 0, h4

12 = 0,

olur. Böylece, (3.3), (3.4) ve (3.5c) ifadeleri elde edilir. Dolayısıyla, M yüzeyinin ikinci temel

form katsayıları

h(e1,e1) = 0, h(e1,e2) = 0, h(e2,e2) = h3
22e3 + h4

22e4 (3.8)
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şeklindedir. Sonuç olarak, (3.3) ve (3.8) eşitlikleri, (2.14) Codazzi denklemlerinde göz önüne

alınırsa, doğrudan hesaplama ile (3.5a) ve (3.5b) denklemleri elde edilir.

Yardımcı Teorem 3.2. M üzerinde θ <
{
0,
π

2

}
olmak üzere, sıfırdan farklı düzgün bir m fonk-

siyonu,

e1(m)− tanθh3
22m = 0 (3.9)

eşitliğini sağlasın. O zaman M üzerindeki indirgenmiş metrik tansör,

g = ds2 + m2dt2 (3.10)

olacak şekilde p ∈ M noktasının bir Np komşuluğunda

e1 = ∂s, e2 =
1
m
∂t (3.11)

şeklinde tanımlanan (s, t) yerel koordinat sistemi vardır.

İspat. (3.3) eşitliklerinden, [e1,e2] = − tanθh3
22e2 elde edilir. Böylece M üzerinde, (3.9) eşitli-

ğini sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir m fonksiyonu için [e1,me2] = 0 dır. Dolayısıyla, Yar-

dımcı Teorem 2.47 den e1 = ∂s ve e2 =
1
m
∂t olacak şekilde (s, t) yerel koordinat sistemi vardır

ve M üzerindeki indirgenmiş metrik tansör (3.10) eşitliği ile ifade edilir.

Şimdi sınıflandırma teoremi verilecektir:

Teorem 3.3. M yüzeyi, E4 Öklid uzayında yönlendirilmiş regüler bir yüzey olsun. O zaman, M

yüzeyinin bir CAS yüzeyi olması için gerek ve yeter koşul yüzeyin aşağıda verilen yüzeylerden

birine denk olmasıdır:

1.

x(s, t) = s
(
cosθ,α j(t)

)
+γ(t), j = 2,3,4 (3.12a)

şeklindedir. Burada γ = γ(t) fonksiyonu,

γ(t) =
(
0,

∫ t

t0
α′j(τ)Ψ(τ)dτ

)
(3.12b)

şeklinde tanımlı E4-değerli bir fonksiyon, Ψ ∈ C∞(M) ve α(t) = (0,α j(t)) ise, E4 Öklid

uzayındaki S 3(1) küresinde yatan ve γ′(t) vektörüne dik olan yay parametresi ile verilmiş

bir eğridir.
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2.

x(s, t) = s
(
cosθ,α j(t0)sinθ

)
+α(t), j = 2,3,4 (3.13)

ile parametrize edilen düz bir yüzeydir. Burada α(t0) = (0,α j(t0)), E4 Öklid uzayında

S 3(1) küresinde yatan ve (1,0,0,0) vektörüne dik olan sabit bir vektördür.

İspat. Gerek koşulun ispatı için, kabul edilsin ki M yüzeyi, k = (1,0,0,0) sabit vektör ile ilişkili

bir CAS yüzeyi ve x : M→ E4 dönüşümü bir izometrik daldırma olsun. Ayrıca, {e1,e2;e3,e4}

yerel ortonormal çatı alanı ve M yüzeyinin ikinci temel form katsayıları Yardımcı Teorem 3.1

deki gibi ve (s, t) yerel koordinat sistemi ise, Yardımcı Teorem 3.2 deki gibi tanımlansın. Şimdi

(3.11) eşitliklerinden ilki, sırasıyla, (3.5a), (3.5b) ve (3.9) denklemlerinde göz önüne alınırsa,

(h3
22)s = − tanθ(h3

22)2, (3.14)

(h4
22)s + tanθh3

22h4
22 = 0, (3.15)

mS m tanθh3
22 = 0 (3.16)

elde edilir. Buradan (3.14) denklemi çözülürse,

h3
22(s, t) =

1
s tanθ+Ψ2(t)

(3.17)

bulunur. (3.17) denklemi, sırasıyla, (3.15) ve (3.16) denklemlerinde göz önüne alınırsa, bazı

Ψ1,Ψ2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için bu denklemlerin genel çözümleri;

h4
22(s, t) =

Ψ3(t)(
s tanθ+Ψ2(t)

) ,
m(s, t) = Ψ1(t)

(
s tanθ+Ψ2(t)

)
(3.18)

şeklinde elde edilir. t-parametresinin uygun bir seçimi ile (3.18) denkleminin çözümü;

m(s, t) = s +Ψ(t),Ψ ∈C∞(M), (3.19a)

veya

m(s, t) = 1 (3.19b)

şeklinde bulunur.
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Şimdi, m fonksiyonu için elde edilen bu çözümler göz önünde bulundurularak, sınıflan-

dırma sonuçları ayrı ayrı incelenecektir:

Durum 1. m fonksiyonu (3.19a) eşitliğini sağlasın. (3.11) ifadesi (3.3) denklemlerinde göz

önüne alınırsa,

∇∂s∂s = 0, ∇∂s∂t = ∇∂t∂s =
ms

m
∂t, ∇∂t∂t = −mms∂s +

mt

m
∂t

olur. Bu denklemler ile (3.8) ile verilen ikinci temel form katsayıları, (2.10) Gauss formülünde,

birlikte göz önüne alınırsa

xss = 0, (3.20)

xst =
1

s +Ψ(t)
xt, (3.21)

elde edilir. Diğer taraftan, (3.2) ayrışımından 〈xs,k〉 = cosθ ve 〈xt,k〉 = 0 bulunur. Böylece, x

parametrizasyonunun

x(s, t) = (scosθ, x2(s, t), x3(s, t), x4(s, t)) +γ(t) (3.22)

şeklinde olduğu söylenebilir. Burada γ(t) = (0,γ2(t),γ3(t),γ4(t)) fonksiyonu, E4-değerli dife-

rensiyellenebilir bir fonksiyondur. Ayrıca, (3.22) ifadesinde 〈xs, xs〉= 1 eşitliği ve (3.20) olduğu

göz önüne alınırsa, x parametrizasyonu

x(s, t) =s
(
cosθ,α j(t)

)
+γ(t) (3.23)

şeklindedir. Burada α(t) = (0,α j(t)), E4 Öklid uzayında S 3(1) küresinde yatan bir eğridir. Ay-

rıca (3.23) ifadesinden,

xs =
(
cosθ,α j(t)

)
, (3.24)

xt =
(
0, sα′j(t) +γ′j(t)

)
(3.25)

şeklindedir. Burada 〈xs, xt〉 = 0 olduğu göz önüne alınırsa, α(t) eğrisinin, E4 Öklid uzayında

S 3(1) küresinde yatan bir eğri olduğu ve 〈γ′(t),α(t)〉 = 0 elde edilir. Diğer taraftan, (3.21) ve

(3.25) ifadeleri, (3.23) ifadesinde birlikte göz önünde bulundurulursa, (3.12b) elde edilir. Son

olarak, m düzgün fonksiyonunun (3.19a) eşitliği ile tanımlı olduğu, 〈xt, xt〉 = m2 eşitliğinde göz
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önünde bulundurulursa, böylece α(t) fonksiyonunun yay-parametresi ile verildiği, 〈α′,γ′〉 =

Ψ(t) ve ‖γ′(t)‖ = Ψ(t) olduğu sonucuna varılır.

Dolayısıyla, teoremin Durum (1) için ispatı tamamlanmış olur.

Durum 2. Kabul edilsin ki m fonksiyonu, (3.19b) eşitliğini sağlasın. Bu durumda, (3.10)

ile verilen metrik tansör,

g = ds2 + dt2

ifadesine dönüşür. Buradan (3.3) eşitlikleri göz önünde bulundurulursa, M yüzeyinin Levi-

civita konneksiyonları

∇∂s∂s = 0, ∇∂s∂t = 0, ∇∂t∂t = 0. (3.26)

eşitliklerini sağlar ve (3.8) ile verilen ikinci temel form katsayıları,

h(∂s,∂s) = 0, h(∂s,∂t) = 0, h(∂t,∂t) = e4 (3.27)

şeklindedir. Sonuç olarak, (3.26) ve (3.27) eşitlikleri, (2.10) Gauss ve (2.11) Weingarten for-

müllerinde göz önüne alınırsa,

xss = 0, xst = 0, xtt = e4,

(e3)s = 0, (e3)t = 0,

(e4)s = 0, (e4)t = −xt,

eşitlikleri elde edilir. Böylece, M CAS yüzeyinin Teorem 3.3 de (3.13) ile parametrize edilen

yüzey olduğu doğrudan hesaplama ile kolayca gösterilebilir. Dolayısıyla teoremin gerek koşulu

ispatlanmış olur. Yeter koşulu da, tersine doğrudan hesaplama ile elde edilir.

3.2 Asli Kanonik Doğrultuya Sahip Yüzeyler

Bu alt bölümde, E4 Öklid uzayında k, sabit vektörü ile ilişkili olan CPD yüzeyleri incelenecek-

tir.

Kabul edilsin ki, M yüzeyi k = (1,0,0,0) vektörü ile ilişkili olan bir CPD yüzeyi olsun.

Böylece, (3.1) ayrışımı,

k = cosθe1 + sinθe3, (3.28)

şeklinde yazılır. Burada θ, sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyondur. Şimdi (3.28) ayrışımı göz

önünde bulundurularak, aşağıdaki yardımcı teorem verilecektir:
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Yardımcı Teorem 3.4. M yüzeyinin, ∇ Levi-Civita konneksiyonu,

∇e1e1 = ∇e1e2 = 0, (3.29a)

∇e2e1 = tanθh3
22e2, ∇e2e2 = − tanθh3

22e1, (3.29b)

ve yüzeyinin {e1,e2} bazına göre A şekil operatörleri

A3 =

 −e1(θ) 0

0 h3
22

 , A4 =

 0 0

0 h4
22

 (3.30)

şeklindedir. Yüzeyin ikinci temel form katsayıları,

e1(h3
22) = tanθh3

22(h3
11−h3

22), (3.31a)

e1(h4
22) = − tanθh3

22h4
22, (3.31b)

h3
11 = −e1(θ), h4

11 = 0, h3
12 = 0, h4

12 = 0 (3.31c)

denklemlerini sağlar. Ayrıca θ açı fonksiyonu,

e2(θ) = 0 (3.32)

eşitliğini sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyondur.

İspat. θ sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyon olmak üzere, (3.28) ifadesinde, ∇̃Xk = 0 ve e3

birim normal vektörünün paralel bir vektör alanı olduğu göz önüne alınırsa,

0 = X(cosθ)e1 + cosθ
(
∇Xe1 + h(e1,X)

)
+ X(sinθ)e3− sinθA3X (3.33)

elde edilir. Burada X, M üzerinde teğet bir vektör alnıdır. Bu denklemde X = e1 olarak alınırsa,

h3
11 = −e1(θ), (3.34)

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0,

h3
12 = 0, h4

11 = 0

bulunur. Diğer taraftan, (3.33) denkleminde X = e2 alınırsa,

∇e2e1 = tanθh3
22e2, ∇e2e1 = − tanθh3

22e1,

h4
12 = 0,

e2(θ) = 0
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bulunur. Böylece, (3.29), (3.30) ve (3.31c) ifadeleri elde edilir. Dolayısıyla M yüzeyinin ikinci

temel form katsayıları;

h(e1,e1) = −e1(θ)e3, h(e1,e2) = 0, h(e2,e2) = h3
22e3 + h4

22e4 (3.35)

şeklindedir. Sonuç olarak, (3.29) ve (3.35) eşitlikleri, (2.14) Codazzi denkleminde göz önünde

bulundurulursa, doğrudan hesaplama ile (3.31a) ve (3.31b) denklemleri elde edilir.

Açıklama 3.5. (3.34) ve (3.35) eşitliklerinden, e1(θ) ≡ 0 ise h3
11 = 0 olduğu görülür. Ancak

CPD hiperyüzeyleri için, Açıklama 1.5 den dolayı bu durum göz ardı edilecektir.

E4 Öklid uzayındaki CPD yüzeylerinin sınıflandırılması verilmeden önce aşağıdaki yar-

dımcı teorem verilecektir:

Yardımcı Teorem 3.6. M CPD yüzeyi üzerinde sıfırdan farklı düzgün bir m fonksiyonu

e1(m)− tanθh3
22m = 0 (3.36)

eşitliğini sağlasın. O zaman, M yüzeyi üzerindeki indirgenmiş metrik tansör

g = ds2 + m2dt2 (3.37)

olacak şekilde p ∈ M noktasının bir Np komşuluğunda

e1 = ∂s, e2 =
1
m
∂t (3.38)

şeklinde tanımlanan (s, t) yerel koordinat sistemi vardır.

İspat. Bu teoremin ispatı, Yardımcı Teorem 3.2 in ispatına benzer olarak elde edilir.

Dikkat edilirse, Tanım 1.4 den, θ açısının sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyon olduğu belir-

tilmişti. O halde, Açıklama 3.5 ve (3.32) eşitliği göz önünde bulundurulursa, p ∈ M noktasında

e1(θ) , 0 olmalıdır. (3.38) denklemleri göz önünde bulundurulursa, θ = θ(s) olduğu sonucu

ortaya çıkar.

Şimdi, E4 Öklid uzayındaki CPD hiperyüzeyleri için elde edilecek olan sınıflandırma te-

oremi verilecektir:
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Teorem 3.7. M yüzeyi, E4 Öklid uzayında yönlendirilmiş regüler bir yüzey olsun. O zaman M

yüzeyinin, sabit bir vektör ile ilişkili asli kanonik doğrultuya sahip bir CPD yüzeyi olması için

gerek ve yeter koşul yüzeyin aşağıda verilen yüzeylerden birine denk olmasıdır:

1.

x(s, t) =
(∫ s

s0

cosθ(τ)dτ,α j(t)
∫ s

s0

sinθ(τ)dτ
)
+γ(t), j = 2,3,4 (3.39a)

şeklindedir. Burada, γ = γ(t) fonksiyonu

γ(t) =
(
0,

∫ t

t0
Ψ(τ)α j

′(τ)dτ
)

(3.39b)

şeklinde tanımlı E4-değerli bir fonksiyon, Ψ ∈ C∞(M) ve α(t) = (0,α j(t)), E4 Öklid uza-

yındaki S 3(1) küresinde yatan ve γ′(t) vektörüne dik olan yay parametresi ile verilmiş

bir eğridir.

2.

x(s, t) =
(∫ s

s0

cosθ(τ)dτ,α j(t0)
∫ s

s0

sinθ(τ)dτ
)
+ t0α(t), j = 2,3,4 (3.40)

ile parametrize edilen düz bir yüzeydir. Burada, t0 ∈ R olmak üzere, α0 = (0,α j(t0)) sabit

vektörü ve α(t) = (0, ,α j(t)) birim hızlı eğrisi E4 Öklid uzayında S3(1) küresinde yatmak-

tadır.

İspat. Gerek koşulun ispatı için, kabul edilsin ki M yüzeyi, k = (1,0,0,0) sabit vektör ile ilişkili

bir CPD yüzey ve x : M → E4 dönüşümü bir izometrik daldırma olsun. Ayrıca, M yüzeyinin

{e1,e2;e3,e4} yerel çatı alanı ve ikinci temel form katsayıları Yardımcı Teorem 3.4 deki gibi ve

(s, t) yerel koordinat sistemi ise, Yardımcı Teorem 3.6 daki gibi tanımlansın. (3.38) eşitlikle-

rinden ilki, sırasıyla, (3.31a), (3.31b) ve (3.36) eşitliklerinde göz önünde bulundurulursa,

(h3
22)s = − tanθh3

22(θ′+ h3
22), (3.41)

(h4
22)s = − tanθh3

22h4
22, (3.42)

ms−m tanθh3
22 = 0, (3.43)

elde edilir. Burada θ′ =
dθ
ds

dir. Buradan (3.41) ve (3.43) denklemleri birlikte göz önüne alınırsa,

mss− θ
′ cotθms = 0
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denklemi bulunur. Bazı Ψ1,Ψ2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için son denklemin genel

çözümü,

m(s, t) = Ψ1(t)
∫ s

s0

sinθ(τ)dτ+Ψ2(t)

şeklindedir. t-parametresinin uygun bir seçimi ile bu çözüm;

m(s, t) =

∫ s

s0

sinθ(τ)dτ+Ψ(t),Ψ ∈C∞(M), (3.44a)

veya

m(s, t) = m(t) (3.44b)

olarak bulunur.

m fonksiyonu için elde edilen bu çözümleri göz önünde bulundurularak, sınıflandırma so-

nuçları ayrı ayrı incelenecektir:

Durum 1. m fonksiyonu (3.44a) eşitliğini sağlasın. Öncelikle (3.38), sırasıyla, (3.29) ve

(3.35) eşitliklerinde göz önünde bulundurulursa,

∇∂s∂s = 0, ∇∂s∂t = ∇∂t∂s =
ms

m
∂t, ∇∂t∂t = −mms∂s +

mt

m
∂t, (3.45)

h(∂s,∂s) = −θ′e3, h(∂s,∂t) = h(∂t,∂s) = 0, h(∂t,∂t) = cotθ
ms

m
e3 + cscθ

ms

m
e4, (3.46)

elde edilir. (3.45) ve (3.46) daki ilk iki eşitlikler, (2.10) Gauss formülünde birlikte göz önüne

alınırsa, sırasıyla,

xss = −θ′e3, (3.47)

xst =
sin(θ(s))∫ s sinθ(τ)dτ+Ψ(t)

xt, (3.48)

elde edilir. Diğer taraftan e1 = ∂s ifadesi, (3.28) ayrışımında, göz önünde bulundurulursa,

k = cosθxs + sinθe3 (3.49)

olur. Buradan 〈xs,k〉 = cosθ ve 〈xt,k〉 = 0 olduğu kolayca görülebilir. Böylece, x parametrizas-

yonu

x(s, t) =

(∫ s
cosθ(τ)dτ, x2(s, t), x3(s, t), x4(s, t)

)
+γ(t) (3.50)

şeklinde yazılabilir. Burada γ(t) = (0,γ2(t),γ3(t),γ4(t)) fonksiyonu, E4-değerli diferensiyelle-

nebilir bir fonksiyondur. Ayrıca, (3.49) ifadesinde (3.47) denklemi ve k = (1,0,0,0) olduğu göz
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önüne alınırsa,

(1,0,0,0) = cosθxs−
sinθ
θ′

xss (3.51)

bulunur. (3.51) eşitliğinde, 〈xs, xs〉 = 1 olduğu ve (3.50) formu göz önüne alınırsa, x parametri-

zasyonu

x(s, t) =

∫ s

s0

cosθ(τ)dτ
(
1,0,0,0

)
+α(t)

∫ s

s0

sinθ(τ)dτ+γ(t) (3.52)

şeklinde elde edilir. Burada j = 2,3,4 olmak üzere α(t) = (0,α j(t)), E4 Öklid uzayında S3(1)

küresinde yatan bir eğridir. (3.52) ifadesinden,

xs =
(
cosθ,α j(t) sinθ

)
, (3.53)

xt =
(
0,α′j(t)

∫
s0

ssinθ(τ)dτ+γ′j(t)
)

(3.54)

elde edilir. 〈xs, xt〉= 0 olduğundan, 〈γ′(t),α(t)〉= 0 elde edilir. Diğer taraftan (3.53) de t−parametresine

göre türev alınırsa, elde edilen ifade ve (3.54) ifadesi, (3.48) yerlerine yazılırsa, (3.39b) elde

edilir. Son olarak, (3.39b), (3.44a) ve (3.54) ifadeleri, 〈xt, xt〉= m2 eşitliğinde birlikte göz önüne

alınırlarsa, α(t) fonksiyonunun yay-parametresi ile verildiği görülür.

Böylece, teoremin Durum (1) için ispatı tamamlanmış olur.

Durum 2. Kabul edilsin ki m fonksiyonu, (3.44b) eşitliğini sağlasın. Burada t-parametresinin

uygun bir değişimiyle m(s, t) = 1 olarak alınabilir. Dolayısıyla (3.37) eşitliği,

g = ds2 + dt2

şeklinde olur. Buradan (3.29) da verilen M yüzeyinin Levi-civita konneksiyonu

∇∂s∂s = 0, ∇∂s∂t = 0, ∇∂t∂t = 0. (3.55)

eşitliklerini sağlar ve (3.35) ile verilen ikinci temel form katsayıları,

h(∂s,∂s) = −θ′e3, h(∂s,∂t) = 0, h(∂t,∂t) = e4, (3.56)

şeklindedir. Sonuç olarak (3.55) ve (3.56) eşitlikleri, sırasıyla, (2.10) ve (2.11) formüllerinde

göz önüne alınırsa

xss = −θ′e3, xst = 0, xtt = e4,

(e3)s = −θ′xs, (e3)t = 0,

(e4)s = 0, (e4)t = −xt,
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eşitlikleri bulunur. Buradan M, CPD yüzeyinin Teorem 3.7 de (3.40) ile verilen yüzey olduğu

doğrudan hesaplama ile kolayca gösterilebilir. Dolayısıyla teoremin gerek koşulu ispatlanmış

olur. Yeter koşulu da, tersine doğrudan hesaplama ile elde edilir.

3.3 Sabit Eğim Yüzeyleri

Bu alt bölümde E4, Öklid uzayında sabit eğim (CSS) yüzeyleri incelenecektir.

M, E4 Öklid uzayında bir yüzey ve x : M→ E4 bir izometrik daldırma olsun. x, M üzerinde

aynı zamanda bir vektör alanı olarak düşünülebileceğinden,

x = xT + x⊥, (3.57)

şeklinde ifade edilir. Burada xT ve x⊥ bileşenleri, sırasıyla, x vektör alanının teğet ve normal

bileşenleridir. Ayrıca, M yüzeyi üzerinde {e1,e2;e3,e4} şeklinde tanımlı ortonormal çatı alanı

ve A şekil operatörü Bölüm 2.2.1 deki gibi tanımlansın. Buradan (3.57) ile verilen ayrışım

x =
〈
x, xT

〉
xT + 〈x,e3〉e3 (3.58)

şeklinde yazılabilir.

Eğer M yüzeyinin normal konneksiyonu düz ise ve Önerme 2.39 dan dolayı, e3 ve e4 birim

normal vektörlerinin birer paralel vektör alanı olarak seçilir.

M, E4 Öklid uzayında yönlendirilmiş, regüler bir sabit eğim (CSS) yüzeyi, x : M → E4

dönüşümü ise, µ düzgün bir fonksiyon olmak üzere

〈x, x〉 = µ2, (3.59)

koşulunu sağlayan bir izometrik daldırma ve ayrıca {e1,e2;e3,e4}, M yüzeyi üzerinde tanımlı

ortonormal çatı alanı olsun. Böylece, (3.58) ayrışımı

x = µcosθe1 +µsinθe3, (3.60)

şeklinde yazılır. Burada, Tanım 1.1 den, θ değeri sıfırdan farklı bir sabittir. Şimdi X, M yüzeyi

üzerinde teğet bir vektör olmak üzere, 〈x, x〉= µ2 eşitliğinde ∇̃X x = X olduğu göz önüne alınırsa,

〈X, x〉 = µX(µ) elde edilir. Bu ifadede, sırasıyla, X = e1 ve X = e2 alınır ve (3.60) ayrışımı da
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göz önünde bulundurulursa,

e1(µ) = cosθ, (3.61)

e2(µ) = 0 (3.62)

olur. (3.60) eşitliğinde, elde edilen son iki denklem göz önüne alınırsa, aşağıdaki yardımcı

teorem verilebilir:

Yardımcı Teorem 3.8. M yüzeyinin ∇, Levi-Civita konneksiyonu,

∇e1e1 = ∇e1e2 = 0, (3.63a)

∇e2e1 =
1 +µh3

22 sinθ

µcosθ
e2, ∇e2e2 = −

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
e1, (3.63b)

ve yüzeyinin {e1,e2} bazına göre A şekil operatörünün matris temsilleri,

A3 =

 −
(

sinθ
µ

)
0

0 h3
22

 , A4 =

 0 0

0 h4
22

 (3.64)

şeklindedir. Ayrıca, ikinci temel form katsayıları aşağıdaki denklemleri sağlar:

e1(h3
22) =

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
(h3

11−h3
22), (3.65a)

e1(h4
22) = −

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
h4

22, (3.65b)

h3
11 = −

(sinθ
µ

)
, h4

11 = 0, h3
12 = 0, h4

12 = 0. (3.65c)

Burada, θ <
{
0, π2

}
olmak üzere bir sabittir.

İspat. θ <
{
0, π2

}
bir sabit olmak üzere (3.60) ifadesinde, ∇̃X x = X ve e3 birim normal vektörünün

paralel bir vektör alanı olduğu göz önüne alınırsa,

X = X(µ)cosθe1 +µcosθ(∇Xe1 + h(e1,X)) + X(µ) sinθe3−µsinθA3X (3.66)

elde edilir. Burada X, M üzerinde bir teğet vektör alanıdır. Bu denklemde X = e1 olarak alınır

ve (3.61) denklemi göz önüne alınırsa,

h3
11 = −

(sinθ
µ

)
, (3.67)

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0,

h3
12 = 0, h4

11 = 0
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bulunur. Diğer taraftan, (3.66) denkleminde X = e2 alınır ve (3.62) göz önüne alınırsa,

∇e2e1 =
1 +µh3

22 sinθ

µcosθ
e2, ∇e2e1 = −

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
e1, h4

12 = 0,

olur. Böylece, (3.63), (3.64) ve (3.65c) eşitlikleri elde edilir. Dolayısıyla, M yüzeyinin ikinci

temel form katsayıları,

h(e1,e1) = −
(sinθ
µ

)
e3, h(e1,e2) = 0, h(e2,e2) = h3

22e3 + h4
22e4 (3.68)

şeklindedir. Son olarak (3.63) ve (3.68) eşitlikleri, (2.14) Codazzi denkleminde göz önüne

alınırsa, doğrudan hesaplama ile (3.65a) ve (3.65b) denklemleri elde edilir.

CSS yüzeylerinin sınıflandırılmasının yapılabilmesi için, aşağıdaki yardımcı teorem ve bir

örnek verilecektir:

Yardımcı Teorem 3.9. M üzerinde θ <
{
0,
π

2

}
olmak üzere, sıfırdan farklı düzgün bir m fonk-

siyonu,

e1(m)−
1 +µh3

22 sinθ

µcosθ
m = 0 (3.69)

eşitliğini sağlasın. O zaman M üzerindeki indirgenmiş metrik tansör,

g =
1

cos2 θ
ds2 + m2dt2 (3.70)

olacak şekilde p ∈ M noktasının bir Np komşuluğunda

e1 = cosθ∂s, e2 =
1
m
∂t (3.71)

şeklinde tanımlanan (s, t) yerel koordinat sistemi vardır.

İspat. (3.63) eşitliklerinden, [e1,e2] =−
1 +µh3

22 sinθ

µcosθ
e2 elde edilir. Böylece M üzerinde, (3.69)

eşitliğini sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir m fonksiyonu için,
[

1
cosθ

e1,me2

]
= 0 dır. Böylece,

Yardımcı Teorem 2.47 den, e1 = cosθ∂s ve e2 =
1
m
∂t olacak şekilde (s, t) yerel koordinat sistemi

vardır. Dolayısıyla, M üzerindeki indirgenmiş metrik tansör (3.70) eşitliği ile ifade edilir.

Örnek 3.1. E4 Öklid uzayında, M ve Π, sırasıyla, regüler bir yüzey ve bir hiperdüzlem olmak

üzere, c2 = c2(t) vektör değerli fonksiyonu, 0 < r ≤ 1 olmak üzere S 2(r2) = S 3(1)∩Π üzerinde
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yatan bir eğri ve c0 sabit vektörü ise, bu hiperdüzlemin birim normal vektörü olsun. O zaman

M yüzeyi, konum vektörü

x(s, t) = scos2 θ∂s + ssinθe3 (3.72)

şeklinde ifade edilen ve

x(s, t) = scosuc0 + ssinuc2(t) (3.73)

ile parametrize edilen bir CSS yüzeyidir. e3 paralel birim normal vektörü ise,

e3 = sin(ũ)c0− cos(ũ)c2(t) (3.74)

şeklinde ifade edilir. Burada θ değeri, sıfırdan farklı bir sabit ve ũ = ũ(s) = θ+u(s) fonksiyonu,

düzgün bir fonksiyondur.

Şimdi sınıflandırma teoremi verilecektir:

Teorem 3.10. x : M→ E4, E4 Öklid uzayına daldırılmış regüler bir CSS yüzey olsun. Bu tak-

tirde, M CSS yüzeyi (3.73) ile verilen yüzeye yerel olarak denktir.

İspat. Gerek koşulun ispatı için, kabul edilsin ki M yönlendirilmiş, regüler bir CSS yüzeyi ve

x : M→ E4, 〈x, x〉= µ2 koşulunu sağlayan bir izometrik daldırma olsun. M bir CSS yüzey oldu-

ğundan, x konum vektörü (3.60) ifadesi ile bellidir. Ayrıca {e1,e2;e3,e4} yerel ortonormal çatı

alanı ve M yüzeyinin ikinci temel form katsayıları Yardımcı Teorem 3.8 deki gibi ve (s, t) ye-

rel koordinat sistemi ise, Yardımcı Teorem 3.9 deki gibi tanımlıdır. (3.71) eşitlikleri, sırasıyla,

(3.61) ve (3.62) eşitliklerinde göz önüne alınırsa,

µs = 1, µt = 0, (3.75)

olur ve buradan µ = s + c sonucuna varılır. Burada, s-parametresinin uygun bir seçimi ile c = 0

olarak alınabilir. Elde edilen bu µ = s fonksiyonu, sırasıyla, (3.65a), (3.65b) ve (3.69) denk-

lemlerinde göz önünde bulundurulursa,

s2 cos2 θ
(
h3

22

)
s
+

(
sinθ+ sh3

22

) (
1 + sh3

22 sinθ
)

= 0, (3.76)

scos2 θ(h4
22)s +

(
1 + sh3

22 sinθ
)
h4

22 = 0, (3.77)

scos2 θms−m
(
1 + sh3

22 sinθ
)

= 0, (3.78)
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bulunur. (3.76) denkleminde h3
22 =

σ

s
dönüşümü yapılırsa, bu denklem

scos2 θσs = −sinθ
(
1 + 2σsinθ+σ2

)
(3.79)

denklemine indirgenir. (3.79) diferensiyel denklemi çözülür ve θ değerinin sıfırdan farklı bir

sabit olduğu düşünülürse,

σ(s, t) = cosθ tan(Φ(t)−u(s))− sinθ

bulunur. Böylece h3
22 fonksiyonu,

h3
22(s, t) =

1
s

(cosθ tan(Φ(t)−u(s))− sinθ) (3.80)

şeklinde elde edilir. Burada,

u(s) = tanθ ln s (3.81)

ve Φ = Φ(t) fonksiyonu, sadece t-parametresine bağlı düzgün bir fonksiyondur. (3.80) ifadesi,

(3.77) ve (3.78) denklemlerinde göz önünde bulundurulursa, bu denklemlerin çözümleri, sıra-

sıyla,

h4
22(s, t) = ssec(Φ(t)−u(s))%(t), (3.82)

m(s, t) = scos(Φ(t)−u(s))%(t), (3.83)

şeklinde olur. Burada, % = %(t) fonksiyonu düzgün bir fonksiyondur. Diğer taraftan, (3.71) de

verilen e1 in değeri (3.60) ayrışımında yerine yazılırsa,

x = scos2 θxs + ssinθe3 (3.84)

elde edilir. Son eşitlik s-parametresine göre türevlenirse

xs = cos2 θxs + scos2 θxss + sinθe3 + ssinθ (e3)s

bulunur. i = 1 ve β = 3 için, (2.11) Weingarten formülünde µ = s ve (3.67) ifadeleri, birlikte

göz önüne alınırsa (e3)s = −
sinθ

s
∂s elde edilir. Bu ifade ve (3.84) son denklemde göz önüne

alınırsa,

s2 cos2 θxss− scos2 θxs + x = 0 (3.85)
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elde edilir. Bu denklemin çözümü olan x konum vektörü

x(s, t) = scosuc1(t) + ssinuc2(t) (3.86)

şeklindedir. Burada c1(t) ve c2(t); E4 Öklid uzayında vektör değerli fonksiyonlardır ve u = u(s)

fonksiyonu (3.81) deki gibidir.

İspatın tamamlanılabilmesi için, burdan sonraki kısımda (3.86) ile verilen CSS yüzeyinin,

(3.73) deki yüzey olduğu gösterilecektir. Bunun için, öncelikle c1(t) vektör değerli fonksiyo-

nunun, sabit bir c0 vektörü olduğunu göstermek gerekir.

Kabul edelim ki, c′1(t) , 0 olsun. (3.86) ifadesinden,

xs =
1

cosθ
[cos(ũ)c1(t) + sin(ũ)c2(t)] , (3.87)

xt = scosuc′1(t) + ssinuc′2(t), (3.88)

elde edilir. Burada ũ fonksiyonu, ũ = ũ(s) = θ+ u(s) olarak tanımlı düzgün bir fonksiyondur.

Diğer taraftan, (3.70) ile verilen metrik tansör ifadesinden

〈xs, xs〉 = sec2 θ, 〈xs, xt〉 = 0, 〈xt, xt〉 = m2, (3.89)

şeklindedir. Yukarıdaki ilk eşitlikte, (3.87) ifadesi göz önüne alınırsa,

cos2 ũ 〈c1(t),c1(t)〉+ sin2 ũ 〈c2(t),c2(t)〉+ sin2ũ 〈c1(t),c2(t)〉 = 1,

olduğu görülür. Buradan,

〈c1(t),c1(t)〉 = 〈c2(t),c2(t)〉 = 1, 〈c1(t),c2(t)〉 = 0 (3.90)

sonucuna varılır, yani, c1,c2 vektörlerinin birbirlerine dik ve S3(1) de yatan birer eğridir. Ger-

çekten, (3.90) eşitlikleri için, 〈x, x〉= s2 koşulu sağlanır. Ayrıca (3.83) ve (3.88) ifadeleri, (3.89)

de verilen son eşitlikte yerlerine yazılırsa,

〈
c′1(t),c′1(t)

〉
= %2(t)cos2 Φ(t), (3.91a)〈

c′2(t),c′2(t)
〉

= %2(t) sin2 Φ(t), (3.91b)〈
c′1(t),c′2(t)

〉
= %2(t) sinΦ(t)cosΦ(t) (3.91c)
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elde edilir. Son olarak (3.89) de verilen ikinci eşitlikte, (3.87), (3.88) ve (3.90) ifadeleri birlikte

göz önüne alınırsa, 〈
c′1(t),c2(t)

〉
=

〈
c1(t),c′2(t)

〉
= 0 (3.92)

bulunur.

Kabul edilsin ki c1(t) ve c2(t) vektörleri (3.90), (3.91) ve (3.92) koşullarını sağlasın ve

X1 = c1(t), X2 = c2(t), X3 =
c′2(t)

%(t) sinΦ(t)
, (3.93a)

〈X4,X4〉 = 1 ve 〈X4,Xi〉 = 0, i = 1,2,3, (3.93b)

olacak şekilde {X1,X2,X3,X4} sistemi, E4 Öklid uzayında bir ortonormal çatı olsun. Dikkat edi-

lirse c′1(t), E4 Öklid uzayında diğer bir vektör olduğundan, (3.93) de verilen bazdaki vektörlerin

bir lineer birleşimi olarak, yani, a,b,c,d ∈ R olmak üzere,

c′1 = aX1 + bX2 + cX3 + dX4

şeklinde yazılabilir. Burada, (3.90), (3.92), (3.91b) ve (3.91c) eşitlikleri, sırasıyla, göz önünde

bulundurulursa,

a = b = 0,

c′1 = cotΦ(t)c′2 + dX4 (3.94)

elde edilir. Ayrıca (3.91a) da, (3.91b), (3.93b) ve (3.94) birlikte göz önüne alınırsa, d = 0 bulu-

nur. Buradan,

c′2(t) = tanΦ(t)c′1(t) (3.95)

olur. Diğer taraftan, (3.88) de (3.95) yerine konulursa,

xt = ssecΦ(t)cos
(
Φ(t)−u(s)

)
c′1 (3.96)

elde edilir.

Ayrıca β = 4 için, (2.11) Weingarten formülleri yazılırsa, doğrudan hesaplama ile

∇̃∂te4 = −h4
22∂t, (3.97a)

∇̃∂se4 = 0, (3.97b)
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olur. (3.97a) da (3.82) ve (3.96) ifadeleri yerlerine yazılırsa,

(e4)t = −s2%(t) secΦ(t)c1
′(t) (3.98)

bulunur. Sonuç olarak, (3.97) ve (3.98) denklemleri, ∂s∂te4 = ∂t∂se4 Schwarz eşitliğinde göz

önüne alınırsa, c′1(t) = 0 olduğu sonucuna varılır. Bu ise, bir çelişkidir. Dolayısıyla kabulümüz

yanlıştır. Yani, c1(t) vektörü, sabit c0 vektörüne dönüşür. Ayrıca, c1(t) ve c2(t) vektör değerli

fonksiyonlarının (3.90), (3.91) ve (3.92) eşitliklerini sağladığı ve S3(1) de yatan birer eğri ol-

duğu elde edilmişti. Burada c1(t) = c0 sabit bir vektör olduğu, (3.90) ve (3.92) eşitliklerinde

yeniden göz önünde bulundurulursa, sırasıyla,

〈c0,c0〉 = 1, (3.99a)

〈c2,c2〉 = 1, (3.99b)

〈c0,c2〉 = 1, (3.99c)〈
c2
′,c0

〉
= 1, (3.99d)

eşitlikleri elde edilir. (3.99c) ifadesinde, c0 vektörünün sabit bir vektör olduğu göz önüne alı-

nırsa, c2 = c2(t) nin aynı zamanda, E4 Öklid uzayındaki bir Π, hiperdüzleminde kaldığı söy-

lenebilir. Böylece c2 = c2(t), 0 < r ≤ 1 olacak şekilde S 2(r2) = S 3(1)∩Π üzerinde yatan bir

eğridir. Ayrıca, (3.99a) ve (3.99c) ifadelerinden de c0 sabit vektörünün Π hiperdüzleminin bi-

rim normal vektörü olduğu sonucuna varılır. Böylece, (3.86) deki yüzey, gerçekten (3.73) ile

verilen CSS yüzeyine dönüşür. Ayrıca, (3.81) ve (3.73) ifadeleri, (3.84) ayrışımında birlikte

göz önüne alınırsa, buradan e3 paralel birim normal vektör alanı (3.74) şeklinde elde edilir.

Sonuç olarak, e1 = cosθxs olduğu (3.84) ayrışımında göz önünde bulundurulursa, (3.72) ifa-

desi doğrudan bulunur. Böylece, gerek koşul gösterilmiş olur. İspatın yeter koşulu ise, tersine

doğrudan hesaplama ile gösterilebilir.
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3.4 Genelleştirilmiş Sabit Oran Yüzeyleri

Bu alt bölümde, E4 Öklid uzayında genelleştirilmiş sabit oran (GCR) yüzeyleri incelenecektir.

M, E4 Öklid uzayında yönlendirilmiş, regüler bir genelleştirilmiş sabit oran (GCR) yüzeyi

ve x ise, bu yüzeyin 〈x, x〉 = µ2 koşulunu sağlayan konum vektörü olsun. Ayrıca M yüzeyi

üzerindeki {e1,e2;e3,e4} ortonormal çatı alanı ve A şekil operatörü Bölüm 2.2.1 deki gibi ta-

nımlansın. Tanım 1.6 da ifade edilen M, GCR yüzeyinin x konum vektörü ile e3 birim normal

vektör alanı arasındaki θ açısının, sabit olmadığını biliyoruz. Böylece, µ ve θ fonksiyonları

sıfırdan farklı düzgün birer fonksiyonlar olmak üzere, M yüzeyinin x konum vektörü

x = µcosθe1 +µsinθe3, (3.100)

şeklinde ifade edilir. X,M yüzeyi üzerinde teğet bir vektör olmak üzere, 〈x, x〉 = µ2 eşitliğinde

∇̃X x = X olduğu göz önünde bulundurulursa,

e1(µ) = cosθ, (3.101)

e2(µ) = 0 (3.102)

elde edilir. Bu denklemler (3.100) eşitliğinde göz önüne alınırsa, aşağıdaki yardımcı teorem

verilebilir:

Yardımcı Teorem 3.11. M yüzeyinin, ∇ Levi-Civita konneksiyonu,

∇e1e1 = ∇e1e2 = 0, (3.103a)

∇e2e1 =
1 +µh3

22 sinθ

µcosθ
e2, ∇e2e2 = −

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
e1, (3.103b)

ve yüzeyinin {e1,e2} bazına göre A şekil operatörleri

A3 =

 −
(
e1(θ) + sinθ

µ

)
0

0 h3
22

 , A4 =

 0 0

0 h4
22

 (3.104)

şeklindedir. Yüzeyin ikinci temel form katsayıları,

e1(h3
22) =

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
(h3

11−h3
22), (3.105a)

e1(h4
22) = −

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
h4

22, (3.105b)

h3
11 = −

(
e1(θ) +

sinθ
µ

)
, h4

11 = 0, h3
12 = 0, h4

12 = 0 (3.105c)
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denklemlerini sağlar. Ayrıca θ açı fonksiyonu,

e2(θ) = 0 (3.106)

eşitliğini sağlayan düzgün bir fonksiyondur.

İspat. (3.100) ifadesinde, ∇̃X x = X olduğu ve e3 birim normal vektör alanının paralel olduğu

göz önüne alınırsa,

X = X(µcosθ)e1 +µ(cosθ∇Xe1 + cosθh(e1,X))−µsinθS 3X + X(µsinθ)e3 (3.107)

elde edilir. Bu denklemde X = e1 olarak alınır ve (3.101) denklemi göz önünde bulundurulursa,

h3
11 = −

(
e1(θ) +

sinθ
µ

)
, (3.108)

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0,

h3
12 = 0, h4

11 = 0

bulunur. Diğer taraftan, (3.107) denkleminde X = e2 alınır ve (3.102) göz önüne alınırsa,

e2(θ) = 0, (3.109a)

∇e2e1 =
1 +µh3

22 sinθ

µcosθ
e2, ∇e2e1 = −

1 +µh3
22 sinθ

µcosθ
e1,

h4
12 = 0

olur. Dolayısıyla (3.103), (3.104) ve (3.105c) eşitlikleri elde edilir. Buradan M yüzeyinin ikinci

temel form katsatyıları

h(e1,e1) = −
(
e1(θ) +

sinθ
µ

)
e3, h(e1,e2) = 0, h(e2,e2) = h3

22e3 + h4
22e4 (3.110)

şeklinde bulunur. Son olarak, (3.103) ve (3.110) eşitlikleri, (2.14) Codazzi denklemlerinde ile

birlikte düşünülürse, (3.105a) ve (3.105b) denklemleri elde edilir.

E4 Öklid uzayındaki GCR yüzeylerini sınıflandırılmasının yapılmabilmesi için, aşağıdaki

yardımcı teorem ve bir örnek verilecektir:

Yardımcı Teorem 3.12. M üzerinde sıfırdan farklı düzgün bir m fonksiyonu,

e1(m)−
1 +µh3

22 sinθ

µcosθ
m = 0. (3.111)
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eşitliğini sağlasın. O zaman, M üzerindeki indirgenmiş metrik tensör,

g =
1

cos2 θ
ds2 + m2dt2 (3.112)

olacak şekilde, p ∈ M noktasının bir Np komşuluğunda

e1 = cosθ∂s, e2 =
1
m
∂t (3.113)

şeklinde tanımlanan (s, t) yerel koordinat sistemi vardır.

İspat. Bu yardımcı teoremin ispatı, Yardımcı Teorem 3.9 nin ispatı için izlenen benzer yön-

temle, kolayca gösterilebilir.

Dikkat edilirse Tanım 1.6 dan, θ’nın sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyon olduğu belirtil-

mişti. O halde, (3.109a) eşitliği göz önünde bulundurulursa, p ∈ M noktasında e1(θ) , 0 olma-

lıdır. Buradan, θ = θ(s) olduğu sonucu ortaya çıkar.

Örnek 3.2. E4 Öklid uzayında, M ve Π, sırasıyla, regüler bir yüzey ve bir hiperdüzlem olmak

üzere, c2 = c2(t); 0 < r ≤ 1 olacak şekilde S 2(r2) = S 3(1)∩Π üzerinde yatan bir eğri ve bu

hiperdüzlemin birim normal vektörü ise, c0 olsun. O zaman M yüzeyi, konum vektörü

x(s, t) = scos2 θ∂s + ssinθe3. (3.114)

şeklinde ifade edilen ve

x(s, t) = scosuϕ0 + ssinuψ(t) (3.115)

ile parametrize eldilen bir GCR yüzeyidir.

Burada, θ = θ(s) düzgün fonsksiyonu,

tanθ = su′, (3.116)

eşitliğini sağlar.

Şimdi GCR yüzeyleri için sınıflandırma teoremi verilecektir:

Teorem 3.13. x : M → E4, E4 Öklid uzayına daldırılmış (3.100) ile verilen regüler bir GCR

yüzeyi olsun. O zaman M, GCR yüzeyi (3.115) ile verilen yüzeye denktir.

48



İspat. Gerek koşulun ispatı için, M yönlendirilmiş bir GCR yüzeyi ve x : M→ E4, 〈x, x〉 = µ2

koşulunu sağlayan bir izometrik daldırma olsun. M bir GCR yüzeyi olduğundan x, (3.100) ifa-

desi ile bellidir. Burada, {e1,e2;e3,e4} yerel ortonormal çatı alanı ve M yüzeyinin ikinci temel

form katsayıları Yardımcı Teorem 3.11 deki gibi tanımlansın. (s, t) yerel koordinat sistemi de

Yardımcı Teorem 3.9 deki gibi verilsin. Burada,

e1 = cosθxs, e2 =
1
m

xt (3.117)

şeklindedir. Burada, θ = θ(s). Ayrıca (3.117) eşitlikleri, sırasıyla, (3.101) ve (3.102) eşitlikle-

rinde göz önünde bulundurulursa,

µs = 1, µt = 0, (3.118)

şeklindedir ve (3.118) eşitliklerinden µ = s + c elde edilir. Burada, s-parametresinin uygun bir

seçimi ile c = 0 olarak alınabilir. Elde edilen µ = s fonksiyonu, sırasıyla, (3.105a), (3.105b) ve

(3.111) denklemlerinde göz önünde bulundurulursa,

s2 cos2 θ
(
h3

22

)
s
+

(
scosθθ′+ sinθ+ sh3

22

) (
1 + sh3

22 sinθ
)

= 0, (3.119)

scos2 θ(h4
22)s +

(
1 + sh3

22 sinθ
)
h4

22 = 0, (3.120)

scos2 θms−m
(
1 + sh3

22 sinθ
)

= 0, (3.121)

elde edilir. (3.119) denkleminde,

h3
22(s, t) =

σcosθ− sinθ
s

, (3.122)

dönüşümü yapılırsa, denklem

scosθσs = −sinθ
(
1 +σ2

)
(3.123)

denklemine indirgenir. (3.123) denkleminin çözümü ise,

σ(s, t) = tan(u(s)−Φ(t))

şeklindedir. Burada u = u(s) fonksiyonu, (3.116) denklemini sağlayan ve Φ = Φ(t) ise, M yüzeyi

üzerinde düzgün bir fonksiyondur. Buradan h3
22 fonksiyonu,

h3
22(s, t) =

1
s

(cosθ tan(Φ(t)−u(s))− sinθ) (3.124)
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şeklindedir. (3.124) eşitliği, sırasıyla, (3.120) ve (3.121) denklemlerinde göz önünde bulundu-

rulursa,

h4
22(s, t) = ssec(Φ(t)−u(s))%(t), (3.125)

m(s, t) = scos(Φ(t)−u(s))%(t), (3.126)

olarak elde edilir. Burada, % = %(t) sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyondur. Diğer taraftan µ = s,

(3.113) ve (3.124) ifadeleri, (3.103) denklemlerinde göz önüne alınırsa, M yüzeyinin Levi-

Civita konneksiyonları, sırasıyla,

∇∂s∂s = tanθθ′∂s, ∇∂s∂t =
ms

m
∂t, ∇∂t∂t =

(
−mms cos2 θ

)
∂s +

mt

m
∂t (3.127)

şeklinde bulunur. (3.110), (3.117) ve (3.127) da verilen ilk eşitlikler, (2.10) Gauss formülünde

birlikte göz önüne alınırsa,

xss = tanθθ′xs−

(
secθθ′+ secθ

tanθ
s

)
e3 (3.128)

elde edilir. Son denklem, (3.100) ayrışımı göz önünde bulundurularak yeniden düzenlenirse,

s2 cos2 θ sinθxss−
(
s2 cosθθ′+ scos2 θ sinθ

)
xs +

(
sinθ+ scosθθ′

)
x = 0 (3.129)

şeklinde bulunur. Burada x = Ψ(s, t) · s dönüşümü yapılırsa, son denklem

s2 cos2 θ sinθΨss +
(
scos2 θ sinθ− s2 cosθθ′

)
Ψs + sin3 θΨ = 0 (3.130)

olur. Bu ifade de (3.116) denklemi göz önünde bulundurulursa,

Ψuu +Ψ = 0

elde edilir. Bu denklemin çözümü yapılır ve x = Ψ(s, t) · s olduğu da göz önüne alınırsa, x

konum vektörü

x(s, t) = s (cosuϕ(t) + sinuψ(t)) , (3.131)

şeklinde bulunur. Burada, ϕ(t) ve ψ(t) fonksiyonları E4 Öklid uzayında birer vektör değerli

fonksiyonlardır. u fonksiyonu ise, (3.116) ile bellidir. Şimdi, (3.131) ile elde edilen yüzeyin,

(3.115) da verilen bir GCR yüzeyi olduğu gösterilecektir. Bunun için, öncelikle ϕ(t)’nin sabit

bir ϕ0 vektörü olduğu gösterilecektir.
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ϕ′ , 0 olduğu varsayılsın. Bu durumda (3.131) ifadesi, (3.112) de verilen metrik tansöründe

göz önüne alınırsa,

cos2(θ̃) 〈ϕ(t),ϕ(t)〉+ sin2(θ̃) 〈ψ(t),ψ(t)〉+ sin2(θ̃) 〈ϕ(t),ψ(t)〉 = 1, (3.132)

olduğu görülür. Burada θ̃ fonksiyonu, θ̃ = θ̃(s) = θ(s) + u(s) şeklindedir. (3.132) eşitliğinden,

〈ϕ(t),ϕ(t)〉 = 〈ψ(t),ψ(t)〉 = 1, 〈ϕ(t),ψ(t)〉 = 0 (3.133)

elde edilir. Ayrıca,

〈
ϕ′(t),ϕ′(t)

〉
= %2(t)cos2 Φ(t), (3.134a)〈

ψ′(t),ψ′(t)
〉

= %2(t) sin2 Φ(t), (3.134b)〈
ϕ′(t),ψ′(t)

〉
= %2(t) sinΦ(t)cosΦ(t), (3.134c)〈

ϕ′(t),ψ(t)
〉

=
〈
ϕ(t),ψ′(t)

〉
= 0, (3.134d)

eşitlikleri vardır. Böylece (3.133) ve (3.134d) ifadelerinden, ϕ(t) ve ψ(t) vektör değerli fonksi-

yonlarının, S3(1) de yatan birer eğri olduğu sonucuna varılır.

ϕ(t) ve ψ(t) vektörlerinin, (3.133) ve (3.134) eşitliklerini sağladığı varsayılsın. Bu durumda,

{X1,X2,X3,X4} sistemi E4 Öklid uzayında,

X1 = ϕ(t), X2 = ψ(t), X3 =
ψ′(t)

%(t) sinΦ(t)
, (3.135a)

〈X4,X4〉 = 1 and 〈X4,Xi〉 = 0, i = 1,2,3. (3.135b)

olacak şekilde bir ortonormal çatıdır. Ayrıca ϕ′(t) vektörü, E4 Öklid uzayında diğer bir vektör

olduğundan, (3.135) ile belirtilen bazdaki vektörlerin bir lineer birleşimi olarak yazılabilir.

Yani, a,b,c,d ∈ R olmak üzere,

ϕ′ = aX1 + bX2 + cX3 + dX4

şeklinde yazılır. Burada, (3.133), (3.134c) ve (3.134d) eşitlikleri, sırasıyla, göz önüne alınırsa

a = b = 0,

ϕ′ = cotΦ(t)ψ′+ dX4 (3.136)
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elde edilir. (3.134a) eşitliğinde, (3.134b) ve (3.136) eşitlikleri birlikte göz önünde bulunduru-

lursa,

ϕ′(t) = cotΦ(t)ψ′(t). (3.137)

olur. Diğer taraftan (3.131) ifadesinden,

xt = scosuϕ′+ ssinuψ′

bulunur. Bu denklemde (3.137) ifadesi yerine konulursa,

xt =
(
scosu + ssinu tanΦ(t)

)
ϕ′ (3.138)

elde edilir.

Şimdi, e4 birim normal vektörü için, (2.11) Weingarten formülleri yazılırsa,

∇̃∂te4 = −h4
22∂t, (3.139)

∇̃∂se4 = 0 (3.140)

şeklinde olur. (3.139) ifadesinde, (3.125) ve (3.138) ifadeleri yerlerine yazılırsa, Teorem 3.10

da CSS yüzeyin sınıflandırılması problemi için izlenilen benzer bir yolla ϕ′(t) = 0 olarak elde

edilir. Bu ise bir çelişkidir. O halde kabulümüz yanlıştır. Böylece ϕ(t) vektörü, ϕ0 sabit birim

vektörüne dönüşür. Dolayısıyla (3.131) ile verilen yüzey, (3.115) ile verilen GCR yüzeyine

dönüşür. Ayrıca (3.115) ve (3.117) ifadeleri, (3.100) ayrışımında birlikte göz önünde bulundu-

rulursa, e3 birim normal vektör alanı

e3 = sin(θ̃)ϕ0− cos(θ̃)ψ(t) (3.141)

oalarak bulunur. Burada, θ̃(s) = θ(s)+u(s) şeklindedir. Yine Teorem 3.10 nun ispatında izlenen

benzer adımlarla ψ ve ϕ0 vektörleri, Örnek 3.2 deki gibi elde edilebilir. Sonuç olarak, (3.117)

ve (3.141) ifadeleri (3.100) de göz önünde bulundurulursa, (3.114) ifadesi doğrudan elde edilir.

Böylece, ispatın gerek koşulu gösterilmiş olur. İspatın yeter kısmı, tersine doğrudan hesaplama

ile gösterilebilir.
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4 E3
1 Minkowski Uzayındaki Yüzeyler

Bu bölümde ilk olarak En+1
1 Minkowski uzayındaki dejenere olmamış bir CPD hiperyüzeyinin

bazı geometrik özellikleri incelecektir. Daha sonra, E3
1 Minkowski uzayındaki CPD ve CAS

yüzeyleri için bazı yeni sınıflandırmalar verilecektir. Bu bölümde CPD yüzeyleri için elde edi-

lecek olan sonuçlar [37] makalesinde yayınlanmıştır.

En+1
1 Minkowski uzayında yönlendirilmiş, dejenere olmamış bir M hiperyüzeyi göz önüne

alınsın ve hiperyüzeyin bu uzaydaki k , 0 sabit bir vektörü ile ilişkili asli kanonik doğrultuya

sahip olduğu varsayılsın. Bu durumda,

k = kT + k⊥ (4.1)

olmak üzere, S kT = k1kT denklemi sağlanır. Burada kT ve k⊥ bileşenleri , sırasıyla, k sabit vek-

tör alanının teğet ve normal bileşenleridir. N, M hiperyüzeyinin birim normal vektörü olmak

üzere, (4.1) denklemi

k = kT + 〈N,N〉 〈k,N〉N (4.2)

şeklinde yazılabilir. Bu bölümde, M hiperyüzeyi üzerindeki {e1, . . . ,en; N} ortonormal çatı alanı

ve S şekil operatörü Bölüm 2.2.2 deki gibi tanımlansın. İlk olarak, M hiperyüzeyinin aşağıdaki

geometrik özelliği incelenecektir:

Önerme 4.1. M, En+1
1 Minkowski uzayında yönlendirilmiş, dejenere olmamış bir hiperyüzey ve

k ise, En+1
1 Minkowski uzayında k, 0 ve

〈
kT ,kT

〉
, 0 koşullarını sağlayan sabit bir vektör olsun.

e1 =
kT〈

kT ,kT 〉 1
2

olmak üzere, M hiperyüzeyinin k vektörü ile ilişkili olan bir CPD hiperyüzey

olması için gerek ve yeter şart e1 vektör alanının tüm integral eğrilerinin, M hiperyüzeyinin

jeodezikleri olmasıdır.

İspat. e1 vektör alanının time-like ve space-like olma durumları ayrı ayrı incelenecektir:
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Durum I. 〈e1,e1〉 = −1 olsun. Dolayısıyla N, space-like bir vektördür. Bu durumda, (4.2)

eşitliği,

k = −〈k,e1〉e1 + 〈k,N〉N

şeklinde yazılır. Son eşitlikte, ∇̃e1k = 0 olduğu göz önünde bulundurulursa,

0 = −〈k, ∇̃e1e1〉e1−〈k,e1〉 ∇̃e1e1−〈k,S e1〉N −〈k,N〉S e1 (4.3)

elde edilir. Şimdi, M hiperyüzeyinde 〈X,e1〉 = 0 koşulunu sağlayan bir X teğet vektörü verilsin.

Buradan (4.3) eşitliğinin her iki tarafı X ile çarpılırsa,

0 = −〈k,e1〉
〈
∇e1e1,X

〉
−〈k,N〉 〈S e1,X〉 (4.4)

bulunur. Böylece son eşitlikten, ∇e1e1 = 0 olması, S e1 = k1e1 anlamına gelir.

Durum II. 〈e1,e1〉 = 1 olsun. Bu durumda (4.2) eşitliği,

k = 〈k,e1〉e1 +ε〈k,N〉N (4.5)

şeklinde yazılır. Buradaki ε değeri, M CPD hiperyüzeyinin time-like veya space-like olması

durumlarına göre, sırasıyla, 1 veya −1 değerini alır. Durum I in isapatına benzer olarak doğru-

dan gösterilebilir. Böylece ispat tamamlanır.

En+1
1 , Minkowski uzayında yönlendirilmiş bir M, CPD hiperyüzeyi göz önüne alınsın ve

bu hiperyüzeyin şekil operatörünün köşegenleştirilebilir olduğu varsayılsın. M CPD hiperyü-

zeyinin birim normal vektörü N, asli doğrultuları e1,e2, . . . ,en ve bunlara karşılık gelen asli

eğrilikler, sırasıyla, k1,k2, . . . ,kn olsun. Ayrıca,
〈
kT ,kT

〉
, 0 ve e1 =

kT〈
kT ,kT 〉 1

2

olsun. M hiper-

yüzeyinin space-like ve time-like olma durumları ayrı ayrı incelenerek, bu hiperyüzeyin CPD

olması için gerek ve yeter koşul elde edilecek ve daha sonrasında CPD hiperyüzeyleri için bazı

geometrik özellikler incelenerek önemli karakterizasyonlar elde edilecektir:

Açıklama 4.2. [19, 48] makalelerinde, E3
1 Minkowski 3−uzayındaki k = (0,0,1) time-like sabit

vektörü ile ilişkili CPD yüzeylerinin sınıflandırması yapılmıştır. Bu kısımda, E3
1 Minkowski

3−uzayındaki CPD yüzeylerinin sınıflandırılması tamamlanacaktır.

Açıklama 4.2 de bahsedildiği gibi, E3
1 Minkowski 3−uzayındaki k sabit vektörünün time-

like olma durumu incelenmiş olduğundan burada bu durum göz ardı edilecektir. Burada daha
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genel olarak, En+1
1 Minkowski uzayındaki bir k sabit vektörünün space-like ve light-like olma

durumları için ayrı ayrı inceleme yapılacaktır:

Durum A. k sabit vektörü space-like olsun. Bu durumda, k = (1,0, . . . ,0) olarak alınacaktır.

Şimdi, En+1
1 Minkowski uzayındaki M, CPD hiperyüzeylerinin space-like veya time-like olma

durumları için ayrı ayrı inceleme yapılacaktır:

Durum A1. M bir space-like CPD hiperyüzeyi olsun. Bu durumda, 〈N,N〉 = −1 olur ve

böylece e1 teğet vektörü space-like bir vektördür. θ düzgün bir açı fonksiyonu olmak üzere,

Tanım 2.35 göz önüne alınarak (4.2) eşitliği,

k = coshθe1 + sinhθN (4.6)

şeklinde yazılır. i = 1, . . . ,n olmak üzere ∇̃eik = 0 olduğu son eşitlikte göz önünde bulunduru-

lursa,

0 = ei(coshθ)e1 + coshθ∇̃eie1 + ei(sinhθ)N − sinhθS ei

elde edilir. Buradan Önerme 4.1 göz önüne alınırsa,

∇e1e1 = 0, (4.7a)

e1(θ) = k1, (4.7b)

e j(θ) = 0, (4.7c)

∇e je1 = tanhθk je j, j = 2, . . . ,n (4.7d)

eşitlikleri bulunur.

Durum A2. M time-like bir CPD hiperyüzeyi olsun. Böylece, 〈N,N〉 = 1 olur. Fakat bu

durumda, e1 vektörü space-like veya time-like olabileceğinden iki farklı durum söz konusudur:

Durum A2.1. e1 teğet vektörü space-like olsun. Bu taktirde, Tanım 2.37 göz önüne alınarak

(4.2) eşitliği, düzgün bir θ fonksiyonu için,

k = sinθe1 + cosθN (4.8)

şeklinde yazılır. Son eşitlikte i = 1, . . . ,n olmak üzere, ∇̃eik = 0 olduğu göz önünde bulunduru-

lursa,

0 = ei(sinθ)e1 + sinθ∇̃eie1 + ei(cosθ)N − cosθS ei
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elde edilir. Buradan, yine Önerme 4.1 göz önüne alınırsa,

∇e1e1 = 0, (4.9a)

e1(θ) = k1, (4.9b)

e j(θ) = 0, (4.9c)

∇e je1 = cotθk je j, j = 2, . . . ,n (4.9d)

eşitlikleri elde edilir.

Durum A2.2. e1 teğet vektörü time-like olsun. Bu taktirde, Tanım 2.37 göz önüne alınarak

(4.2) eşitliği, düzgün bir θ fonksiyonu için,

k = sinhθe1 + coshθN (4.10)

şeklinde yazılır. Son eşitlikte yine i = 1, . . . ,n olmak üzere, ∇̃eik = 0 olduğu göz önünde bulun-

durulursa,

0 = ei(sinhθ)e1 + sinhθ∇̃eie1 + ei(coshθ)N − coshθS ei

elde edilir. Böylece,

∇e1e1 = 0, (4.11a)

e1(θ) = −k1, (4.11b)

e j(θ) = 0, (4.11c)

∇e je1 = cothθk je j, j = 2, . . . ,n (4.11d)

eşitlikleri yazılır.

Durum B. k sabit vektörü light-like olsun. Bu durumda, k = (1,0, . . . ,0,1) olarak alınacaktır.

Böylece, φ sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyon olmak üzere, (4.1) eşitliği

(1,0, . . . ,0,1) = εφ̃ (e1−N) (4.12)

şeklinde yazılır. Burada, 〈e1,e1〉 = −〈N,N〉 = ε. Eğer φ = εφ̃ olarak alınırsa, (4.12) eşitliği

(1,0, . . . ,0,1) = φ (e1−N) (4.13)
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şeklinde olur. Buradan, i = 1, . . . ,n olmak üzere ∇̃eik = 0 olduğu, son eşitlikte göz önünde bu-

lundurulursa,

0 = ∇̃ei (φ)
(
e1−N

)
+φ

(
∇̃eie1 + S ei

)
elde edilir. Buradan,

∇e1e1 = ∇e1e2 = 0, (4.14a)

e1(φ) = −φk1, (4.14b)

e j(φ) = 0, (4.14c)

∇e je1 = −k je j, j = 2, . . . ,n (4.14d)

S =



−
e1(φ)
φ 0 0 0 . . . 0

0 k2 0 0 . . . 0

0 0 k3 0 . . . 0

0 0 0 k4 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 . . . kn


(4.14e)

şeklindedir.

Sonuç olarak, yukarıda elde edilen tüm hesaplamalar göz önünde bulundurularak aşağıdaki

önerme elde edilir:

Önerme 4.3. M, En+1
1 Minkowski uzayında dejenere olmamış bir hiperyüzey olsun. Bu du-

rumda M hiperyüzeyinin bu uzaydaki sabit bir k vektörü ile ilişkili bir CPD hiperyüzeyi olması

için gerek ve yeter koşul Y, M hiperyüzeyinde teğet bir vektör olmak üzere 〈Y,kT 〉 = 0 koşulunu

sağlayan tüm Y vektörleri için, Y(θ) = 0 olmasıdır. Burada θ; (4.6) (sırasıyla, (4.8) ve (4.10))

eşitliğinde tanımlanan açı fonksiyonudur.

İspat. Kabul edilsin ki M, En+1
1 Minkowski uzayında dejenere olmamış bir CPD hiperyüzey

ve k ise, bu uzaydaki sabit bir vektör olsun. Bu durumda k sabit vektörü, sırasıyla, (4.6), (4.8)

veya (4.10) ile belirlidir. Gerek koşulun ispatı doğrudan, sırasıyla, (4.7c), (4.9c) veya (4.11c)

eşitliklerinden görülmektedir. Tersi de doğrudan hesaplama ile gösterilebilir.
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4.1 Asli Kanonik Doğrultuya Sahip Yüzeyler

E3 Öklid 3-uzayındaki CPD yüzeylerinin sınıflandırılması [47] da verilmiştir. Ayrıca, [19, 48]

makalelerinde E3
1 Minkowski 3-uzayındaki M, CPD yüzeylerinin, sadece k = (0,0,1) time-like

sabit vektörü göz önünde bulundurularak, kısmi bir sınıflandırması yapılmıştır. Bu bölümde, E3
1

Minkowski 3-uzayındaki M, CPD yüzeylerinin sınıflandırılması tamamlanacaktır. Dolayısıyla

bunu yapabilmek için, bir önceki kısımda incelediğimiz k sabit vektörünün space-like ve light-

like durumları göz önüne alınarak, bu iki farklı durum için sınıflandırma yapılacaktır:

4.1.1 Space-like asli kanonik doğrultuya sahip yüzeyler

Bu alt bölümde, E3
1 Minkowski 3-uzayında k, space-like sabit vektörü ile ilişkili olan CPD

yüzeyleri incelenecektir.

Kabul edilsin ki, M yüzeyi k = (1,0,0) vektörü ile ilişkili olan space-like bir CPD yüzeyi

olsun. Burada, N time-like bir vektördür ve böylece (4.1) eşitliği, (4.6) eşitliğine dönüşür. Bu

durumda θ açı fonksiyonu Önerme 4.3 deki gibi tanımlıdır. Ayrıca, 〈e1,e2〉 = 0 olacak şekilde

space-like bir e2 teğet vektör alanı vardır. Böylece n = 2 için, (4.7) denklemleri göz önünde

bulundurularak aşağıdaki yardımcı teorem verilebilir:

Yardımcı Teorem 4.4. M yüzeyinin, ∇ Levi-Civita konneksiyonu ve S şekil operatörü,

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0, (4.15a)

∇e2e1 = tanhθk2e2, ∇e2e2 = − tanhθk2e1, (4.15b)

S =

 e1(θ) 0

0 k2

 (4.15c)

şeklindedir. Ayrıca k2 fonksiyonu,

e1(k2) = tanhθk2(e1(θ)− k2) (4.16)

denklemini sağlar. Burada, θ sıfırdan farklı düzgün bir açı fonksiyonudur.

İspat. (4.15) denklemleri, n = 2 için; (4.7) denklemlerinden doğrudan elde edilir. Ayrıca elde

edilen bu denklemler; X = e1 ve Y = Z = e2 alınarak, (2.20) Codazzi denklemi ile birlikte

düşünülürse, (4.16) denklemi doğrudan hesaplanır.
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Açıklama 4.5. (4.7b), (4.9b) ve (4.11b) eşitliklerinden, e1(θ) ≡ 0 ise, k1 = 0 olur. Ancak bu

durumda CPD hiperyüzeyleri, Açıklama 1.5 ten dolayı bir CAS yüzeyine dönüşecektir. [19, 24]

makalelerinde bu durum incelendiğinden, dolayısıyla sınıflandırma yapılırken bu durum göz

ardı edilecektir.

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe, e1(θ) , 0 olarak alınacaktır. M, space-like CPD yüzeyle-

rinin sınıflandırılması verilmeden önce aşağıdaki Yardımcı Teorem verilecektir:

Yardımcı Teorem 4.6. M, space-like CPD yüzeyi üzerinde sıfırdan farklı düzgün bir m fonk-

siyonu

e1(m)− tanhθk2m = 0 (4.17)

eşitliğini sağlasın. O zaman, M yüzeyi üzerindeki indirgenmiş metrik tansör

g = ds2 + m2dt2 (4.18)

olacak şekilde p ∈ M noktasının bir Np komşuluğunda

e1 = ∂s, e2 =
1
m
∂t (4.19)

şeklinde tanımlanan (s, t) yerel koordinat sistemi vardır.

İspat. (4.15) eşitliklerinden, [e1,e2] = − tanhθk2e2 elde edilir. Böylece, eğer M, CPD yüzeyi

üzerinde (4.17) eşitliğini sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir m fonksiyonu varsa, o zaman

[e1,me2] = 0 dır. Böylece Yardımcı Teorem 2.47 den, e1 = ∂s ve e2 =
1
m
∂t olacak şekilde (s, t)

yerel koordinat sistemi vardır ve böylece, M CPD yüzeyi üzerindeki indirgenmiş metrik tansör

(4.18) eşitliği ile ifade edilir.

Şimdi E3
1 Minkowski 3-uzayındaki space-like CPD hiperyüzeyleri için sınıflandırma so-

nuçlarından ilki verilecektir:

Teorem 4.7. M yüzeyi, E3
1 Minkowski 3-uzayında yönlendirilmiş space-like bir yüzey olsun. O

zaman M yüzeyinin, space-like sabit bir vektör ile ilişkili bir CPD yüzeyi olması için gerek ve

yeter koşul bu yüzeyin aşağıda verilen yüzeylerden birine denk olmasıdır:
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1.

x(s, t) =

∫ s
coshθ(τ)dτ

(
1,0,0

)
+

∫ s
sinhθ(τ)dτ

(
0,sinh t,cosh t

)
+γ(t) (4.20a)

şeklinde parametrize edilir. Burada, γ = γ(t) fonksiyonu

γ(t) =

(
0,

∫ t
Ψ(τ)coshτdτ,

∫ t
Ψ(τ) sinhτdτ

)
(4.20b)

şeklinde tanımlı E3
1-değerli bir fonksiyondur ve Ψ ∈C∞(M).

2.

x(s, t) =

∫ s
coshθ(τ)dτ

(
1,0,0

)
+

∫ s
sinhθ(τ)dτ

(
0,sinh t0,cosh t0

)
+

(
0, t cosh t0, t sinh t0

) (4.21)

ile parametrize edilen düz bir yüzeydir. Burada, t0 bir sabittir.

İspat. Gerek koşulun ispatı için, kabul edilsin ki M yüzeyi, k = (1,0,0) space-like sabit vektör

ile ilişkili space-like bir CPD yüzey ve x : M→ E3
1 dönüşümü bir izometrik daldırma olsun. Ay-

rıca, e1,e2, M yüzeyinin asli doğrultuları ve k1,k2 bu doğrultulara karşılık gelen asli eğrilikler

Yardımcı Teorem 4.4 teki gibi ve (s, t) yerel koordinat sistemi ise, Yardımcı Teorem 4.6 daki

gibi tanımlansın. Böylece Önerme 4.3 ten, θ açı fonksiyonunun θ = θ(s) olduğu görülebilir.

Yardımcı Teorem 4.6 dan,

e1 = xs (4.22)

şeklindedir. Son ifade, (4.16) ve (4.17) eşitliklerinde göz önünde bulundurulursa, sırasıyla,

(k2)s = (θ′− k2) tanhθk2, (4.23)

ms−m tanhθk2 = 0, (4.24)

olur. Burada ′ ile adi diferensiyel gösterilmektedir. Ayrıca, (4.22) ve (4.24) eşitlikleri (4.15c)

ifadesinde göz önüne alınırsa, M yüzeyinin S şekil operatörünün matris temsili,

S =

 θ′ 0

0 cothθms
m

 (4.25)

şeklindedir. Buradan ikinci temel form katsayıları;

h(∂s,∂s) = −θ′N, h(∂s,∂t) = 0, h(∂t,∂t) = −cothθ
ms

m
N (4.26)
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şeklinde elde edilir. Diğer taraftan, (4.23) ve (4.24) denklemleri birlikte göz önüne alınırsa,

mss− θ
′ cothθms = 0

denklemi elde edilir. Bazı Ψ1,Ψ2 düzgün fonksiyonları için, son denklemin genel çözümü,

m(s, t) = Ψ1(t)
∫ s

s0

sinhθ(τ)dτ+Ψ2(t)

şeklindedir. t-parametresinin uygun bir seçimi ile bu çözüm,

m(s, t) =

∫ s

s0

sinhθ(τ)dτ+Ψ(t),Ψ ∈C∞(M), (4.27a)

veya

m(s, t) = 1 (4.27b)

şeklinde elde edilir. Şimdi, m fonksiyonun elde edilen bu çözümleri göz önünde bulundurula-

rak, sınıflandırma sonuçları ayrı ayrı incelenecektir:

Durum 1. m fonksiyonu (4.27a) eşitliğini sağlasın. Öncelikle (4.22) ifadesi, (4.15a) denk-

lemlerinin ilkinde göz önünde bulundurulursa,

∇∂s∂s = 0

elde edilir. Bu denklem ile (4.26) da verilen ikinci temel form katsayılarından ilki, X = Y = ∂s

alınarak (2.17) Gauss formülünde yerlerine yazılırsa,

xss = −θ′N (4.28)

elde edilir. Diğer taraftan (4.6) ayrışımında (4.22) ifadesi göz önünde bulundurulursa,

k = coshθxs + sinhθN (4.29)

bulunur. Buradan, 〈xs,k〉 = coshθ ve 〈xt,k〉 = 0 olduğu kolayca görülebilir. Böylece, x paramet-

rizasyonu

x(s, t) =

(∫ s
coshθ(τ)dτ, x2(s, t), x3(s, t)

)
+γ(t) (4.30)

şeklinde parametrize edilebilir. Burada γ(t) = (0,γ2(t),γ3(t)) fonksiyonu, E3
1-değerli diferensi-

yellenebilir bir fonksiyondur. Ayrıca (4.29) ifadesinde, (4.28) eşitliği ve k = (1,0,0) olduğu göz

önüne alınırsa,

(1,0,0) = coshθxs−
sinhθ
θ′

xss (4.31)
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elde edilir. (4.31) eşitliğinde, 〈xs, xs〉= 1 olduğu ve (4.30) formu birlikte göz önüne alınırsa,böylece

x parametrizasyonu

x(s, t) =

∫ s
coshθ(τ)dτ

(
1,0,0

)
+

∫ s
sinhθ(τ)dτ

(
0,sinhϕ(t),coshϕ(t)

)
+γ(t) (4.32)

olur. Burada ϕ = ϕ(t) düzgün bir fonksiyondur. (4.32) den,

xs = coshθ(s)
(
1,0,0

)
+ sinhθ(s)

(
0,sinhϕ(t),coshϕ(t)

)
,

xt = ϕ′(t)
∫ s

sinhθ(τ)dτ
(
0,coshϕ(t),sinhϕ(t)

)
+

(
0,γ′2(t),γ′3(t)

)
(4.33)

olur. Buradan, 〈xs, xt〉 = 0 olduğu göz önünde bulundurulursa, f = f (t) düzgün bir fonksiyon

olmak üzere

(0,γ′2(t),γ′3(t)) = f (t)(0,coshϕ(t),sinhϕ(t)) (4.34)

elde edilir. Böylece, (4.33) ifadesi

xt =
(
ϕ′(t)

∫ s
sinhθ(τ)dτ+ f (t)

)(
0,coshϕ(t),sinhϕ(t)

)
haline gelir. Son olarak, m düzgün fonksiyonunun (4.27a) eşitliği ile tanımlı olduğu 〈xt, xt〉 =

m2 eşitliğinde göz önünde bulundurulursa, buradan ϕ(t) = t ve f (t) = Ψ(t) elde edilir. Elde

edilen bu fonksiyonlar (4.34) eşitliğinde yerlerine yazılır ve bu ifadelerin t−parametresine göre

integrali alınırsa, (4.20b) fonksiyonu elde edilir. Dolayısıyla M, space-like CPD yüzeyi (4.20)

ile parametrizasyonu verilen yüzeydir. Böylece teoremin Durum (1) için ispatı tamamlanmış

olur.

Durum 2. m fonksiyonu, (4.27b) eşitliğini sağlasın. Bu taktirde, (4.18) ve(4.19) eşitlikleri,

sırasıyla,

g = ds2 + dt2,

e1 = ∂s, e2 = ∂t, (4.35)

eşitliklerine dönüşür ve böylece M yüzeyinin Levi-civita konneksiyonu

∇∂s∂s = 0, ∇∂s∂t = 0, ∇∂t∂t = 0 (4.36)

eşitliklerini sağlar ve (4.15c) ile verilen S şekil operatörünün matris temsili ise,

S =

 θ′ 0

0 0

 (4.37)
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olur. Buradan ikinci temel form katsayıları,

h(∂s,∂s) = −θ′N, h(∂s,∂t) = 0, h(∂t,∂t) = 0, (4.38)

olarak bulunur. Sonuç olarak, (4.36) ve (4.38) deki ilgili denklemler, (2.17) Gauss ve (2.18)

Weingarten formüllerinde birlikte göz önünde bulundurulursa, sırasıyla,

xss = −θ′N, xst = 0, xtt = 0,

Ns = −θ′xs, Nt = 0

eşitlikleri elde edilir. Buradan, M CPD yüzeyinin Teorem 4.7 de (4.28) ile parametrize edilen

yüzey olduğu doğrudan hesaplama ile kolayca gösterilir. Dolayısıyla teoremin gerek koşulu

ispatlanmış olur. Yeter koşulu da, tersine doğrudan hesaplama ile elde edilir.

Teorem 4.7 nin doğrudan bir sonucu olarak, maximal CPD yüzeylerinin bir karakterizas-

yonu aşağıdaki gibidir:

Önerme 4.8. E3
1, 3-boyutlu Minkowski uzayında space-like sabit bir vektör ile ilişkili maximal

CPD yüzeyi; ya bir düzlemin açık bir parçasıdır veya

x(s, t) =
1
c

(
ln

(
cs +

√
1 + c2s2

)
,
√

1− c2s2 sinh t,
√

1− c2s2 cosh t
)

(4.39)

şeklinde verilen yüzeye denktir. Burada, c sıfırdan farklı bir sabittir ve θ açı fonksiyonu,

θ(s) =
1
2

ln
(
1− cs
1 + cs

)
(4.40)

şeklindedir.

İspat. Kabul edilsin ki M yüzeyi space-like bir CPD yüzey olsun. Eğer, M bir CPD yüzeyi

ise, o zaman Teorem 4.7 den, M yüzeyinin (4.20) ile verilen yüzeye denk olduğunu söyleye-

biliriz. Böylece, bu M yüzeyinin S şekil operatörünün matris temsili, (4.25) ile bellidir. (4.25)

ifadesinde maximallik koşulu yani, trS = 0 eşitliği göz önünde bulundurulursa,

θ′+ cothθ
ms

m
= 0

elde edilir. Buradan, c sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere, son denklemin çözümü

θ(s) = ln


(

1
cm

)
+

√(
1

cm

)2

−1

 (4.41)
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şeklindedir. Burada c sıfırdan farklı bir sabit olduğundan, m fonksiyonunun sadece s-parametresine

bağlı olduğu sonucuna varılır. Bu sonuç, (4.27a) da göz önüne alınırsa, Ψ(t) = 0 olur ve böylece

m(s) =
∫ s sinhθ(τ)dτ dır. Elde edilen bu m fonksiyonu, (4.41) ifadesinde yerine yazılırsa,

θ′ = −
1
c

cosh2 θ

denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü ise, (4.40) eşitliği ile bellidir. Son olarak elde

edilen bu θ çözümü ve Ψ(t) = 0 olduğu, (4.20) de göz önüne alınırsa, (4.39) paremetrizasyonu

bulunur.

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Bu bölümün geri kalan kısmında, M yüzeyi E3
1, Minkowski 3-uzayında k = (1,0,0) sabit

vektör ile ilişkili asli kanonik bir doğrultuya sahip time-like bir (CPD )yüzeyi olarak alınacak-

tır. Fakat M yüzeyi bir time-like yüzey olduğunda, S şekil operatörü köşegenleştirilemeyebilir.

Şimdi öncelikle, M time-like yüzeyinin S şekil operatörünün köşegenleştirilemeyeceği varsa-

yılsın. Bu durumda, M yüzeyinin teğet demetindeki {e1,e2} sözde ortonormal çatı alanı olmak

üzere yüzeyinin, S şekil operatörü Bölüm 2.2.2 de verildiği gibi

S =

 k1 µ

0 k1

 (4.42)

şeklindedir. Bu durumda, (4.1) ayrışımı

k = e1 + N (4.43)

şeklinde yazılır. Burada k sabit bir vektör olduğundan, k1 = 0 olduğu doğrudan görülür. Böylece

M yüzeyi düz, minimal B-scroll yüzeyidir. Bu yüzey [27] da aşağıdaki gibi parametrize edilen,

x(s, t) =

(
s2

2
+ t,

(2s−1)3/2

3
,

s2

2
− s + t

)
(4.44)

yüzeyidir.

Buradan aşağıdaki sonuç verilebilir:

Sonuç 4.9. M, E3
1 Minkowski 3-uzayında köşegenleştirilemeyen şekil operatörüne sahip, yön-

lendirilmiş bir time-like yüzey olsun. Eğer M yüzeyi, space-like sabit bir vektör ile ilişkili bir

CPD yüzeyi ise, o zaman M time-like yüzeyi (4.44) parametrizasyonu ile verilen yüzeye denktir.
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Şimdi, space-like sabit bir vektör ile ilişkili M time-like yüzeyinin S şekil operatörünün kö-

şegenleştirilebilir olduğu varsayılsın. Ayrıca, M yüzeyinin teğet demetindeki yerel ortonormal

çatı alanı, {e1,e2} ve e1 =
kT〈

kT ,kT 〉 1
2

olsun. Bu durumda (4.2) ayrışımı; e1 vektörünün space-like

ve time-like olma durumlarından, sırasıyla, (4.8) ve (4.10) ile bellidir.

Yardımcı Teorem 4.4 de izlenen benzer bir yolla aşağıdaki yardımcı teorem verilebilir:

Yardımcı Teorem 4.10. M yüzeyi, E3
1 Minkowski 3-uzayındaki bir k = (1,0,0) sabit vektörü ile

ilişkili asli kanonik doğrultuya sahip time-like bir CPD yüzey ve bu yüzeyin asli doğrultuları

e1 ve e2 vektörleri olsun. Bu taktirde aşağıdaki durumlar verilebilir:

1. Eğer e1 vektörü space-like ise, o zaman M yüzeyinin ∇ Levi-Civita konneksiyonu ve S

şekil operatörü, sırasıyla,

∇e1e1 = ∇e1e2 = 0, (4.45a)

∇e2e1 = cotθk2e2, ∇e2e2 = cotθk2e1 (4.45b)

S =

 e1(θ) 0

0 k2

 (4.45c)

şeklindedir. Ayrıca k2 fonksiyonu

e1(k2) = cotθk2(e1(θ)− k2) (4.46)

eşitliğini sağlar.

2. Eğer e1 vektörü time-like ise, o zaman M yüzeyinin ∇ Levi-Civita konneksiyonu ve S

şekil operatörü, sırasıyla,

∇e1e1 = ∇e1e2 = 0, (4.47a)

∇e2e1 = cothθk2e2, ∇e2e2 = cothθk2e1, (4.47b)

S =

 −e1(θ) 0

0 k2

 (4.47c)

şeklindedir. Ayrıca k2 fonksiyonu

e1(k2) = cothθk2(e1(θ)− k2) (4.48)

eşitliğini sağlar.
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3. Her iki durumda da θ açı fonksiyonu

e2(θ) = 0 (4.49)

eşitliğini sağlar.

İspat. (4.8) ve (4.10) ayrışımları, sırasıyla, göz önüne alınırsa, Yardımcı Teorem 4.4 ün ispa-

tında izlenen yolla tamamen benzer olarak, sırasıyla, (4.45), (4.46) ve (4.47), (4.48) ifadeleri

elde edilir. Böylece, Yardımcı Teorem’in 1. ve 2. durumları elde edilir. Son olarak her iki durum

için de Önerme 4.3 ten, (4.49) vardır.

Yardımcı Teorem 4.11. M, k = (1,0,0) sabit vektörü ile ilişkili asli kanonik doğrultuya sahip

time-like bir (CPD ) yüzey ve bu yüzeyin asli doğrultuları e1 ve e2 vektörleri olsun. O halde M

yüzeyi üzerindeki sıfırdan farklı düzgün bir m fonksiyonu için,

e1 = ∂s, e2 =
1
m
∂t (4.50)

olacak şekilde p ∈ M noktasının bir Np komşuluğu vardır. Eğer,

1. e1 vektörü space-like ise, Np deki indirgenmiş metrik tansör,

g = ds2−m2dt2 (4.51)

şeklindedir ve m fonksiyonu

e1(m)− cotθk2m = 0 (4.52)

denklemini sağlar.

2. e1 vektörü time-like ise, o zaman Np deki indirgenmiş metrik tensör,

g = −ds2 + m2dt2 (4.53)

şeklindedir ve m fonksiyonu

e1(m)− cothθk2m = 0 (4.54)

denklemini sağlar.

İspat. Teoremin ispatı, Yardımcı Teorem 4.6 nın ispatına benzer bir şekilde yapılabilir.

66



Teorem 4.12. M, E3
1 Minkowski 3-uzayında köşegenleştirilebilir şekil operatörüne sahip yön-

lendirilmiş bir time-like yüzey olsun. O zaman, M yüzeyinin space-like sabit bir vektör ile

ilişkili bir CPD yüzeyi olması için gerek ve yeter koşul θ = θ(s) düzgün bir fonksiyon olmak

üzere, yüzeyin aşağıda verilen yüzeylerden birine denk olmasıdır:

1.

x(s, t) =

∫ s

s0

sinθ(τ)dτ
(
1,0,0

)
+

∫ s

s0

cosθ(τ)dτ
(
0,cosh t,sinh t

)
+γ(t) (4.55a)

şeklinde parametrize edilir. Burada γ = γ(t) fonksiyonu

γ(t) =
(
0,

∫ t

t0
Ψ(τ) sinh(τ)dτ,

∫ t

t0
Ψ(τ)cosh(τ)dτ

)
(4.55b)

E3
1-değerli bir fonksiyondur ve Ψ ∈C∞(M).

2. t0 bir sabit olmak üzere,

x(s, t) =

∫ s

s0

sinθ(τ)dτ
(
1,0,0

)
+

∫ s

s0

cosθ(τ)dτ
(
0,cosh t0,sinh t0

)
+

(
0, t sinh(t0), t cosh(t0)

) (4.56)

şeklinde parametrize edilen düz bir yüzeydir.

3.

x(s, t) =

∫ s

s0

sinhθ(τ)dτ
(
−1,0,0

)
+

∫ s

s0

coshθ(τ)dτ
(
0,sinh t,cosh t

)
+γ(t) (4.57a)

şeklinde parametrize edilir. Burada γ = γ(t) fonksiyonu

γ(t) =
(
0,

∫ t

t0
Ψ(τ)cosh(τ)dτ,

∫ t

t0
Ψ(τ) sinh(τ)dτ

)
(4.57b)

E3
1-değerli bir fonksiyondur ve Ψ ∈C∞(M).

4. t0 bir sabit olmak üzere,

x(s, t) =

∫ s
sinhθ(τ)dτ

(
−1,0,0

)
+

∫ s
coshθ(τ)dτ

(
0,sinh t0,cosh t0

)
+

(
0, t cosh t0, t sinh t0

)
,

(4.58)

şeklinde parametrize edilen düz bir yüzeydir.
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İspat. Gerek koşulu ispatlamak için, M yüzeyinin, k = (1,0,0) vektör ile ilişkili asli kanonik

doğrultuya sahip time-like bir (CPD) yüzey olduğu varsayılsın. Dolayısıyla, 〈N,N〉 = 1 dir.

Böylece, bu yüzeyin asli doğrultuları e1,e2 ve bunlara karşılık gelen asli eğrilikleri k1,k2, Yar-

dımcı Teorem 4.10 daki gibi ve (s, t) yerel koordinat sistemi ise, Yardımcı Teorem 4.11 deki

gibi tanımlıdır. Burada teoremin ispatı, e1 teğet vektörünün space-like ve time-like durumları

için ayrı ayrı incelenecektir:

Durum A. e1 teğet vektörü space-like olsun. Bu durumda, (4.45), (4.46), (4.49), (4.51)

ve (4.52) eşitliklerine sahibiz. Ayrıca N space-like olduğundan, M yüzeyindeki bir diğer e2

teğet vektörü time-like olacaktır. (4.50) eşitliklerinden ilki, (4.46) ve (4.52) denklemlerinde,

sırasıyla, göz önünde bulundurulursa,

(k2)s− cotθk2(θ′− k2) = 0, (4.59a)

ms− cotθk2m = 0 (4.59b)

denklemleri elde edilir. e1 = ∂s ve (4.59b) eşitliği, (4.45c) ifadesinde göz önünde bulunduru-

lursa, buradan M yüzeyinin ikinci temel form katsayıları

h(∂s,∂s) = θ′N, h(∂s,∂t) = 0, h(∂t,∂t) = −mms tanθN (4.60)

olarak elde edilir. Şimdi, (4.59b) denkleminde s-parametresine göre türev alınırsa ve burada

(4.59a) denklemi göz önüne alınırsa,

mss + θ′ tanθms = 0

elde edilir. Düzgün bir Ψ = Ψ(t) fonksiyonu için, bu denklemin çözümü

m(s, t) =

∫ s
cosθ(ξ)dξ+Ψ(t), (4.61a)

veya

m(s, t) = 1 (4.61b)

şeklindedir.

Şimdi, m düzgün fonksiyonunun yukarıda elde edilen iki farklı çözümü için ayrı ayrı ince-

leme yapılacaktır:
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Durum A1. Kabul edilsin ki m fonksiyonu, (4.61a) eşitliğini sağlasın. Bu durumda, (4.50)

eşitlikleri (4.45) ifadelerinde göz önüne alınır ve elde edilen ifadeler ile (4.60) denklemleri,

(2.17) Gauss denkleminde birlikte göz önüne alınırsa,

xss = θ′N, (4.62a)

xst =
ms

m
xt, (4.62b)

xtt = mmsxs +
mt

m
xt −mms tanθN (4.62c)

elde edilir. Diğer taraftan (4.8) ayrışımından, 〈xs,k〉 = sinθ ve 〈xt,k〉 = 0 dır. Böylece yüzey,

x(s, t) =

(∫ s

s0

sinθ(τ)dτ, x2(s, t), x3(s, t)
)
+γ(t) (4.63)

şeklinde parametrize edilebilir. Burada γ(t) = (0,γ2(t),γ3(t)) fonksiyonu, E3
1-değerli düzgün bir

fonksiyondur. Ayrıca (4.8) ayrışımında, k = (1,0,0) ve (4.62a) ifadeleri göz önüne alınırsa,

(1,0,0) = sinθxs +
cosθ
θ′

xss (4.64)

yazılır. Buradan, j = 2,3 olmak üzere
(
x j

)
s

= f j(t)cosθ elde edilir. Diğer taraftan 〈xs, xs〉 = 1

olduğu, (4.63) eşitliğinde göz önünde bulundurulursa, ( f2(t))2 − ( f3(t))2 = 1 elde edilir. Bura-

dan, düzgün bir ϕ = ϕ(t) fonksiyonu için, f2(t) = coshϕ(t) ve f3(t) = sinhϕ(t) olarak seçilebilir.

Böylece, (4.63) parametrizasyonu

x(s, t) =

∫ s
sinθ(τ)dτ

(
1,0,0

)
+

∫ s
cosθ(τ)dτ

(
0,coshϕ(t),sinhϕ(t)

)
+γ(t), (4.65)

şeklinde bulunur. Teorem 4.7 de Durum (1) in ispatı için izlenen benzer bir yolla, (4.51) ve

(4.65) ifadeleri göz önünde bulundurularak, ϕ(t) = t ve (4.55b) ifadeleri elde edilir. Sonuç ola-

rak elde edilen bu ifadeler, (4.65) de göz önüne alınırsa, M yüzeyi (4.55a) ile parametrize edilen

bir CPD yüzey olduğu görülür. Böylece Durum (A1) için ispat tamamlanmıştır.

Durum A2. m fonksiyonu (4.61b) eşitliğini sağlasın. Bu durumda, (4.50) ve (4.51) ifade-

leri, sırasıyla,

e1 = ∂s, e2 = ∂t,

g = ds2−dt2

olur. Böylece, (4.45) eşitliklerinde verilen Levi-civita konneksiyonları,

∇∂s∂s = 0, ∇∂s∂t = 0, ∇∂t∂t = 0
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şeklindedir ve m bir sabit olduğundan, (4.60) da verilen M yüzeyinin ikinci temel form katsa-

yıları,

h(∂s,∂s) = θ′N, h(∂s,∂t) = 0, h(∂t,∂t) = 0

şeklindedir. Buradan yukarıda elde edilen yüzeyin Levi-civita konneksiyonları ve ikinci temel

form katsayıları göz önünde bulundurularak, (2.17) Gauss ve (2.18) Weingarten formülleri

yazılırsa

xss = θ′N, xst = 0, xtt = 0,

Ns = −θ′xs, Nt = 0

eşitlikleri elde edilir. Böylece M yüzeyi doğrudan hesaplama ile Teorem 4.12 de (4.56) ile

parametrize edilen yüzeye karşılık gelir.

Şimdi, Teorem 4.12 de (4.57) ve (4.58) ile parametrize edilen yüzeyler elde edilecektir:

Durum B. e1 teğet vektörü, time-like olsun. Bu durumda, (4.47), (4.48), (4.49), (4.50),

(4.53) ve (4.54) eşitliklerine sahibiz. Durum (A) nın ispatı için izlenen benzer bir yolla, (4.54)

eşitliğini sağlayan m fonksiyonu, Ψ = Ψ(t) düzgün bir fonksiyon olmak üzere

m(s, t) =

∫ s
coshθ(ξ)dξ+Ψ(t) (4.66)

veya

m(s, t) = 1 (4.67)

şeklindedir.

Eğer m fonksiyonu (4.66) eşitliğini sağlarsa, Durum (A1) in ispatı ile tamamen benzer yolla

(4.57) ile verilen parametrizasyon elde edilir. Diğer taraftan m(s, t) = 1 ise, bu taktirde M yüzeyi

yine Durum (A2) de izlenen benzer yolla, (4.58) de verilen yüzeye karşılık geldiği gösterilir.

Böylece, teoremin ispatı için gerek koşul tamamlanmış olur. İspatın yeter koşulu tersine olarak

doğrudan hesaplama ile gösterilebilir.

Sonuç 4.13. E3
1 Minkowski 3-uzayında köşegenleştirilebilir şekil operatörüne sahip düz, mini-

mal time-like CPD yüzeyi yoktur.

İspat. E3
1 Minkowski 3-uzayında düz CPD yüzeyleri (4.56) ve (4.57b) ile parametrize edilir.

Diğeri için ispat benzer olcağından, (4.56) için ispat yapılacaktır.
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Kabul edilsin ki, E3
1 Minkowski 3-uzayındaki köşegenleştirilebilir şekip operatörüne sahip

düz M CPD yüzeyi (4.56) ile parametrize edilsin. Bu yüzeyin S şekil operatörü

S =

 θ′ 0

0 0

 (4.68)

şeklindedir. Böylece M yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter koşul θ′ = 0 olmasıdır.

Fakat Açıklama 4.5 den bu koşulu sağlayan yüzeylerin bir CAS yüzeyi olduğundan bahse-

dilmişti. Böylece E3
1 Minkowski 3-uzayında, köşegenleştirilebilir şekil operatörüne sahip düz,

minimal time-like CPD yüzeyi yoktur.

Yukarıda verilen sonuç göz önüne alınarak, Teorem 4.12’in doğrudan bir sonucu olarak,

minimal CPD yüzeylerinin bir karakterizasyonu aşağıdaki gibidir:

Önerme 4.14. E3
1 Minkowski 3-uzayında, time-like sabit bir vektör ilişkili asli kanonik doğ-

rultuya sahip bir minimal yüzey; ya bir düzlemin parçasıdır ya da aşağıda verilen yüzeylerden

birine denktir:

1. c sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere,

x(s, t) =
1
c

(
ln

(
cs +

√
c2s2 + 1

)
,
√

c2s2 + 1cosh t,
√

c2s2 + 1sinh t
)

(4.69)

şeklinde verilen bir yüzeydir. Burada θ açı fonksiyonu,

θ(s) = cot−1(cs) (4.70)

ile tanımlıdır.

2. c sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere,

x(s, t) =
1
c

(
− ln

( √
c2s2−1 + cs

)
,
√

c2s2−1sinh t,
√

c2s2−1cosh t
)

(4.71)

şeklinde verilen bir yüzeydir. Burada θ açı fonksiyonu,

θ(s) = ln
(
1 + cs
1− cs

)
(4.72)

şeklindedir.
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İspat. Kabul edilsin ki M yüzeyi, time-like bir CPD yüzey olsun. Eğer M yüzeyi minimal ise,

bu taktirde Sonuç 4.13 göz önüne alınarak,M CPD yüzeyinin (4.55) veya (4.57) ile parametrize

edilen yüzeylerden birine denk olduğu sonucuna varılır. Dolayısıyla iki farklı durum incelene-

cektir:

Durum 1. Kabul edilsin ki M yüzeyi (4.55) ile parametrize edilen yüzeye denk olsun.

Bu durumda, (4.61a) ile verilen m fonksiyonu için, M yüzeyinin S şekil operatörünün temsili

matrisi

S =

 θ′ 0

0 tanθms
m

 (4.73)

şeklindedir. Böylece M yüzeyi için minimallik koşulu, yani, trS = 0 olacağı göz önünde bulun-

durulursa,

θ′+ tanθ
ms

m
= 0

denklemi elde edilir. c sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere bu denklemin çözümü

θ(s) = ln


(

1
cm

)
+

√
1 +

(
1

cm

)2
 (4.74)

şeklindedir. Burada c bir sabit olduğundan, m = m(s) sonucuna varılır. Böylece (4.61a) eşitli-

ğindeki Ψ = 0 olup,

m(s) =

∫ s
cosθ(ξ)dξ

haline gelir. Bu ifade (4.74) eşitliğinde yerine yazılırsa, (4.70) elde edilir. Elde edilen bu so-

nuçlar (4.55) yüzeyinde yerlerine yazılırsa, (4.69) yüzeyi bulunur.

Durum 2. M yüzeyi, (4.57) ile verilen yüzeye denk olsun. Bu durumda, (4.66) ile verilen

m fonksiyonu için, M yüzeyinin S şekil operatörünün temsili matrisi,

S =

 θ′ 0

0 tanhθms
m

 (4.75)

şeklindedir. Durum (1) dekine tamamen benzer yolla, (4.71) yüzeyi ve (4.72) fonksiyonu doğ-

rudan hesaplama ile elde edilir.

4.1.2 Light-like asli kanonik doğrultuya sahip yüzeyler

Bu alt bölümde, k = (1,0,1) light-like sabit vektörü ile ilişkili asli kanonik doğrultuya sahip

(CPD ) yüzeyleri sınıflandırılacaktır.
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Teorem 4.15. M yüzeyi, E3
1 Minkowski 3-uzayında köşegenleştirilebilir şekil operatörüne sahip

yönlendirilmiş bir yüzey olsun. O zaman, M yüzeyinin light-like sabit vektörü ile ilişkili bir

CPD yüzey olması için gerek ve yeter koşul yüzeyin aşağıda verilen yüzeye denk olmasıdır:

x(s, t) =

(∫ s

s0

1
2φ(ξ)2 dξ

) (
1,0,1

)
+ s

(
γ0(t),

√
−2εγ0(t) + 1,γ0(t)−ε

)
+

∫ t

t0
b(ξ)

( √
−2εγ0(ξ) + 1,−ε,

√
−2εγ0(ξ) + 1

)
dξ.

(4.76)

Burada, b(t),γ0(t) düzgün fonksiyonlar, s0, t0 değerleri birer sabit, ε ∈ {−1,1} ve φ = φ(s) fonk-

siyonu ise, kendisi ve türevi sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyondur. Ayrıca, 〈e1,e1〉 = ε olacak

şekilde (1,0,1)T = φ(s)e1 teğet vektör alanı (4.76) ile verilen yüzeyinin asli bir doğrultusudur.

İspat. Kabul edilsin ki N, ε = −〈N,N〉 olacak şekilde M yüzeyinin birim normal vektör alanı

ve x : M → E3
1 dönüşümü bir izometrik daldırma olsun. Ayrıca, e1 birim teğet vektör alanı

kT = (1,0,1)T ile orantılı ve e2 space-like birim vektör alanı 〈e1,e2〉 = 0 eşitliğini sağlasın.

Böylece, sıfırdan farklı bir φ = φ(s) fonksiyonu için, Bölüm 4 de verilen (4.1) ayrışımı

(1,0,1) = φ(e1−N) (4.77)

şeklinde yazılır ve n = 2 için, (4.14) eşitliklerine sahibiz. Buradan, M yüzeyinin ikinci temel

formunun katsayıları,

h(e1,e1) = −k1N, h(e1,e2) = 0, h(e2,e2) = −εk2N (4.78)

şeklinde elde edilir. Buradan X = e1,Y = Z = e2 ve X = e2,Y = Z = e1 için, (2.20) Codazzi

denklemleri,sırasıyla,

e1(k2) = k2
2 − k1k2 ve e2(k1) = 0 (4.79)

şeklinde elde edilir. Açıklama 1.5 den, (4.14b) eşitliği gösterir ki M üzerinde e1(φ) ifadesi

sıfırdan farklı olduğu sonucuna varılır.

Şimdi kabul edilsin ki p ∈ M olsun. Light-like sabit doğrultu ile ilişkili CPD yüzeylerinin

sınıflandırılmasını yapabilmek için, öncelikle aşağıda verilen iddia ispatlanacaktır:

İddia 4.16. M yüzeyi üzerinde a(t),b(t) birer düzgün fonksiyon ve sıfırdan farklı düzgün bir

φ(s) fonksiyonu için,

e1 = φ∂s, e2 =
1

a(t)s + b(t)
∂t
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ve

k1(s) = −φ′(s) (4.80)

olacak şekilde p noktasının bir Np komşuluğu vardır. Ayrıca, Np deki indirgenmiş metrik tan-

sör,

g =
ε

φ(s)2 ds2 + (a(t)s + b(t))2dt2 (4.81)

şeklindedir. Burada, ε = 〈e1,e1〉 = −〈N,N〉 dir.

İddia 4.16’nın ispatı. (4.14a) ve n=2 için, (4.14d) eşitliklerinden, [e1,e2] = k2e2 dir. Burada,

n=2 için, (4.14c) ifadesi ve

e1(G) = −k2G (4.82)

eşitliğini sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir G fonksiyonu için,
[
1
φ

e1,Ge2

]
= 0 olarak elde

edilir. Böylece Yardımcı Teorem 2.47 den, e1 = φ∂s ve e2 =
1
G
∂t olacak şekilde (s, t) yerel

koordinat sistemi vardır. Dolayısıyla M üzerindeki indirgenmiş metrik tansör,

g =
ε

φ2 ds2 +G2dt2 (4.83)

şeklindedir. (4.14b), (4.14c) ve (4.79) denklemlerinden, doğrudan hesaplama ile k1 = k1(s)

olduğu sonucuna varılır ve ayrıca (4.80) denklemi elde edilir. Ayrıca, e1 = ∂s olduğu ve (4.80)

ifadesi, (4.79) deki ilk denklemde ve (4.82) denkleminde göz önüne alınırsa, sırasıyla,

φ(k2)s = k2(k2 +φ′) (4.84)

ve

φGs = −k2G (4.85)

olur. Son denklemde s-parametresine göre türev alınırsa,

φ′Gs +φGss = −(k2)sG− k2Gs (4.86)

elde edilir. Bu denklemde, (4.80), (4.84) ve (4.85) denklemleri birlikte göz önüne alınırsa,

φGss = 0 bulunur. Buradan düzgün a(t),b(t) fonksiyonları için, G(s, t) = a(t)s + b(t) şeklinde

olur ve böylece (4.83) ifadesi (4.81) ifadesine dönüşür.

Dolayısıyla, İddia 4.16 ispatlanmıştır. �
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Kabul edilsin ki M, light-like sabit doğrultu ile ilişkili bir CPD yüzeyi ve üzerindeki (s, t)

yerel koordinat sistemi İddia 4.16 deki gibi, yani,

e1 = φxs, e2 =
1

a(t)s + b(t)
xt (4.87)

şeklinde tanımlansın. Yukarıdaki ilk ifade göz önünde bulundurularak, (4.14a) ve (4.78) eşit-

liklerindeki ilk ifadeler, X = Y = φxs alınarak (2.17) Gauss formülünde yerlerine yazılırsa,

∇̃φ∂s(φ∂s) = −k1N

elde edilir. Bu denklemde (4.80) denklemi göz önünde bulundurulursa,

N =
1
φ′

(
φφ′xs +φ2xss

)
(4.88)

olarak bulunur. (4.88) ifadesi ve e1 = φxs olduğu (4.77) ayrışımında göz önüne alınırsa,

(1,0,1) = φ

(
φxs−

1
φ′

(
φφ′xs +φ2xss

))
yazılır. Bu denklem düzenlenirse,

xss = −
φ′

φ3 (1,0,1)

elde edilir. Son denklem s parametresine göre integrallenirse,

xs =
1

2φ2 (1,0,1) +γ(t) (4.89)

olarak elde edilir. Burada γ = γ(t) fonksiyonu, E3
1-değerli düzgün bir fonksiyondur. Ayrıca

(4.89) eşitliği, 〈xs, xs〉 =
ε

φ2 ifadesinde yerine yazılırsa,

〈(1,0,1),γ(t)〉−ε
φ(s)2 + 〈γ(t),γ(t)〉 = 0

elde edilir. Burada φ(s) fonksiyonunun sabit olmadığı göz önünde bulundurulursa, 〈(1,0,1),γ(t)〉=

ε ve 〈γ(t),γ(t)〉 = 0 olduğu sonucuna varılır. Böylece doğrudan hesaplama ile γ(t) fonksiyonu,

düzgün bir γ0(t) fonksiyonu için

γ(t) =
(
γ0(t),

√
−2εγ0(t) + 1,γ0(t)−ε

)
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şeklinde elde edilir. Son eşitlik (4.89) de yerine yazılırsa,

xs =
1

2φ2 (1,0,1) +
(
γ0(t),

√
−2εγ0(t) + 1,γ0(t)−ε

)
(4.90)

olur. Bu ifade, (4.87) ifadelerinin ilkinde ve ayrıca (4.88) eşitliğinde göz önüne alınırsa, sıra-

sıyla,

e1 = φxs =
1

2φ(s)
(1,0,1) +φ(s)

(
γ0(t),

√
−2εγ0(t) + 1,γ0(t)−ε

)
, (4.91a)

N = −
1

2φ(s)
(1,0,1) +φ(s)

(
γ0(t),

√
−2εγ0(t) + 1,γ0(t)−ε

)
(4.91b)

elde edilir. Böylece {e1,e2; N} yerel ortonormal çatı olduğundan,

e2 =
1

a(t)s + b(t)
xt =

( √
−2εγ0(t) + 1,−ε,

√
−2εγ0(t) + 1

)
(4.91c)

olur. Son olarak, (4.90) eşitliğinde s-parametresine göre integral alınırsa,

x(s, t) =

∫ s

s0

dξ
2φ(ξ)2 (1,0,1) + s

(
γ0(t),

√
−2εγ0(t) + 1,γ0(t)−ε

)
+Γ(t) (4.92)

bulunur. Burada Γ = Γ(t) fonksiyonu E3
1-değerli düzgün bir fonksiyondur. Şimdi (4.92) ifade-

sinde t−parametresine göre türev alınır ve (4.91c) de yerine yazılırsa,

Γ′(t) =

a(t)−
γ′0(t)√

−2εγ0(t) + 1

 s + b(t)

( √−2εγ0(t) + 1,−ε,
√
−2εγ0(t) + 1

)
elde edilir. Buradan

a(t) =
γ′0(t)√

−2εγ0(t) + 1

olduğu sonucuna doğrudan varılır ve böylece

Γ′(t) = b(t)
( √
−2εγ0(t) + 1,−ε,

√
−2εγ0(t) + 1

)
olur. Son denklem integrallenir ve bulunan ifade (4.92) da yerine yazılırsa, (4.76) ile paramet-

rize edilen yüzey elde edilir. Böylece gerek koşulun ispatı tamamlanmıştır.

Tersine; kabul edilsin ki M yüzeyi (4.76) ile parametrize edilsin ve M üzerindeki ortonor-

mal çatı {e1,e2; N} olarak tanımlansın. Ayrıca, (1,0,1)T = φe1 bu yüzeyin bir asli doğrultusu

olsun. Böylece doğrudan hesaplama ile M yüzeyinin birim normal vektörü,

N =

(
ε

2φ(s)
−εφ(s)γ0(t),−εφ(s)

√
1−2εγ0(t), ε(−φ(s))γ0(t) +

ε

2φ(s)
+φ(s)

)
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şeklindedir ve ayrıca M yüzeyinin asli doğrultuları

e1 = φ(s)∂s ve e2 =

√
−2εγ0(t) + 1

sγ′0(t) + b(t)
√
−2εγ0(t) + 1

∂t (4.93)

şeklindedir. Gerçekten, 〈e2, (1,0,1)〉 = 0 eşitliği sağlanır ve bu da (1,0,1)T vektörünün M yü-

zeyinin bir asli doğrultusu olduğunu gösterir. Böylece, yeter koşul da ispatlanmış oldu.

Şimdi k = (1,0,1) sabit vektörü yerine, E3
1 Minkowski 3-uzayında keyfi bir light-like vektör

alındığında bu light-like vektörün teğet vektörünü asli kanonik doğrultu (CPD) kabul eden

yüzey aşağıdaki şekilde elde edilir:

Açıklama 4.17. (4.76) ile parametrize edilen, (1,0,1) light-like vektörü ile ilişkili M CPD

yüzeyi göz önüne alınsın. E3
1 Minkowski 3-uzayında keyfi bir k̃ light-like vektörü düşünülsün.

Kabul edilsin ki, E3
1 Minkowski 3-uzayındaki l1, l2 vektörleri

〈l1, l1〉 = 〈l1, l2〉 = 〈k̃, l2〉 = 0, 〈k̃, l1〉 = −1, 〈l2, l2〉 = 1

eşitliklerini sağlasın. E3
1 Minkowski 3-uzayında x̃(s, t) = Lx(s, t) ile verilen M̃ yüzeyi göz önüne

alınsın. Burada x(s, t); M yüzeyinin konum vektörü ve L ise,

L(1,0,1) = k̃, L
(
−

1
2
,0,

1
2

)
= l1, L(0,1,0) = l2 (4.94)

ile verilen bir lineer izometridir. Buradan M yüzeyindeki light-like k sabit vektörünün (4.77)

den,

(1,0,1) = φ(e1−N)

şeklinde yazıldığını biliyoruz. Son ifade L izometrisi altında,

L(1,0,1) = φ(Le1−LN) (4.95)

şeklinde yazılır. Gerçekten, (4.87) ile verilen eşitliklerinden ilki göz önünde bulundurularak, M̃

yüzeyi için; ẽ1 = Le1 vektörünün bir teğet vektör olduğu elde edilir. Ayrıca Ñ = LN vektörü de

M̃ yüzeyinin birim normal vektörüdür. Son olarak (4.95) ifadesinde, ẽ1 = Le1, Ñ = LN olduğu

ve (4.94) deki ifadelerden ilki göz önünde bulundurulursa,

k̃ = φ(ẽ1− Ñ)

olarak elde edilir. Böylece, M̃ yüzeyinin k̃ light-like vektörü ile ilişkili bir CPD yüzeyi olduğu

elde edilir.
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Teorem 4.15 ün doğrudan bir sonucu olarak aşağıdaki önerme verilecektir:

Önerme 4.18. M, (4.76) ile parametrize edilen bir CPD yüzey olsun. O zaman M yüzeyinin

(s, t) yerel koordinat sistemine göre S şekil operatörü,

S =

 εφ
′(s) 0

0
εφ(s)γ′0(t)

√
1−2εγ0(t)b(t)+sγ′0(t)

 (4.96)

şeklindedir.

Bu kısımda son olarak, Önerme 4.18 nin doğrudan birer sonucu olarak, aşağıdaki sonuçlar

verilecektir:

Sonuç 4.19. M CPD yüzeyi, E3
1 Minkowski 3-uzayında light-like sabit bir vektör ile ilişkili asli

kanonik doğrultuya ve köşegenleştirilebilir şekil operatörüne sahip düz bir yüzey ise, o zaman,

M aşağıda verilen yüzeye denktir:

x(s, t) =

(
cs +

√
1−2cεt +

∫ s

s0

1
2φ(ξ)2 dξ,−εt + s

√
1−2cε,

s(c−ε) +
√

1−2cεt +

∫ s

s0

1
2φ(ξ)2 dξ

)
.

(4.97)

Burada s0 bir sabit, ε ∈ {−1,1} ve φ = φ(s) fonksiyonu kendisi ve türevi sıfırdan farklı düzgün

bir fonksiyondur.

İspat. Kabul edilsin ki M, (4.76) ile parametrize edilen bir CPD yüzey olsun. φ = φ(s) fonksi-

yonu kendisi ve türevi sıfırdan farklı düzgün bir fonksiyon olduğundan, M düz bir yüzey ise,

yani (4.96) de verilen S şekil operatörü için, detS = 0 ise, buradan γ′0(t) = 0 sonucuna varılır.

Böylece c sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere, γ0(t) = c elde edilir. Bu ifade (4.76) de yerine

yazılırsa, (4.97) yüzeyi doğrudan hesaplama ile elde edilebilir.

Sonuç 4.20. E3
1 Minkowski 3-uzayında light-like sabit bir vektör ile ilişkili asli kanonik doğ-

rultuya (CPD) ve köşegenleştirilebilir şekil operatörüne sahip minimal (maximal) yüzey,

x(s, t) =

(
(c1 + s)3

c2
+ c1t, (s− c1)

√
1−2tε,

(c1 + s)3

c2
+ c1t + s(t−ε)

)
(4.98)

şeklinde parametrize edilen bir yüzeye denktir. Burada, c2 > 0,c1 keyfi sabitler ve ε = −1

(ε = 1).
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İspat. Kabul edilsin ki M, (4.76) ile parametrize edilen minimal (maximal) bir CPD yüzey

olsun.

Eğer M minimal (maximal) bir CPD yüzeyi aynı zamanda düz bir yüzey olmadığı Sonuç

4.13 de belirtilmişti. Böylece M minimal (maksimal) bir CPD yüzeyi için, detS , 0 olmalıdır.

Bu taktirde Sonuç 4.19 den, γ′0(t) , 0 dır. Burada t−parametresinin uygun bir değişimiyle,

γ0(t) = t olarak alınabilir. Bu ifade (4.96) de yerine yazılırsa,

S =

 εφ′(s) 0

0 εφ(s)
√

1−2εt)b(t)+s

 (4.99)

olur. Minimallik (maksimallik) koşulundan, yani trS = 0 özelliğinden,

φ′(s)
φ(s)

+
1

√
1−2εt)b(t) + s

= 0 (4.100)

elde edilir. Son ifade de t−parametresine göre türev alınırsa,

b(t) =
c1

√
1−2εt)

(4.101)

bulunur. Burada c1 sıfırdan farklı bir sabittir. Son olarak bu ifade (4.100) denkleminde yerine

yazılırsa, c2 sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere

φ(s) =
c2

c1 + s
(4.102)

şeklinde elde edilirve böylece γ0(t) = t, (4.101) ve (4.102) ifadeleri, (4.76) de göz önünde

bulundurulursa, (4.98) yüzeyi elde edilir.

4.2 Sabit Açı Yüzeyleri

Bu alt bölümde, Tanım 1.2 ve Açıklama 1.5 göz önünde bulundurularak, c sıfırdan farklı bir

sabit olmak üzere, k = (c,0,c) light-like sabit vektörü ile ilişkili CAS yüzeyleri sınıflandırıla-

caktır.

Teorem 4.21. M, E3
1 Minkowski 3-uzayında köşegenleştirilebilir şekil operatörüne sahip yön-

lendirilmiş bir yüzey olsun. O zaman, M yüzeyinin light-like sabit vektörü ile ilişkili bir CAS

yüzeyi olması için gerek ve yeter koşul yüzeyin aşağıda verilen yüzeye denk olmasıdır:

x(s, t) =s
(c
2

(1−ε−εt2) +
ε

c
, t,

c
2

(1−ε−εt2)
)
+

∫ t

0
a(τ) (−cετ,1,−cετ)dτ (4.103)
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Burada, a(t) düzgün bir fonksiyon, c sıfırdan farklı bir sabit ve ε ∈ {−1,1}. Ayrıca, 〈e1,e1〉 =

ε = −〈N,N〉 olmak üzere, (c,0,c)T = φ(s)e1 teğet vektör alanı (4.103) ile verilen yüzeyin asli

bir doğrultusudur.

İspat. Kabul edilsin ki N, ε = −〈N,N〉 olacak şekilde M yüzeyinin birim normal vektör alanı

ve x : M → E3
1 dönüşümü bir izometrik daldırma olsun. Ayrıca, e1 birim teğet vektör alanı

kT = (c,0,c)T ile orantılı ve e2 space-like birim teğet vektör alanı 〈e1,e2〉 = 0 eşitliğini sağlasın.

Bu durumda (4.1) ayrışımı

(c,0,c) = ε(e1−N) (4.104)

şeklinde yazılır. Burada, 〈e1,e1〉 = ε dur.

Gerek koşulu ispatlamak için e1 teğet vektörü, M yüzeyinde k1 asli eğriliğine karşılık gelen

asli doğrultu olarak alınsın. Böylece (4.104) eşitliğinde, ∇̃X(1,0,1) = 0 olduğu göz önünde

bulundurulursa,

0 = ε∇Xe1 +εh(e1,X) +εS X, (4.105)

elde edilir. Burada X vektörü M yüzeyine teğet bir vektördür. (4.105) ifadesinde X = e1 olarak

alınırsa,

∇e1e1 = 0, (4.106a)

∇e1e2 = 0, (4.106b)

S e1 = 0, (4.106c)

h(e1,e1) = 0 (4.106d)

elde edilir. Eğer (4.105) ifadesinde X = e2 alınırsa,

∇e2e1 = −k2e2, (4.106e)

∇e2e2 = εk2e1, (4.106f)

S e2 = k2e2, (4.106g)

h(e1,e2) = 0 (4.106h)

elde edilir. Burada 〈e2,e2〉 = 1 olmak üzere, e2 vektörü M yüzeyinde k2 asli eğriliğine karşılık

gelen diğer bir asli doğrultudur. Ayrıca Codazzi denklemleri,

e1(k2) = k2
2 ve e2(k1) = 0 (4.107)
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şeklindedir.

Kabul edilsin ki p ∈ M olsun. Light-like sabit doğrultu ile ilişkili CAS yüzeylerinin sınıf-

landırılmasını yapabilmek için, öncelikle aşağıda verilen iddia ispatlanacaktır.

İddia 4.22. M üzerinde a(t) ve b(t) düzgün fonksiyonları için,

e1 = ∂s,e2 =
1

b(t)(a(t) + s)
∂t

olacak şekilde p noktasının bir Np komşuluğu vardır. Ayrıca, Np deki indirgenmiş metrik tan-

sör,

g = εds2 + b2(t)(a(t) + s)2dt2 (4.108)

şeklindedir.

İddia 4.22’nın ispatı. (4.106a) ve (4.106e) eşitliklerinden, [e1,e2] = k2e2 olur. Ayrıca, bu

eşitlik

e1(G) = −k2G (4.109)

eşitliğini sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir G fonksiyonu için, [e1,Ge2] = 0 haline dönüşür.

Bu da demektir ki Yardımcı Teorem 2.47 den, e1 = ∂s ve e2 =
1
G
∂t olacak şekilde bir (s, t) yerel

koordinat sistemi vardır. Böylece, M üzerindeki indirgenmiş metrik tensör,

g = εds2 +G2dt2 (4.110)

şeklinde ifade edilir. Diğer taraftan, e1 = ∂s olduğu, (4.107) deki ilk denklemde ve (4.109)

denkleminde göz önünde bulundurulursa, sırasıyla,

(k2)s = k2
2 (4.111)

ve

Gs = −k2G (4.112)

olur. Şimdi (4.112) denkleminde s-parametresine göre türev alınır ve burada (4.111) denklemi

göz önüne alınırsa, Gss = 0 elde edilir. Buradan a(t) ve b(t) birer düzgün fonksiyonlar olmak

üzere, G(s, t) = b(t)(a(t) + s) dir ve bu ifade (4.110) da yerine yazılırsa, (4.108) ifadesi elde

edilir.

Dolayısıyla, İddia 4.22 ispatlanmıştır. �
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Kabul edilsin ki M, light-like sabit doğrultu ile ilişkili bir CAS yüzeyi ve üzerindeki (s, t)

yerel koordinat sistemi İddia 4.22 deki gibi tanımlansın. O zaman

e1 = xs, e2 =
1

b(t)(a(t) + s)
xt (4.113)

şeklidedir. Yukarıdaki gibi tanımlı (s, t) koordinat sistemi, (4.106) ifadelerinde göz önüne alınır

ve ilgili denklemler Gauss formülünde yerlerine yazılırsa,

xss = 0, (4.114a)

xst =
1

s + a(t)
xt (4.114b)

elde edilir. Şimdi (4.104) ayrışımında, e1 = xs olduğu göz önüne alınırsa, 〈xs, (c,0,c)〉 = ε ve

〈xt, (c,0,c)〉 = 0 olduğu kolayca görülür. Böylece x parametrizasyonu

x(s, t) =
(
x3(s, t) +

ε

c
s, x2(s, t), x3(s, t)

)
(4.115)

şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan, son denklemde (4.114a) denklemi göz önüne alınırsa,

x(s, t) = s
(
β1(t) +

ε

c
,β2(t),β1(t)

)
+γ(t) (4.116)

olur. Burada β1,β2 bazı düzgün fonksiyonlar ve γ(t) = (γ1(t),γ2(t),γ1(t)) ise, E3
1-değerli düzgün

bir fonksiyondur. Şimdi 〈xs, xs〉 = ε olduğu, (4.116) eşitliğinde göz önünde bulundurulursa, bu

eşitlik

x(s, t) = s
(c
2
−
εc
2
−
εc
2
β2

2(t) +
ε

2
,β2(t),

c
2
−
εc
2
−
εc
2
β2

2(t)
)
+γ(t) (4.117)

ifadesine dönüşür. Genelleği bozmaksızın, β2(t) = t olarak alınır ve (4.117) eşitliğinde yerine

yazılırsa,

x(s, t) = s
(c
2

(1−ε−εt2) +
ε

c
, t,

c
2

(1−ε−εt2)
)
+γ(t) (4.118)

elde edilir. Bu denklemde (4.114b) ifadesi göz önünde bulundurulursa, γ fonksiyonu doğrudan

hesaplama ile

γ(t) =

∫ t

0
a(τ) (−cετ,1,−cετ)dτ (4.119)

olarak elde edilir. Son olarak (4.119) ifadesi, (4.118) ifadesinde yerine yazılırsa, (4.103) yüzeyi

bulunur. Dolayısıyla, teoremin ispatının gerek koşulu ispatlanmış olur.

Yeter koşulunun ispatı, tersine doğrudan hesaplama ile gösterilebilir.
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5 E4
1 Minkowski Uzayındaki Genelleştirilmiş Sabit Oran Hi-

peryüzeyleri

E3, Öklid 3−uzayındaki GCR yüzeylerinin sınıflandırılması [21] de, En, Öklid uzayındaki GCR

hiperyüzeylerinin sınıflandırılması [55] de ve E3
1, Minkowski 3−uzayındaki GCR yüzeyler sı-

nıflandırılması da [16, 22, 56] makalelerinde verilmiştir. Bu bölümde öncelikle [16] makale-

sinde elde edilen, En+1
1 Minkowski uzaylarındaki GCR hiperyüzeylerinin bazı geometrik özel-

likleri verilecek ve daha sonrasında E4
1, Minkowski uzayındaki space-like GCR hiperyüzeyle-

rinin sınıflandırılması problemi çalışılacaktır.

En+1
1 Minkowski uzayında dejenere olmamış bir M hiperyüzeyi göz önüne alınsın ve x bu

yüzeyin konum vektörü olsun. Bu taktirde x vektör alanı,

x = xT + x⊥, (5.1)

şeklinde ayrıştırılır. Burada xT ve x⊥ ifadeleri, sırasıyla, x’in teğet ve normal bileşenleridir.

Açıklama 5.1. Eğer xT = 0 ise, bu taktirde x konum vektörü, hiperyüzeyin normal uzayındadır.

Dolayısıyla r , 0 bir sabit olmak üzere, 〈x, x〉 = r2 dir. Böylece En+1
1 Minkowski uzayındaki

bir M hiperyüzeyi, r sabitinin işaretine göre, Sn
1(r2) ve Hn(−r2) yarı-Riemann uzay formlarının

açık bir parçası olur. Eğer x⊥ = 0 ise, bu taktirde x vektör alanı hiperyüzeye teğettir. Dolayısıyla

En+1
1 Minkowski uzayındaki M hiperyüzeyi, bir hiperdüzlemin açık bir parçasından ibarettir.

Bu bölümde bu durumlar göz ardı edilecek, yani, xT , 0 ve x⊥ , 0 durumları incelenecektir.

Teorem 5.2. M, En+1
1 Minkowski uzayında bir dejenere olmamış GCR hiperyüzeyi olsun. Bu

taktirde, x konum vektörünün teğet bileşeni, xT light-like vektör olamaz.

İspat. Kabul edilsin ki M GCR hiperyüzeyinin, x konum vektörünün teğet bileşeni

xT = f1 light-like bir teğet vektör olsun. Bu taktirde, M bir time-like yüzeydir ve

x = f1 + 〈x, x〉N (5.2)
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şeklindedir. M bir GCR hiperyüzey olduğundan, f1 teğet vektör alanı M yüzeyinin bir öz-

vektörü olacaktır. Yani, k1 diferensiyellenebilir fonksiyonu için, S f1 = k1 f1 dir. Ayrıca M bir

time-like yüzey olduğundan, 〈 f1, f2〉 = −1 olacak şekilde f2 light-like teğet vektör alanı var-

dır ve böylece 〈S f1, f2〉 = −k1 dir. Ayrıca (2.19) denkleminden, h( f1, f2) = −k1N bulunur. (5.2)

eşitliğinde, f2 teğet vektörü yönünde türev alınır ve ∇̃ f2 x = f2 olduğu göz önüne alınırsa,

f2 = ∇ f2 f1 + h( f1, f2)N + f2 (〈x, x〉) N −〈x, x〉S f2 (5.3)

elde edilir. Bu eşitliğin normal kısmı;

k1 = f2 (〈x, x〉) = −2

olur ve teğet kısmından ise,

−1 = 〈x, x〉〈S f2, f1〉

şeklinde bulunur. Elde edilen son iki eşitlikten, 〈x, x〉=−
1
2

dir. Böylece M hiperyüzeyi,Hn(−2)

hiperyüzeyinın açık bir parçasıdır. Fakat bu durum Açıklama 5.1 ile çelişir. Dolayısıyla kabu-

lümüz yanlıştır. Böylece M GCR hiperyüzeyleri için, xT teğet vektörü lightlike olamaz.

Açıklama 5.3. Açıklama 5.1 ve Teorem 5.2’den dolayı, bu bölüm boyunca M, GCR hiperyüze-

yinin x konum vektörünün, xT teğet bileşeni için, 〈xT , xT 〉 , 0 olarak kabul edilecektir.

Aşağıdaki önerme Yardımcı Teorem 2.48 un doğrudan bir sonucudur:

Önerme 5.4. M, En+1
1 Minkowski uzayında bir space-like GCR hiperyüzey olsun. M üzerinde,

D = S pan {e2, . . . ,en} ve D⊥ = S pan {e1} distribüsyonları integrallenebilirdir.

Aşağıdaki önerme ile GCR hiperyüzeylerinin bir geometrik özelliği elde edilecektir.

Önerme 5.5. En+1
1 Minkowski uzayında yönlendirilmiş bir M hiperyüzeyi göz önüne alınsın ve

x ise, bu hiperyüzeyin konum vektörü olsun. e1 =
xT

ε
〈
xT , xT 〉 1

2

olmak üzere, M hiperyüzeyinin

bir GCR hiperyüzey olması için gerek ve yeter koşul e1 vektör alanının tüm integral eğrilerinin,

M hiperyüzeyinin jeodezikleri olmasıdır.

İspat. xT ’nin time-like ve space-like olma durumları ayrı ayrı incelenecektir:
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Durum I. Kabul edilsin ki, xT time-like vektör olsun. Bu durumda,

e1 = xT/(−〈xT , xT 〉)1/2 time-like vektördür ve M bir time-like hiperyüzeyidir. Böylece, x ko-

num vektörü

x = −〈x,e1〉e1 + 〈x,N〉N

şeklinde yazılır. ∇̃e1 x = e1 olduğu, son eşitlikte göz önünde bulundurulursa,

e1 = (1−〈x,N〉〈S e1,e1〉)e1−〈x,e1〉∇̃e1e1 + 〈x,S e1〉N −〈x,N〉S e1,

elde edilir. Ayrıca M, GCR hiperyüzey olduğundan, S e1 = k1e1 dir. Dolayısıyla son eşitlikten,

∇e1e1 = 0 olur. Yani, e1 in integral eğrileri jeodeziktir. Tersine, ∇e1e1 = 0 olsun. Son denklem-

den, bazı k1 diferensiyellenebilir fonksiyonları için, S e1 = k1e1 bulunur. Dolayısıyla, M bir

GCR hiperyüzeydir.

Durum II. Kabul edilsin ki, xT space-like vektör olsun. Bu durumda, e1 = xT/(〈xT , xT 〉)1/2

space-like vektördür. Böylece,

x = 〈x,e1〉e1 +ε〈x,N〉N, (5.4)

olacaktır. Burada, ε değeri M yüzeyinin time-like veya space-like olması durumlarına göre,

sırasıyla, 1 veya −1 dir. Durum I dekine benzer şekilde, S e1 = k1e1 olması için gerek ve yeter

şart ∇e1e1 = 0 olmasıdır. Böylece ispat tamamlanır.

En+1
1 Minkowski uzayında yönlendirilmiş space-like bir M GCR hiperyüzeyi göz önüne

alınsın ve bu hiperyüzeyin x konum vektörü, µ =
√
|〈x, x〉| koşulunu sağlasın. M bir space-like

hiperyüzey olduğundan, N birim normal vektör alanı time-like bir vektördür, yani, 〈N,N〉 = −1

dir. i = 1, . . . ,n olmak üzere, ei teğet vektörleri ve ki diferensiyellenebilir fonksiyonları, M

GCR hiperyüzeyinin, sırasıyla, asli doğrultuları ve bunlara karşılık gelen asli eğrilikler olsun.

Ayrıca,
〈
xT , xT

〉
, 0 ve e1 =

xT〈
xT , xT 〉 1

2

olduğu varsayılsın. Ayrıca M hiperyüzeyi space-like

olduğundan, yerel olarak µ , 0 olduğu kabul edilebilir. Böylece M hiperyüzeyinin x konum

vektörü için, 〈x, x〉 = µ2 veya 〈x, x〉 = −µ2 olacak şekilde iki farklı durum söz konusu olacaktır:

Durum A. 〈x, x〉 = µ2 olsun. Bu durumda, (5.1) eşitliği bazı düzgün θ ve µ fonksiyonları

için,

x = µcoshθe1−µsinhθN (5.5)
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şeklinde yazılır. 〈x, x〉 = µ2 olduğundan,

e1(µ) = coshθ, (5.6a)

e j(µ) = 0, j = 2,3, . . . ,n (5.6b)

olur. (5.5) ayrışımında, (5.6) eşitlikleri ve ayrıca 〈e1,e1〉= 1 olduğu göz önünde bulundurulursa,

∇e1e1 = 0, (5.7a)

e1 = (−cosh2θ+µsinhθe1(θ) + k1µsinhθ)e1

(−k1µcoshθ− sinhθcoshθ−µcoshθe1(θ))N, (5.7b)

e j = µsinhθe j(θ)e1 +µcoshθ∇e je1

−µcoshθe j(θ)N + k jµsinhθe j, j = 2,3, . . . ,n (5.7c)

elde edilir. Buradan,

k1 = −e1(θ)−
sinhθ
µ

, (5.8a)

e j(θ) = 0, (5.8b)

∇e je1 =
1− k jµsinhθ
µcoshθ

e j (5.8c)

olur.

Durum B. 〈x, x〉 = −µ2 olsun. Bu durumda, (5.1) eşitliği bazı düzgün θ ve µ fonksiyonları

için,

x = µsinhθe1−µcoshθN (5.9)

şeklinde yazılır. 〈x, x〉 = −µ2 olduğundan,

e1(µ) = −sinhθ, (5.10a)

el(µ) = 0, l = 2,3, . . . ,n (5.10b)

olur. (5.9) ayrışımında, (5.10) eşitlikleri ve ayrıca 〈e1,e1〉 = 1 olduğu göz önünde bulunduru-
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lursa,

∇e1e1 = 0, (5.11a)

e1 = (−sinh2θ+µcoshθe1(θ) + k1µcoshθ)e1

(−k1µsinhθ− sinhθcoshθ−µsinhθe1(θ))N, (5.11b)

el = µcoshθel(θ)e1 +µsinhθ∇ele1

−µsinhθel(θ)N + klµcoshθel, l = 2,3, . . . ,n (5.11c)

elde edilir. Buradan,

k1 = −e1(θ)−
coshθ
µ

, (5.12a)

el(θ) = 0, (5.12b)

∇ele1 =
1− klµcoshθ
µsinhθ

el (5.12c)

olur. Ayrıca her iki durum için de M space-like bir hiperyüzey olduğundan, S şekil operatörü

köşegenleştirilebileceği, yani, i = 1, . . . ,n olmak üzere S (ei) = kiei ifadeleri göz önünde bulun-

durularak, (2.20) Codazzi denklemleri (j,i,j) ve (i,j,k) üçlüleri için, sırasıyla,

ei(k j) = ωi j(e j)(ki− k j), i, j = 1, . . . ,n (5.13)

ve

ωi j(ek)(ki− k j) = ωik(e j)(ki− kk), i, j,k = 1, . . . ,n (5.14)

şeklinde elde edilir.

Sonuç olarak, yukarıda elde edilen tüm hesaplamalar göz önünde bulundurularak aşağıdaki

önerme elde edilir:

Önerme 5.6. M, En+1
1 Minkowski uzayında dejenere olmamış space-like bir hiperyüzey ve x, bu

hiperyüzeyin konum vektörü olsun. Bu durumda M hiperyüzeyinin bir GCR hiperyüzey olması

için gerek ve yeter koşul Y, M hiperyüzeyinde teğet bir vektör olmak üzere; 〈Y, xT 〉= 0 koşulunu

sağlayan tüm Y vektörleri için, Y(θ) = 0 olmasıdır. Burada θ; (5.5) (sırasıyla, (5.9)) eşitliğinde

tanımlanan açı fonksiyonudur.
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İspat. Kabul edilsin ki, M space-like bir GCR hiperyüzey ve x ise, bu hiperyüzeyin konum

vektörü olsun. Bu durumda, x konum vektörü, (5.5) veya (5.9) ile belirtilen ayrışımlardan biri-

dir. Gerek koşulun ispatı, sırasıyla, (5.8b) veya (5.12b) eşitliklerinden doğrudan görülmektedir.

Tersi de doğrudan hesaplama ile gösterilir.

Ayrıca, (5.8) ve (5.12) eşitliklerinin doğrudan bir sonucu olarak aşağıdaki önerme verilir:

Önerme 5.7. M, En+1
1 Minkowski uzayında space-like bir GCR hiperyüzey ve e1, xT teğet

vektörü boyunca birim teğet vektör alanı olsun. O zaman e1 = ∂ŝ olacak şekilde bir ŝ yerel

koordinat fonksiyonu vardır.

İspat. 〈x, x〉 > 0 için benzer şekilde olacağından, sadece 〈x, x〉 < 0 durumu için ispatı yeterli

olacaktır:

Kabul edilsin ki; e1, . . . ,en ortonormal bazının dual bazı ω1, . . . ,ωn olsun. (5.11a) ve (5.12a)

eşitliklerinden, dω1 = 0 elde edilir. Böylece, ω1 kapalıdır. Poincare Lemmasından (bknz. [8]),

ω1 lokal olarak tamdır, yani, ω1 = dŝ olacak şekilde ŝ yerel koordinat fonksiyonu vardır .

Bundan sonraki kısımlarda, aksi belirtilmedikçe M hiperyüzeyi E4
1 Minkowski uzayında

(2.22) Gauss-Kronicker eğriliği sıfır olan space-like bir GCR hiperyüzey olarak alınacaktır ve

bu hiperyüzeyleri için sınıflandırılma yapılacaktır. Dolayısıyla bunu yapabilmek için, Teorem

5.2 göz önünde bulundurulurak, M space-like GCR hiperyüzeyinin x konum vektörünün space-

like ve time-like olacak şekilde iki farklı durumu incelenecektir:

5.1 Space-like konide yatan hiperyüzeyler

Bu alt bölümde, 〈x, x〉 = µ2 şartını sağlayan M hiperyüzeyleri incelenecektir. Bu durumda, x

konum vektörü daha önce tanımlanan θ, µ düzgün fonksiyonları için, (5.5) eşitliğindeki gibi

ifade edilir. Dolayısıyla, n = 3 için, (5.6)-(5.8), (5.13) ve (5.14) denklemleri göz önünde bulun-

dururak aşağıdaki yardımcı teorem doğrudan verilir:

Yardımcı Teorem 5.8. M GCR hiperyüzeyinin ∇, Levi-Civita konneksiyonu,

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = ω23(e1)e3, ∇e1e3 = −ω23(e1)e2, (5.15a)

∇e2e1 = ω12(e2)e2, ∇e2e2 = −ω12(e2)e1 +ω23(e2)e3, ∇e2e3 = −ω23(e2)e2, (5.15b)

∇e3e1 = ω13(e3)e3, ∇e3e2 = −ω23(e3)e3, ∇e3e3 = −ω13(e3)e1−ω23(e3)e2 (5.15c)
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eşitliklerini sağlar. Burada l = 2,3 olmak üzere , ω1l(el) =
1−µsinhθkl

µcoshθ
dir. Ayrıca i, j,k = 1,2,3

için, k1,k2,k3 asli eğrilik fonksiyonları,

ω23(e1)(k2− k3) = 0, (5.16a)

e2(k1) = e3(k1) = 0, (5.16b)

e1(k2) = ω12(e2)(k1− k2), e3(k2) = ω23(e2)(k2− k3), (5.16c)

e1(k3) = ω13(e3)(k1− k3), e2(k3) = ω23(e3)(k2− k3), (5.16d)

denklemlerini sağlar.

Şimdi, M space-like GCR hiperyüzeyleri için, sınıflandırma teoremi verilmeden önce aşa-

ğıdaki örnekler verilecektir:

Örnek 5.1. E4
1 Minkowski uzayında bir M = H2×E1 hipersilindiri göz önüne alınsın. Böylece

M hipersilindirinin parametrizasyonu,

x(s, t,u) =
(
x1(s, t), x2(s, t), x3(s, t),u

)
şeklindedir ve normali N(s, t) =

(
x1(s, t), x2(s, t), x3(s, t),0

)
dır. Dolayısıyla, x = u

∂

∂u
+ N olarak

yazılır. Bununla birlikte
∂

∂u
teğet vektörü, k1 = 0 asli eğriliğine karşı gelen asli doğrultudur.

Sonuç olarak, M hipersilindiri Gauss-Kronicker eğriliği sıfır olan bir GCR hiperyüzeyidir.

Örnek 5.2. α : (a,b) −→ S3
1(1) ⊂ E4

1 birim hızlı bir eğri ve F1(u),F2(u); bu α eğrisinin normal

uzayını geren iki ortonormal vektör olsun, yani,

〈F1,F2〉 = 〈F1,α〉 =
〈
F1,α

′〉 = 〈F2,α〉 =
〈
F2,α

′〉 = 0, (5.17)

〈F1,F1〉 = 〈F2,F2〉 = 1 (5.18)

eşitliklerini sağlasın. c, sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere, E4
1 Minkowski uzayında paramet-

rizasyonu

x(s, t,u) = sα(u)− c
(
F1(u)cosh

( t
c

)
+ F2(u) sinh

( t
c

) )
(5.19)

olan M hiperyüzeyi göz önüne alınsın. Bu durumda, doğrudan hesaplama ile M hiperyüzeyinin

birim normali, N =
(
F1(u)cosh

(
t
c

)
+ F2(u) sinh

(
t
c

) )
ve asli doğrultuları ise, sırasıyla, 0, 1

c ,k3

asli eğriliklerine karşılık gelen e1 = ∂s = α(u), e2 = ∂t, e3 = 1
‖xu‖

∂u vektörleridir. Ayrıca
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birinci asli eğriliği k1 = 0 olduğu göz önüne alınırsa, hiperyüzeyin Gauss-Kronicker eğriliği

özdeş olarak sıfır olan bir GCR hiperyüzeyidir.

Örnek 5.3. Λ, R2 de bir açık cümle olmak üzere, y : Λ −→ S3
1(1) ⊂ E4

1 regüler bir yüzey ve N

ise; y yüzeyinin S3
1(1) deki birim normal vektör alanı olsun. c, sıfırdan farklı bir sabit olmak

üzere, E4
1 Minkowski uzayında

x : I×Λ −→ E4
1,

x(s, t,u) = sy(t,u)− cN(t,u) (5.20)

ile parametrize edilen M hiperyüzeyi göz önüne alınsın. Burada N vektörü y yüzeyinin küresel

normali olduğundan,

〈yt,N〉 = 〈ys,N〉 = 〈y,N〉 = 0

eşitlikleri sağlanır. Böylece (5.20) ifadesinde yukardaki eşitlikler önüne alınırsa, doğrudan

hesaplama ile

〈xt,N〉 = 〈xs,N〉 = 〈xu,N〉 = 0

elde edilir. Buradan N vektörünün, aynı zamanda M hiperyüzeyinin de birim normalidir olduğu

sonucuna varılır. Ayrıca (5.20) ifadesinden, xss = 0, 〈xst,N〉 = 0 ve 〈xtt,N〉 = 0 olur. Buradan,

M üzerindeki her X teğet vektör alanı için h(∂s,X) = 0 olur, bu da demektir ki S (∂s) = 0 dır.

Böylece, M yüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği sıfırdır ve ∂s = y(t,u); bu hiperyüzeyin bir asli

doğrultusudur. Dolayısıyla, M bir GCR hiperyüzeyidir.

Bu bölümün geri kalan kısmında aşağıdaki teorem ispatlanacaktır:

Teorem 5.9. M, E4
1 Minkowski uzayında Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır olan

space-like bir hiperyüzey olsun. Eğer M, GCR hiperyüzeyi ise, bu taktirde bu hiperyüzey aşa-

ğıdaki üç hiperyüzeyden birine denktir:

1. Örnek 5.1 de verilen hipersilindirin açık bir parçasıdır,

2. Örnek 5.2 de, (5.19) ile parametrize edilen bir hiperyüzeydir,

3. Örnek 5.3 de, (5.20) ile parametrize edilen bir hiperyüzeydir.
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Teoremin ispatının yapılabilmesi için aşağıdaki önerme ve bu önermenin önemli bir sonucu

ispatlanacaktır:

Önerme 5.10. M, E4
1 Minkowski uzayında space-like bir GCR hiperyüzeyi olsun. Eğer M hi-

peryüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır ise, bu taktirde hiperyüzeyin k1, birinci

asli eğriliği sıfırdır, yani,

e1(θ) = −
sinhθ
µ

(5.21)

şeklindedir.

İspat. E4
1 Minkowski uzayında M bir space-like GCR hiperyüzeyi göz önüne alınsın ve bu

hiperyüzeyin Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır, yani düz bir hiperyüzey olsun.

Kabul edilsin ki, bir p ∈ M noktasında asli eğrilikleri, sırasıyla, k1,k2,k3 ve birinci asli

eğriliği sıfırdan farklı olsun. O zaman, p ∈ M noktasının bir Np komşuluğunda k1 , 0 dır. M

bir space-like GCR hiperyüzey olduğundan, S şekil operatörü köşegenleştirilebilirdir ve ayrıca

hiperyüzey düz olduğundan, detS = k1k2k3 = 0 dır. Burada k1 , 0 olarak alındığından, Np

üzerindeki her noktada k2 = 0 veya k3 = 0 olur.

Genelliği bozmaksızın, k2 = 0 olduğu varsayılsın. Bu durumda Yardımcı Teorem 5.8 ’den

l = 2 için, ω12(e2) =
1

µcoshθ
olur. Diğer taraftan, (5.16c) denklemlerin ilkinden ise, Np üze-

rinde 0 =
1

µcoshθ
k1 elde edilir ki, bu sonuç bir çelişkidir. O halde kabulümüz yanlıştır ve

böylece k1 = 0 olmalıdır. Sonuç olarak bu eşitlik,1(5.12a) da yerine yazılırsa, (5.21) denklemi

elde edilir.

Sonuç 5.11. M, E4
1 Minkowski uzayında space-like bir GCR hiperyüzeyi olsun. Eğer M hiper-

yüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır ise, (5.5) ile verilen x konum vektörü,

x = f e1− cN (5.22)

ayrışımına dönüşür. Buradaki f fonksiyonu,

e1( f ) = 1, e2( f ) = e3( f ) = 0 (5.23)

eşitliklerini sağlayan düzgün bir fonksiyon ve c, sıfırdan farklı bir sabittir.
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İspat. Kabul edilsin ki, M space-like GCR hiperyüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği özdeş ola-

rak sıfır, yani, (5.21) ifadesini sağlasın. Bu taktirde bu ifade ve n = 3 için, (5.6) denklemleri

birlikte göz önüne alınırsa,

e1(µcoshθ) = coshθcoshθ+µsinhθ
(
−

sinhθ
µ

)
= 1, (5.24a)

e1(µsinhθ) = coshθ sinhθ+µcoshθ
(
−

sinhθ
µ

)
= 0 (5.24b)

olur. Bu eşitlikler (5.5) ayrışımında göz önüne alınırsa, (5.23) ile tanımlı düzgün bir f fonksi-

yonu için, doğrudan hesaplama ile (5.22) ayrışımı elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.9’un ispatı. Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır olan bir M GCR hiperyü-

zeyinin x konum vektörü, (5.22) ile bellidir. Dikkat edilirse, j = 2,3 olmak üzere, ω1 j(e j) =
1−µsinhθk j

µcoshθ
olduğundan, (5.24) eşitlikleri göz önüne alınırsa,

ω1 j(e j) =
1− ck j

f
, j = 2,3 (5.25)

olur. Ayrıca, (5.15) eşitlikleri göz önüne alınırsa,

[e2,e3] = −ω23(e2)e2 − ω23(e3)e3 olur. Dolayısıyla Tanım 2.42 den, D⊥ = S pan {e2,e3}

distribüsyonu involutiftir ve ayrıca D = S pan {e1} distribüsyonunun involutif olduğu açıktır.

Dolayısıyla Yardımcı Teorem 2.46 den, D = S pan {∂s} ve D⊥ = S pan {∂t,∂u} olacak şekilde

(s, t,u) koordinat sistemi vardır. Diğer taraftan, Önerme 5.10 da bahsedildiği gibi M hiperyü-

zeyi düz olduğundan, birinci asli eğriliğinin sıfır olduğunu biliyoruz. Böylece doğrudan he-

saplama ile ∇̃e1 N = 0 ve ∇̃e1e1 = 0 elde edilir. Buradan, e1 = e1(t,u) ve N = N(t,u) sonucuna

varılır. Ayrıca (5.23) eşitliklerinden, f = f (s) elde edilir. Böylece elde edilen bu ifadeler, (5.22)

ayrışımında yerlerine yazılırsa, x konum vektörü

x(s, t,u) = f (s)e1(t,u)− cN(t,u) (5.26)

haline gelir.

Dikkat edilirse, GCR hiperyüzeylerinin sınıflandırması yapılırken, (5.15) eşitliklerinde ve-

rilen ∇e2e1 ve ∇e3e1 Levi-Civita konneksiyonlarının sıfır olup olmadığı durumlar göz önünde

bulundurulacağından, 3 farklı durum ortaya çıkacaktır. Şimdi, bu durumlar ayrı ayrı incelene-

cektir:
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Durum 1. ∇e2e1 = 0 ve ∇e3e1 = 0 olsun. Bu durumda, (5.15b) ve (5.15c) deki ilk eşitlikler-

den doğrudan l = 2,3 için,ω1l(el) = 0 elde edilir. Böylece (5.25) eşitliklerinden, k2 = k3 =
1
c

elde

edilir. Dolayısıyla M GCR hiperyüzeyi, asli eğrilikleri 0,1/c,1/c olan space-like bir izopara-

metrik hiperyüzeydir. Dolayısıyla Örnek 5.1 de verilmiş olan H2×E1 hipersilindirinin açık bir

parçasıdır, (bknz. [49]). Sonuç olarak, Teoremde (1) ile verilmiş olan hiperyüzey elde edilmiş

olur.

Durum 2. ∇e2e1 = 0 ve ∇e3e1 , 0 olsun. Bu durumda, (5.15b) ve (5.15c) deki ilk eşitlikler-

den, sırasıyla, ω12(e2) = 0 ve ω13(e3) , 0 elde edilir. Bu eşitliklerden ilki, j = 2 için (5.25) de

yerine yazılırsa, k2 = 1
c elde edilir. Ayrıca bu durumda k2 , k3 tür ve bu ifade, (5.16a) ve (5.16c)

eşitliklerinde göz önüne alınırsa, sırasıyla,ω23(e1) = 0 veω23(e2) = 0 elde edilir. Böylece (5.15)

eşitliklerinden doğrudan hesaplama ile [e2,e3] =ω23(e3)e3, [e1,e2] = 0 ve [e1,e3] = −ω13(e3)e3

bulunur. Diğer taraftan, D = S pan {∂s} ve D⊥ = S pan {∂t,∂u} olduğu için,

e1 = a11
∂

∂s
, (5.27a)

e2 = a22
∂

∂t
+ a23

∂

∂u
(5.27b)

e3 = a32
∂

∂t
+ a33

∂

∂u
, (5.27c)

olacak şekilde a11,a22,a23,a32,a33 düzgün fonksiyonları vardır. Böylece [e1,e2] = 0 ve [e1,e3] =

−ω13(e3)e3 eşitliklerinden, sırasıyla,

a11
(
(a22)s

∂

∂t
+ (a23)s

∂

∂u

)
−

(
a22

∂a11

∂t
+ a23

∂a11

∂u

)
= 0 (5.28)

ve

a11
(
(a32)s

∂

∂t
+ (a33)s

∂

∂u

)
−

(
a32

∂a11

∂t
+ a33

∂a11

∂u

)
= −ω13(e3)e3 (5.29)

elde edilir. Son iki eşitliklerinden,

(a22)s = (a23)s = 0, (5.30) a22 a23

a32 a33


 (a11)t

(a11)u

 = 0 (5.31)

bulunur. Ayrıca e2 ve e3 vektörleri lineer bağımsız olduğundan,

det

 a22 a23

a32 a33

 , 0
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olur ve dolayısıyla, (5.30) den (a11)t = 0 ve (a11)u = 0 elde edilir. Buradan,

e1 = a11(s)
∂

∂s
, (5.32a)

elde edilir. (5.30) ifadesi (5.27b) de göz önüne alınırsa,

e2 = a22(t,u)
∂

∂t
+ a23(t,u)

∂

∂u
(5.32b)

elde edilir. Şimdi S = Φ(s),T = Ψ1(t,u),U = Ψ2(t,u) olacak şekilde bir koordinat değişimi,

yani,

∂

∂s
= Φ′

∂

∂S
, (5.33a)

∂

∂t
= (Ψ1)t

∂

∂T
+ (Ψ2)t

∂

∂U
, (5.33b)

∂

∂u
= (Ψ1)u

∂

∂T
+ (Ψ2)u

∂

∂U
, (5.33c)

ifadeleri göz önüne alınsın. Buradan (5.33a) dönüşümü (5.32a) de göz önüne alınırsa, e1 =

a11(s)Φ′(s)
∂

∂S
olur. Diğer taraftan (5.33b) ve (5.33c) dönüşümleri (5.32b) de göz önüne alı-

nırsa,

e2 =
(
a22(Ψ1)t + a23(Ψ1)u

) ∂
∂T

+
(
a22(Ψ2)t + a23(Ψ2)u

) ∂
∂T

haline gelir. Burada Φ fonksiyonu a11(s)Φ′(s) = 1 denklemini ve Ψ1,Ψ2 fonksiyonları ise,

a22(Ψ1)t + a23(Ψ1)u = 1,

a22(Ψ2)t + a23(Ψ2)u = 0,

denklem sistemini sağlayacak şekilde seçilirse, (5.27) sistemi

e1 =
∂

∂S
,

e2 =
∂

∂T

e3 = ã32
∂

∂T
+ ˜a33

∂

∂U
,

haline gelir. Durum 2’nin ispatının geri kalan kısmında, notasyon suistimal edilerek S = s,

T = t, U = u, ã32 = a32 ve ã33 = a33 olarak alınacaktır.
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Şimdi, yukarıda elde edilen sistem ve ∇̃e1 N = 0, ∇̃e1e1 = 0, ∇̃e2e1 = 0 ve ∇̃e3e1 , 0 ifadeleri

göz önüne alınırsa, e1 = e1(u) ve N = N(t,u) olduğu sonucuna varılır ve böylece (5.23) eşit-

liklerinden, parametrenin uygun bir seçimi ile f = s alınabilir. Elde edilen bu sonuçlar, (5.26)

ayrışımında yerlerine yazılırsa, M hiperyüzeyinin x konum vektörü,

x(s, t,u) = se1(u)− cN(t,u) (5.34)

haline gelir. Ayrıca hiperyüzeyin e2 teğet vektörüne karşılık gelen asli eğriliği k2 = 1
c olduğun-

dan, doğrudan hesaplama ile ∇̃e2e2 = xtt = −
N
c

olur. Son ifadede xtt = −cNtt olduğu göz önüne

alınırsa,

c2Ntt −N = 0

denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü,

N(t,u) = F1(u)cosh(
t
c

) + F2(u) sinh(
t
c

) (5.35)

şeklindedir. Burada N, hiperyüzeyin birim normali olduğundan, F1(u) ve F2(u)

〈F1,F1〉 = −1, 〈F2,F2〉 = 1, 〈F1,F2〉 = 0 (5.36)

eşitliklerini sağlayan vektör değerli fonksiyonlardır ve 〈N,e1〉 = 0 dır. Diğer taraftan, (5.34)

ifadesinde xu = e1
′ olur ve böylece 〈N, xu〉 = 0 olduğu sonucuna varılır. Bu eşitlikler (5.35) ile

birlikte göz önünde bulundurulursa,

〈F1,e1〉 = 〈F2,e1〉 = 0,
〈
e1
′,F1

〉
=

〈
e1
′,F2

〉
= 0 (5.37)

olur. Burada, ′ ile adi türev ifade edilmektedir. Böylece, (5.36) ve (5.37) eşitliklerini sağlayan

{e1,e1
′; F1,F2} sistemi, E4

1 Minkowski uzayında bir ortonormal çatı tanımlar. Burada 〈e1,e1〉 =

1 ve 〈e1,e1
′〉 = 0 olduğundan e1 = e1(u), gerçekten Örnek 5.2 de verilen α eğrisine karşılık

gelir. Ayrıca (5.36) ve (5.37) eşitliklerinden, {F1,F2} sistemi α eğrisinin normal uzayının bir

bazıdır. Sonuç olarak Teoremde (2) ile verilmiş olan hiperyüzey elde edilmiş olur.

Durum 3. ∇e2e1 , 0 ve ∇e3e1 , 0 olsun. Bu durumda (5.12a) denkleminden, ∇e2e1 ve ∇e3e1

vektörlerinin lineer bağımsız olduğu görülür. Dolayısıyla,

σ : D⊥ −→ D⊥,

σ(X) = ∇Xe1
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ile verilen σ tasviri 1−1 dir. Bu durumdan dolayı,
∂(e1)
∂t

ve
∂(e1)
∂u

vektörleri lineer bağımsızdır.

Ayrıca 〈e1,e1〉 = 1 olduğu için,

y : Λ −→ S3
1(1) ⊂ E4

1,

y(t,u) = e1(t,u)

tasviri regüler bir yüzey parametrizasyonu olur. Diğer taraftan, 〈xs,N〉 = 〈xt,N〉 = 〈xu,N〉 = 0

olduğu göz önüne alınırsa, 〈y,N〉 = 〈yt,N〉 = 〈yu,N〉 = 0 bulunur. Böylece N = N(t,u) vektör

alanı, y = y(t,u) yüzeyinin S3
1(1) de Sitter uzayındaki normalidir. Bulunan sonuçlar (5.26) ayrı-

şımında yerlerine yazılırsa,

x(s, t,u) = sy(t,u) + cN(t,u)

olur. Sonuç olarak, Teoremde (3) ile verilmiş olan hiperyüzey elde edilmiş olur.

5.2 Time-like konide yatan hiperyüzeyler

Bu alt bölümde, 〈x, x〉 = −µ2 şartını sağlayan M space-like GCR hiperyüzeyleri incelenecek-

tir. Bu durumda, x konum vektörü daha önce tanımlanan θ,µ düzgün fonksiyonları için, (5.9)

eşitliğindeki gibi ifade edilir. Dolayısıyla n = 3 için, (5.10)-(5.12), (5.13) ve (5.14) denklemleri

göz önünde bulundururak aşağıdaki Yardımcı Teorem doğrudan elde edilir:

Yardımcı Teorem 5.12. M hiperyüzeyinin, ∇ Levi-Civita konneksiyonu,

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = ω23(e1)e3, ∇e1e3 = −ω23(e1)e2, (5.38a)

∇e2e1 = ω12(e2)e2, ∇e2e2 = −ω12(e2)e1 +ω23(e2)e3, ∇e2e3 = −ω23(e2)e2, (5.38b)

∇e3e1 = ω13(e3)e3, ∇e3e2 = −ω23(e3)e3, ∇e3e3 = −ω13(e3)e1−ω23(e3)e2 (5.38c)

eşitliklerini sağlar. Burada l = 2,3 olmak üzere , ω1l(el) =
1−µsinhθkl

µcoshθ
şeklindedir. Ayrıca

i, j,k = 1,2,3 için, k1,k2,k3 asli eğrilik fonksiyonları,

ω23(e1)(k2− k3) = 0, (5.39a)

e2(k1) = e3(k1) = 0, (5.39b)

e1(k2) = ω12(e2)(k1− k2), e3(k2) = ω23(e2)(k2− k3), (5.39c)

e1(k3) = ω13(e3)(k1− k3), e2(k3) = ω23(e3)(k2− k3), (5.39d)
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denklemlerini sağlar.

Şimdi, M space-like GCR hiperyüzeyleri için, sınıflandırma teoremi verilmeden önce aşa-

ğıdaki örnekler verilecektir:

Örnek 5.4. E4
1 Minkowski uzayında bir M = S2( 1

c2 )×E1 hipersilindiri göz önüne alınsın. Böy-

lece M hipersilindirinin parametrizasyonu,

x(s, t,u) =
(
x1(s, t), x2(s, t), x3(s, t),u

)
şeklindedir ve normali N(s, t) =

(
x1(s, t), x2(s, t), x3(s, t),0

)
dır. Dolayısıyla, x = u

∂

∂u
+ N olarak

yazılır. Bununla birlikte
∂

∂u
teğet vektörü, k1 = 0 asli eğriliğine karşı gelen asli doğrultudur.

Sonuç olarak, M hipersilindiri Gauss-Kronicker eğriliği sıfır olan bir GCR hiperyüzeyidir.

Örnek 5.5. α : (a,b) −→ H3
1(−1) ⊂ E4

1 birim hızlı bir eğri ve F1(u),F2(u); bu eğrinin normal

uzayını geren iki ortonormal vektör olsun, yani,

〈F1,F2〉 = 〈F1,α〉 =
〈
F1,α

′〉 = 〈F2,α〉 =
〈
F2,α

′〉 = 0, (5.40)

〈F1,F1〉 = 〈F2,F2〉 = 1 (5.41)

eşitlikleri sağlansın. c, sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere, E4
1 Minkowski uzayında paramet-

rizasyonu

x(s, t,u) = sα(u)− c
(
F1(u)cosh

( t
c

)
+ F2(u) sinh

( t
c

) )
(5.42)

olan M hiperyüzeyi göz önüne alınsın. Bu durumda, doğrudan hesaplama ile M hiperyüzeyinin

birim normali, N =
(
F1(u)cosh

(
t
c

)
+ F2(u) sinh

(
t
c

) )
ve asli doğrultuları ise, sırasıyla, 0, 1

c ,k3

asli eğriliklerine karşılık gelen e1 = ∂s, e2 = ∂t, e3 =
1
‖xu‖

∂u vektörleridir. Ayrıca, birinci

asli eğriliği k1 = 0 olduğu göz önüne alınırsa, M hiperyüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği öz-

deş olarak sıfır olur ve ∂s = α(u) bu hiperyüzeyin bir asli doğrultusudur. Böylece M bir GCR

hiperyüzeyidir.

Örnek 5.6. Λ, R2 de açık bir cümle olmak üzere, y : Λ −→ H3
1(−1) ⊂ E4

1 bir düzgün yüzey

parametrizasyonu ve N ise; y yüzeyinin H3
1(−1) deki birim normal alanı olsun. c, sıfırdan farklı

bir sabit olmak üzere, E4
1 Minkowski uzayında

x : I×Λ −→ E4
1,

x(s, t,u) = sy(t,u)− cN(t,u) (5.43)
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ile parametrize edilen M hiperyüzeyi göz önüne alınsın. Buradan, 〈yt,N〉 = 〈ys,N〉 = 〈y,N〉 = 0

olduğu göz önüne alınırsa, doğrudan hesaplama ile 〈xt,N〉 = 〈xs,N〉 = 〈xu,N〉 = 0 elde edilir.

Böylece N, M hiperyüzeyinin de birim normalidir. (5.43) ifadesinden, xss = 0, 〈xst,N〉 = 0 ve

〈xtt,N〉 = 0 olur. Buradan M hiperyüzeyi üzerindeki her X teğet vektör alanı için h(∂s,X) = 0

olur, yani S (∂s) = 0 bulunur. Bu da demektir ki, M hiperyüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği

sıfırdır ve ∂s = y(t,u) bu hiperyüzeyin bir asli doğrultusudur. Dolayısıyla, M bir GCR hiperyü-

zeyidir.

Bu bölümün geri kalan kısmında aşağıdaki teorem ispatlanacaktır:

Teorem 5.13. M, E4
1 Minkowski uzayında Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır olan,

space-like bir hiperyüzey olsun. Eğer M GCR hiperyüzeyi ise, o zaman hiperyüzey aşağıdaki

üç hiperyüzeyden birine denktir:

1. Örnek 5.4 de verilen hipersilindirin bir açık parçasıdır,

2. Örnek 5.5 de (5.42) ile parametrize edilen bir hiperyüzeydir,

3. Örnek 5.6 de (5.43) ile parametrize edilen bir hiperyüzeydir.

Şimdi teoremin sınıflandırmasını yapabilabilmesi için, aşağıdaki önerme ve bu önermenin

önemli bir sonucu ispatlanacaktır:

Önerme 5.14. M, E4
1 Minkowski uzayında time-like konide yatan space-like bir GCR hiperyü-

zeyi olsun. Eğer M hiperyüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği sıfır ise, bu taktirde hiperyüzeyin

k1 birinci asli eğriliği, özdeş olarak sıfırdır, yani,

e1(θ) = −
coshθ
µ

(5.44)

dür.

İspat. Önerme 5.10 nun ispatına tamamen benzer olarak gösterilebilir.

Sonuç 5.15. M, E4 Öklid uzayında time-like konide yatan space-like bir GCR hiperyüzeyi ol-

sun. Eğer M hiperyüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği sıfır ise, (5.9) ile verilen x konum vektörü,

x = f e1− cN (5.45)
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ayrışımına dönüşür. Buradaki f fonksiyonu,

e1( f ) = 1, e2( f ) = e3( f ) = 0 (5.46)

eşitliklerini sağlayan düzgün bir fonksiyon ve c, sıfırdan farklı bir sabittir.

İspat. Kabul edilsin ki M space-like GCR hiperyüzeyinin Gauss-Kronicker eğriliği sıfır olsun.

O zaman n = 3 için, (5.10) denklemleri ve (5.44) denklemi birlikte göz önüne alınırlarsa,

e1(µcoshθ) = −sinhθcoshθ−µ
(
−

coshθ
µ

)
sinhθ = 0, (5.47a)

e1(µsinhθ) = −sinhθ sinhθ−µ
(
−

sinhθ
µ

)
coshθ = 1 (5.47b)

olur. Bu eşitlikler (5.9) ayrışımında göz önüne alınırsa, (5.46) ile tanımlı düzgün bir f fonksi-

yonu için, (5.45) ayrışımı doğrudan bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.13’ün ispatı. Böylece Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır olan M GCR hiper-

yüzeyinin x konum vektörü, (5.45) ile bellidir. Dikkat edilirse, l = 2,3 olmak üzere, ω1l(el) =

1−µsinhθkl

µcoshθ
olduğundan, (5.47) eşitlikleri göz önüne alınırsa,

ω1l(el) =
1− ckl

f
, l = 2,3 (5.48)

olur. Ayrıca, (5.38) eşitlikleri göz önüne alınırsa,

[e2,e3] = −ω23(e2)e2 − ω23(e3)e3 olur. Dolayısıyla Tanım 2.42 den, D⊥ = S pan {e2,e3}

distribüsyonu involutiftir ve ayrıca D = S pan {e1} distribüsyonunun involutif olduğu açıktır.

Dolayısıyla Yardımcı Teorem 2.46 den, D = S pan {∂s} ve D⊥ = S pan {∂t,∂u} olacak şekilde

(s, t,u) koordinat sistemi vardır. Diğer taraftan, Önerme 5.14 da bahsedildiği gibi M hiperyü-

zeyi düz olduğundan, birinci asli eğriliğinin sıfır olduğunu biliyoruz. Böylece doğrudan he-

saplama ile ∇̃e1 N = 0 ve ∇̃e1e1 = 0 elde edilir. Buradan, e1 = e1(t,u) ve N = N(t,u) sonucuna

varılır. Ayrıca (5.46) eşitliklerinden, f = f (s) elde edilir. Böylece elde edilen bu ifadeler, (5.45)

ayrışımında yerlerine yazılırsa, x konum vektörü

x(s, t,u) = f (s)e1(t,u)− cN(t,u) (5.49)

haline gelir.
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Dikkat edilirse, GCR hiperyüzeylerinin sınıflandırması yapılırken, (5.38) eşitliklerinde ve-

rilen ∇e2e1 ve ∇e3e1 Levi-Civita konneksiyonlarının sıfır olup olmadığı durumlar göz önünde

bulundurulacağından, 3 farklı durum ortaya çıkacaktır Bu durumların ispatı, Teorem 5.9 in

ispatında izlenen yolla tamamen benzer olarak, ispatlanır.
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6 SONUÇLAR VE İRDELEME

Bu tez çalışmasında, öncelikle Öklid ve yarı-Öklid uzaylarındaki karşıt boyut iki olan altmani-

foldlar ve sonrasında ise, karşıt boyut bir olan altmanifoldlar ele alındı.

İlk olarak, E4 Öklid uzaylarında karşıt boyut iki olan, sırasıyla, sabit açı (CAS) yüzeyleri,

asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzeyleri, sabit eğim (CSS) yüzeyleri ve son olarak ise,

genelleştirilmiş sabit oran (GCR) yüzeylerinin geometrik özellikleri incelenerek elde edilen

sonuçlar kullanılarak, bazı sınıflandırma sonuçları verildi. İleride, Öklid uzaylarındaki karşıt

boyut iki olan bu yüzeyler için e3 normal vektör alanının paralel olmaması durumu incelenerek

yeni sınıflandırma ve karakterizasyon sonuçları elde edilebilir.

Diğer taraftan, bu tez çalışmasında En+1
1 Minkowski uzayındaki asli kanonik doğrultuya

sahip (CPD) hiperyüzeyleri için bazı geometrik özellikler incelenmiştir. Sonrasında, E3
1 Min-

kowski uzayında asli kanonik doğrultuya sahip (CPD) yüzeyleri incelenerek, sırasıyla, space-

like ve light-like asli doğrultu ile ilişkili olan CPD yüzeyleri için sınıflandırma elde edilmiş-

tir. Space-like CPD yüzeylerinin köşegenleştirilebilir bir şekil operatörüne sahip olduğu göz

önünde bulundurularak, maksimal CPD yüzeyleri için bir karakterizasyon elde edildi. Time-

like CPD yüzeyleri için ise, köşegenleştirelemeyen şekil operatörüne sahip olduğu durumda,

[27] da verilen, düz, minimal B-scroll yüzeyine karşılık geldiğini, köşegenleştirilebilir bir şekil

operatörüne sahip olduğu durumda ise, space-like CPD yüzeyleri için verilen sınıflandırmaya

benzer bir sınıflandırma elde edildi. Ayrıca, bu yüzeyler için de minimal olma durumları ince-

lenmiş ve bir karakterizasyon verilmiştir. Daha ileride, köşegenleştirilemeyen şekil operatörüne

sahip yüksek boyuttaki time-like CPD yüzeylerinin, sınıflandırılma problemi çalışılabilir. Bu

tez çalışmasında, E3
1 Minkowski uzayında incelenen bir diğer yüzey, sabit açı (CAS) yüzey-

leridir. Tez çalışması sürecinde literatürde bu konuda açık olduğu fark edilip, E3
1 Minkowski

uzayındaki light-like sabit doğru ile ilişkili sabit açı (CAS) yüzeyleri için yeni bir sınıflan-

dırma verildi ve ayrıca bu yüzeylerin düz, minimal (maksimal) olma durumları incelenerek,

yeni karakterizasyonlar elde edildi.
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Son olarak, En+1
1 Minkowski uzayındaki genelleştirilmiş sabit oran (GCR) hiperyüzey-

leri için bazı genel geometrik özellikler incelenmiştir. Sonrasında, E4
1 Minkowski uzaylarında,

Gauss-Kronicker eğriliği özdeş olarak sıfır olan space-like genelleştirilmiş sabit oran (GCR) hi-

peryüzeyleri incelenmiş yüksek boyuttta elde edilen sonuçlara bağlı olarak space-like ve time-

like konide yatan hiperyüzeyler için sınıflandırma elde edildi. Daha ileride, Gauss-Kronicker

eğriliği sıfırdan farklı olan GCR hiperyüzeyleri incelenebilir ve böylece sınıflandırma teorem-

leri daha da genişletilebilir.
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