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Integraller (Diferintegraller) kavramimnin baslangici, tarihi gelisimi ve literatiir taramas ele
alinmustir.

Ikinci boliimde; Diferintegraller i¢in temel tanim ve teoremleri iceren bazi
ozellikler calisilmistir.

Ugiincii boliimde; Diferintegraller ve diferintegraller ile ilgili bazi matematik
teknikler ele alinmistir.

Son boliimde; Kesirli hesap operatorleri yardimiyla singiiler katsayili diferansiyel
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In the first chapter of this thesis that consists of four chapters; beginning, historical
development and literature review of Fractional Derivative and Integrals (Differintegrals)
were examined.

In the second chapter; some properties including fundamental definitions and
theorems for differintegrals were studied.

In the third chapter; differintegrals and some mathematics techniques related to
differintegrals were examined.

In the last chapter; solutions of the singular differential equations with the help of
the fractional calculus operators were given.
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SEMBOLLER LiSTESI

Bu ¢aligmada kullanilan baz1 semboller, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur:
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1. GIRIS

Bu ¢alismada kesirli tiirev ve integraller (diferintegraller) kavraminin ortaya ¢ikisi
ve gelisimi, bu konu iizerine yapilan bazi ¢alismalar, konunun daha i1yi anlasilir olmasi i¢in
gereken bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica kesirli hesap operatorleri
yardimiyla singiiler katsayili diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri amaglanmaistir.

Bilindigi tiizere, bircok bilim dalinda problemleri ¢6zmek i¢in 6nce problem
matematiksel ifadelerle formiile edilir. Bir f fonksiyonunun n. mertebeden tiirevinin, n
arf)

dx

pozitif bir tamsay1 olmak tizere; D™f(x) = oldugunu biliyoruz. Aym sekilde bir

fonksiyonu iki ya da ii¢ defa integre edebiliriz. Ancak, bazen problemler Kkesirli
mertebeden tiirev veya integralleri igerebilir. Bu durumda bir fonksiyonun % nci tiirevini
nasil aliriz? Fonksiyonu '2 defa integre edebilir miyiz? Bu sekilde mertebesi tamsayi
olmayan tiirev ve integral kavraminin baslangic1 ge¢mise dayanir. 1695°te L’Hopital’in
Leibniz’e ‘Eger n pozitif bir tamsay1 degil de bir kesir olursa D"f ifadesinden ne
anlasilir?’ sorusunu sormasiyla baglayan kesirli hesaplama teknigi 300 yildan daha fazla
zamandir lizerine ¢aligilan bir konu olmustur.

Kesirli tiirev ve integral konusu matematiksel analizin bir kolu olup, tiirev ve
integralin tam olmayan derecelere genisletilmis seklidir. Kesirli tiirev ve integralin
uygulamalarina fizik, kimya ve mihendislik bilimlerinde sik¢a karsilasiimaktadir.
Konunun iletim hatlar1 teorisi, sivilarin kimyasal analizi, 1s1 transferi, diflizyon,
Schrodinger denklemi, malzeme birimi gibi pek c¢ok konuda uygulamalar1 verilmistir.
Ayrica bazi belirli integrallerin alinmasi, seri toplamlarinin bulunmasi gibi konularda da
yararl bir tekniktir.

Bu konu Leibniz’in yani1 sira Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann,
Holmgren, Lagrange, Griinwald ve Laurent gibi bir ¢ok tinlii bilim adamiin da dikkatini
cekmis ve cesitli ¢alismalar yapmislardir. Bu alandaki ilk sistematik c¢aligsmalar ise 19.
yiizyilin baglangicinda ve ortalarinda kaydedilmistir.

1832°de Liouville, iistel serileri genisletmis ve q pozitif bir tamsay1 olmak iizere
boyle serilerin q. tiirevini tanimlamistir. 1853’de Riemann, belirli bir integrali igeren ve

iissii tamsay1 olmayan kuvvet serilerine uygulanabilen farkli bir tanim ileri stirmiistiir.



Riemann ve Liouville’un elde ettikleri sonuglari ilk kez birlestirenler Griinwald ve
Krug olmustur. 1867°de Griinwald, Liouville’un kisithi tanimlarindan rahatsiz olmus ve bir
baslangi¢ noktasi olarak, limiti kullandig1 bir tiirev tanimin1 benimsemis ve q. tiirev i¢in
belirli integral formiillerine ulasmistir. 1890°da ise Krug, alisilmis tiirevler i¢in Cauchy
integral formiilii lizerine ¢calismustir.

Bu teorik baslangiglara paralel olarak, cesitli problemlere uygulanabilen kesirli
hesabin uygulanmasindaki gelismeler devam etmistir. 1823°de Abel, bir integral doniisiim
yardimi ile bazi integral denklemlerinin ¢oziimiinii elde etmistir. 1844’de Boole, sabit
katsayili lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in sembolik yontemler gelistirerek,
problemlerin ¢oziimiinde kesirli hesab1 kullanmis ve bu alanda etkili g¢alismalar
kaydetmistir. Bu ¢alismalarin temeli, kuvvet serileri ve diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
olarak tanimlanan diferansiyel operatoriin, keyfi bir f(D) fonksiyonunun genel agilimina
dayanir. Boole’nin bu metotlari, f fonksiyonunun bazi smiflar1 icin dikkate deger
goriilmis ve bir ¢ok yonde kullanima acik hale getirilmistir.

1892°de Heaviside, elektromanyetik teorisinin bazi problemlerini ¢dzmek ic¢in
kesirli hesab1 kullanmis ve ayrica, genellestirilmis tiirevlerin uygulanmasinda énemli bir
adim atmistir. 1920°de ise iletkenlik teorisinde, kesirli diferansiyelden yararlanmistir. Bu
calismadan yola ¢ikan Gemant 1936°da, esneklik problemlerinde kullanmak tizere kesirli
diferansiyelden faydalanmustir..

Baslangicindan bu yana hizla artan bir bicimde gelisen kesirli hesap teknigi,
giinlimiizde hem teoride hem de uygulamada 6nemli 6l¢iide kullanilmaktadir. Mithendislik
ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici basarilar gegtigimiz yiizyil igerisinde
gerceklesebilmistir. Bu teknigin matematik uygulamalarinin ¢ogu 20.y.y. bitmeden ortaya
konmustur. Weyl (1917), Hardy (1917), Littlewood (1925), Kober (1940) ve Kutner
(1953), Lebesgue ve Lipschitz’in gelistirdikleri fonksiyonlarin diferintegrallerinin
Ozelliklerini incelemislerdir. Erdelyi (1939) ve Osler (1970), keyfi fonksiyonlar1 igeren
diferintegrallerin tanimlarin1 vermislerdir. Riesz (1949), ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in
kesirli integral teorisi gelistirmistir. Erdelyi (1964), integral denklemler igin kesirli hesap
teknigine bagvurmustur ve Higgins (1967), diferansiyel denklemleri ¢dzmek i¢in kesirli

integral operatdrlerini kullanmistir.



Kesirli hesap teknigi ile alakali gelismeler dogrultusunda 20.y.y. bitmeden cesitli
tiniversitelerde konferanslar da diizenlenmistir. 1974°te kesirli hesaplar {izerine ilk
uluslararas1 konferans, ABD’de New Haven Universitesi’nde gerceklestirilmistir. Bu
konferans, ilgilenenleri harekete ge¢irmis ve ¢ok miktarda yaym yapilmasina onciiliik
etmistir. 1984’te 2.Uluslararas1 konferans, Iskogya’da Strathclyde Universitesi’nde
gerceklestirilmistir. 1980 sonrasinda kesirli hesaplar iizerine yapilan énemli gelismeler,
Japonya’da S.Owa, M.Saigo ve K.Nishimoto tarafindan yapilan yayimlarla devam etmistir.
Sovyet Rusya, Ingiltere, Hindistan, Kanada, Venezuela ve Iskocya gibi iilkelerin bazi
matematikgileri de kesirli hesaplarla ilgilenmislerdir. 1989°da 3.Uluslararas1 konferans,
Tokyo’da Nihon Universitesi’'nde diizenlendi.

1695°den bu yana, fen ve miihendislik bilimlerinin bir¢ok teori ve uygulama
alanlarinda kullanilan kesirli hesap teknigi ve bu teknik {izerine yapilan calismalar; fizik,
kimya ve miihendislik alanlarinda ¢esitli uygulamalara olanak saglamistir.

Kesirli tiirevlerin difiizyon teorisinde kullanimi, siirekli zamanda gelisigiizel
dolagim teorisi (continuous time random walk:CTRW) ile calisan siradist difiizyon

olaylarinin ayn1 zamanda da,

0P (7, t)

— kVZP(7
= kVZP(# t) (1.1)

denkleminin,

oMt eP(#t)

W = k,V P(r,t), a€R (1.2)

seklinde ifade edilen diferintegralli hali ile ¢alisabilmesidir. Bu yaklasimla ¢6ziimii bilinen
basit durumlar kolayca sira dis1 olaylara uyarlanabilmektedir.

Ayrica,

0P (7, t)
ot

= V[kVP(#, t) — uf 7, t)P (7, t)] (1.3)

ile verilen Fokker-Planck denklemi olarak bilinen bu denklem,

o1tep(7,t)

FOEE = V[kVP(r, t) —uf(r, t)P(r, t)] (1.4)



seklinde zamana gore diferintegral operatorii cinsinden yazilabilir.

Bunlara ek olarak; iletim hatlar1 teorisi, izafiyet teorisi, elektromanyetik teorisi,
esneklik teorisi, 1s1 transferi, Schrodinger denklemi, dalga denklemi, malzeme birimi,
sivilarin kimyasal analizi, insan kemiginde yayilan ultrasonik dalgalar, ses dalgalari,
mekanik problemleri, biyolojik sistemlerin elektriksel hareketi, elektrokimyasal kinetikler

vb. bir¢ok uygulamada da diferintegrallerden yararlanilmistir [1-3].

1.1. Kesirli Hesap Uzerine Yapilan Cahsmalar

Kesirli hesap; kesirli tiirev ve integraller (diferintegraller) yardimi ile g¢esitli
problemlerin ¢oziimiinde kullanilmak tizere birgok bilim adaminin dikkatini ¢ekerek, farkli
bilim dallarinda yogun olarak calisilan bir konu olmustur. Bu bilim adamlari, konu ile
alakali bir ¢ok tez ortaya atmis ve bazilar1 tezini ispatlarken, bazisi da bu basariya
ulasamamugtir. Simdi, baslangicindan bu yana kesirli hesap iizerine yapilan bu 6nemli
calismalar1 verelim.

1695-G.W.Leibniz, ilk olarak, d/2x ifadesinin x3/dx: x ’e esit olabilecegini ve

buradan elde edecegi sonugclarla da faydali ¢oziimlemelere ulagabilecegini diigiinmiistiir.
1697-G.W.Leibniz, diferansiyel hesaptan bahsetmis ve % mertebeden bir tiirevi

gostermek i¢in d'/?y notasyonunu kullanmistir. Daha sonralari da sonsuz serilerin kesirli
hesaplamay1 ifade edebilece8ini diisiinmiistiir. Ama sonsuz seriler, pozitif ve negatif
tamsay1 olan iisleri icermektedir.

1730-L.Euler, ‘n pozitif bir tamsay1 ve x’in bir fonksiyonu da p olmak iizere,
d"p’nin dx™’e orani, cebirsel olarak her zaman ifade edilebilir. Fakat, eger n, kesirli bir
ifade olursa nasil bir oran olusturmak gerekir? n pozitif bir tamsayr iken, siirekli
diferansiyel yardimiyla d™ bulunabilir. Ancak bu yontem, n kesirli bir ifade iken gegerli
degildir. Dolayisiyla bu  sorun, serilerin interpolasyonundan  yararlanilarak
kolaylastirilabilir.” seklinde diistinmiistir.

1772-J.L.Lagrange, gelistirmis oldugu,

dm dTl dm+n

dx™ dxm Y= dxm+n Y (1.5)




seklindeki mertebesi tamsay1 olan diferansiyel operatorler igin {isler kurali ile bu konuya
dolayli olarak katki saglamistir. Kesirli hesap teorisini bu yonde baslatmis, m ve n kesirli
oldugunda, kuralin gecerli olup olmadigini sorgulamaya baglamistir.

1812-P.S.Laplace, bir integral vasitasiyla bazi kesirli tiirev ifadeleri tanimlamis ve
ilk olarak 1819°da keyfi mertebeli bir tiirevden s6z etmistir.

1819-S.F.Lacroix, timevarimdan faydalanarak y = x™ ve m pozitif bir tamsay1

olmak tizere, x™’nin n. mertebeden tiirevini,

dy  m!
dx®  (m —n)!

x™M M m>n (1.6)

seklinde gelistirmistir. Daha sonra gamma fonksiyonunu kullanarak,

dy  T(m+1)

— m-n
dx® T(m—-n+1) x (1.7)

formiiliinii vermistir. Buradan da T'(1/2) = v/ olmak iizere, y = x ve n = 1/2 alarak,

d/?y  2Vx
@Yy _avx (1.8)
dx'/?  \m
tanimima ulagsmistir. Ama, keyfi mertebeden bir tiirevin uygulamasi konusunda bu metot

tam bir ipucu sunmamuistir.

1822-J.B.J.Fourier, keyfi mertebeli tiirevlerden sdz etmistir. Onun bu tanimu,

1 o0 [ee]
flx) = %] f(a')daj cosp(x — a)dp (1.9)
formiiliinden elde edilmistir.
n bir tamsay1 olmak lizere,

n

1
- —q) =ph _ -
T cosp(x — a) = p™cos [p(x a) + > nn] (1.10)

seklinde alip, bunu da genellestirip n yerine keyfi u degerini alarak,

a“ 1 (" . 1
ﬁf(x) —ﬁf_wf(a)daf_wp cos [p(x—a)+§u7t] dp (1.11)



tanimin1 vermistir. Fourier, buradaki u sayisinin pozitif veya negatif herhangi bir deger
olabilecegini belirtmistir.
1823-N.H.Abel, kesirli islemleri ilk olarak kullanan bilim adamidir. Abel, bir

integral denklemin ¢oziimiinde kesirli hesab1 kullanmistir. Abel’in integral denklemi,
X

k = f (x — t)"V2f(t)dt (1.12)
0

seklindedir. Abel, bu denklemin sag tarafina Vr[d~1/2/dx~/2|f(x) yazarak diizenleme

yapmis ve
1/2

formiiliinii vermistir. Abel, bu denklemde f(x)’i belirleyerek kesirli hesapta 6nemli bir
basar1 saglamistir.

1832-J.Liouville, kesirli hesaptaki ilk biiyilk c¢alismay1r gergeklestirmistir.
(d'/2/dx/?)e?* ifadesini diisiinmiis ve kesirli operatorleri kullanarak mekanik ve
geometrinin bazi1 problemlerini ¢ozmiistiir.

Kesirli operatdr tanimina eklemek i¢in tamamlayict bir fonksiyonun varligindan da
s0z etmistir. Bu tamamlayici fonksiyonun varligini ispatlamaya ¢alismistir. Ancak basaril
bir sonuca ulasamamistir. Ayrica, iki fonksiyonun ¢arpiminin kesirli tiirevi i¢in de bir
metot gelistirmistir.

1834-J.Liouville, izokron problemlerinden soz etmistir. Ayrica keyfi mertebeden

tiirevler i¢in,
DVe® = qa’e® (1.14)

tanimin1 gelistirmistir. Liouville, kesirli bir tiirev i¢in,

NgE

flx) = c,e®*, Rea, >0 (1.15)
n=0
D¥f(x) = z cparen* (1.16)
n=0



formundaki seride, bir f(x) fonksiyonunun keyfi tiirevinin agik olarak yazilabilecegini

diisinmustiir. Liouville, ikinci bir tanim elde etmek i¢in gamma fonksiyonu ile iliskili,
I =J. utlte=XUdy, a>0 x>0 (1.17)
0

belirli integralini kullanmigtir. Burada xu =t alarak,

I= x‘af t%le~tdt = x7%T'(a) (1.18)
0
veya
a1 (1.19)
x4 = e :

formiillerini vermistir. Liouville, bu son denkleme DV operatoriinii uygulayarak da,

udtv-le=xtuqy (1.20)

D'Ta+v) _,_,
r@

DVx™% = a>0 (1.21)

tanimina ulagmistir. Ayrica bahsettigi tamamlayici fonksiyon iizerine ¢alismalarini devam

ettirmistir.

d"y

—=0 1.22
T (1.22)

integral denkleminin y, = ¢y + ¢;x + c,x% + -+ ¢,_1x™ 1 seklinde tamamlayici bir

¢ozlime sahip oldugunu belirtmis ve keyfi u degeri i¢in,

d“y

denkleminin de tamamlayici bir ¢6ziime sahip olup olmadigini tartigmistir.



1839-S.S.Greatheed, Liouville’un tanimini kullanarak, kesirli diferansiyel i¢in bazi
formiiller gelistirmistir. Bu ¢alismasina, kesirli tiirevleri kullanarak Taylor teoremini de
eklemistir.

1841-D.F.Gregory, operatirler hesabt taniminin kurucusudur. Sembolik formu,

u(x,t) = Ae*a*’? 4 po-xap'/? (1.24)
seklinde olan,
0%u ou

— 2 (1.25)

oz %ot

ile tanimlanan 1s1 denklemini vermistir. Bu form daha sonra, Heaviside tarafindan da
kullanilmistir.

1842-A.De Morgan, kesirli operator sistemlerinden bahsetmis ve D*x% seklinde bir
form gelistirmistir.

1846-P.Kelland, daha once Peacock tarafindan da kullanilan, cebir i¢in uygulanan
esdeger formlarin siireklilik ilkesinin, biitiin sembolik operatorler icin gecerli oldugunu var
saymistir. Kelland, bu ilkenin sonucu olan cebirsel formiillerin, sembolik operatorlerin
cebirsel sembollerle yer degistirmesi ile dogru formlara doniisecegini diisiinmiistiir. Daha
sonra ise bu diisiincesinde ¢esitli hatalar saptanmastir.

1847-B.Riemann, kesirli integral teorisi ilizerine olan caligmalarina ogrencilik

yillarinda baslamistir. Taylor serilerini genellestirerek kesirli integral tanimina,

-V

—— () = D) =

x
%f(x -t f(t)dt (1.26)
c
seklinde vermistir. Bu tanima tamamlayic1 bir fonksiyon eklemeyi uygun gérmiistiir.
Burada, integralin alt limiti olan ¢’nin ve tamamlayict fonksiyonun degeri ‘0’
alinarak, bugiin, bu formiil, yaygin bir sekilde kesirli integrasyon tanimina uygun olarak
kullanilmaktadir.
1848-C.J.Hargreave, n pozitif bir tamsayr olmamak sartiyla, n. mertebeden

genellestirilmis Leibniz tlirevi lizerine ¢caligmistir .



Boylece,

DYF@ge) = Y () prF@Dr @) (127)

formiiliinii vermistir. Burada, D™ n. mertebeden diferansiyel operator, D¥~" Kesirli bir
operator ve (Z) de T(v+1)/n!T(v —n + 1) seklindedir.
1848-W.Center, kesirli operatorlerin tartisilan iki sistemini agik¢a tanimlamstir.

[lki, Peacock tarafindan gelistirilen,

d\° T(v+1)
—_ v__ _~ 7 v-6
(dx) rw—o+n"° » 920 (1.28)

seklinde, v = 0 iken sonlu sonuglar veren sistemdir. Ikincisi ise, v = 0 iken,

0 _1\0
(d) w EDTOHO, o oo vie>0 (1.29)

dx RO

seklindeki, Liouville tarafindan gelistirilen sistemdir.

1859-H.R.Greer, baslangi¢ olarak, Liouville’un gelistirdigi,
DVe™ = qVe (1.30)

esitligini kullanarak, sinx ve cosx’in adi tiirevleri i¢in ¢esitli formiiller tiretmistir. Ayrica,
%. mertebeden sonlu farklardan da bahsetmistir.

1861-Z.Wastchenxo, Greer’in formiillerine ¢esitli ekler yaparak ¢alismistir.

1865-H.Holmgren, adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri i¢in kesirli hesaplama
teknigi ile ilgilenmis ve ¢esitli yazilar yazmistir. Bu yazilarinda, kendinden 6ncekilerin
bulduklar1 sonuglarin kisith oldugunu dile getirmis ve amacinin tam bir ¢6ziim bulmak

oldugunu belirtmistir. Bu ¢alismalar1 dogrultusunda,
DVy" = DVD?y = DV*2y (1.31)

kuralin1 tanimlamistir. Her ne kadar v bir tamsay1 oldugunda bu kural gecerli olsa da,
modern matematik¢iler v keyfi oldugunda da bu kuralin gecerli olup olmadigini

ispatlamaya calismislardir.



1867-4.K.Griinwald, kesirli operatorler lizerine yaptig1 calismalar neticesinde,

P

o= f (x — O F(£)dt (1.32)

0

formiiliinii elde etmistir ki burada 6, x’in bilinen fonksiyonudur.

1868-A.V.Letnikov, keyfi mertebeler igin,
[DIDPf(x)]7, = [DTPf (0], (1.33)

formiiliinii ispatlamistir. Liouville, Peacock ve Kelland’in ¢aligmalarini da incelemistir.
Ayrica, genellestirilmis Cauchy integral formiiliiniin ana temasi {iizerine calismigtir.
Boylece, bazi1 diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in kesirli hesap teknigini kullanmaistir.

1880-A.Cayley, Riemann’in 1847’deki tezine atif yaparak, Riemann’in teorisindeki
en biliylk sikintinin, keyfi sabitlerin sonsuzlugunu igeren tamamlayici bir fonksiyonun
tanimindan kaynaklandigini ifade etmistir. Tamamlayici bir fonksiyonun varlig1 sorusu ¢ok
fazla karisikliga sebep olmustur. Tamamlayici fonksiyon konusunda, Liouville, Peacock ve
Riemann, bu karisiklik karsisinda hataya diisenler arasindadir.

1884-H.Laurent, Cauchy integral formiiliini genellestirmistir. Genellestirilmis
Leibniz ¢arpim kurali lizerine ¢alismis ancak, integral formda bir sonug elde etmistir.

1887-K.Nishimoto, Cauchy integral formiiliinden yararlanarak,

s [ f(@)
D"f(z) = Zni,C[ (@ — ) dw (1.34)

tanimini1 vermistir ve n yerine v yazarak,

v _T(w+1) f(w)
D¥f(z) = o Cf T dw (1.35)

formiiliinii elde etmistir.

1888-P.A.Nekrassov, Liouville’un v. merteben diferansiyel igin gelistirdigi,

DVe%™ = qVe%* (1.36)
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formiiliinii kullanarak (x — a)?’nun keyfi mertebeli tiirevini bulmustur.

1892-0.Heaviside, kablolardaki elektrik akiminin iletkenlik teorisindeki metotlarini
kullanarak miihendislere ¢ok fayda saglamistir.

a? bir sabit ve u ise sicaklik olmak iizere bir boyutlu 1s1 denklemini,
0°u _ ,0u

ﬁ =a E (137)

olarak belirlemistir ki eger % = p alinirsa,
D*u = a?p (1.38)

olur. Heaviside, p'/2 = d'/2/dx/? = D/? esitlikleriyle dogru sonuglar elde etmistir.
1902-R.E.Moritz, yaptig1 ¢alismalarda anlagilmasi gii¢ olan yeni sembol ve terimler

kullanmustir.

1918-E.Schuyler,
(dY?/dx/?)(dV/?y/dx"/?) = dy/dx (1.39)

esitligini ispatlamaya ve bu ifadeyi yorumlamaya ¢aligmistir. Bu problem 1919°da, Post
tarafindan da ele alinmis ve ¢6zlimii yapilmistir.

1918-L.0 Shaughnessy,
A2y /dx'? = y/x (1.40)

denklemini ¢6zmeye ¢alismis ve bu problem de 1919°da, Post tarafindan incelenip,
¢cOziilmustiir.
1919-E.Post, Kkesirli hesap operatorleri ile alakali iki probleme iki farkli ¢6ziim

liretmeye calismistir. Ik ¢oziimiinde,

X
1
D) = s [ (= 071 e (141)
C
seklindeki Liouville’un kesirli mertebeli integrasyon tanimini, ¢ = —oo alarak kullanmigtir.

Ikinci ¢dziimiinde ise Riemann tanimindan yararlanmustir.
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1919-M.T.Naraniengar,
1 1
D2(x™) = R(n)x""2 (1.42)

denklemi iizerine ¢alismis ve I'(n + 1) /T (n + %) degerine karsilik gelen R(n) katsayisini
gelistirmistir.

1919-T.J.I’'a Bromwich, bazi1 fiziksel problemlerin ¢6ziimiinde kesirli hesap
operatdrlerini kullanmay1 amaglamistir.

1922-G.H.Hardy, ozellikle toplam ve siireklilik teoremlerinin kesirli mertebeden
integral 6zelliklerini, tamsay1 mertebeli olanlarla benzerliklerini g6z 6niinde bulundurarak

incelemistir.

1922-W.C.Brenke, fizikte kullanmak i¢in,

h
o) = ¢ j (h— D2 (D)t (1.43)
0

seklindeki denklem ve bu denklemin uygulamalari iizerine calismistir.

1923-P.Levy, e ifadesinin kesirli tiirevini diisiinmiis ve bunun iizerine ¢esitli
caligmalar yapmuistir.

1924-H.T.Davis, bazi integral denklemlerin ¢dziimiine uygulanmak igin gelistirilen
teori caligmalarinin eksiklerini gidermeye yonelik ¢alismalar yapmustir.

1925-E.Stephens, genel ve kesirli diferansiyeller ile alakali bir kaynakga galismasi
yapmustir. Ancak bu kaynakcada pek ¢ok hata ve eksiklige rastlanmastir.

1927-W.0O.Pennell, kesirli hesap operatorleri lizerine bazi teoremler tiretmistir.
p’y+xy=1,p=d/dx (1.44)

seklindeki lineer bir denklemin ¢o6ziimii i¢in, p’nin bir seriye nasil genisletilebilecegini
ayrintili bir sekilde aciklamistir.

1927-H.T.Davis, kesirli hesap operatorlerini tanimlamada kullanilan ¢esitli
notasyonlart ele almistir. % fcx(x —t)P"1f(t)dt ’yi tammlamak i¢in D7Vf(x)

1
notasyonunu kullanmistir. .D2u + Au = f(x) gibi kesirli iisse sahip bazi diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak i¢in de bu notasyonu uygulamistir.

12



1928-G.H.Hardy ve J.E.Littlewood, standart siniftan bazi fonksiyonlarin keyfi
mertebeli tiirev ve integrali icin tanimlanan Riemann-Liouville tanimini gelistirmeyi
amagclamislardir.

1933-K.S.Cole, biyolojik sistemlerin elektriksel hareketini incelemede, Kkesirli
hesaptan yararlanmistir.

1935-A.Zygmund, Weyl tarafindan ortaya atilan ve trigonometrik seriler igin gok

uygun olan bir kesirli intagrasyon tanimi iizerine ¢calismistir.
1
1936-H.Poritsky, p = d/dx olmak tizere, pz 'nin dogru bir yorumlamasinin nasil

olabilecegini diistinmiistiir. Bunun, tamsay1 tsleri ihmal ederek, p% ’nin  kuvvetlerini
genisleterek elde edilebilecegini iddia etmistir. Ancak, Heaviside tarafindan kesfedilen bu
yontemi ispatlayamamustir.
1936-W.Fabian, kesirli integrallerin ozellikleri tizerine c¢alismis, integral ve
serilerin toplamindan bazi sonuglar elde etmistir. Riemann tanimini genisleterek, kompleks
diizlemde herhangi bir egri boyunca kesirli intagrasyon kavramai tizerine ¢aligmistir.
1940-H.Kober, Hardy ve Littlewood’un buldugu bazi sonuglar1 genisletmis, Mellin

doniisiimlerinden ve

900 = f (x — DT (D)de (1.45)

denklemine ¢6ziim i¢in bir teoremden bahsetmistir.

1941-D.V.Widder, kesirli integraller ile Laplace doniisiimii arasindaki iliskiyi ele
almistir.

1949-M.Riesz, Hagstrom ile isbirligi yaparak, kesirli hesabin temel yonlerini
vermistir. Riemann uzayindaki dalga denklemi, izafiyet teorisi, Lorenz uzay: ve olasilik

teorisinde,

1

I"f(x) = O]

f(x — )V f(t)dt (1.46)

seklindeki kesirli integralin ¢esitli yonlerinden bahsetmistir.
1950-N.Stuloff,

13



o)

8% = ) (=1 () tnso (1.47)

v=0

esitligi ile kesirli mertebenin farklarini ele almistir.

1953-B.Kuttner,

dn
T T = k)f(x—t) ~k=lf(t)dt (1.48)

ve
n___ d" n—-k-1 d 1.49
v k) sy (149

seklindeki iki integral arasindaki iliskiyi diistinmiistiir.

1954-A.Erdelyi, kesirli integraller ile alakali bir kaynakg¢a g¢alismasi yapmis ve

Heaviside’in (d/ dt)% seklindeki operatoriinii ele almistir. Kesirli integrasyon ve ikili
integral denklemler iizerine de baz1 ¢aligmalar yapmustir.

1959-J.L.Lions, Navier-Stokes denklemlerinin agik bir ¢6ziimii olarak bir u(t)
fonksiyonu belirlemis ve bu ¢oziimiin, ¢ ile ilgili kesirli bir tlireve sahip olup olmayacagi
sorusunu ortaya atmistir.

1961-M.A.Bassam, Holmgren ve Riesz tarafindan verilen, keyfi mertebeden iki
belirli integral arasindaki esitligi gostermistir. Boylece, birlestirilmis tek bir tanim elde
etmis ve ‘Holmgren-Riesz Doniisiimleri’ adl1 bir tez yazmustir.

1964-1.M.Gel fand ve G.E.Shilov, hipergeometrik ve Bessel fonksiyonlar1 gibi bir
cok 0zel fonksiyonu, elemanter fonksiyonlarin keyfi mertebeli tiirevleri olarak
yazmislardir.

1964-R.G.Buschman, sinir-deger problemlerinin analizinde, |/ alisilmis Bessel
fonksiyonu olmak iizere; | 000 yPL.(xy)f(y)dy = g(x) ve fooo vy, (xy)f(yv)dy = h(x)
gibi iki integral denklemi tek bir denkleme indirgemek i¢in, kesirli hesap operatorlerini
kullanmis ve | 000 vy, (xy)f (y)dy = F(x) denklemini elde etmistir.

1967-R.N.Kesarwani, Buschman’in ¢aligmasini genisletmis ve kesirli integrasyon

ve bazi ikili integral denklemler {izerine ¢aligmistir.
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1967-M.Caputo, kesirli hesap teknigi ile alakali,

F M (Ddr
(a —n)) (t —p)a+ti—n’

EDEF(t) = = n—1<a<n) (1.50)

seklindeki formiilii tanimlamistir.
1967-T.P.Higgins, homojen olmayan diferansiyel denklemlerin bazi uygulamalarini
ele almis ve kesirli hesap operatorleriyle elde edilen sonuglarin, formiiller {izerinde basit
sadelestirmeler yapilarak, diger alisilmis yontemlerle de elde edilebilecegini iddia etmistir.
1968-G.V.Welland, [1/T(B)] f_xoo(x — t)A71f(t)dt kesirli integrasyonu icin
Liouville’un tanimindan yararlanmis ve Zygmund’un bazi ¢aligmalarini genisletmistir.

1970-K.B.Oldham ve J.Spainer, adi diferansiyel olarak adlandirdiklari, % mertebeli

d% f@®/ dt% seklindeki operator yardimiyla elektrokimyasal kinetikleri aciklayabilecekleri
yeni bir yontem bulduklarini iddia etmislerdir.

1970-T.J.Osler, ¢arpim durumundaki iki fonksiyonun tiirevi i¢in, Leibniz kuralinin
baz1 genellemelerini incelemis ve bunlari, bazi sonsuz serilerin ac¢iliminda kullanmistir.
Genellestirilmis bir zincir kurali elde etmis ve bu kuralin bazi 6zel durumlarini
arastirmistir. Genellestirilmis Cauchy integral formiiliinden faydalanarak, kesirli bir tiirev
tanimlamistir.

1971-E.R.Love, Kesirli diferansiyeli, mertebenin sadece imajiner oldugu durumlar

i¢in tanimlamis ve alisilmis tanimlar1 da imajiner mertebe durumlarina genisletmistir.
1971-M.Shinbrot, Lions’un c¢alismalarini ilerletmis ve mertebesi % olan kesirli

diferansiyelleri ispatlamaya ¢alismistir.

1972-T.R.Prabhakar, kesirli integrasyonu kullanarak, iki degiskenli hipergeometrik
fonksiyonlar1 igeren bazi integral denklemler iizerine calismistir.

1993-K.S.Miller ve B.Ross, kesirli hesaplar iizerine yapmis olduklar1 ¢aligmalar

neticesinde,
DEf(t) = D%1D% .. D% f(t), a= (ay,ay, .., ay) (1.51)

esitligini vermislerdir [1,2,4].
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonlar: biitiin x degerleri igin asagidaki gibi tanimlanir:

N!N*
r = 1i . 2.1
(x) = lim, {x[x T+ 2+ N]} (21)
Ancak, x > 0 degerleri ile sinirli olsa da,
I'(x) = f e Vy*1ldy, x €R (2.2)

0

tanimi1 da ¢ok kullanishidir. Bu tanima kismi integrasyon yonteminin uygulanmastyla,

gamma fonksiyonunun en temel 6zelliklerinden biri olan,
Fx)=x—-1DI'(x-1) (2.3)
formiilii elde edilir. Bu formiil, x sifirdan biiyiik ve tamsay1 degerler aldigi zaman,

n=1
r()=1 (2.4)
'n+1) =n!

esitliklerini verir. Gamma fonksiyonunu sifirdan kiigiik tamsayr degerler igin de

tanimlayabiliriz:

Fx—1) =

1
o™ (2.5)

ifadesi, I'(0),I'(—1) ve diger biitiin negatif tamsayilar i¢in gamma fonksiyonunun

degerinin sonsuz oldugunu gdosterir. Ancak oranlar1 sonludur:

I'(—n) B
[(—=N)

N!
n’®
n!’

[=N][=N + 1] ...[-N — 2][-N — 1] = [-1]"- (2.6)

16



Tablo 2.1. Baz1 n degerleri igin gamma fonksiyonunun degerleri [1].
r(=3/2) = (4/3)Vr ra=1
[(-1) =t r(3/2) = (1/2)Vn

r(-1/2) = -2vr re)=1
I'(0) = foo r'(5/2) = (3/4)Vn
r(1/2)=+vn rd)=2
[T(x) = C(x+1)

=-2.5 F

7.5

-10 L

Sekil 2.1. Gamma fonksiyonu egrisi [1].

Gamma fonksiyonunun 6zellikleri arasinda,

—mcsc(mx)
r(2x) = 4*T(x)T[x + (1/2)] (2.8)

2\

21 n* 1M T
[(nx) = \/;[ \/E] UF[x+(k/n)] (2.9)

ifadeleri de yazilabilir.
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Uygulamalarda ¢ok karsilasilan,

[i—q) T(—q)

FCq) TG+ 1D (210)

oranlarinin hesaplanmasinda ¢ok faydali olan,

i —q

TG+ D) (211)

orani ise,

I'@i—q) —q—1 i
F(—q;r(iq+ D (l : ) = -1 (}) (2.12)
olarak yazilabilir. Ayrica burada,

= i — q—1 n—q

;( i )=( n ) (2.13)

seklindeki esitlik de ileriki konularda faydali olacaktir [1,5,6].

2.2. Beta Fonksiyonu

p,q > 0 olmak lizere beta fonksiyonunun tanimi,

1

B(p,q) = ]tp‘l(l — )97 1dt (2.14)
0

ile verilir. t =1 — x degisken doniisiimii ile beta fonksiyonu argiimanlarina gore simetrik

olup en belirgin 6zelligi,

_I'(mMr(q) _
B(p.q) = ot - B(q,p) (2.15)
seklindedir [7].
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2.3. Laplace Doniisiimii

Biitin v  degerleri i¢in dz diferintegralinin Laplace doniigimiinii bulmak
miimkiindiir. Laplace doniigiimii,
dvfy [ __dvf
A Qe -sx 221
L{dx”} fe Tn dx (2.16)

0

seklinde ifade edilir. v’niin tamsay1 degerler aldigi durumlarda tiirev ve integralin Laplace

doniisiimleri,
n-1
dnf n n-1-k dnf
L{ﬁ} =S L{f} — Z S W (O), n= 1,2,3, (217)
k=0
d"f o
{dx‘”} =sTL{f}, n=0,12,.. (2.18)

olarak verilir. Bu iki denklem tek bir ifade ile,

N-1
de dN—l—kf
L{—de} = s"L{f} - Z s = (0), N=+1,42,43, .. (2.19)
k=0

seklinde gosterilir. Burada st limit, N — 1 sayisindan biiyiik herhangi bir tamsayi ile

degistirilebilir. En son verilen ifade, v’niin biitiin degerleri igin,

dxv dxv—l—k

L {dvf } = SYL{f} — ni LA (2.20)
k=0

seklindedir. Burada n tamsayisi, n — 1 < v < n olacak sekilde secilmistir [1,8].
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2.4. Mittag-Leffler Fonksiyonlari

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 kesirli diferansiyel yonteminde olduk¢a yaygin

kullanim alanina sahiptir. Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

Eq(z) = kzom (2.21)

ile verilir. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise,

Eqp(z) = kzzom (2.22)

seri acgilimi ile verilir.

Bu denklemde a« =1 ve f =1,2,..,m alirsak, en genel haliyle,

1 @ k
Eym(z) = Smi {ez - z %} (2.23)

k=0

esitligi elde edilir. Mittag-Leffler fonksiyonunun bazi 6zel durumlart ise,

d 72k = 42k
2\ — _ - —_— —
Eyq(22) = Z T Z G = Cosh(?) (2.24)
k=0 k=0
E,,(2?) = i z?e i z?*1 sinh(z) (2.25)
22 = L T2k +2)  Lik+D! -z '
k=0 k=0
seklindedir [1,9].

2.5. Kesirli Hesaplamada Temel Teoremler

Rev >0 ve f fonksiyonu, J = [0,0) araligmin herhangi sonlu alt araliginda
integrallenebilir ve J'= (0,0) araliginda pargali-siirekli bir fonksiyon olsun. Bdylece

t > 0 icin, v mertebeli f fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali,
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oDy f(x) =

Lfx(x — )V (t)dt (2.26)
I'(v) J '

seklinde verilir. Bu tanimdan fonksiyonlarin bir C smifindan bahsedilebilir. Ornegin,
f®) =|t—al’,A>—-1,0<a <t seklindeki bir fonksiyonu igerecek sekilde C smifini
belirleyebiliriz [2].

2.5.1. Teorem: f fonksiyonu, J = [0,0) araliginda siirekli ve u,v > 0 olsun. Boylece

her t igin,

DV[D7Hf(8)] = D~V f(¢) = DTH[DVf(2)] (2.27)
esitligi yazilabilir [2].

2.5.2. Teorem: f fonksiyonu, J = [0,%0) araliginda siirekli ve v > 0 olsun. Boylece:

a) Eger Df C smifindan ise,

0
D™HDf ()] = D7Uf(t) — %t” (2.28)
b) Eger Df J’de siirekli ise, boylece t > 0 igin,

0
DID7Vf(t)] = D~Y[Df (t)] + %t”‘l (2.29)

esitlikleri yazilabilir [2].

2.5.3. Teorem: p pozitif bir tamsay1 olsun. DP~1f fonksiyonu J’de siirekli ve v > 0

olsun. Boylece:
a) Eger DPf C sinifindan ise,
D7Vf(¢) = D™""P[DPf()] + Qp(t, V) (2.30)
b) Eger DPf J]’de siirekli ise, boylece t > 0 igin,
DP[D™"f(t)] = D¥[DPf()] + Qp(t, v — p) (2.31)
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esitlikleri yazilabilir ki burada,

+k

p—-1
tv
Qp(t,v) = ;mukf(o) (2.32)

seklindedir [2].

2.5.4. Teorem: f fonksiyonu J’de siirekli bir tiireve sahip olsun. p pozitif bir tamsay1 ve

v > p olsun. Boylece her t € | icin,

DP[D"f(t)] = D-UP)f (1) (233)
esitligi yazilabilir [2].

2.5.5. Teorem: p ve q pozitif tamsayilar, p ve v de pozitif sayilar olmak {izere,
p—v=q—HU (2.34)

esitligi saglansin. r = max(p, q) olacak sekilde, f fonksiyonu J’de r siirekli tirevlerine
sahip olsun.

Boylece her t € ] i¢in,

D7V[DPf(t)] = D™H[DIf(D)]

r-1 tv-ptk .
+sgn(q —p)kz;r(v_ e LIIC) (235)

olur ki burada s = min(p, q) olup, her t € J' igin,

DD f(t)] = DP[D™*f(1)] (2.36)

esitligi yazilabilir [2].

2.5.6. Teorem: P(z; p) ve Q(z; q) iki polinom, p ve q da z’nin dereceleri olmak iizere bu

iki polinom sirasiyla,
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p

P(z;p) = Z agzP*

k=0
P
= a, 1_[(2 - Zj), a,#0,pEN (2.37)
ve
Q(zq) = Z b z?7¥, by # 0,q €N (2.38)

seklinde tanimlansin. Ayrica, verilenf fonksiyonu i¢in f_,, # 0 durumu mevcut olsun.

Boylece,

M"cs

P(z;p)¢u(2) +

Pk(Z P)+Z Qk 1(z; CI)] Gu-r(2)

k=1
v
+(0)atbotun @ = F@, wveRip.qgeN (2.39)

seklindeki homojen olmayan lineer adi kesirli diferintegral denklem,

b(z) = [(1]:—(1;_;(?)eH(z;zzxq))_1 e—H(z;p,q)l , z€C\{z, .., 2,} (2.40)

v—u+1

formunda 6zel bir ¢6zlime sahiptir. Burada,

H(z;p,q) = gg' Zi dq¢, zeC\ {Zl, ...,Zp} (2.41)
dir. Ayrica,
p
P +| ) () Pezip) +Z )@@ q)] bui(2)
k=1
+ (Z) q'botpy—q-1(z2) =0, w,v€E€R;p,q€EN (2.42)
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seklindeki homojen lineer adi kesirli diferintegral denklem,

¢(z) = K(e HEPD) (2.43)

v—u+1
formunda 6zel bir ¢6ziime sahiptir. Burada H(z; p, q), (2.41)’de tanimlandig: gibidir [10].
2.6. Kesirli Tiirev ve Integrallerin Ozellikleri

i) Lineerlik

f(2) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olmak iizere, f, ve g, mevcut ise,

[hif (2] = hafy(2) } (2.44)
[h1f(2) + hg9(2)]; = hif5(2) + hpg,(2)
dir. Burada, h, ve h, sabitler, n € R; z € C’dir [6].
i) Homojenlik
C herhangi bir sabit olmak iizere,
v v
d?x (—C]c?)” =C d(xd—fa)” (2.45)
seklindedir [1].
iii) Olcek Degisikligi
Bir fonksiyonun alt limit a’ya gore 6l¢ek degisikligi,
x->fx—a)ta (2.46)
seklindedir. Buradaki 8 6l¢ek faktorii olup sabittir. Eger alt limit sifir ise,
x = Bx (2.47)

olur.
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Alt limitin sifirdan farkli oldugu durumlarda 6l¢ek degisikliginin diferintegrale
etkisi,

dfBGx—a) +a)  _ dif(B(x—a) + )

=p7H (2.48)
dpa—a) | de—aP
seklinde verilir. « = 0 oldugu durumlardaki 6l¢ek degisikligi,
da# dak
FBR) o ) .49

[d(Bx)]# [dx]#
olarak verilir [1].

iv) Bir Serinin Diferintegrali

Diizgiin yakinsak bir serinin diferintegral operatoriiniin dogrusallik 6zelliginden,

biitiin v degerleri i¢in serinin diferintegrali,

© dvf)
d(x — a)vz fi = d(x —a)? (250)

seklinde alinir ki bu seri de diizgiin yakinsak olur [1].

v) Birlesme Ozelligi

DeDF = pBp«= (2.51)
D*DF = pa+h (2.52)
Df=g->f=D" (2.53)

seklindeki islemler belirli durumlarda gecerlidir. « ve S pozitif tamsayilar olmak iizere

a— f <0 oldugu zaman,

DE DB = WDfF (2.54)

durumu gecerlidir. Fakat dnce tiirevin sonra da integralin alindig1 durumlarda ise,
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oD LDEFO] = oD (D) - Z (t C=D farin (o) (2.55)

esitligi gegerlidir. Ayrica bu 6zelliklerden hareketle, diferintegrallerin indis kanunu; f(z)

analitik ve tek degerli fonksiyon olmak iizere, ( fp)n ve ( fn)p mevcut ise,

[/@], = forn(@ = [H@D] (2.56)

seklinde ifade edilir. Burada, p,7 € R; z € C ve % < oo seklindedir.
Diferintegrallerin diger baz1 6zellikleri ise;

(e”)77 = AMe? (1 # 0;n € R;z € C) (2.57)

(e"“)77 =e M Me=22 (1 + 0;n ER;z € C) (2.58)

(zl)n = —mﬂ% A= (n ER;zEC; ﬁ( >y oo) (2.59)

seklindedir. Burada, A degeri sabittir [1,2,11].
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3. METOT VE MATERYALLER

3.1. Griinwald Tanimi

Gamma fonksiyonlariin,

My _(i—n—-1y  T(@{-n)
1) (i)_< i )_F(—n)[‘(i+1) 3.1

iliskisi kullanilarak, tamsay1 degerler icin tiirev ve integral tek bir formiil ile,

anf . (%)_n -« (i —n) x —a
dG—ar A T TG+ D flx=i—y

) (3.2)

seklinde ifade edilir. Son esitlikte n yerine biitiin degerleri alabilen v yazarsak,

v (X —a\VnN-1_ B _
L = lim ( N ) F(l U) (x _ ix a)
d(x - a)v N—oo F(—v) L F(l + 1) N
o I'i —v) —a
~ <x - a> Z T(—v)IG + 1)f( N (3:3)

seklinde Griinwald’in diferintegral tanimin1 elde ederiz. Bu tanimin en biiyiik avantaji;
verilen bir fonksiyonun diferintegralinin o fonksiyonun tiirevlerine veya integrallerine

ithtiya¢ kalmadan, sadece kendisinin aldigi degerler ile bulunabilmesidir. Bu formiilde

V)
—i)

['(—v), g ’nun pozitif degerleri i¢in sonsuz, ancak orani sonlu bir sayidir [1,5].
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3.2. Riemann-Liouville Tanimi

Kesirli diferansiyel denklemlerin ifadelerinde kullanilan en 6nemli tanim Riemann-

Liouville tanimidir. Bu tanim en genel haliyle,

D:Vf(x) = f(x —t)P"1f(t)dt, Rev >0,t >0 (3.4)

r(v)

seklindedir. Burada ¢ = 0 i¢in denklem,

oD f(x) = f(x —t)""1f(t)dt, Rev>0,t>0 (3.5)

L)

seklinde yazilir. Ayni sekilde ¢ = —o i¢in denklem,

D7 f(x) = % j(x —t)""1f(t)dt, Rev >0,t>0 (3.6)

formundadir. Buradaki D~Y, v. dereceden kesirli integral operatoriidiir. Riemann-Liouville
diferintegralinin tanimu,

d’f dn

d(x —a)? dx™ [F(n

v)j(x—t) ~--le)de|, n—1<v<nv=0 (3.7)

ve v < 0 i¢in ise,

avf
dix —a)? I(

1 Y
> j(x —t)UTIf(t)dt (3.8)

seklinde verilmektedir [1,2].
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3.3. Caputo Kesirli Tiirevi

Kesirli diferansiyel teknigin Riemann-Liouville tanimlari, diferintegraller ve
uygulamalar1 ile ilgili matematiksel g¢alismalarda ¢ok biiyilk rol oynamistir. Bununla
beraber modern teknolojinin gelisimi matematigin uygulama ve ele alinig seklini de
etkilemistir.

Kesirli diferansiyel tekniginde, baslangi¢ kosullarini fiziksel durumlara en uygun

sekilde veren Caputo olmustur. Caputo’nun tanimu,

g ™ (1)dr
(0( —_ Tl) (t — T)a+1—n’

EDEF(t) = = n—1<a<n) (3.9)

ile verilir. Caputo yaklagiminin en temel avantaji, Caputo kesirli tiirevlerinin tamsayi
dereceden diferansiyel denklemlerdekiyle ayni formda baslangi¢ kosullarina sahip
olmasidir. Bagka bir ifadeyle t = a alt limitinde, bilinen bir fonksiyonun tam derece

tiirevlerinin limit degerlerini icermesidir [6].
3.4. Diferintegralin Diger Tanimlari
3.4.1. Cauchy Integral Formiilii Yardimu ile Diferintegral Tanim

C yolu tizerinde ve i¢inde analitik olan bir f(z) fonksiyonunun n. dereceden tiirevi,

d"f(z) n! f(z")dz'

dzn  2mi) (z' — z)ntt
C

n=0,neZ) (3.10)

seklinde olup, z’', C kapali yolu tizerindeki bir noktayr ve z de C iginde herhangi bir
noktay1 gostermektedir. Burada, z noktas1 reel eksen iizerindeki bir nokta olarak alinirsa,

herhangi bir v degeri igin,

dzV? 21 z' — x)vt1 (31D)

d’f(x) T+ ng f(z")dz'
= i j g

formiilii yazilir.
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A Z-dazlemi

C

U

F

Sekil 3.1. Cauchy integral formiiliniin C yolu [1].

Bu formiil, Sekil (3.1)’de gosterilen C yolu i¢in ve v’niin pozitif tamsay1 degerleri
i¢in gegerlidir. v’niin negatif tamsay1 oldugu durumlarda ise, I'(q + 1) fonksiyonu sonsuz
olacagindan tanimsizdir. v’niin negatif ve tamsayidan farkli degerleri i¢in ise, diferintegral
tanimi olarak kullanilabilir. Ancak, bu durumda x dal noktas1 olacagindan kesik ¢izgisinin
yoniine dikkat etmek gerekecek ve C yolu da artik Sekil (3.1)’deki gibi olmayacaktir.

Z - dizlemi

R —o

1
=1

Sekil 3.2. Diferintegral formiiliindeki C yolu [1].

Kesik cizgisini dal noktasinin solunda ve reel eksen lizerinde sonsuza kadar

uzanacak sekilde secer ve C yolunu da Sekil (3.2)’de gosterildigi gibi alirsak,

v<0,#*7Z (3.12)

dzv z' — x)vtl

d’f(x) T(w+1) f(z")dz'
T 2mi ff (

formiliinii v’nilin negatif ve tamsayidan farkli degerleri i¢in diferintegral tanimi olarak
kullanabiliriz. Burada, C yolunun yar1 ¢apinin sonsuza gittigi durumda saat yoniinde

hesaplanacaktir [1].
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3.4.2. Riemann Formiilii

Biitlin v degerleri icin gegerli olan Riemann formiild,

avxt F'(u+ 1)xH?

- o> -1 3.13
v Tu-v+1n’ * (313)

seklinde tanimlanir. Bu formiil, m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

dMx™ m!

dxm (m —n)! X (3.14)

formiiliiniin, u > —1 sart1 altindaki bir genellemesidir [1].
3.4.3. Genellestirilmis Leibniz Formiilii

f(z) ve g(z) n_kath diferansiyellenebilir, analitik ve tek degerli fonksiyonlar
olmak iizere, Leibniz formiilii bu iki fonksiyonun ¢arpiminin, herhangi bir mertebeden

tiirev ve integralini ifade eder. Leibniz formiilii:

DF@g@)] = f@g@ly = Y (1) 7 1D g ()] (3.15)
n=0
C r(n+1
FOIO = Yty @a) (16
n=0
F(n+1)

formundadir. Burada, n € R;z € C ve | < oo geklindedir [1,2].

rm—n+1)r(n+1)

3.4.4. Laplace Doniisiimii Yardimi ile Diferintegral Tanmim

Diferintegral, Laplace doniisiimii yardimi ile negatif v degerleri igin,

d’f (x)

dxV

= L7 s"f(s)], v<O (3.17)

esitligi ile tanimlanir. Burada f(s), f(x) fonksiyonunun Laplace déniisiimiidiir. v > 0

degerleri i¢in ise, Laplace doniisiimii yardimi ile diferintegral tanima,
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n-1 dv-1-k
-t s"f(s)—z T ],:(0)] v>0 (3.18)

o

dxv1,

seklinde verilir. Burada, v >0 ve n tamsayisi da n—1<v <n olacak sekilde

secilmelidir [1].
3.5. Diferintegrallerle Tlgili Baz1 Matematik Teknikler
3.5.1. Belirli integrallerin Alinmasi
Baz1 belirli integralleri hesaplamak igin diferintegrallerden de yararlanabiliriz. x”
fonksiyonunun diferintegralini Riemann-Liouville tanim1 ve
x'=x—xA (3.19)

doniisiimii ile yazarsak,

j AdA L (3.20)
dxV F( V) Av+l v '
bulunur. Burada,

t = —In(1) (3.21)

olacak sekilde bir doniisiim daha yaparsak,

oo

=T'(—v)[ (v + 1) = mcsc(vmr) (3.22)

f eXp(t)

0

elde ederiz. Riemann-Liouville taniminda (3.19) donisiimiinii herhangi bir fonksiyon i¢in

yaparsak,

avf

j flx—x)d(A7") =T —v)x¥ v v <0 (3.23)
0

32



bulunur. Ayrica, A7V —» t ve —1/v — u degisimlerini yaparak (v pozitiftir ancak, tamsayi
olmak zorunda degildir.) baz1 belirli integrallerin alinmasinda ¢ok yararli olan,

x1/u

d—l/uf
dx_l/ﬂ

f fx—xtt)dt =T (MTH)x_l/”

0

(3.24)

formiilu elde edilir.

Ozel olarak x = 1 secilirse,

x1/u

Of F(l—t")dt =T (“ : 1) 7

(3.25)

Ty
dx—1/u et

bulunacaktir [1].

3.5.2. Serilerin Toplamlarinin Bulunmasi

1970 yilinda Osler tarafindan verilen ve Leibniz kuralinin seri sekli olan,

d’[f()g()] i ( v ) A"V dY g
dxV B n+y/dxv Y dxytn
n=-—oo
~ i M+ 1) dvrkfdrtkg
B Tw—n—y+ DIy +n+1)dxvr-kdxr+k

(3.26)

n=-—oo

formiilii, bazi serilerin toplamlarinin bulunmasini saglar. Burada, y herhangi bir sayidir [1].
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4. KESIRLI HESAP OPERATORLERI YARDIMIYLA SINGULER KATSAYILI
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU

Bu béliimde, kesirli hesap operatorii yardimiyla singiiler katsayili bazi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerini bulmamiza yarayan teoremler verecegiz. Bu konuyla ilgili; Tu
Chyan, Srivastava [10] kesirli hesap teorisini kullanarak adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin 6zel ¢ézlimlerini bulmamiza yarayan teorik ¢alismalar yapmislardir. Bazi
singiiler katsayili diferansiyel denklemlerin 6zel ¢6ziimlerini, Nishimoto [12], Nishimoto,
Romero [13], Romero, Srivastava [14], Srivastava, Owa, Nishimoto [15], Lin, Tu,
Srivastava [16], Lin, Tsai, Wang [17], Yilmazer [18] ¢alismalarinda elde etmislerdir.
Ayrica, Nishimoto [19-24] ¢alismalarinda, kesirli diferansiyel denklemler ve diferansiyel

denklemlerin bazi siniflarinin ¢oztimlerini bulmak i¢in bir takim teoriler gelistirmistir.

4.1. Diferansiyel Denklemlerin Bir Simifi

f (z) bir fonksiyon, ¢(z) = z Y(z) =1+ g += ve a, A, B, T parametreler

z’ z2

olmak tlizere,

d? d
A OB T+ Y@y@) = f(), (z€C\{0]), (4.1)

seklinde tanimlanmis diferansiyel denklemlerin genel bir smifin1 ele alalim. Eger (4.1)

diferansiyel denkleminde,

1
a=0, T=>—y2 (4.2)
4
yazarsak,
1
d2y B 7V
ozt A+ P y(2) = f(2) (4.3)

seklinde homojen olmayan Whittaker denklemlerinin bir ailesini,

B =2, y=€+%, f(z)=0 (4.4)
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yazarsak Hidrojen atomu denklemi olarak bilinen,

dZy 2 e+ 1)
E+(A+Z Z—) ) =0 (4.5)

seklinde homojen diferansiyel denklem elde ederiz. Burada, £ pozitif tamsay1 veya sifirdir.
2.5.6.Teoremi yardimiyla, (4.1) ile verilen homojen olmayan diferansiyel

denklemin 6zel ¢oziimlerini bulmak igin,

y(2) = z2%e™ ¢$(2) (4.6)

doniisiimiini alirsak,

ve
2 d?
3732/ = z9-2omz [Z d_¢ + 209 + mZ)Z@ + {mZZ2 +29mz + 99 — 1)}¢(2) (4.8)

olur. (4.6), (4.7) ve (4.8) esitliklerini, (4.1) ile verilen homojen olmayan diferansiyel

denklemde yerine yazdigimizda,

Zc12_¢)+ [a + 29 + Zmz]d—+ [z +a—-1)+1)+z(m?+2)
dz? dz
+(m(a + 29) + B)]¢p(2) = ztPe ™ f(2) (4.9)

denklemini elde ederiz. (4.9) denkleminde,

a+29 =0,
IO +a—-1)+1=0, (4.10)
m2+1=0,

olacak sekilde alirsak,
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9 = _Ea — > , (4.11)
ve

m = +V i (4.12)
bulunur.

(4.10)’daki esitliklerin, (4.9)’daki homojen olmayan diferansiyel denklemde yerine
yazilmasiyla denklemimiz,
d? d
Z—d) + Zmz—d) + Bp(2) =z Pe ™ f(2), (z€C\{0}) (4.13)
dz? dz
sekline indirgenmis olur. Burada, ¥ ile m, (4.11) ve (4.12)’de belirtildigi gibidir.

2.5.6.Teoreminde,

u=2 p=q=1, ay=h#0, a;=0, by=n+0 ve b, =r (4.14)
alirsak,

P(z;1) = hz, P,(z;1)=h (4.15)
ve

Q(z;1) =nz+r, Q:(z;1)=n (4.16)

olur. Boylece (2.41) tanimindan,

Q(Z;l)dzzfn(+r

H&LD= | 50D %

d{ = In[(hz)"/hem?/h] (4.17)

esitligini elde ederiz.

4.1.1. Teorem: Eger, f fonksiyonu, |f,(2)| < o,v € R ve f_, # 0 ile verilmisse,

d’¢ d¢ _
hzﬁ + (nz + vh + T)E +vne(z) = f(2), (h#0,vER) (4.18)
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seklindeki homojen olmayan lineer adi diferansiyel denklemi,

$(2) = |(fo(2)(h2)T=M/enz/h)  (hz)~r/me~n2/h| (4.19)

v—1

formunda 6zel bir ¢dziime sahiptir.

Ayrica, K keyfi bir sabit olmak iizere,

d*¢ d¢
hzﬁ + (nz + vh + r)E + vng(z) =0, (h#0,veER) (4.20)

seklindeki homojen lineer adi diferansiyel denklemi,

¢(2) = K[(hz)7/"e /"] (4.21)
formunda ¢oziimlere sahiptir.

(4.18)’de,
h=1, n=2m, r=—v, v= % ve f(z)-zV%e ™ f(z) (4.22)

yazarsak (4.13) denklemini elde ederiz. Boylece, (4.13)’deki homojen olmayan lineer adi

diferansiyel denklemin 6zel bir ¢éziimiinii,

¢(Z) — {[(Zl—ﬁe—mz]c(z)) Z—v—leZmz] Zve—Zmz} (4_23)

—v -1

seklinde elde ederiz. Ayni sekilde,

d’¢ d¢ B
Z o + ZmZE +Bp(z) =0 (zeC\ {0} (4.24)

homojen lineer adi diferansiyel denklemi,
¢(z) = K(z¥.e2™m2),_, (4.25)

seklindeki ¢oziimlere sahiptir. Burada 9,mve v, (4.11) , (4.12) ve (4.22)’de verildigi
gibidir. Boylece, tersine islemle, (4.1) ile verilen homojen olmayan lineer adi

diferansiyel denklemin,
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y(2) = 2°e™ $(2)

— Zﬂemz{[(zl—ﬁe—mz]c(z)) Z—v—leZmz] Zve—Zmz} (4.26)

v 1
formunda 6zel bir ¢oziime sahip oldugu goriiliir.

iy ad
A (A+§+Ziz)y(z)=o (4.27)

homojen lineer adi diferansiyel denklemin ¢oziimleri ise,
y(2) = z%e™ ¢(z) = Kz%e™(z".e"2™),_,. (4.28)
seklindedir.

4.2. N-Kesirli Hesap Operatoriiniin Singiiler Katsayih Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi
4.2.1. Teorem: ¢ € {¢:0 #| ¢,| <oo;u€R}ve fe{f:0%]|f,| <oo;u € R}olsun.

1 1/4 — 2
L[¢.Z,y,f]=<pz+<p{1+§+%}=f (¢ #0) (4.29)

homojen olmayan Whittaker denklemi,

(pI — (1/2+ye—i§'/2

e—i{g(y—(l/Z)—ir)] e8¢ (y=(1/2)+i0)

e . (4.30)

_ <[( 70/ ic/2) ) |
y—(1/2)+it

o'l = {1/2+yei(/2—y

_ ([( F/27mi6/2) el c0r-(/2)+im) ] e—i(g(—y—(l/z)—ir)> (4.31)

—-y—(1/2)+it -1 y—(1/2)—it

(pm _ C1/2—ye—i§/2

(1/2)+y ,i¢/2 —-i{ 7(-y—-(1/2)—it) il 7(y—(1/2)+it)
'<[(f€ ¢ )y—(1/2)—ire ¢ ] e*¢ (4.32)

-1 )—y—(1/2)+i‘r
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gDIV — C1/2—yei(/2

_ ([( F/247 mi6/2) =i g(y=(1/2)+im) ] ei{((y—(l/z)—ir)> (4.33)
-1

y—(1/2)+it —y—(1/2)—it

d?¢

d_qz'f = f(z),z € C ve y, T sabitlerdir.

formundaki 6zel ¢oztimlere sahiptir. Burada, ¢, =

Not: Burada, y = 0 olmasi halinde, (4.32) ve (4.33) ¢oziimleri sirasiyla, (4.30) ve (4.31)

¢Oziimleri ile ¢akisir.

Ispat: @ = ®({) olmak iizere,

¢=3"® ((+#0) (4.34)
olsun.

Boylece,
@1 =v{"10 +{"P, (4.35)
ve
0, =v(v—1)7""%0 + 20" 1P, + (YD, (4.36)

olur. (4.34), (4.35) ve (4.36)’y1 (4.29)’da yerine yazarsak;

20w — D® + 200V by + PPy + D S + ot (1/‘;—72)} =f (4.37)

elde ederiz. Esitligin her iki yanin1 {*7 ile ¢arpip gerekli diizenlemeleri yaparsak;

®,0 + 200, + {(vz —v+i— yz) T+ r} = fql-v (4.38)
bulunur. v’yi,
vz—v+§—y2=0 (4.39)

olacak sekilde secelim.
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Boylece,
v=y+1/2 (4.40)
olur.

1.Durum: v = y + 1/2 olsun. Bu degeri (4.34) ve (4.38) esitliklerinde yerine yazarsak,

0 = (V129 (4.41)
ve

1
D0+ P,y + D+ {r + Zc} = f7/2-y (4.42)
elde ederiz.

Simdi de ¥ = ¥W({) olmak iizere,
@ =eXyY (¢ +0) (4.43)
doniisimiinii ele alalim. @ nin bu degerini (4.42) esitliginde yerine yazarsak;
1 -
(e¥¥ )0+ (eX¥ ) 2y + 1) +eXw{r +1} = f(/Dy (4.44)

olur. (4.44)’deki tiirevleri hesaplarsak;

(eMw )1 = 1eMY 4 Ky, = QY + 9)) (4.45)
ve
(eMw )2 = 1M + W) + eMXAW, + W,) = eX(V2Y + 21¥, + ¥,) (4.46)

olarak elde ederiz. (4.45) ve (4.46)’daki esitlikleri (4.44)’de yerine yazarsak;
1
U+ Ry +1+21) + ¥ [(/12 + Z) (+2Q2y +1) + ‘r] = f{/2D Ve~ (4.47)

olur.

40



A degerini,

A 4+2=0
4

olacak sekilde secersek,
A=+2i
2

elde ederiz.

MHA=- %i durumunu ele alalim. Boylece (4.43), (4.47) sirasiyla,
@ = ¥/2y
ve

1 .
Yl + P (il +2y+ D+ ¥ (—i (y + E) + r) = /D7 eil/2

seklinde yazilirlar. (4.51) esitliginin her iki yanina N* operatdriinii uygularsak,

W01, + [P1 (=i + 2y + D], + [111 (—i (y + %) + T)]“ — [f(u/z)—yeic/z]u

esitligini elde ederiz.

Nﬂ(llum(n) = (lpm(n)u (n€e ARV {0}

= > (1) k@™

k=0

seklinde tanimlanan Leibniz formiilii yardimiyla,
(IIUZC)M = l‘U2+u( + .uq]1+u

ve

(P (—i¢+ 2y + 1))# = (=il +2y + D¥,, — iu¥,
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(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)



bulunur. Bu esitlikleri (4.52)’de yerine yazip diizenlersek;

1
Voru§+ Wiy (i +2y +1+p)+ ¥, <T -1 (y + > + ,u))
= (1/2)-y gig/2
(f¢ e )u (4.57)

elde ederiz.

T degerini, T — i (y + ; + ,u) = 0 olacak sekilde secersek,

u=—-it—y—(1/2) (4.58)

bulunur.

(4.57)’de p’niin degerini yerine yazarak,

] 1
(lp1+—ir—y—(1/2))1( + ¥ ii—y—(1/2) (—l({ +1)+y+ —)

2
= [fe@mre?| (4.59)
elde ederiz.
Yiroiv—y-/2) = u=u({) (4.60)
olsun. Bu esitligi (4.59)’da yerine yazarsak;
s (2o = e e o

elde ederiz. (4.61) ile verilen denklem birinci mertebeden lineer adi diferansiyel

denklemdir. Bu denklemi ¢ozersek;

U= [(f((l/z)_yeic/z)_ {—1e—i{€(y+%—ir)] eig*((ir—y—%) (4.62)

it—y—(1/2) _1

elde ederiz.
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@i bulmak igin tersine islemlerle,

¥ =y _1/2)+ir (4.63)
bulunur. Boylece,

@ = c1/2+ye—i(/2

_ <[( Fea/D-yeic/2) e-i5g(r=ir=3) ] el’({(—yﬂf—%)) (4.64)

y-ir=(1/2) -1 y-(1/2)+it

seklinde bir 6zel ¢oziim elde edilir.

(i) (4.41) ve (4.42)’de oldugu gibi benzer bir yol izlersek; A = %i durumu i¢in,

@ = ell/2y (4.65)
ve

1 .
Y+ 2y +1+i)+ ¥ (r +i (y + E)) = f{/2Dyo=i/2 (4.66)

elde ederiz. (4.66) esitliginin her iki yanina N* operatoriinii uygularsak,

1
4’2+M{+‘1/1+#(i(+2y+1+,u)+’{’ﬂ[r+i<y+§+u>]

— (1/2)-y p—i/2
[£¢ e ]u (4.67)
olur. u degerini, 7+ i (y + % + u) = 0 olacak sekilde secersek,

u=it—y—(1/2) (4.68)

bulunur. Bu degeri yerine yazip,
l‘”ir—y+(1/2) =w=w({) (4.69)

esitligini kullanirsak (4.67)’den,
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1 .

g -1 — 1/2)-y ,—il/2 -1
wy +w [(y + 5 i(C+ r))( l =(f¢ Vel )l.r_y_(l/z)( (4.70)
elde ederiz. Buradan, (4.70) denkleminin 6zel bir ¢6ziimii,

w = [: (/D7 e-it/2) (—1ei<((V+%+iT)] e—ifg‘(i”“%) (4.71)

ir-y=(1/2) _1

seklinde bulunur. Boylece, (4.71), (4.69), (4.65) ve (4.41)’den (4.31)’i elde ederiz.

2.Durum: v = —y + 1/2 olsun. Ilk durumda oldugu gibi benzer yol ile (4.32) ve
(4.33)’deki ¢ozlimleri elde ederiz.

4.2.2. Teorem: ¢ € {g:0 #| ¢,| < oo;pu € R} olsun.

1 1/4 —y?
L[¢'5;V;T]=<P2+<P{Z+§+(/(—ZY)}=O ¢ #0) (4.72)

homojen Whittaker denklemi y # 0 igin,

@ = K(1/2+Ve—i€/2(ei({(—y—(1/2)+if))V_(l/z)m (4.73)
D = K(1/2+yei<'/2(e—i({(—y—(l/Z)—ir))V_(l/z)_iT (4.74)
T = K(1/2—ye—i(/2(ei(g(y—(1/2)+ir))_y_(1/2)+iT (4.75)
PIV) = Kzl/z—yei(/z(e—icg(y—(l/Z)—ir))_y_(l/z)_iT (4.76)

formundaki ¢6ziimlere sahiptir. Burada, K keyfi bir sabittir.
Not: Burada, y = 0 olmasi halinde, (4.75) ve (4.76) ¢oziimleri sirasiyla, (4.73) ve (4.74)

¢cOzilimleri ile gakisir.

Ispat: f = 0 oldugunda, v =y + 1/2 ve 1 = +(1/2)i degerleri igin,
1
u1+u[—i+<y+——ir>{‘1] =0 (4.77)

2

ve
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wy +w [(y + % + ir) C"l] =0 (4.78)

bulunur. Boylece, (4.77)’den (4.73); (4.78)’den ise (4.74) ¢oziimlerini elde ederiz. Ayni

zamanda, v = —y + 1/2 degeri goz Oniine alindiginda, (4.77) ve (4.78)’de y yerine -y
gelir. Buradan, (4.75) ve (4.76) ¢oziimlerini elde ederiz.

4.2.3. Teorem: ¢ € {¢: 0 # |p,| < co;n € R}ve f € {f:0 # |f,| < ;1 € R} olsun.

Lig,r;pnl = ¢,(1—1) =12+ Dr+gn(n+28) = f (r#{-11}) (479

seklindeki homojen olmayan Gegenbauer diferansiyel denklemi,

l<(4ﬁ2—1)+2n(n+23))
¢I = {[fn(n+2ﬁ)(1 - r2)2 2p+1 ]
-1

2B+1

(1- rz)_z( 2B+1

1 (ZB+1)2+2n(n+2ﬁ))
} ( (4.80)

B (2,8+1)+n(n+2[>’))
2p+1

1/ (4B%-1)+2n(n+2p)

! —(1—r)11irr <[f(1—r)2 r— 1}@(1;:)( r2) 2 < 2p-1 ))

1—2B

-1

() a-ry? e

(4.81)
_((1—2,8)+n(n+2,8))
128

1/(4p?-1)+2n(n+2p)

o = (1 +_r)1{%§1 <[f(1-+'r)2 r+1]n(n+2ﬁ)<1 +-T>(1'_- 9 §< - >)
128

-1

.(1 —-r) (1-—-r2) <(232_11;;ff(n+2ﬁ)> (4.82)

1+
_((1—Zﬁ)+n(n+zﬁ))
128

formundaki 6zel ¢oziimlere sahiptir. Burada, ¢, = ?Tf n=012), ¢pg=0¢ =),

f =f(2),z € C, B ve nsabitler olup g # {—%%} dir.
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ispat:
(1) (4.79) esitliginin her iki yanina N operatoriinii dogrudan uygularsak,

[¢(1 = 7)), — [$1(28 + D], + [pn(n + 28], = (f)y (4.83)
olur.
(2.44), (2.56) ve (3.16)’y1 kullanirsak,

[02(1 =7)]y) = P24y (1 = 12) = 20147 (4.84)
ve
[p1(28 + D]y = 2B + Dp1yyr + 26 + 1oy, (4.85)

bulunur. (4.84) ve (4.85)’1 kullanirsak, (4.83) esitligini,
Poey (1 —1%) = G149 [(2n + 28 + D] + ¢y [n® + 280 — (28 + Dl = f, (4.86)

seklinde elde ederiz. n degerini, n? + 28n — (2 + 1)n = 0 olacak sekilde segersek,

n(n+ 2p)

— TR (4.87)

bulunur. Bu degeri (4.86)’da yerine yazip gerekli diizenlemeleri yaptigimizda,
@B+ 1)?2+2n(n+2B)\ r
PG T P w1 )i
= fn(n+2[s’)(1 - TZ)_l (4.88)
2B+1

esitligini elde ederiz.
¢, nr2p) =y = y(r) (d) =) n(n+2[>’)> (4.89)

tT2p+1 1 g

seklinde alip bu esitligi (4.88)’de yerine yazarsak,
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2B +1)% +2n(n + 2pB)
yl—yK g 28 +T;n B)l_rrz =fn(2nﬁ++zlﬁ)(1—r2)‘1 (4.90)

formunda birinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklem elde ederiz.

(4.90) denkleminin 6zel ¢ozimii,

Frmezpy(1 —12)? 2h+1 2 2p+1
2h+1

. (4.91)

1((432—1)+2n(n+23)> _1((2ﬁ+1)2+2n(n+2ﬂ))
(1-71%)
-1

seklinde bulunur. Boylece, (4.89) ve (4.91)’den (4.80) ¢Oziimiinii elde ederiz. Burada,
(4.91)’ in (4.90) esitligini sagladig1 agik¢a goriilmektedir. Yani, (4.88) denkleminin bir
¢Oziimii (4.80)’dir. Sonug olarak, (4.80) esitligi (4.79) denkleminin bir ¢dziimiidiir.

(ii) ikinci ¢oziimii bulabilmek igin,
p=0A-1", P=9) (4.92)

doniisiimiinii yazarsak,

¢ =—t(1 -7 ""P+ A -1)Y, (4.93)
ve
¢, =t —DA-r""P 211 -1 + (1 = 1Y, (4.94)

olur. (4.92), (4.93) ve (4.94)’i (4.79)’da yerine yazip gerekli diizenlemeleri yaparsak,
A —r)HY, — [2t+ 28 + Dr + 21]Y,4
Htz-1DA+r)+1RA+Dr](1=r)t+nm+ 28 =f1-7r)"" (4.95)

esitligini elde ederiz. Burada, T degerini, 7(t — 1)(1+7r) + t(28 + 1)r = 0 olacak
sekilde secersek,

_ 0 _1-2pr
n=v e

bulunur.
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7, = 0 durumunda, (i)’de buldugumuz ¢6zlimiin aynisint elde ederiz. 7, =

olsun. Boylece, (4.92) ve (4.95)’den,

1-2f0r

b=1-r) Ty
ve

2pr—1

(1 —=r)Y, —[2F — Dr —2]Yy + [n(n + 2P = fF(1 — 1) T+

yazariz.

(4.97)’nin her iki yanina N operatériinii uygularsak,

(1 = 1224y — [(2B8 — 20 — Dr — 2]thy4y + [(28 — D + n(n + 2B) Iy
2pr-1
=|f(1—r) 1+ ]
n

elde ederiz. n degerini, (28 — 1)n + n(n + 2B) = 0 olacak sekilde segersek,

_n(n+2ﬁ)
1-2p

olur. (4.99)’u (4.98)’de yerine yazip gerekli diizenlemeleri yaparsak,

l[) nn+2p) +
2+ o

2B —1)?+2n(n+2B8)\ r 2
K 2p—1 > 1—72 1-— er ¢1+n(1n_~;2ﬁl?)

_ [f(l — r)%]n(mm (1-7r2)1

1—28

elde ederiz.

V. nmr2p) =9 =9@) ('l’ = (g)_l_n(n+2[>’)>

=8 1-28

seklinde alip bu esitligi (4.100)’de yerine yazdigimizda,
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1+r

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)



@2 -1D2+2n(n+2B)\ r 2
91+9K 26 —1 )1—r2_1—er

2pr—1

_ [f(l _ r)W]n arapy A= TD7 (4.102)
I2p

formunda birinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklem elde ederiz.

(4.102) denkleminin 6zel ¢oziimii,

2Br—1 1—7r _1((4B*-1)+2n(n+2pB)

I R P R s

-1

1((2[?2—1)2+2n(n+2ﬁ)>
) (1- rz)z 2p-1

.(1 T (4.103)

1-r

olur.
Boylece, (4.96), (4.101) ve (4.103)’den (4.81) ¢Oziimiinii elde ederiz. Burada,
(4.103)’iin (4.102)’yi sagladigr agik¢a goriilmektedir. O zaman,

Y = (g)_l_n(n+2/?)

1—28

esitligi de (4.100)’1 saglar. Sonug olarak, (4.92) doniisiimiinii kullanarak (4.81) esitliginin
(4.79) denkleminin bir ¢6zlimii oldugunu gosterdik.

(i) (4.82) ¢oziimiinii bulabilmek igin,
d=>0+r)%, Y=y({) (4.104)

doniisimiinii yazip, (ii)’deki adimlara benzer bir yol izleyerek,

B h [((25 - 1%+ 2n(n+ 23)) r 2 l

28 —1 1—7r2 1—1r2
2Pr+1 N1
= [f(l )T ]n(mﬁ) (1 —r2)- (4.105)
1-28
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formunda birinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklem elde ederiz.

(4.105) denkleminin 6zel ¢oziimii,

2Br+1 147 1 (4ﬁ2—1)+3n(n+2/3)
" {[f(l Ty ]n(n+2ﬁ') (E) (1-79 2( 2h-t >
1-28 »

l<(232—1)2+2n(n+2/3)>

1-r 2 2p-1
. 1—r?
<1+r)( )

(4.106)

olur.
Burada, (4.106)’nin (4.105)’i sagladig1 acikg¢a goriilmektedir. Sonug olarak, (4.104)
dontisimiinii  kullanarak (4.82) esitliginin (4.79) denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu

gosterdik.
4.2.4. Teorem:
Llg,r;8,n] = (1 =712) =12 + Dr + pn(n+28) =0 (r#{-1,1}) (4.107)

seklindeki homojen Gegenbauer diferansiyel denklemi,

_1((2B+1)2+2n(n+2[5’))
o0 =k [(1 —r2) 2 2p+1 l (4.108)
_((2ﬁ+1)+n(n+2ﬁ))
26+1
1 (2[5’2—1)2+2n(n+2ﬁ)>
1-28r (/1 + 71 —< -
dD = k(1 —7) THr (1 — r) (1-12)° 21 (4.109)

_((1—2ﬁit121[(2n+zﬁ))

1—r
1+r

1((2[5’2—1)2+2n(n+2[:’)>
) (1- rz)z 2p-1

(4.110)

_((1—2ﬁit121;n+zﬁ))

1+2
S0 = (1 + ) T (

formundaki ¢oziimlere sahiptir. Burada, k keyfi sabittir.
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Ispat: 4.2.3. Teoreminde f = 0 oldugunda, (4.90), (4.102) ve (4.105) esitliklerinden,

Cp+1*+2n(n+2B)\ r | _
yl—yK TS )1—er‘0' (4.111)
@2 -1D%+2n(n+2B)\ r 2 1
g1+g[< 25— 1 )1—r2_1—rzl_0 (4.112)
ve
@2 -1D%+2n(n+2B)\ r 2
h1+hl< 1 )1_r2 1_r2] (4.113)

denklemlerini elde ederiz.
Boylece, (4.111)’den (4.108); (4.112)’den (4.109) ve (4.113)’den ise (4.110)u
elde ederiz.
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