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OZET
Bu calisma bes béliimden olusmustur.
Birinci béliimde, bazi temel teorem ve tanimlar verildi.

Ikinci bdliimde, Galerkin Metodu, Homotopi Pertiirbasyon Metodu ve Adomian

Ayrisim Metotlar1 hakkinda temel kavramlar ve bazi 6zellikleri verildi.

Ugiincii bdliimde, Galerkin Metodu, Homotopi Pertiirbasyon Metodu ve Adomian
Ayrisim Metodu, baslangi¢ kosulu ile verilen adveksiyon yayilim denkleminin yaklasik
¢Ozlimiinii bulmak i¢in uygulandi. Elde edilen yaklasik ¢6ziim ile analitik ¢oziimiin iki

boyutlu ve {i¢ boyutlu grafikleri ¢izilerek irdelenmesi yapild.
Dérdiincii boliimde, elde edilen sayisal verilerin tartigmasi yapildi.

Besinci boliimde, bu calismada elde edilen sonuglara baglhh kalarak Galerkin
Metodunun, Homotopi Pertiirbasyon Metodunun ve Adomian Ayristm Metodunun bazi

lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulanabilmesi 6nerilmistir.

Anahtar Kelimeler: Galerkin Metodu, Homotopi Pertlirbasyon Metodu, Adomian

Ayrisim Metodu.



SUMMARY
Numerical Solution of The Advection Diffusion Equation by Using
Finite Element Method
This study is constructed five chapters.
In chapter one, some fundamental definitions are given.

In chapter two, essential construction the Homotopy Perturbation Method, Adomian

Decomposition Method and Galerkin Method are given.

In chapter three, With initial conditions are given of Advection Diffusion Equation
Galerkin Method, Homotopy Perturbation Method and Adomian Decomposition
Method was applied to find approximate solutions. We drawn graphics (2D and 3D) of

approximate solutions and exact solution which are obtained for equations.
In chapter four, it is made conversation of obtained databases.

In chapter five, it is suggested to apply Galerkin Method, Homotopy Perturbation
Method and Adomian Decomposition Method to some linear or nonlinear differential

equations by depending on obtained solutions.

Key words:  Galerkin Method, Homotopy Perturbation Method Adomian
Decomposition Method
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1. GIRIS

Sonlu elemanlar metodu, giinlimiizde karmasik miihendislik problemlerinin hassas
olarak ¢oziilmesinde etkin olarak kullanilan bir sayisal metottur. Ilk defa 1956 yilinda
ucak gdvdelerinin gerilme analizi i¢in gelistirilmis olan bu metodun daha sonraki on yil
icerisinde uygulamali bilimler ve miihendislik problemlerinin ¢6ziimiinde de basari ile
kullanilabilecegi anlasilmigtir. Daha sonraki yillarda ise sonlu elemanlar metodu ve
coziim teknikleri hizli gelismeler kaydetmis ve gilinlimiizde bir¢cok pratik problemin
¢Ozlimii i¢in kullanilan en 1yi metotlardan birisi olmustur. Metodun degisik miihendislik
alanlar1 i¢in bu kadar popiiler olmasinin ana nedenlerinden birisi genel bir bilgisayar
programinin giris verilerini degistirerek herhangi bir 6zel problemin ¢oziimii igin

kullanilabilmesidir.

Sonlu elemanlar metodundaki temel diislince, karmasik bir problemde, problemi
basite indirgeyerek bir ¢oziim bulmaktir. Esas problemin daha basit bir probleme
indirgenmis olmas1 nedeni ile kesin sonug¢ yerine yaklasik bir sonug elde edilmekte,
ancak bu sonucun ¢6ziim i¢in daha fazla ¢aba harcayarak iyilestirilmesi ve kesin sonuca
cok yaklasilmasi, hatta kesin sonuca ulagilmasi miimkiin olmaktadir. Elde bulunan
matematiksel araglarin kesin sonucu, hatta yaklasik bir sonucu dahi bulmakta yetersiz

kalmasi1 durumunda ise sonlu elemanlar metodu kullanilabilecek tek metot olmaktadir.

Bir sonlu eleman yonteminin bir probleme uygulanmasinda genellikle asagidaki yol

izlenir:
e (Ozlim bolgesi sonlu sayida alt bolge veya araliga ayrilir,
e Genellestirilen bir aralik {izerinde verilen denklem tiiretilir,
e (Coziim bolgesinde tiim araliklar birlestirilir,
¢ Elde edilen denklem sistemi ¢oziliir.

Sonlu eleman yontemlerinin integral formiilasyonlar1 temelde varyasyonel ve
agirlikli kalan yontemleri olarak iki farkli yoldan elde edilir. Varyasyonel yontemler
genellikle fonksiyonel olarak bilinen 6zel bir integral bagmtisinin maksimum veya
minimumu  olusturan noktasal parametreleri bulmayr amaglar. Fonksiyonelin

ekstremumunu {ireten ¢oziim, sinir sartlarini saglar ve Euler denklemi olarak bilinen bir



diferansiyel denklem sistemine doniisiir. Bundan dolayr fonksiyonelin bilinmesi
durumunda fonksiyonele karsilik gelen Euler denklemini bulmak da zorlasir. Ancak bu
fonksiyonelin bulunmasi bazen oldukca zor olmakta bazen de miimkiin olmamaktadir.
Bu nedenle verilen diferansiyel denklemden integral formiilasyonun yapildig: farkh
agirlikli kalan yontemleri gelistirilmistir [23].

Agirlikli kalan yontemlerini ifade edebilmek icin, € ¢dziim bolgesini gostermek
uzere;

AU =f, Q(a,b) (1.1)
operator denklemini gbz Oniine alalim. Burada A lineer veya lineer olmayan bir
diferansiyel operator ve f bagimsiz degiskenlerin bilinen bir fonksiyonudur. Agirlikli
kalan yontemlerinde Uy yaklasik ¢oziim, &; belirlenmesi gereken serbest parametreler

olmak iizere;

N
Uy = 2%- 6; (1.2)
j=1

olarak se¢ilir. Burada ¢; trial baz fonksiyonlaridir. (1.2) yaklasik ¢oziimii (1.1) operator
denkleminde yerine yazilirsa,

Ry =AUy — f (1.3)
olarak tamimlanan Ry kalanmi elde edilir. Agrrlikli kalan yOontemlerinde Ry kalam
secilen ; fonksiyonlari ve §; bilinmeyen parametrelerinin bir fonksiyonudur. Bu
yontemler yardimi ile §; parametrelerinin belirlenmesinde Ry kalani ile bir ¥; agirlik
fonksiyonunun ¢arpimmin Q bolgesindeki integralinin sifir olmasi istenir;
J,WiRydx=0, j=12,..,N (1.4)

(1.3) ile verilen Ry kalan1 (1.4) denkleminde yerine yazilirsa;

i(j‘l’iAq)jdx> 6; = j‘l’ifdx

j=1 M\ Q
ve
AU=]‘I’lAq0]dx, fl=jll’lfdx
Q Q

olarak alinirsa



=

j=1
bulunur. (1.5) denklem sistemi ¢oziilerek §; parametreleri bulunur ve Uy yaklasik
¢ozimii elde edilir [23].

1.1. Temel Teorem ve Tanimlar

Tanmim 1.1.1. U linealinde skaler ¢arpim tanimlanmissa, bu durumda

lully = y@w, ueU (1.1.1.1)
sayisina u elemaninin normu,

p(u,v) =llu—-vlly, wveu (1.1.1.2)

sayisina da u ve v elemanlar1 arasindaki uzakiik denir.

Bu tanimdan ve skaler ¢arpimin 6zelliklerinden yararlanarak p(u,v) reel sayisinin

asagidaki ozellikleri tagidigini gostermek miimkiindiir [3]:
i plwv)=pu), VuveU;
ii. plu,v) <plu,w)+plw,v), VweU; (1.1.1.3)
iii. plu,v)=0=u=n.

Tanmm 1.1.2. U lineali (1.1.1.3) kosullarmi1 saglayan wuzaklik kavramiyla

donatilmigsa, bu durumda {U,,} c U dizisinin limiti asagidaki gibi verilir:
p(u,,u) >0, n — o

ise, u elemanmna {u,} dizisinin limiti denir ve lim,,_,,, u, = u diye yazilir. Bu limitle

donatilmis U linealine ise metrik uzay denir [3].

Tanmm 1.1.3. Yu € U elemanina karsilik asagidaki kosullar1 saglayacak bicimde

tanimlanmus bir ||u|| = 0 reel sayis1 varsa, U uzayma normlu uzay denir [3]:
i full=0; [lull=0 & u=0;
i, lu+vl|l < llull +I1vll, vu,v e U; (1.1.1.4)
iii. |[Au]l = |A]. |lull, VA € R.

Tamm 1.1.4. Norm uzayda {u,}c U dizisinin limiti ||u, —u|ly; = 0, n > o

bi¢imde tanimlanir. u € U ise, U’ya tam normlu uzay ya da Banach uzay: denir [3].



Tanmm 1.1.5. Norm skaler carpim iizerinden tanimlanmigsa ve (1.1.1.3) kosullari
saglaniyorsa, (1.1.1.4) kosullar1 da saglanir. Normu skaler carpimla tanimlanmis
Banach uzayimna Hilbert uzay: denir [3].

Teorem 1.1.6. u € H:a(u,v) = I(v),Vv € H varyasyonel problemini ele alalim.
Burada a(u,v) = a(v,u),Vu,v € H olmayabilir.{<pi},i =1,N baz fonksiyonlarmm

olusturdugu N boyutlu Hilbert uzaymi Hy ile gosterelim: Hy € H. Bu durumda
uy(x) € Hy : a(uy, vy) = I(vy), Vuy € Hy

probleminden uy € Hy yaklasik ¢oziimiiniin bulunmasi yontemine Galerkin yontemi

denir [3].

Tammm 1.1.7. f ve g bir X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma siirekli

doniistimler olsun. 7 =[0,1] R ’nin kapali bir alt kiimesi olmak tizere; Vx € X icin

H(x,0)=f(x) ve H(x])=g(x)
esitliklerini saglayan stirekli bir H:Xx[I —>Y fonksiyonu varsa f, g’ vye

homotopiktir denir. // doniisiimiine f ve g arasinda bir homotopi denir ve H, f ve

g arasinda bir homotopi oldugunda H : f = g ile gosterilir [8].

Tammm 1.1.8. Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun mubhtelif tiirevlerini
iceren matematiksel denklemlere diferensiyel denklemler denir. Bir denklemde belirli
bir degiskene gore tiirev aliniyorsa, o degiskene bagimsiz degisken, denklemde tiirevi

alman degiskene ise bagimli degisken denir

Bir tek bagimsiz degisken iceren diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem

denir ve genel olarak n. Mertebenden adi bir diferensiyel denklem;
F (5,500,703 =0

seklinde gosterilir.

Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferensiyel denkleme kismi

diferensiyel denklem denir ve n. Mertebeden bir kismi diferensiyel denklem

X, ataua_7_a_7 s s s 5"
Y o oy o o ooy 0y or

b

F( ou ou ou *u O'u O'u Ou 0'u
ox"

] =0 olarak yazilir.



Tanmm 1.1.9. Bir diferensiyel denklem lineer ve lineer olmayan olmak iizere iki
sekilde smiflandirilir. Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin
katsayilar1 bagimsiz degisken ihtiva ediyorsa bu diferensiyel denkleme /ineer
diferensiyel denklem denir. Eger bir diferensiyel denklem de bagimli degisken kendisi
veya tiirevleri ile ¢arpim ya da bolim durumunda ise veya bagimhi degisken iistel,
trigonometrik, yada logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi
bir tiirevinin derecesi iki ve ikiden biiyiik ise bu tiir diferensiyel denklemlere /lineer

olmayan diferensiyel denklem denir.

Tamm 1.1.10. Bir degiskenin skaler bir fonksiyonu i¢in Adomian polinomu

asagidaki sekilde verilir. f fonksiyonunu n defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

taktirde Adomian polinomlart:
1 0
An = f (z Ui ]
n i=0
formuli ile tanimlanir.

Tanim 1.1.11. Spline fonksiyonlar, a = x; < x; < x, <+ <xy =b

sonlu pargalanisinin her bir [x,,, X,,+1] arahginda k. dereceden uygun polinomlar olup,
tanimlanan her alt aralikta (k — 1). mertebeden tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlardir.

Spline fonksiyonlarin temel 6zellikleri asagida verilmistir.
e Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzayhdir.
¢ Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.
e Spline fonksiyonlarm tiirevleri ve integralleri kolay hesaplanabilir.
e Spline fonksiyonlarm tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir.

e Yeterince pargalara ayrilmis [a,b] araligi tizerinde her siirekli fonksiyona k.

Dereceden spline fonksiyonlar yardimi ile 1yi yaklasimlar elde edilebilir.

e Spline fonksiyonlar yardimi ile sadece fonksiyonlara degil ayn1 zamanda onlarin

tiirevlerine de ulagilabilir.

e Diisiik dereceden spline fonksiyonlar polinomlarda ortaya c¢ikan salinimlari

sergilemezler.



e Niimerik analizde ve yaklasim teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi
durumunda matrisler ortaya c¢ikar. Bu matrisler uygun determinant 6zelliklerine

sahiptir.
Tamm 1.1.12. [a, b] araliginin bir diizgiin pargalanigi

a=xy, <x; <Xxy<--<xy=D>b olmak ilizere, X, noktalarnda L,(x) Lineer B-

Spline fonksiyonlari;

(xm+1 —x)— Z(Xm - x) , [xm—lrxm]
Lm(x) = (xm+1 —x) , [xmrxm+1]
0 , diger

olarak tanimlanir. Burada h = x,,,; — x,,, dir. Lineer B Spline fonksiyonlariyla bir

[Xm—1, Xm] araligi Ly, ve Ly« bigimindeki iki spline tarafindan ortiiliir [23].
Tamm 1.1.13. [a, b] araliginin bir diizgiin pargalanisi

a=xy) <x;<x, <+ <xy=b>b olmak fiizere, x,, noktalarinda Q,(x)

Kuadratik B-spline fonksiyonlari;

( [xm+2 - x]z - 3[xm+1 - x]z + 3[xm - x]z , [xm—lrxm]
1 | [x,00 — x]? = 3[x,4q1 — x]? E
Q (x) - { m+2 m+1 i mr*m+1
" h? [xm+2 - x]z ’ [xm+1' xm+2]
0 , diger

olarak tanimlanir. Burada h = x,,,; — X, dir. Kuadratik B-spline fonksiyonlar1 ve
onun birinci mertebeden tiirevleri [x,,_q, X;n42] arali@i disinda sifirdir. Sadece araliktaki
elemanlar g6z 6niine alindiginda kuadratik B-spline fonksiyonlariyla her bir [x;,, X;m41]

araligl Qm-1, Qm, Qm+1 gibi ii¢ spline tarafindan ortiiliir [23].



2. MATERYAL VE METOD
2.1. Galerkin Metodu

Galerkin metodu Rus matematik¢i Boris Grigoryevich Galerkin (10 Subat 1871-12

Temmuz 1945) tarafindan gelistirilmistir. Yontemde W¥; agirhik fonksiyonunun ?;

yaklagim fonksiyonuna denk olarak se¢ilmesi, agirlikli kalan yontemlerinde Galerkin

metodu olarak adlandirilir. Galerkin yaklagiminin cebirsel denklemleri
N
> 4y 5= f 2.1.1)
j=1

olarak hesaplanir. Burada Aj;; ve f; ;

Ay = f(ij ((pj) dxdy ve f, = jg(pj (f—A((pO)) dxdy (2.1.2)
Q

dir. Buradan, §;(t) zamana bagh bilinmeyen parametreleri, n bilinmeyenli n tane

denklemden olusan denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bulunur [24].
2.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)

Bu metodun temel fikrini agiklamak i¢in asagidaki lineer olmayan diferansiyel

denklemi g6z Oniine alalim
A(u)—f(r)=0, reQl. (2.2.1)
(2.2.1) denklemi i¢in smir kosulu

B(u,@u/@n) =0, rerl, (2.2.2)

seklinde belirlenir. Burada 4 genel diferensiyel operatorii, B smir operatord, f (r)
bilinen analitik fonksiyon ve I’ ise €2 ya bagimli bir sinirdir.
Genel olarak A diferensiyel operatorii L ve N gibi iki parcaya ayrilabilecek sekilde

yazilabilir ki burada L lineer, N ise lineer olmayan operatordiir. (2.2.1) denklemi

asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir



L(u)+N(@u)—f(r)=0. (2.2.3)
Buna gore homotopi teknigi ile bir homotopi olusturulur.
v(r,p) : Qx[O,l] —>R

olmak tizere,

H(v,p):(l—p)[L(v)—L(uo)]+p[A(v)—f(r)] =0,reQ (2.2.4)

dir. Burada pe[O,l] bir parametre ve u, ise (2.2.1) denkleminin bir baslangi¢

kosuludur. O halde
H(v,p)=L(v)-L(uy)— pL(v)+ pL(u,)+ pA(v)-pf (r)=
=L(v)=L(ug) = p[ L(v)=L(uy) = A(v)+ f (r)] =0
=L(v)=L(uy)+ pL(uy) = p[L(v)-A(v)+ £ (r)]=
olup (2.2.1)den A(u)—f(r)=0 dir. Boylece
L(v)=L(uy)+ pL(uy)—p[L(v)]=0 (2.2.5)
elde ederiz ve buradan (2.2.3) esitligini kullanarak
L(u)+N(u)-f(r)=0=L(u)=-N(u)+ f(r) (2.2.6)
denklemi bulunur. Bulunan (2.2.6) denklemi (2.2.5) denkleminde yerine yazilmasiyla
L(v)=L(uy)+pL(uy)—p[-N(v)+ f(r)]=0
olur. Béylece (2.2.4) denklemi
H(v,p)=L(v)=L(u,)+ pL(u,)+ p[ N(v)- f(r)]=0, (2.2.7)

seklinde yeniden yazilabilir. Burada p € [O,l] , baslangic kosulu u, ve

v(r,p) : QX[O,I] — R dir. (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinden

H(v,0)=L(v)—L(u,)=0 (2.2.8)



H(v,1)=A4(v)-f(r)=0 (2.2.9)

dir. Burada p =0 oldugunda (2.2.4) denklemi lineer bir denklem haline gelir; p=1

oldugunda lineer olmayan orijinal bir denklem olur. Bu yiizden 0’dan 1’¢ p nin
degisim islemi, L(v)—L(u,)=0 denklemini A(v)—f(r) denklemine déniistiriir.
L(v)—L(u0)=0 asikar problemi 0’dan 1’e¢ monoton olarak artan p parametresi,
stirekli olarak A(v)— f (r)=0 problemine deforme oluyorsa bu topolojide deforme

olarak adlandirilir. L(v) —L(uo) =0 ve A(v) —f (r) ifadelerine ise homotopiktirler

denir. Homotopi Pertiirbasyon Metodu geregince, ilk olarak yerlestirilen parametre p

’yi kiiciik parametre olarak kabul ederek (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinin ¢éziimii
V=Vt py piv, £ P =D p', (2.2.10)
n=0

olacak sekilde p parametresinin kuvvet serisi

P f(v)=f(x%)=0, 2.2.11)
pf (v)n+f(x)=0, (2.2.12)
pzzf’(vo)v2+2l!f”(vo)v]2:0, (2.2.13)
P S (v)vs +2l!f”(vo)2v]v2 "'%fw("o)"l3 =0, (2.2.14)

yazilir. (2.2.11)-(2.2.14) denklemlerinin v,, v, ve v, i¢in ¢oziilmesiyle

_ S(x) 22.15
Vl f’(VO)’ ( e )
S () (fm)]z 216
) 2 )\ ) ) (2:2.16)



S )y, ()
f’(vo) 3!f’(v0)

T

vy =—

(2.2.10) serisinin v,;, v, ve v, bilesenleri elde edilir. Elde edilen (2.2.15)-(2.2.17)
denklemleri, (2.2.10) denkleminde p =1 alinarak yeniden yazilirsa (2.2.1) denkleminin

¢Ozumi

T 2 3
u—l}'}ir}(v0+pvl+p v, +p v3+---)

o (2.2.18)
=V AV Y =Dy,

n=0
seklinde elde edilir. [7-11] Homotopi pertiirbasyon metodu geleneksel pertiirbasyon
metodunun tiim Ozelliklerine sahiptir. (2.2.10) serisi lineer olmayan A(v) operatoriine

bagli oldugu oranda yakinsamaktadir. (Asagidaki goriis; He [9] tarafindan

onerilmektedir)
(1) V ile ilgili olarak N(¥)nin ikinci tiirevi, goreceli olarak olabildigince kiigiik

degerlere sahip olmalidir. p —1 gibi.

(2) L' (0N / oV ) nin normu ise serilere yaklassin diye ¢ok kiigiik olmalidir.

2.3. Adomian Ayrisim Metodu (ADM)

Ayrisim yonteminin, bir seri metodu oldugu, bircok cebirsel, lineer veya lineer
olmayan diferensiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi bilinmektedir. Genel
olarak bu metottan bahsedecek olursak; kabul edelim ki /', hem lineer hem de lineer

olmayan terimleri i¢eren bir genel lineer olmayan adi diferensiyel operator olmak iizere;
F(u)=g(x) (2.3.1)

olsun. Boylece L- verilen diferensiyel denkleminde bulunan en yiiksek mertebeden
tiirev operatoriinii, R- lineer operatoriin kalan kismini1 ve N - ise lineer olmayan terimi

gostermek tlizere (2.3.1) denklemini

Lu+Ru+Nu=g (2.3.2)
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seklinde yazalim. L bir lineer operatdr ve L tersi de mevcut olsun. (2.3.2) esitligi
Lu=g—Ru—Nu (2.3.3)
seklinde yazilabilir ve (2.3.3) esitliginin her iki tarafina soldan L' operatdrii
uygulanirsa;
L'Lu=L"g—L"'Ru—L"'Nu (2.3.4)
elde edilir.

L’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatdr oldugunu kabul

edelim. (2.3.4) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra

u=u(0)+mu (0)+L'g—L" 'Ru—L"'Nu (2.3.5)

¢oziim fonksiyonu bulunur. (2.3.5) ile elde edilen esitlikteki N (u) lineer olmayan

terim

N(w)=2 4,

n=0

seklinde ifade edilmektedir. Buradaki 4, Adomian polinomlar1 6zel polinomlardir ve

bu polinomlar daha sonra incelenecektir. (2.3.5) esitligindeki u ; ayristirilmis seri ¢6zim

fonksiyonudur.

Bu seri ¢6ziim fonksiyonunun birinci terimi u,, verilen baslangi¢ degeri sag taraf
fonksiyonun integrali olmak tizere u, =a+bt—L'g ile bulunur daha sonra u, terimi

kullamlarak u,,u,,u,,--- terimleri elde edilerek ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonu;

u(x,t) = iu (x,1) (2.3.6)

yazilabilir. Bu seri ¢6ziimii kullanilarak (2.3.5) esitligi tekrar yazilirsa

iun =1u, —L_liun —L_liAn (2.3.7)
n=0 n=0

n=0

genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.3.7) esitligi agik sekilde

11



u, =—L"'Ru,— L4,

u, =—L"'Ru,—L'4 oy

u,,=—L'Ru,—L"'A , n>0

formunda yazilabilir. Buradaki 4, polinomlar: her bir lineer olmayan terim i¢in genel-
lestirilebilir ve bu genellestirmede 4, sadece u,’a, 4, ise u, ve u,’e, 4, ise u, , u, ve
u,’ye bagli ve benzer sekilde (2.3.8) esitligindeki biitiin 4, Adomian polinomlar: elde

edilebilir. 4, Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise literatiirde

Ay =1 (uy)

4, =, (diuo] f(u0)+(2—‘2!]( Z{z £ () (2.3.9)
|

An:i. d O} z&kuk ,n>0
n!'|dA" = o

ile verilmektedir [1]. Bazi problemlerin sayisal ¢oziimlerinin daha hassas olmasinin
istenildigi durumlarda ayrisim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir.
Bu gibi durumlarda (2.3.9) genel formiiliiniin kullanilmasi, (2.3.6) ayristirma serisinin
cok sayida teriminin hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir. Ayrisim metodu
kullanilarak u(x,¢) kapal ¢6ziim fonksiyonunun bu fonksiyona ait sayisal ¢éziimlerin

elde edilmesi i¢in;
D (x,0)=>u,(x,1), n20 (2.3.10)
n=0
olmak tizere;

Iim®, =u(x,t) (2.3.11)

n—>®0

12



ifadesi (2.3.8) indirgeme bagintis1 gbz Oniine alinarak kolayca hesaplanabilir. Buna
ilaveten (2.3.11) seklindeki ayrigim seri ¢6ziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok
hizl1 olarak yakinsayan sonuglar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsaklig: literatiirde
bircok yazar tarafindan arastirilmistir. Ayrisim serisinin yakinsakligi teorik olarak

Y.Cherruault ve arkadaslar1 tarafindan incelenmistir [5].
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3. UYGULAMALAR
3.1. Adveksiyon Yayilim Denkleminin GM, HPM ve ADM ile Sayisal Coziimii
3.1.1. Galerkin Metodu ile Sayisal Coziimii
Bu béliimde,
u+u —u =0,0<x<1,t>0 (3.1.1.1)
Adveksiyon yayilim denklemini
u(x,0)=e™ 5 =1+200v (3.1.1.2)
baslangic kosulu ile goz Oniine alalim [21](v: yayilim hizi, s: yayilim alani). Bu

problemin tam ¢6ziimii

U(x,t) = %exp (-=50 (x—S—t)z)

dir. Bu problemin yaklasik ¢oziimleri bulunurken gerekli olan sinir sartlar1 problemin

tam ¢6ziimiinden alind1.

Bu kisimda (3.1.1.1) denkleminin kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanilarak
Galerkin sonlu elemanlar metodu ile yaklasik sonuglar1 elde edildi. Problemin U(x, t)
tam c¢Ozlimiine karsilik gelen yaklasim c¢oziimii kuadratik B-spline fonksiyonlar

cinsinden
Uy(Cx.t) = Z 5, Q%) (3.1.1.3)
j=—1

aranacaktir. Burada §; zamana bagh bilinmeyen parametrelerdir. Kuadratik B-spline

fonksiyonlarma [a, b] arahigmm a = x, < x; < x, <-:-<xy = b olacak sekilde
h = X;41 — X uzunlugundaki pargalara ayrilmasiyla [Xy,, Xm41] tanimh araliginda
E=x—x, , 0< §<hdonisimi yapildiginda;

§ &
Qo1 =1-24+75 (3.1.1.4)
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§ ¢

Qm=1+27-27 (3.1.1.5)
52
Qm+1 =13 (3.1.1.6)

elde edilir. [Xp,Xm41] eleman tizerinde diger tiim spline degerleri sifir oldugundan

kuadratik baz fonksiyonlari cinsinden Uy (x,t) yaklagimi

m+1

Uy(x,t) = Z 5;(t) Q;(x) (3.1.1.7)

j=m-1

seklinde yazilabilir. (3.1.1.4) — (3.1.1.6) kuadratik B-spline fonksiyonlar1 ve (3.1.1.7)
yaklagimi kullanilirsa x = x,, noktasinda U,, ve x ‘e birinci mertebeden tiirevlerinin

6; parametrelerine gore noktasal degerleri;
U (Xm) = 6y + O
U Gtm) = = (81 + Sm)
seklinde yazilir. Burada m = 0,1, ..., N — 1, N dir.
Simdi Adveksiyon yayilim denkleminin agirlikli integral formunu olusturmak i¢in

agirlik fonksiyonu ile ¢arpilir ve sonra bolge iizerinden integrali alinirsa

1

j YU, + Uy — Ugy)dx = 0 (3.1.1.8)
0

elde edilir. [Xp,, Xy4+1] sonlu eleman: tizerinde agirhikli integral formu

Xm+1
j YU, + Uy — Uy )dx = 0 (3.1.1.9)

Xm

olarak bulunur. (3.1.1.9) agirlikli integral formu

Xm+1 Xm+1 Xm+1
j YU, dx + j YU, dx — j PU,dx =0 (3.1.1.10)
Xm Xm Xm

seklinde diizenlenir ve f;m“ YU,,dx terimine kismi integrasyon uygulandiginda
m
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LT U, + YU, + WUy )dx = WU (3.1.1.11)

bulunur.

Galerkin metoduna gore (3.1.1.11) denkleminde W = Q; segilir ve U yerine Uy

yaklagik ¢6zlimii alinirsa, 1= m-1, m, m+1 olmak {izere,

> ] 00,5+ ] 20, 8 + ] 00/5)= 3 ag/lr it
1=m 1 o

olarak elde edilir. Buradan,

A% =]Qin d¢
0

B®y; =]Qin'd5
0

h
Ce; =]Qi,Qj, d¢
0

(h
D ij = Qin |0
olarak alinirsa (3.1.1.12) denklem sistemi matris formunda
A8 4+ B¢S + €5 = DS (3.1.1.13)

biciminde yazilabilir. Kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak

A%, B®;;,C¢;;, D¢;; eleman matrisleri hesaplandiginda;

h 52 2 h
J<1—2h+h2> d$=§

h
2 2 13h
0
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§ §%\ ., _13h
(1—2E+ﬁ>d¢*_ﬁ

()
|
B“=f(1‘2%+$_z>(‘z”%)df -3
|
na= [ (1))
|
oo [ (-2 ) e
|
o= [ (re2f -2 oS
|
b= (1252 2) B0 ) -
|
- (122 o) -
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elde edilir. Buradan;

L [6 13 1]
A°=—|13 54 13
3017 13 6
-3 2 1
Br=-|-8 0 8
1 -2 3
T _1]
3hi_1 —1 2

21 -1 0
Dé=—-11 -2 1
0 -1 1

matrisler elde edilir. A%, B¢, C¢ ve D¢ eleman matrislerinin birlestirilmesi ile elde edilen

A, B, C ve D birlestirilmis matrislerin genellestirilmis satirlari

2 0 (1,26,66,26,1)
. 30 ) ) ) )
1
B: =(~1,-10,0,10,1)
C 2( 1,-2,6,—2,—1)
. 3h ) ) ) )

2
D: n (0,0,0,0,0)

elde edilir.(3.1.1.13) ifadesinde birlestirilmis matrislerin kullanilmasiyla

A8 +68(B+C—D)
-0 (3.1.1.14)

bulunur. (3.1.1.14) denkleminde & yerine

. 5n+1 _ 571
§=—-7—"7—

At
ileri sonlu fark yaklasimi ve § yerine de

5n+1+5n
0=—%—

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi yazilirsa;
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A+2@B+c-D)o™ = [a-2 @B +Cc-D)|s" (3.1.1.15)
denklem sistemi bulunur.

8% parametrelerinin hesaplanabilmesi icin Oncelikle 6° baslangic vektoriiniin
hesaplanmas1 gerekmektedir. §° vektdrii problemler ile verilen U(x,0) baslangic ve

sinir sartlar1 kullanilarak hesaplanacaktir.
Baslangi¢ parametrelerinin hesaplanabilmesi i¢in Uy yaklagimi
N
Un(6,0) = )" 800,
j=-1

seklinde yeniden yazilabilir. Burada & ]-0 belirlenecek parametrelerdir.
Boylece

Uy(x,0) =U(x;,0), j=0,..,N
degerleri kullanilarak 5]-0 parametreleri

U(xO, O) = 5_1 + 50

U(xlr O) = 50 + 51

U(xz,O) =6, t 6,

U(xy-1,0) = Oy-2 + Sy
U(xy,0) = 8y_1 + 6y
olarak bulunur. Bu sistemde N + 1 denklem N + 2 bilinmeyen vardir.

Yardimeci sart olarak

2
U'(x) =3 (& = §j-1)

tiirevli sinir sart1 kullanilirsa

2
U'(xo) = Uy = E((So —6_1)
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elde edilir. §_; parametresi yok edilirse N + 1 bilinmeyenli N + 1 adet denklemden

olusan bir sistem elde edilir.

Elde edilen bu bilgiler ile fortran ve mathematica programlar1 yardimiyla
Adveksiyon yayilim denklemi i¢in Galerkin metodu kullanilarak Kuadratik B-Spline
fonksiyonlar ile elde edilen yaklasik ¢oziimler, analitik ¢oziimler ve mutlak hata veri

tablolar1 asagida belirtilmistir.

Tablo 1.1. t=0.5, v=1 alinirsa elde edilen yaklasik ve analitik ¢6zlimii, mutlak hata

tablosu

N=10 N=50 N=100
At=0. 1 At=0.01 At=0.001 Analitik
Yaklasik Mutlak Yaklasik Mutlak Yaklasik Mutlak Coziim

Coziim Hata Coziim Hata Coziim Hata

0 | 0.087920 | 0.000000 | 0.087920 | 0.000000 | 0.087920 | 0.000000 | 0.087920

0.1 | 0.109628 | 0.017702 | 0.091845 | 0.000081 | 0.091926 | 0.000000 | 0.091926

0.2 | 0.148191 | 0.053023 | 0.095191 | 0.000023 | 0.095168 | 0.000000 | 0.095168

0.3 | 0.090619 | 0.006933 | 0.097586 | 0.000033 | 0.097553 | 0.000000 | 0.097553

0.4 | 0.074360 | 0.024652 | 0.099054 | 0.000042 | 0.099013 | 0.000000 | 0.099012

0.5 | 0.090479 | 0.009025 | 0.099550 | 0.000046 | 0.099504 | 0.000000 | 0.099504

0.6 | 0.104313 | 0.005300 | 0.099059 | 0.000046 | 0.099013 | 0.000000 | 0.099012

0.7 | 0.105524 | 0.007972 | 0.097594 | 0.000041 | 0.097553 | 0.000000 | 0.097553

0.8 | 0.104834 | 0.009666 | 0.095200 | 0.000032 | 0.095168 | 0.000000 | 0.095168

0.9 | 0.063865 | 0.028061 | 0.092048 | 0.000122 | 0.091926 | 0.000000 | 0.091926

1.0 | 0.087920 | 0.000000 | 0.087920 | 0.000000 | 0.087920 | 0.000000 | 0.087920
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0.100

0.098

0.096

0.094
0.092

0.090
yaklagik ¢6ziim ] analitik ¢6ziim

0.088

0.086 4 A -

0.084

— T T T T T T T 7 — T T T T T T T
00 02 04 06 08 1000 02 04 06 08 1.0
X X

Sekil 1.1. Adveksiyon Diflizyon Denkleminin, t=0.5 anindaki u (x,t) analitik ¢Oziimii
ile yaklasik ¢oziimiiniin (GM) iki boyutlu goriiniimii

(a) Yaklasik Coziimii (b) Analitik Cozimii

Sekil 1.2. Adveksiyon Difiizyon Denkleminin, t=0.5 anindaki u(x,t) analitik ¢Oziimii

ile yaklasik ¢6ziimiiniin (GM) {i¢ boyutlu goriiniimii
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Tablo 1.2. t=0.1, v=1 alinirsa elde edilen yaklasik ve analitik ¢6zlimii, mutlak hata

tablosu
N=10 N=50 N=100
At=0. 1 At=0.01 At=0.001 Analitik
X Yaklasik Mutlak Yaklasik Mutlak Yaklasik Mutlak Coziim
Coziim Hata Coziim Hata Coziim Hata
0 0.213084 | 0.000000 0.213084 0.000000 0.213084 0.000000 0.213084
0.1 0.401675 | 0.183457 0.218567 0.000349 0.218228 0.000010 0.218218
0.2 | 0.585590 | 0.372507 0.214861 0.001778 0.213102 0.000018 0.213084
0.3 | 0.477521 0.279127 0.200576 0.002182 0.198419 0.000025 0.198394
0.4 | 0326996 | 0.150868 0.178749 0.002622 0.176157 0.000029 0.176128
0.5 | 0.218895 | 0.069806 0.151716 0.002627 0.149118 0.000030 0.149089
0.6 | 0.145931 0.025599 0.122704 0.002371 0.120359 0.000027 0.120332
0.7 | 0.096035 | 0.003430 0.094507 0.001901 0.092627 0.000021 0.092606
0.8 | 0.063160 | 0.004794 0.069269 0.001315 0.067969 0.000015 0.067954
0.9 | 0.034098 | 0.004794 0.048149 0.000603 0.047552 0.000007 0.047545
1.0 | 0.031719 | 0.000000 0.031719 0.000000 0.031719 0.000000 0.031719
0.25 — T T 1T
i t=0.1 s g 4 t=0. i
0.20 H — — -
0.15 - 4 4 -

yaklasik ¢dziim

analitik ¢ozliim

Sekil 1.3. Adveksiyon Difiizyon Denkleminin, t=0.1 anindaki u(x,t) analitik ¢Oziimii

ile yaklasik ¢6ziimiiniin (GM) iki boyutlu goriiniimii
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(a) Yaklasik Coziimii (b) Analitik Coztimii

Sekil 1.4. Adveksiyon Diflizyon Denkleminin, t=0.1 anindaki u(x,t) analitik ¢Oziimii

ile yaklasik ¢6ziimiiniin (GM) {i¢ boyutlu goriniimii
3.1.2. Homotopi Pertiirbasyon metodu ile Sayisal Coziimii
u+u —u, =0, 0<x<1,¢>0 (3.1.2.1)

u(x,0)=e™ 5 =1+200v (3.1.2.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan (3.1.2.1) denklemini gbz Oniine alalim. Bu denklem

icin asagidaki gibi bir Homotopi kurulabilir

1-p[r=0]+p[f -v"+Y]=0. (3.1.2.3)
Burada ¥ =2, v"=2% v =% vepe [01] dir. (3.1.2.3) denkleminin genel

acilimi yapilmasi halinde
Y —Uy +pUy—pY" +pY =0 (3.1.2.4)

denklemi elde edilir. (3.1.2.1) denkleminin ¢6ziimii;

Y =Y, + pY; +p?Y, + p3Y; + ptY, + - = Z PY, (x,t) (3.1.2.5)
n=0
Y =Y, +pY + pPh" + 3%+ ptY, e = Z Py, (x, t) (3.1.2.6)
n=0
Y = Y, + p¥, + p2¥, + pPV; + pY, 4 - = Z Py, (x, t) (3.1.2.7)
n=0
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e}

Y =Y, +pYy + 0P + PPy +ptry + e = Z PrY, (x, t) (3.1.2.8)

n=0

seklinde ele alinabilir. (3.1.2.5) — (3.1.2.8) denklemlerinin (3.1.2.4) denkleminde yerine

yazilmasiyla
Y —Uy+pUy—pY" +pY =0
[Yo + pY1 + p?Y, + p*Ys + p*Y,] — Uy + U,
—plVo" +p1" +p°Y," + p*Ys" + p*Y, "]
+plYo" + oY +p?Y" + P’V +p*Y, 1 =0
Yo+ pYy + p2Y, + p3Y; + p*Y, — Uy + pUs — pYy" = p2Y," = p*Y," — p*Ys"”
+pYy' + +p?Y + 37, +p*Yy =0

elde edilir. Bu denklem p ’nin ayn1 kuvvetten terimlerine gére yeniden diizenlenirse

p°: Yy —Uy, =0 (3.1.2.9)
pLYi+ Uy =Y, +Y =0 (3.1.2.10)
p2:Y, -V +Vv,' =0 (3.1.2.11)
p3Y; =Y +Y,' =0 (3.1.2.12)
phY, - V" +YV' =0 (3.1.2.13)

bulunur. (3.1.2.9) —(3.1.2.13) denklemlerinin ¢6ziimii ile
pO:YO—U():O:YO:UO
= Y, = e 50%° (3.1.2.14)

phYi+ U =Y + Y =02V, = -Uy+ Y = Y
t

Yy, = j[_uo LY, — Y] dt
0

=Y, = 100e(-59%) ¢ (=1 + x + 100x2), (3.1.2.15)
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PZ:YZ -'+Y =0= Yz =Y"-Y
t
=1 Yz = j[ylu - Yll] dt
0

[¥," = ¥,'1¥, = 50e(=59%%) £2 (299 — 600x — 59900x2 + 20000x® + 1000000x*),
(3.1.2.16)

p3:Y'.3_Y2H+Y21 =O:Y3 =Y211_Y21
t

e Y3 = j[YZH - Yzl] dt
0

5000
=Y =— e(-50%%) 3 (~1491 + 4497x + 448200x2 — 299900x?)

5000

+ e(=50x%) ¢3 (~14970000x* + 3000000x° + 10000000x°),  (3.1.2.17)

p4-:Y'v4 _Y3II +Y3I - 0= Y4 — Y3” _Y3/
t

e Y4_ = j[Y3” - Y3’] dt
0

1250
=Y, =— e(-50%%) ¢4 (1041003 — 4194.103x — 4173000600x2)

1250

+——e(=50%%) ¢4 (4196.105x3 + 2091001.10*x* — 8396.10°x")

1250

n e(=502) ¢4 (=2794.108x6 + 4.10%%x7 + 1012x8), (3.1.2.18)

seklinde (3.1.2.5) serisinin ilk dort terimi elde edilmis olur. (3.1.2.14) — (3.1.2.18)
denklemleri p— 1 iken (3.1.2.5) denkleminde yerine yazilirsa (3.1.2.2) denkleminin

yaklagik ¢6zimi

U(x,t) =lln‘1lY=Y0+Y1+Y2+Y3+Y4+
p-

= ¢(=50x%) 4 100e(-59%%) ¢ (=1 + x + 100x2) +

e(=50%%) £2 (299 — 600x — 59900x2 + 210%x3 + 10%x*) +
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5000

e(=50%%) £2 (299 — 600x — 59900x2 + +210%x3 + 105x*) + e(-50x%) ¢3 _

(1491 + 4497x + 448200x% — 299900x3 — 149710*x* + 3.10°x° + 108x° +

1250
e(=50x%) 4 (1041003 — 4194.103x — 4173000600x2 + 4196.105x3) +

1250

2091001.10%x* + e(=50%%) t4(_8396.106x5 — 2794. 108x®

+4.10%%%7 + 1012x8)
olarak elde edilir.

Boylece (3.1.2.1) denkleminin analitik ¢6zlimiiniin kapali formu

U(x,t) = %exp (-=50 (x—S—t)z)

dir. Elde edilen sonuglara gore verilen adveksiyon yayilim denkleminin HPM ile

t = 0.5vet = 0.1 degerleri i¢cin 2D-3D grafikleri asagida belirtilmistir.

B0 eeEeto T —————————— T

2000F"" 0.098 |+

100l 0.096 |

1000k 0.094 |

0.092 -

500

0.090 -

L L 1 E— L L L L L )
0.02 0.04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
e Anal. Sol.

(a) Yaklasik ¢6ziim (b) Analitik ¢6ziim

Sekil 1.5. Adveksiyon Difiizyon Denkleminin, t=0.5 anindaki u(x,t) analitik ¢Oziimii

ile analitik ¢oziimiiniin (HPM) iki boyutlu gériiniimii
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(b) Analitik ¢6ziim

(a) Yaklasik ¢6ziim

0.5 anindaki u(x,?) analitik ¢6ziimii

Sekil 1.6. Adveksiyon Difiizyon Denkleminin, t

ile yaklasik ¢6ziimiiniin (HPM) ti¢ boyutlu goriiniimii

020 -

015 F

0.10 -

0.05

1.0

08

0.6

.
4

0.

0.04

0.02

(b) Analitik ¢6ziim

(a) Yaklasik ¢oziim

0.1 anindaki u(x,t) yaklasik ¢coziimii

Sekil 1.7. Adveksiyon Difiizyon Denkleminin, t

ile analitik ¢oziimiiniin (HPM) iki boyutlu gériiniimii

(b) Analitik ¢6ziim

(a) Yaklasik ¢oziim

0.1 anindaki u(x,t) yaklasik ¢oziimii

Sekil 1.8. Adveksiyon Difiizyon Denkleminin, t

ile analitik ¢oziimiiniin (HPM) ii¢ boyutlu goriiniimii
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3.1.3. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim

(3.1.1.1) ve (3.1.1.2) esitlikleri ile verilen adveksiyon yayilim denklemini g6z Oniine

alalim. Bu denklem asagidaki gibi

L+Lu—-L u=0 (3.1.3.1)

o o
operator formunda yazilabilir. Burada L, :g, L :§ ve L, =57 dir. Burada L'
x X

integral operatorii olup L' = I (.)dt seklinde gosterilir. (3.1.3.1) denkleminin her iki

0

tarafina soldan ;' uygulanirsa
L'[Lu]=-L'[Lu—-L_ u] (3.1.3.2)
elde edilir. Buradan
u(x,t) =u(x,0)- L' [Lu—L_ u] (3.1.3.3)
olur. (3.1.3.3) denklemi i¢in asagidaki gibi bir rekiirans bagintis1 yazilabilir.
u(x, 0) =u, = e , 5§ =1+200v¢,

: , k>0, (3.1.3.4)
U, (x,1) = —_H:Lxuk (x,1)—L.u, (x,t)] dt
0

elde edilen (3.1.3.4) rekiirans bagintisindan

t
uy=—L" (Lauy—Luy) = —I[Lxuo (x,)— L u, (x,t)] dt

0
- IOOe_SOth(—1+x+1OOx2)
u, =-L' (Lxu1 -L u, ) = —J‘[Lxu1 (x,t)—Lxxu1 (x,t)] dt
0

=50 (299 —600x —59900x> +2.10% x* + 106x4)

t
uy =—L" (L, — L. u,)= —J.[Lxuz (x,)—Lu, (x, t)] dt
0

_ 5000 6750)(2

3 r (—1491 +4497x +448200x” —299900x" —1497.10*x* +3.10°x° +108x6)
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t

u, =—L' (Lauy—Louy)= —j [Lxu3 (x,0)— L u, (x,t)]dt

0

- _12350 e 1* (1041003~ 419000x — 4173006005 + 4196.10°x’ +2091001.10*x*

12 )
+%e‘5°* ¢t (—8396.106. 5-2794.10°x° +4.10"°x” +1012x8)

olarak ayrisim serisininin ilk dort terimi bulunur. Bulunan w,u,,u,,u,,u,, terimleri
(2.3.6) esitliginde yazilarak (3.1.3.1) adveksiyon yayilim denkleminin yaklasik ¢oziimii
u(x,t) = Zun (x,t) =Uy+u +u,+u, +u, +
n=0
=" +100e™""t(~1+x+100x" ) + 50e™" £ (299 — 600x — 59900x" +2.10*.x* +10°x* )

+—50300 ™1 (~1491+ 4497 +448200x” ~299900x" —1497.10* x* +3.10°x° +10°x* ) + -

olarak elde edilebilir. Boylece (3.1.1.1)  denkleminin analitik ¢éziimiiniin kapali

formu
_ 1 _ (x-t)2, ,.
u(x, t) —\/Eexp( 50-——)dir.

Elde edilen sonuglara gore verilen adveksiyon yayilim denkleminin ADM ile

t = 0.5vet = 0.1 degerleri i¢cin 2D-3D grafikleri asagida belirtilmistir.

Tt L e A —
20000 1 0098 | ,.=""
1500 F 1 0096 [
X
1000} . ] 0094 [
‘\
500 N ] 0092 -
.
oF N 0090 -
.

I I | I I I 1]
0.02 0.04 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

(a) Yaklasik ¢oziim (b) Analitik ¢oziim

Sekil 1.9. Adveksiyon Difiizyon Denkleminin, t=0.5 anindaki u(x,t) analitik ¢Oziimii
ile yaklasik ¢6ziimiiniin (ADM) iki boyutlu goriiniimii

30



(b) Analitik ¢6ziim

(a) Yaklasik ¢oziim

0.5 anindaki u(x,t) yaklasik ¢6ziimii

Sekil 1.10. Adveksiyon Diflizyon Denkleminin, t

ile analitik ¢oziimiiniin (ADM) {i¢ boyutlu goriiniimii
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1.0
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0.6

04

0.04
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(b) Analitik ¢oziim

(a) Yaklasik ¢oziim

0.1 anindaki u(x,t) analitik ¢oziimii

Sekil 1.11. Adveksiyon Diflizyon Denkleminin, t

ile yaklasik ¢6ziimiiniin (ADM) iki boyutlu goriiniimii

(b) Analitik ¢6ziim

(a) Yaklasik ¢oziim

0.1 anindaki u(x,t) yaklasik ¢6ziimii

Sekil 1.12. Adveksiyon Diflizyon Denkleminin, t

ile analitik ¢oziimiiniin (ADM) {i¢ boyutlu goriiniimii
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu ¢alismada, Adveksiyon yayilim denklemine Galerkin metodu, Homotopi
pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu basarili bir sekilde uygulanmustir.
Adveksiyon yayilim denkleminin Galerkin metodu ile t = 0.5,v =1 ve At = 0.1
almarak yaklagik c¢oziimii yapildiginda mutlak hatanin yeterince kiiciik oldugu
goriilmektedir. Ancak At = 0.01 veya At = 0.001 alarak yaklasik ¢6ziim yapildiginda
yaklagik ¢oziimiin analitik ¢ozliime c¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde
t=01,v=1, At =0.1, At =0.01, At =0.001 alndiginda yaklasik ¢6zimiin
analitik ¢6zlime yakin oldugu goriilmektedir. Ayrica t = 0.5 ile t = 0.1 degerleri i¢in
Tablo 1.1. ve Tablo 1.2. incelendiginde ¢ nin biiyiik degerleri ve At nin kiigiik degerleri
icin Galerkin metodu ile yapilan yaklasik ¢6ziimiin analitik ¢6ziime ¢ok daha yakin
oldugu goriilmektedir. Galerkin metodu i¢in Fortran, Mathematica ve Origin 8§
programlari, Adomian ayristm metodu ve Homotopi pertiirbasyon metodu igin
Mathematica programi kullanilarak elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarmin, iki boyutlu ve
iic boyutlu grafikleri ¢izilmistir. Bu calismada her ii¢ metot ile bulunan ¢oziimlerin,
analitik ¢ozliime ¢ok yakin degerler aldig1 goriilmektedir. Adveksiyon yayilim
denklemine Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu uygulanarak
elde edilen sayisal ve analitik ¢ozlimler i¢in Mathematica programi kullanilarak, ¢6zim

grafiklerinin hemen hemen ayni oldugu goriilmektedir.
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5. ONERILER

Adveksiyon yayilim denklemini Galerkin metodu ile c¢oziimiinde bolintii
sayisin1 (N) arttirarak ve At degerini azaltarak analitik ¢oziime ¢ok yakin sonuglar1 elde
etmek miimkiindiir. Ayrica Adomian ayrisim metodu ve Homotopi pertiirbasyon metodu
kullanilarak herhangi bir varsayim ve sinirlama olmadan sadece bir baslangi¢c kosulunun
verilmesi ile lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlere kolaylikla
uygulanabilmektedir. Bu nedenle Adveksiyon yayilim denklemine ve buna benzer
denklemlere Galerkin metodu, Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim

metodu kolaylikla uygulanabilir.
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6. GALERKIN METODU iLE COZUMUN FORTRAN YAZILIMI
PROGRAM Galerkin
PARAMETER (N=100)
DOUBLE PRECISION A,B,C,U,G,G1,AA, BB, X
DOUBLE PRECISION FF, TIME, H,xc, D,alfa, Imd
DOUBLE PRECISION TF, T,TM, Ua, Ua_dt, uax
DIMENSION A(-1:N,-1:N),B(-1:N,-1:N),FF(-1:N)
DIMENSION C(-1:N,-1:N),D(-1:N,-1:N)
DIMENSION TM(1:N,1:N),xc(1:n)
DIMENSION U(0:N),AA(-1:N,-1:N),BB(-1:N,-1:N)
DIMENSION G(-1:N),G1(-1:N),Ua(0:N),Ua_dt(0:N)
double precision tpu, enbu, ss, vv
INTEGER NN
OPEN(10,FILE="galsonuc_05.txt',STATUS="UNKNOWN")
OPEN(11,FILE="galsonuchata. txt,STATUS="UNKNOWN")
vv=I.
alfa=1.
Imd=1.
TIME=0.001D0

C H=0.005D0
TF=0.1
H=0.01
NN=100

T=0.0DO0
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cr=alfa*TIME/H

P=alfa*H/Imd

ss=1.+200.*vv*T

x=0.D0
uax=(-100./(sqrt(ss**3)))*exp((-50.*(x-T)**2)/ss)
x=0.D0

WRITE(10,*))BASLANGIC SARTLART'

DO 11=0,N

U()=exp(-50.*x**2)

Ua(D)=(1./(sqrt(ss)))*exp((-50.*(x-T)**2)/ss)

write(10,39)x,u(i),ua(i),abs(ua(i)-u(i))
X=X+H

CONTINUE

G(-1)=(1./2)*(U(0)-(h/2.)*Uax)

G(0)=(1./2)*(U(0)+(h/2.)*Uax)

G(-1)=U(0)/2.
G(0)=U(0)/2.

DO 3 1=1,N
G(I)=U(1)-G(I-1)
A(-1,-1)=6.*H/30.
A(-1,0=13.*H/30.

A(-1,1)=1.*H/30.
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A(0,-1)=13.*H/30.
A(0,0)=60.*H/30.
A(0,1)=26.*H/30.
A(0,2)=1.*H/30.
A(N,N)=6.*H/30.
A(N,N-1)=13.*H/30.
A(N,N-2)=1.*H/30.

A(N-1,N)=13.*H/30.

A(N-1,N-1)=60.*H/30.

A(N-1,N-2)=26.*H/30.

A(N-1,N-3)=1.*H/30.
DO 4 I=1,N-2
A(1I-2)=1.¥H/30.
A(LI-1)=26.*¥H/30.
A(1L1)=66.*H/30.
A(1I+1)=26.*H/30.
A(1I+2)=1.*H/30.

CONTINUE

B(-1,-1)=-3./6
B(-1,0)=2./6
B(-1,1)=1./6
B(0,-1)=-8./6
B(0,0)=-3./6

B(0,1)=10./6
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B(0,2)=1./6
B(N,N)=3./6
B(N,N-1)=-2./6
B(N,N-2)=-1./6
B(N-1,N)=8./6
B(N-1,N-1)=3./6
B(N-1,N-2)=-10./6

B(N-1,N-3)=-1./6

DO 11 I=1,N-2

B(LI-2)=-1./6
B(LI-1)=-10./6
B(L,1)=0.
B(LI+1)=10./6

B(LI+2)=1./6

11 CONTINUE

C(-1,-1)=4./(3.*H)
C(-1,0)=-2./(3.*H)
C(-1,1)=-2./(3.*H)
C(0,-1)=-2./(3.*H)
C(0,0)=8./(3.*H)
C(0,1)=-4./(3.*H)

C(0,2)=-2./(3.*H)
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C(N,N)=4./(3.*H)
C(N,N-1)=-2./(3.*H)
C(N,N-2)=-2./(3.*H)
C(N-1,N)=-2./(3.*H)
C(N-1,N-1)=8./(3.*H)
C(N-1,N-2)=-4./(3.*H)

C(N-1,N-3)=-2./(3.*H)

DO 6 I=1,N-2
C(LI-2)=-2./(3.*H)
C(LI-1)=-4./(3.*H)
C(LI)=12./(3.*H)

C(LI+1)=-4./(3.*H)
C(L1+2)=-2./(3.*H)

CONTINUE

D(-1,-1)=2/H
D(-1,0)=-2./H
D(-1,1)=0.
D(0,-1)=2./H
D(0,0)=-2./H
D(0,1)=0.
D(0,2)=0.
D(N,N)=2./H

D(N,N-1)=-2./H



D(N,N-2)=0.
D(N-1,N)=2./H
D(N-1,N-1)=-2/H
D(N-1,N-2)=0.
D(N-1,N-3)=0.
DO 61 I=1,N-2
D(11-2)=0.
D(LI-1)=0.
D(1,1)=0.
D(LI+1)=0.
D(I,1+2)=0.

61 CONTINUE

DO 9 K=1,NN

T=K*TIME

write(*,38)T

ss=1.+200.*vv*T

x=0.D0

DO 141 I=0,N
Ua_dt(I)=(1./(sqrt(ss)))*exp((-50.*(x-T)**2)/ss)
X=X+H

141 CONTINUE

DO 116 J=-1,1

AA(-1,1)=A(-1,))+(TIME/2.)*(alfa*B(-1,J)*Imd*C(-1,J)-Imd*D(-1,J))
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BB(-1,J)=A(-1,J)-(TIME/2.)*(alfa*B(-1,J)*lmd*C(-1,J)-Imd*D(-1,J))

116 continue

DO 117 J=N-2,N
AAN,T)=AN,J)+(TIME/2.)*(alfa* B(N,J)+Imd*C(N,J)-Imd*D(N,J))

BB(N,J)=A(N,J)-(TIME/2.)*(alfa*B(N,J)+Imd*C(N,J)-Imd*D(N,J))

117 continue

DO 16 J=-1,2
AA(0,1)=A(0,])+(TIME/2.)*(alfa*B(0,J)+Imd*C(0,])-Imd*D(0,J))

BB(0,])=A(0,))-(TIME/2.)*(alfa*B(0,J)+Imd*C(0,J)-Imd*D(0,J))

16 CONTINUE
DO 17 J=N-3,N
AA(N-1,J)=A(N-1,J)+

* (TIME/2.)*(alfa*B(N-1,J)+Imd*C(N-1,J)-Imd*D(N-1,J))
BB(N-1,J)=A(N-1,])-

* (TIME/2.)*(alfa*B(N-1,J)+lmd*C(N-1,J)-Imd*D(N-1,J))

17 CONTINUE
DO 18 I=1,N-2
DO 19 J=1-2,1+2
AA(LT)=A(L])+(TIME/2.)*(alfa*B(LJ)+Imd*C(L,J)-Imd*D(L,J))

BB(LJ)=A(LJ)-(TIME/2.)*(alfa*B(I,J)+Imd*C(LJ)-Imd*D(L,]J))
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19 CONTINUE

18 CONTINUE

C DO20I=1N

C20 G()=G1(l)
BB(0,0)=BB(0,0)-BB(0,-1)
BB(1,0)=BB(1,0)-BB(1,-1)
BB(N-1,N-1)=BB(N-1,N-1)-BB(N-1,N)

BB(N-2,N-1)=BB(N-2,N-1)-BB(N-2,N)

PPP=0.
DO 21 J=0,2
PPP=PPP+BB(0,J)*G(J)

21 CONTINUE

FF(0)=PPP-ua(0)*BB(0,-1)-ua_dt(0)*AA(0,-1)

PPP=0.
DO 22 J=N-3,N-1
PPP=PPP+BB(N-1,J)*G(J)
22 CONTINUE

FF(N-1)=PPP+ua(N)*BB(N-1,N)-ua_dt(N)*AA(N-1,N)

PPP=0.

DO 211 J=0,3
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PPP=PPP+BB(1,])*G(J)
211 CONTINUE

FF(1)=PPP-+ua(0)*BB(1,-1)-ua_dt(0)*AA(1,-1)

PPP=0.

DO 222 J=N-4,N-1
PPP=PPP+BB(N-2,J)*G(J)
222 CONTINUE

FF(N-2)=PPP+ua(N)*BB(N-2,N)-ua_dt(N)*AA(N-2,N)

DO 23 I=2,N-3

PPP=0.0

DO 24 J=1-2,1+2

PPP=PPP+BB(1,J)*G(J)
24 CONTINUE

FF(I)=PPP

23 CONTINUE

AA(0,0)=AA(0,0)-AA(0,-1)

AA(1,0)=AA(1,0)-AA(1,-1)

AA(N-1,N-1)=AA(N-1,N-1)-AA(N-1,N)

AA(N-2,N-1)=AA(N-2,N-1)-AA(N-2,N)

DO 129 KI=I,N

42



129

189

301

303

302

304

300

306

DO 129 KJ=1,N

TM(KLKJ)=AA(KI-1,KJ-1)

do 189 KI=1,N
xc(KI)=FF(KI-1)
continue
ng=N
do 300 kg=1,ng
do 301 ig=kg+1,ng
TM(ig,kg)=TM(ig,kg)/ TM(kg.kg)
continue
do 302 jg=kg+1,ng
do 303 ig=kg+1,ng
TM(ig,jg)=TM(ig,jg)-TM(ig kg)*TM(kg.jg)
continue
continue
do 304 ig=kg+1,ng
x(ig)=xe(ig)-TM(ig kg)*xc(kg)
continue

continue

do 305 ig=ng,1,-1
do 306 jg=ig+1l,ng

xe(ig)=xc(ig)-TM(ig,jg)*xc(jg)

continue
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xc(ig)=xc(1g)/TM(ig,ig)

305 continue

DO 27 I=1,N

27 G1(I-1)=XC(I)

G1(-1)=ua_dt(0)-G1(0)

GI1(N)=ua_dt(N)-G1(N-1)

DO 30 I=-1,N
G()=G1(I)

30 CONTINUE

*  kmm=mod(k,imd)
* if (kmm.eq.0) then
write(10,38)T
X=0.DO
ss=1.4+200.*vv*T
DO 290 i=0,N
U(D=GI-1)+G(I)

Ua(I)=(1./(sqrt(ss)))*exp((-50.*(x-T)**2)/ss)

write(10,39)x,u(i),ua(i),abs(ua(i)-u(i))

X=X+H

290 CONTINUE
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tpu=0.

do 406 i=0,N
tpu=tpu-+(abs(Ua(1)-U(1)))**2
406 continue

tpu=(H*tpu)**0.5

enbu=abs(Ua(0)-U(0))
do 407 i=1,n
if ((abs(Ua(1)-U(1))).gt.enbu) then
enbu=abs(Ua(1)-U(i))
end if
407 continue

write(11,37)t, tpu,enbu

*  endif

9 continue

37 FORMAT(F10.5,2X,F12.6,2X,F12.6)
38 format('t=",F10.5)
39 FORMAT(F10.5,2X,F12.6,2X,F12.6,2X,F12.6)

END
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