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OZET

KOMPLEKS UZAYDA iZOTROPIiK EGRILER

Bu caligma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim ¢alismanin giris kismi olup, Izotropik egriler tizerinde yapilan calis-
malar hakkinda literatiirdeki bilgiler verildi.

Ikinci boliimde; temel tanimlar ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde; calismanin ilerleyen kisimlari icin temel teskil etmesi diisiiniilerek,
sanal elemanlar ve sanal egrilere iligkin temel kavramlar verildi.

Doérdiincii boliimde; C* kompleks uzayinda izotropik egriler ve bu egrilerin baz
karekterizasyonlar1 verildi. Ayrica izotropik rektifiyan egri tanimi yapildu.

Anahtar Kelimeler: E. Cartan Cati, Izotropik Egri, izotropik Kiibik, Slant
Helis

II1



SUMMARY

ISOTROPIC CURVES IN THE COMPLEX SPACE

This thesis consist of four chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems are given.

In the third chapter; fundemental concepts, theorems about imaginary element
and imaginary curves which are indispensable for the subsequent parts of the work
were given.

In the fourth chapter; isotropic curves in the complex space C* and some char-

acterizations of them are given. Also definition of isotropic rectifying curve is given.

Keywords: E. Cartan frame, Isotropic curves, Isotropic cubic, Slant helix
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1. BOLUM

GIRIS

Egriler giinliik hayatta sik stk karsmmiza cikan geometrik nesnelerdir. Ornegin
kalp grafisi ¢ektirdigimizde egrimizin nasil davrandigi bizim i¢in énemlidir. Ekono-
mide verilerin degerlendirilmesinde, derslerimizde 6grencilerimizin notlarini siralarken
(gan) egrileri kullaniriz.

R3 Oklid uzaymda egrilerin en ilging olanlarmdan biri helislerdir. Helisler icin
giinliik hayattan bir cok ornek verilebilir. Ornegin; bir agaca sarilarak cikan sar-
magsik, minaredeki merdiven veya bir vidanin iizerine islenmis yivler ve setler ver-
ilebilir.

I1k olarak bir dik dairesel silindir tizerine cizilmis helis ele alinmis ve buna dairesel
helis denilmistir. Bu helislerde x egriligi ve 7 burulmasinin ayri1 ayr1 birer sabit
oldugu ilk tesbit edilen karakterizasyonlardandir. Daha sonra bu egriliklerin sabit
olmamasina ragmen oranlariin sabit oldugu helis bulunmustur ki bu helise genel
helis ad1 verilmigtir. Bulunan genel helis sayesinde bir dik dairesel silindir {izerine
c¢izilmis helislerden bagka helislerin de var oldugu ortaya ¢ikarilmigtir.

Helisler sabit egriliklidir. Bagka bir deyisle egrinin tanjant vektorii sabit bir
dogruyla sabit bir aci yapar. Ilk olarak 1802 yilinda Lancret Oklid iizayindaki
helisler icin yaptigi ¢alismalar sonucu genel helis tanimini yapmigtir. 1845 yilinda
ise de Saint Venant tarafindan bir egrinin helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartin s
egriliginin 7 burulmasina oraninin sabit olmasi gerektigi ispatlanmigtir.

Slant helis kavrami ilk kez S. Izumiya ve N. Takeuchi tarafindan bahsedilmistir.
E? OKklid uzaymda « egriligi sifirdan farkli olan 1) egrisinin asli normal dogrular:
sabit bir dogrultu ile sabit bir ag1 yapiyorsa 1) egrisine slant helis denir.

E. Cartan sanal egrilerden ilk bahseden kisidir ve sanal egrileri tanimlamak igin
kompleks degiskenlerden yararlanmigtir. Ayrica sanal egriler F. Semin tarafindan

ayrintili bir gekilde ¢ahgilmigtir. S. Yilmaz 'in "Contributions to differential geome-
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try of isotropic curves in the complex space" adli makalesinde C* kompleks uzayinda,
izotropik egriler ve izotropik slant helislerle ilgili caligmalara yer verilmistir. Bizde

bu caligmada izotropik rektifiyan egri kavramini inceledik.



2. BOLUM
2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1: Bos olmayan bir ctimle A ve bir K cismi tizerinde bir vektor uzay:

V olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir
fiAXA—V

fonksiyonu varsa A ya V ile birlegtirilmis bir afin uzay denir:

(As) VP € AveVa €V igin f (P, Q) = « olacak bigimde bir tek ) € A noktas:
vardir, [3].

Tanim 2.1.2: Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay: da V' olsun. V/

de bir i¢ ¢arpim islemi olarak
g: VxV —R
Oklid i¢ carpimi tamimlanirsa bu islem yardimm ile A da uzaklik ve i¢c carpim gibi
metrik kavramlar tanimlanabilir. Boylece A afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid
uzay adim alr, [3].
Tanim 2.1.3:
d: E"xE" —R
(ry)  —dl@y) = /2 - 2)’

olarak tanmimlanan d fonksiyonuna E™ 6klid uzaymda uzaklik fonksiyonu ve d (z,y)

reel sayisina da z,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir, [3].
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Tanim 2.1.4: E™ de siral bir { Py, Py, P, ..., P, } nokta n+1-lisine R™ de karsilik
gelen {POPl, ByPs, ..., POPn} vektor n-lisi R” igin ortonormal baz ise { Py, Py, P, ..., P}

sistemine E™ in bir dik ¢atis1 veya Oklid catist denir, [3].
Tanim 2.1.5 E” de bir X noktasmin E” deki standart Oklid catisina gore ifadesi
i=1
dir.
Buradaki

B — R, 1<i1<n

fonksiyonlarina X noktasmin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {1, 29, ...k, } siral

ve reel degerli fonksiyonlar n-lisine de E™ in Oklid koordinat sistemi denir, [3].

Tanim 2.1.6: X bos olmayan bir ctimle olsun. 7, X ciimlesinin bazi alt ciim-
lelerinin bir ailesi olsun. Eger 7 ailesi

(1) X,0 € T,

(T3) Ay, Ay, ... Ay € T oldugunda Ay N AsN...NA, €T,

(T3) Vi € I igin A; € 7 oldugunda igIAi € 7 kosgullarim gergeklestiriyorsa 7

ailesine X ctimlesi tizerinde bir topoloji denir, [3].

Tanim 2.1.7: Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir 7 topolojisinden olugan (X, 1)

ikilisine bir topolojik uzay denir, [3].

Tanim 2.1.8: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f: X —Y

fonksiyonu siirekli ise ve f~! tersi var ve f~! de siirekli ise f ye X den Y ye bir
homeomorfizim (topolojik déniigiim) denir. f bir homeomorfizm oldugu zaman X

ile Y uzaylarma da topolojik olarak denktirler veya homeomorfiktirler denir, [3].
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Tanim 2.1.9: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E™ in acik bir alt
ctimlesi olsun. Eger U bir ¢ homeomorfizmi ile M nin bir W acik alt ciimlesine

eslenebiliyorsa

v UCE'"—WCM

(¢, W) ikilisine M de bir koordinat komgulugu veya harita denir, [3].

Tanim 2.1.10: [ C R acik bir alt ciimle olmak iizere

a: I — E"

t —a(t)= (a1 (t),...,an (1))

fonksiyonu verilmis olsun. (7, «) koordinat komsulugu ile tamimlanan « (I) C E"
e F" uzayinda bir egri denir. ¢ ye « egrisinin parametresi, I ya da « egrisinin

parametre araligi denir, [3].

Tanim 2.1.11: E™ de bir M egrisinin (I, «) ve (J, 8) gibi iki koordinat komsu-
lugu verilsin.

h:atofB:J—1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi (daha dogrusu M

nin I daki parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir, [3].

Tanim 2.1.12: M C E™ egrisi verilsin. M egrisinin m € M noktasindaki
tanjant uzayr diye, m € M noktasinda M nin hiz vektorlerini icine alan
Ty (m) =V (m) vektor uzayma denir. m € M segilmis bir nokta olmak iizere, E"
in Th (m) ile birlesen alt afin uzayina da, M egrisinin m € M noktasindaki teget

dogrusu denir, [3].

Tamim 2.1.13: M C E™ egrisi (I, o) koordinat komsgulugu ile verilsin.

/|| T — R
t— /(| (¢) = [lo’ @)

5



seklinde tamimh ||o/|| fonksiyonuna, M egrisinin (/, o) koordinat komguluguna gore
skaler hiz fonksiyonu ve ||/ (t)|| reel sayisia da M egrisinin (I, «) koordinat komsu-

luguna gore « (t) noktasindaki skaler hiz1 denir, [3].

Tanim 2.1.14: M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vs € [
icin
lo” (s)[| =1
ise M egrisi (I, «) koordinat komguluguna gore birim hizh egridir denir. Bu du-

rumda, egrinin s € I parametresine yay parametresi adi verilir, [3].

Tanim 2.1.15: Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler

egri denir, [3].

Tanmim 2.1.16: E" Oklid uzayinda bir M egrisi, (I, a) koordinat komsulugu ile

verilsin. Egrinin hiz vektorii olan o/ () tanjant vektorii,

, "o D
a(t):Z;; b 5 e

x
i=1 ¢

seklinde tanimlanmisti. Simdi,

doniistimiinii goz oniine alalim.

m: U Ty(m) — M
VYmeM
o (t) —a(t)=m
olmak iizere,

ozdeslik
rood =1y : M"™—S"M

oldugu agikardir. O halde, o/, M iizerinde bir vektor alamdir. o' vektor alania M

egrisinin (I, «) koordinat komsguluguna gore teget vektor alan denir, [3].
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Tanim 2.1.17: M C E™ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu

durumda ¥ = {al, a?, ..., oz(”)} sistemi lineer bagimsiz ve Ya®), k > r, icin;
Vo™ € Sp{T}

olmak iizere U den elde edilen {Vj, V5, ...,V,.} ortonormal sistemine, M egrisinin
Serret-Frenet r-ayakli alani ve m € M igin {V; (m), V2 (m),...,V, (m)} yeisem € M
noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Herbir V;, 1 < i < r, ye Serret-Frenet

vektorii adr verilir, [3].

Tanim 2.1.18: n=3 ozel halinde, £? 3-boyutlu Oklid uzaymda Frenet 2-ayaklisi
ve Frenet 3-ayaklisi elde edilir. Bu 6zel halde Frenet 3-ayaklisinin tegkili, vektorel
carpim yardimiyla biraz basitlestirilebilir. Bu 6zel halde M egrisi, (I, «) koordinat

komgulugu ile verilmigse s € I olmak {izere;
T=d

ve

Oé”

]

diyelim. Bu durumda, 7' (s) = Vi (s) ve N (s) = V5 (s) dir. Gergekten s € I yay

parametresi oldugu icin,

o’ () = 1

EI(S)—Q’(s):%(S)_%
_ A =a (s
M= e =

= Vi(s)=T1(s)



olur.

dir.
B=TAN
tanimlarsak kolayca Vi (s) = B (s) oldugu goriiliir. Boylece {T'(s), N (s), B (s)}

sistemi « (s) noktasinda M egrisinin Frenet 3-ayakhisidir, [3] .

Tanim 2.1.19: Bir « egrisinin her noktasi i¢in tamimladigimiz 7', N, B birim vek-
torlerinin baglangiclarini n almak suretiyle egri iizerinde noktadan noktaya degisen
bir iigyiizlii elde edilir. Bu ii¢ yiizliiye Frenet iigyiizliisii denir. (7', N, B) pozitif bir

tigytizlii olup, T', N, B vektorleri arasinda

g(T,T) = g(N,N)=g(B,B)=1
g(T,N) - g(NaB):g(TvB):O

T = NABN=BAT,B=TAN
bagintilar: vardir, [3].

Tamim 2.1.20: M C E™ egrisinin «(s) € M noktasindaki Serret-Frenet r-
ayaklis1 {V; (s), V2 (s),..., V. (s)} olsun. Bu durumda, « (s) segilmis bir nokta olmak
iizere K™ in,

Sp{Vi(s),Va(s),...,Vi(s)},p<r
vektor uzayi ile birlegen afin alt uzaymna, a (s) noktasinda, M egrisinin p — yinci

oskiilator hiperdiizlemi denir, [3].



Tanim 2.1.21: n=3 6zel halinde, {T"(s), N (s), B (s)} Frenet 3-ayaklisini gozonii

ne alalim:
Sp{T (s),N (s)}

vektor uzayi ile birlegen, « (s) noktasidaki afin alt uzaya oskiilator diizlem,

Sp{N(s), B (s)}

vektor uzayi ile birlegen, « (s) noktasindaki afin alt uzaya normal diizlem,

Sp{T'(s), B (s)}

vektor uzayi ile birlegen, « (s) noktasindaki afin alt uzaya rektifiyan diizlem denir.
Burada, oskiilator kelimesi yapisan veya dpen anlaminda, normal dik anlaminda

ve rektifiyan kelimeside tamamlayan veya dogrulayan anlamindadir, [3].

Tanim 2.1.22: T teget B binormal vektor alani olmak iizere, Oklid 3-uzayinda
yer vektorii, egrinin 7" teget ve B binormal vektor alanlar1 tarafindan gerilen rekti-
fiyan diizleminde yatan egriye rektifiyan egri denir.

Buna gore E? teki rektifiyen egrinin secilmis bir orjine gore yer vektorii
z(s) =A(s)T (s) + pu(s) B (s)

denklemini saglar. Burada A (s) ve p(s), s € I C R, yay uzunlugu parametresi i¢in

keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonlardir, [3] .

Tanim 2.1.23: E? Oklid uzayma benzer yaklasimla, £F* Oklid uzaymdaki rekti-
fiyan egri; x : [ C R — E* birim hizh bir egri ve {T, N, By, Bo}, E* de x (s) egrisi
boyunca Frenet gatisi olsun, = egrisinin x (s) yer vektorii, N nin dik tiimleyeni olan
N+ = {T, By, By} de yatiyorsa, = birim hizh egrisine rektifiyan egri denir.

Buradan E* Oklid uzaymndaki z rektifiyan egrinin secilmis herhangi bir orjine

gore yer vektorii;
z(s) = A(s) T (s) + p(s) Bi(s) +7(s) Bz (s)
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denklemini saglar. Burada A (s), u(s), v(s), s € I C R, yay uzunlugu parametresi

i¢in diferensiyellenebilir fonksiyonlardir, [5] .

Tanim 2.1.24: M C E™ egrisi (I, ) koordinat komsgulugu ile verilsin. s € [
ya kargilik gelen « (s) noktasindaki Frenet r-ayaklis1 {V; (s), V2 (s), ..., Vi (s)} olsun.
Buna gore;

ki: I — R
A <a<r
s — ki(s) = (V] (s),Viea (5))
seklinde tamimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve k; (s) reel

sayisina da M nin i-yinci egriligi denir, [3].

Teorem 2.1.25: M C E" egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin. s € [
yay parametresi olmak iizere; « (s) noktasindaki i-yinci egrilik k; (s) ve Frenet r-
ayaklist {V; (s), V5 (s),....,V, (s)} ise

1) Vi(s) = k1 (s) V2 (s)

2) V! (s) = —ki—1 (8) Vi () + ki (s) Viga (s), 1<i<r

3) V7 (5) = ks (5) Vs (5)
dir, [3].

Tanmim 2.1.26: n=3 6zel halinde Frenet formiilleri

vl (o ko o] [
Vil = |-k 0 ko [V2
vy 0 —k 0] |V
veya ) ) ) ]
_T’ [ 0 ky 0- T-
Nl ==k 0 ko N
B’ I 0 —ky O_ B_

seklindedir. Bu halde, birinci egrilik olan k; (s) degerine sadece egrilik ve ikinci
egrilik olan ks (s) degerine de burulma (torsiyon) denir. Ayrica burada k1 = x ve

ke = 7 olarak da gosterilebilir, [3].
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Tanim 2.1.27: Teget dogrular sabit bir dogrultuyla sabit aci yapan egrilere

sabit egilimli egriler ya da genel helisler denir, [2].

Tanim 2.1.28: Eger bir egrinin hem egriligi hemde burulmas: sifirdan farkh

sabitler ise bu egriye bir helis ad1 verilir, [1].

Teorem 2.1.29: Bir egrinin helis olmasi icin gerek ve yeter sart burulmasinin

egrilige oranimin sabit olmasidir, [6].

Ispat: Bir a birim vektorii herhangi bir I dogrultusuna yerlestirilsin. O zaman
egri bir helis ise
g(T,a) = cosa = sabit

olur. Boylece Frenet formiilleri kullamilarak
g(a,N)=0

elde edilir. Bu ise a vektoriiniin, egrinin rektifiyan diizlemine paralel oldugunu
gosterir ve

a="Tcosa+ Bsina«

formunda yazilir. Her iki tarafin tiirevi alindiginda

. T .
0=kKkNcosa —TNsina = — = cot a = sabit
K

olur. Buradan goriiliir ki sabit egilimli egriler i¢in burulmanin egrilige orani sabit
olur.
Tersine; eger bu sart regiiler bir egri i¢in saglanirsa egrinin eksen boyunca sabit

bir o acis1 yaptigim biliyoruz. Oyleki

d
N (kcosa —Tsina) =0 = d—(Tcosa+BSina) =0
s

ya da

Tcosa+ Bsina =a

11



sabit birim vektorii elde edilir. Boylece
cosa =g (a,T)

olur. O halde egri sabit egilimlidir.
Boylece ispat tamamlanir.

Bu teoremin bir sonucu olarak 3 boyutlu Oklid uzaymda helis denklemi
r=z(s) y=y(s) z=scosa

formunda alirsak bu egri genel silindir iizerinde sabit dogrultuyla sabit aci yapan
egri olur. Burada 2.1.29 in ispatinda gecen [ dogrultusu z eksenidir. Bu egri genel
silindir {izerinde sabit dogrultuyla sabit ag1 yapan egri olarak diisiiniiliir.

% = (0 oldugunda egri diizlemsel bir egriye, % = oo oldugunda ise egri bir dogruya

kargilik gelir.

Tanim 2.1.30: Bir egrinin asli normal dogrular1 sabit bir dogrultuyla sabit a1
yapiyorsa bu egriye slant helistir denir, [4].
Silindirik helisler bir slant helistir. Ciinkii silindirik helisin asli normal dogrular

sabit bir dogrultuya diktir.

Teorem 2.1.31: 7, egriligi ~ (s) # 0 olan birim hizli egri olsun. O halde  nin

bir slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart
K2 ™/
o(s)= | —— (%) |
(HQ + 7—2) 2 \K
fonksiyonunun sabit olmasidir, [4].

Tamim 2.1.32: V , R iizerinde bir reel vektor uzayr olsun. V nin V® kom-
plekslestirilmisi X,Y € V olmak iizere asagidaki kosullari saglayan tiim X + <Y
(i = /—1) lerin ciimlesine denir, [8].
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a) X + 1Y = X' 4+ 1Y’ olmasi i¢in gerek ve yeter kogul X = X' ve Y = Y’
olmasidir.

b) X +1iY ve X' +4Y” lerin toplamu

(X +iY) + (X' +iY) = (X +X')+i (Y +Y),

¢) a+ib € C veX + 1Y nin ¢arpimm

(a+1ib) (X +1Y) = (aX —bY) +i(bX +aY)
seklinde tanmmlanir.Dolayisiyla VC, C iizerinde bir vektor uzay:r olur. V nin X

elemani ile V' nin X + 40 elemanim tammladigindan V' C VC oldugu diistiniilebilir.

Tanmim 2.1.33: V iizerindeki g i¢ ¢arpimi sayesinde V' iizerine tamimh (,) ig

carpim
(X 43V, X +iY") = {g (X, X) = g (V, )} +i {g (X, V') + g (¥, X')}

seklinde verilir, [2].
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3. BOLUM
3.1 Sanal Elemanlar

Tamim 3.1.1: k,, (p =1,2,3) birim vektorlii bir eksen sistemi Oz, olsun. Bu

ti¢ eksenin ayni bir diizleme paralel bulunmadiklarini yani
det (]{31, ]{32, ]{33) 7é 0

oldugunu kabul edelim.

Buna gore, koordinatlarindan en az biri kompleks olan bir n (z,) noktasina sanal
nokta diyecegiz.

Iki n1, ny sanal noktasimin ayni olmalari icin gerek ve yeter sart koordinatlarimin

ayni olmasidir, [7].

Tanim 3.1.2: Iki sanal noktadan birisinin koordinatlar1 6tekinin koordinat-
larmm eslenikleri ise, boyle iki noktaya birbirinin eslenigidir denir. Ornegin
ny (1,2i,1 — 37) ve noktalar: eslenik ny (1, —24,1 + 3¢) iki noktadir.

Iki eslenik noktanin aymi olabilmesi icin, esitlikleri gereken koordinatlarin reel

sayilardan olugmalar1 yani noktalarin sanal olmamalar1 gerekir, [7].

Tamim 3.1.3: Koordinatlar: z, olan n (z,) sanal noktasimni ve doérdii birden sifir

olmayan oyle dort X, p =1, ..., 4,say1s1m1 alalim ki

X
Ipzyz X4?é0

olsun. Bu X, sayilarina, n (x,) sanal noktasinin homojen koordinatlar1 denir. Ho-
mojen koordinatlari ile tanimlanan noktanin sanal olabilmesi igin, ?p, p=1,23
4

oranmin en az birinin kompleks olmas: gerekir, [7].

Tanim 3.1.4: ,
D=) AX,=0 (3.1.1)
P=1
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homojen denklemindeki katsayilardan en az biri kompleks ise ve a, ler reel sayilar

gostermek iizere, bu katsayilar arasinda
A, =Xay,, p=123

seklinde bagint1 mevcut degil ise (3.1.1) homojen denklemi reel diizlemde bir sanal
dogruyu gosterir.

Bu denklemde X, koordinatlar1 kompleks ya da reel degerler alabilir, [7].

Tanim 3.1.5: Reel diizlem iizerinde, A,, 4,, (p=1,2,3), kompleks sayilari

birbirinin eglenigi ise
D = Alxl + AQQEQ + Ag =0 (312)
E = lel —}—ZQSCQ —{-Zg =0

dogrular1 da birbirinin eglenigidir, [7].

Tanim 3.1.6: A,, p = 1,2,3,4 sayillarindan en az biri kompleks ise ve a, ler

reel sayilar1 gostermek {iizere, bu sayilar arasinda
Ap=Aay,, p=1,234

bagintist mevcut degil ise

4
A=) A,X,=0

P=1

homojen denklemi reel uzayda sanal diizlemi gosterir.

Bu denklemde X, koordinatlar: kompleks ya da reel degerler alabilir, [7].
Tanim 3.1.7: A,, 4,, (p = 1,2,3,4), kompleks sayilar1 birbirinin eslenigi ise
A = AlfL'l + AQIQ + A3$3 + A4 =0 (313)

A = Az + Aswy + Azrs + Ay =0
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diizlemleri birbirinin eslenigidir, [7].

Tanim 3.1.8: Reel diizlemde Ox; ile Oz eksenleri arasindaki aci 6 olsun. Reel

ya da sanal bir A (a1, az) noktasindan gegen bir sanal dogrunun denklemi
(x9 —ag) =m(x1 —ay)

olduguna gore, eger m egimi
m? + 2mcosf +1 =0

denkleminin koklerinden biri ise bu koklerle belirli olan dogrulardan herhangi birine

(a1, as) noktasindan gegen izotropik dogru denir, [7].
Tanim 3.1.9: Homojen koordinatlar yardimiyla yazilan
X1+€iX2:O, X3:O, e=Fl1

dogrularinin ortak noktalarina siklik nokta denir. Bu noktalarin homojen koordinat-
lar1 7 (1,4,0) ve J(1,—4,0) dir. I ve J noktalarina diizlemin siklik noktalar1 denir,
(7]

Tanim 3.1.10: Dik koordinatlara karsilik gelen reel uzayda, O baglangi¢ nok-

tasindan uzakliklarinin karesi sifir olan sanal noktalarin geometrik yeri

dir.

Bu denklem ikinci dereceden bir koni denklemini gosterdiginden O noktasi reel
uzayda dik koordinat sisteminin baglangi¢c noktasi olduguna gore, O dan uzaklik-
lariin karesi sifir olan sanal noktalarin geometrik yeri, izotropik koni denilen tepe

noktasi O baglangi¢ noktasi olan
i+ a5 +23=0
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ikinci derece konisidir, [7].

Tanim 3.1.11 O baglangi¢ noktasindan gegen herhangi bir reel diizlemle izotropik
koniyi kestigimizde, kesit olarak izotropik koninin iki anadogrusunu elde ederiz.
Bu dogrular iizerindeki sanal noktalarin O noktasindan uzakliklarinin karesi sifira
esit oldugundan, bu iki anadogru sozii edilen reel diizlemin O noktasindan gecen

izotropik dogrularidir, [7].

Tanim 3.1.12: A tepeli izotropik koninin homojen koordinatlara baglh denklemi
(X1 — a1X4)2 -+ (XQ — a2X4)2 -+ (Xg — a3X4)2 = 0

seklinde tanimhidir. Bunun sonsuzdaki diizlemle arakesiti reel ya da sanal tepeli tiim

izotropik konilerde ortak olan
X{+X;4+X5=0, X4=0

ikinci derece egrisidir.
Reel uzayda, bir dik koordinat sistemine gore, bir a,, p = 1,2, 3, dogrultusunun

bir izotropik dogrultu olmasi icin gerek ve yeter sart

olmasidir, [7].

Tamim 3.1.13: Bir reel dik tigytizliisiintin eksenlerinin birim vektorleri k,,

p =1,2,3 olsun. Kompleks e, vektorlerinden olusan Cartan siklik tigyiizliisii
(ky — ik3) (k1 + iks)
e = s e = k‘ s (& =
' V2 S ’ V2

bigiminde tanimlanr, [7].

Tanimdan



ya da kisaca
0 i+j#4
1 i+j5=4

(€i, ;) =
dir. Goriiliiyor ki e; ve es iki izotropik vektor, e ise reel vektordiir. Ayrica
e1 Ney =1ey, ey Neg =1e3, eg3Nep =1ey
det (e1, €2, e3) = det (eq, €3,61) = det (e3,e1,e5) =i
e1 N\ (ea Neg) =ey, eaNA(es Nep) =0, ez A(egr Aey) = —e
dir.
3.2 Sanal Egriler

Tanim 3.2.1: 7, kompleks bir t degiskenine bagl kompleks bir analitik fonksiyon

olsun

z(t) = ap () ky

vektorel fonksiyonuna da sanal (imajiner) egri denir. Burada z : C — C? bir
fonksiyon, ¢t = t; + ity kompleks degisken, k,” ler de E® iin standart birim baz
vektorleridir, [7].

Tanim 3.2.2: Herhangi iki noktasi arasindaki uzakligin karesi sifira esit olan

bir egriye izotropik ya da minimal egri denir.Dolayisiyla
ds* =0
olur, [7].

Tanim 3.2.3 (Reel Diizlemde Izotropik Egriler): Dik koordinat sistemini
oyle bir segelim ki verilen reel diizlem x3 = 0 diizlemi yani x;25 diizlemi olsun. O

halde bu diizlem iizerindeki izotropik egriler
ds® = dz} + dxy =0
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diferensiyel denklemlerini saglayan
x3 =0, dry=c¢cidry, e=7F1
ya da c reel veya kompleks bir sabit olmak iizere
r3 =0, x9=cizi+cC
izotropik dogrularidir, [7].

Tanim 3.2.4 (Sanal Diizlemde Izotropik Egriler): O3 ekseni reel olmak

iizere, sanal diizlemin denklemi
Ty =mxy, m=myq+1imy, mgF0 (3.2.1)

seklindedir. Boyle bir diizlem iizerinde izotropik egrilerin bulunmasi igin, (3.2.1)

esitliginden
ds* = dai + daj + daoj = (1 +m?) da} + daf = 0
va da
ds® = (1 + m% - m%) da:% + dxg + 2m1m2idl’% =0
bagintist
mi =0, (1—m3)da}+da3=0
veya

me = FI1, da:§ = 0 yani x3 = ¢ = sabit
esitlikleri elde edilir. O halde (3.2.1) diizlemi, O tepeli izotropik koniye teget olan
Ty = €127
izotropik diizlemlerinden biridir, [7].

Tanim 3.2.5 (Uzayda Izotropik Egriler): Bir x izotropik egrisinin x (t)

diizgiin noktalarindaki tegetleri izotropik dogrulardir. Gercekten, tanim 3.2.4 den
ds’ =ds*> =0

19



veya diizgiin noktada Cji—:; = 7 (t) # 0 oldugundan

lE (1 =0 (3.2.2)

elde edilir, [7].
O halde, uzayda izotropik egriler agagidaki sekilde de tanimlanabilir:

Tanim 3.2.6: Uzayda tiim diizgiin noktalardaki tegetleri izotropik dogrulardan
olusan egrilere, izotropik egri denir.

(3.2.2) den t ye gore tiirev alirsak,
(@ (t),2(t)=0 (3.2.3)

bulunur.
x izotropik egrisinin x () diizgiin noktasindaki oskiilator diizlem; hem & (¢) hem
de Z (t) vektorlerine paralel oldugundan ve (3.2.3) den I (t) vektorii & (¢) ye diktir,

dolaysiyla x () noktasindaki asli normale paraleldir. Ayrica
e () A (I = e @I 13 O - (@ @), 5 (1)’
oldugundan (3.2.2) ve (3.2.3) esitlikleriyle
(@) AZ@))*=0 (3.2.4)

olur. Goriiliiyor ki & (¢) A # (¢) binormali bir izotropik dogrudur ve kendi kendisine
diktir, oyleyse oskiilator diizlem iizerindedir. Bagka ifade ile, kendi normalinden

gegen oskiilator diizlem bir izotropik diizlemdir, [7].

Tanim 3.2.7 (Izotropik Egrilerde Bazi Diferensiyel Degismezler ve Pseudo
yay): x izotropik egrisinin sagladigi (3.2.2) , (3.2.3) ve (3.2.4) esitliklerinden

FEANGEE) =M (), A#£0 (3.2.5)
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dir. Bu esitligin her iki yanim vektorel olarak 7 (t) ile garpar ve (3.2.3) ve (3.2.5)

esitlikleri goz oniine alinirsa

(@ OANZ@)NE() = (@), 20)2@) = {E(),7 1) (@)
= —lE@IP @)

A AE[E) = M) AT D)

veya
N = || (1)
ve
v (L) NT(t
T (t) = M (3.2.6)
. 2
— [ ()l
elde edilir ¢ yi yazmadan
"
de = — 22 gt (3.2.7)
2
— [l
bigimde de yazilabilir, [7].
. TNL e 1 o
Onerme 3.2.1: dr = ————dt esitligi diferensiyel invaryanttir.
— [IZ(”

Ispat: t kompleks degiskeni baska bir t* kompleks degiskeninin

df
dt*

t=f(t), =f#0 (3.2.8)

bi¢iminde bir analitik fonksiyonu olsun. Buna gore, = izotropik egrisinin ¢ ve t*
cinsinden tiirevleri arasinda

o = if (3.2.9)



o’ =if? +af’ (3.2.10)

bagintilar1 mevcut olacagindan (3.2.2) ve (3.2.3) formiilleri nedeniyle, yeni ¢* kom-

pleks degiskenine gore

Il]* =0 (3.2.11)
(2/,2") =0 (3.2.12)
|z’ A 2"||” =0 (3.2.13)
2”1 = || £* (3.2.14)

bulunur.

Gortiliiyor ki, ilk ¢ kompleks degiskeninin yerine, yeni ¢* kompleks degiskeninin
alinmasi (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4) bagmtilarim degistirmemektedir. Ayrica (3.2.9),
(3.2.10) , ve (3.2.14) bagmtilarindan

Y /\ . //\ "
dy = —2 2 gt = T gy (3.2.15)
12 2
V]l V2]
sonucu elde edilir.
Ote yandan (3.2.14) esitligini
i 1
(— ||x"||2> dt* = (= ||z]%)* dt (3.2.16)
bi¢iminde yazarsak, bunun diferensiyel invaryant oldugu goriiliir. Burada
|"|]> = —1 (3.2.17)

kabul edilirse (3.2.16) ve (3.2.17) den

veya t* = s dersek



bulunur. Bu sekilde tamimlanan s = t* parametresine x izotropik egrisinin pseudo
yay1 veya dogal parametresi denir, [5].

Bundan sonra, izotropik egrileri incelerken, kompleks degisken olarak pseudo-
yay1 kullanacagiz.

Ayrica = egrisinin gesitli mertebeden tiirevleri arasindaki iligkileri incelersek,

(3.2.15) ve (3.2.17) esitliklerinden

r=a N2 (3.2.18)
esitligi, (3.2.12) ve (3.2.17) egitliklerinden

(', 2"y =1 (3.2.19)

esitligi, (3.2.17) esitliginden
(", 2"y =0 (3.2.20)

esitligi, (3.2.19) ve (3.2.20) esitliklerinden
(z/,2") =0 (3.2.21)

esitligi, (3.2.18) ve (3.2.19) esitliklerinden
det (2/, 2", 2") =1 (3.2.22)

esitligi, (3.2.18) ve (3.2.21) egitliklerinden

det (', 2", 2™) =0 (3.2.23)
esitligi, (3.2.20) esitliginden
(2", 2"y + ||2"]|* = 0 (3.2.24)
no 1 w2\ _ 3.9.9
(@ — = (1a) =0 (32.25)
esitlikleri, (3.2.18) esitliginden
=2 A" (3.2.26)

23



"

esitligi elde edilir. (3.2.26) esitliginin vektorel olarak x ile ¢arpimi ve tiirevinden

A" =" — ||$///||2 I (3.2.27)
A = " A (3.2.28)
l2"”|* & = 2’ A 2" (3.2.29)

esitligi elde edilir. 2’ ve 2" vektorleri x izotropik egrisinin izotropik oskiilator dii-

n

zlemini belirttiklerine gore (3.2.23) bagintis1 gosterir ki z”” vektoriide bu diizleme

paraleldir. O halde bu vektor
2" = ax' + Ba” (3.2.30)

seklinde yazilabilir. Bu egitligin her iki yamimi skaler olarak z” ile garptigimizda

(3.2.24), (3.2.29) formiilleri ile

<x/1//7x//> — <de/7x//> + <Bx//’xl/>

= —|"|*=-5

— g=|z")? (3.2.31)

"

elde edilir. Aym esitligin her iki yanini bir kez de z" ile skaler olarak garptigimizda

(3.2.19), (3.2.20), ve (3.2.31) egitlikleriyle

<f1:/”/7 xl//> — <a$/’ .T/N> + </6$”, x//l>

1
a=3p (3.2.32)
bulunur. Oyleyse, (3.2.30) esitligi
1
" =SB + B, B = || (3.2.33)

seklindedir, [7].
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Tanim 3.2.8 (E. Cartan Siklik Ugyiizliisii ): z izotropik egrisinin her z (s)

noktasina
ep = 2
er = ia” 8= |z"? (3.2.34)
ez = _gx/+x///

bagitilariyla tanimlanan e,, (¢ = 1,2, 3) vektorlerinin olugturdugu 7, ticyiizliisiinii

baglayalim. e, vektorleri

0, i+j #4
1, i+j =4

<ei7 ej> -

(3.2.35)
€; VAN €; = Z'GiJrk,Q

det (61, €9, 63) =1

seklindeki bagintilar: saglar, [7].

Uyar

e izotropik vektorii, x izotropik egrisinin x (s) noktasindaki tegetini belirler.
Bu vektore dik olan ve x (s) noktasindaki oskiilatér diizlem {izerinde bulunan eq
vektorii, 2" ya paralel oldugundan asli normali temsil eder. z izotropik egrisinin z (s)
noktasindaki binormali, hem oskiilator diizlem iizerinde bulunan hem de bu diizleme
dik olan e; izotropik vektoriidiir.es vektoriine dik olan es izotropik vektorii de ey ile

birlikte = izotropik egrisinin z (s) noktasindaki rektifiyan diizlemini tanimlar, [7].

Tanim 3.2.8 (Tiirev Formiilleri): (3.2.33) ve (3.2.34) esitliklerinden, s pseudo

yayina gore hesaplanan, tiirev formiilleri

e; = —leg,
ey = ikey + ies, (3.2.36)
ey = —ikey, K= §B

seklindedir, [7].
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4. BOLUM
4.1 C* Kompleks Uzayinda Izotropik Egriler

Tanim 4.1.1: z, kompleks bir t degiskenine bagli kompleks bir analitik fonksiyon

olmak tizere

z(t) =)z () ky

vektorel fonksiyonuna sanal (imajiner) egri denir.
Burada 2 : C — C* bir fonksiyon, ¢ = t; + ity kompleks degisken, &, ler de E*

iin standart birim baz vektorleridir, [9].

Tamim 4.1.2: C* uzayinda herhangi iki noktasi arasimdaki uzakhigin karesi 0’ a
esit olan egriye minimal ya da izotropik egri denir.

¢ keyfi bir izotropik vektor olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ # 0 icin ¢ = 0
olmasidir.

s pseudo yay parametresini gostermek iizere bir egrinin izotropik egri olmasi i¢in

gerek ve yeter sart ds* = dz? = 0 olmasidir, [9].

Tanim 4.1.3: C* uzayinda izotropik bir x egrisinin E.Cartan gatisi {ey, €2, €3, €4}
ile gosterilir. Bu gat1 p [eq, es, €3, e4] matrisinin determinantimi +1 yapacak sekilde

F1 degerini almak tizere agagidaki gibidir.

/

e = X
es = 11"
3 ) (4.1.1)
63 — _5:[/ + x///’ /8 — ||x///||
es = pler NeaAes)

Bu sekilde E.Cartan catisi pozitif yonlii olur. Burada e; A es A eg tiglii vektorel

carpim klasik vektorel garpimdir, [9].
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Tanim 4.1.4: E.Cartan gat1 vektorlerinin i¢ ¢arpimi

0 ,i+j =1,2,3(mod4) ise
(eiej) =ei-ej =4 1 i+ =4 ise
-1 ,i+j =8 ise
seklinde tanimhdir.

e1 ve es izotropik vektor olduklarindan, e, reel ve ey kompleks bir vektordiir. E.

Cartan tiirev formiilleri (4.1.1) den

e; = —ley
e, = ikey + ies
(4.1.2)
ey = —ikes
/
ey, = —K(K'+ Kr)e; — Kreg + = ¢
seklinde elde edilir.
1 , i
Burada k = —f3, pseudo egriligidir. v = ||2"||” olmak iizere K = F——— dur.
2 /ﬁ2 4 v

Burada (’) s pseudo yay paremetresine gore tiirevi ifade eder. Aksi belirtilmedikge

k pseudo egriliginin her yerde sifirdan farkli oldugunu kabul edecegiz, 9] .

Tanim 4.1.5: C* de m merkezli )0 yarigapl izotropik hiperkiire

S* = {p = (p1,p2. p3.ps) € C*/ (p —m)* = 0}

seklinde tanimhdir, [9].
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4.2 C* Uzaymndaki Izotropik Helislerin ve Kiiresel Izotropik Egrilerin

Baz1 Karekterizasyonlari

Tamm 4.2.1: m ve r)0 verilsin f(s) = |ja —m|” dir. Eger f(so) = 72
f'(s0) = f"(s0) = ... = fU(sg) = 0 ise a egrisinin 7 yarigaph m merkezli kiir-
eye j. mertebeden degdigini soyleyebiliriz. Daha biiyiik mertebeden j ler i¢in f (s)

kapali fonksiyonu sabittir. Boylece kapali v egrisi m merkezli ve r yaricaph kiirede

yatar, [9].

Teorem 4.2.2: Goriintiisit C* uzaymdaki izotropik hiperkiirede yatan hicbir

izotropik egri yoktur, [9].

Ispat: m merkezli kiire iizerinde yatan izotropik egri = olsun. Keyfi p,(s)
fonksiyonlar1 icin z (s) —m = p11€1+ pig€a + pge3 + peq, 1 < i < 4, esitligi yazilabilir.
(4.1.1) den

F(s) = llw(s) = ml* = (uer + poea + p1ges + praea, per + pioea + piges + prges) =0
= (€1, pyer) + (€1, fia€2) + (pyer, pges) + (e, fyea)
+ (Koo, pye1) + (fa€2, 1a€2) + (Hix€2, fise3) + (Koo, fyea)
+ (Hses, 1y €1) + (zes, poe2) + (Hses, fig€3) + (11363, HaCa)
+ (Haa, pre1) + (g€, 1a€2) + (Hy€a, pize3) + (pya, py€a)
= pufis + gy + pzpy — pi =0
= f(s) = |l&(s) = m||* = i3 + 2pypp5 — i = 0 (4.2.1)
yazilabilir. Bu egri 5. dereceden degme sartim saglamalidir. (4.2.1) denkleminin

tirevi sirasiyla agagidaki esitlikleri verir;

[ =p3=0
/"= =0



Gergekten;
f(s)=llz(s) =m|* =0

f(s) = 2(x(s)—m,2'(s)) =0

= 2(me1 + pyez + pges + pyes, e1) =0

= 2ug(eres) =0=p3 =0

f'(s) = 2{a'(s),2"(s)) +2(z (s) —m,2" (s)) = 0
= 2(p€1 + ppez + pyea, —iez) =0

f"(s) = 20’ (s),2" (s)) + 2(x(s) —m,2" (s)) =0
= 2{ey,—ies) + 2 (€1 + pyeq, €3+ kep) =0

= =0

fis) = (a(s) —m,a"(s)) =0
= (e, e3+ Ker) + (pgea, €y + ey + weh) =0
= 1#0
f@) =1 olmasi her yerde sifirdan farkl oldugunu gosterir. Boylece z izotropik egrisi

4. dereceden degme sartini saglamaz.

Klasik diferensiyel geometride keyfi bir egrinin teget vektoriiniin sabit bir u vek-
toriiyle yaptigi ac1 sabit ise, bu egriye egilim ¢izgisi ya da genel helis adi verilir, [1].
C* uzaymdaki keyfi iki vektor arasindaki acimim tanimi meveut degildir. Bu sebeple

ac1 kavrami olmadan C* uzayinda pseudo helis tanimini asagidaki sekilde verecegiz:

Tanim4.2.3: Keyfi izotropik x egrisi u sabit ve sifirdan farkl bir vektoér olmak

lizere .

(e1,u) = sabit (4.2.3)
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esitligini saglarsa izotropik helis ya da pseudo helis adin1 alir, [9]
Teorem 4.2.4: C* uzayinda bir izotropik egri = olsun.

x egrisi pseudo helistir <= & sabittir (4.2.4)

Ispat: Pseudo helis tanimindan (ey,u) = sabit yazabiliriz. (4.2.3) esitliginin

tirevi bize
(eu) = {(€lu)+ (exu’) =0
= (—ieg,u) =0
esitligini verir. Boylece u vektoriinii asagidaki bagintiyla verebiliriz
U = Ney + yes + dey (4.2.5)

Izotropik helis tanimini goz oniine aldigimizda (4.2.5) esitliginin her iki yanim e; ile

i¢ carpima tabi tutarsak

(u,eq) (Aep + yes + dey, e1)

= A<61;€1>_*—’.)/<637€1>_*—5<€4761>

= v = sabit
olur. (4.2.5) esitliginin tiirevini alip ve E.Cartan tiirev formiillerini kullanarak
u' = Ney + Aej +v'es + ey + 0'eq + el
— 0= Ney + e} + ez + el + d'eq + de)

= 0= MNe;+ \(—iez) +es+v(—ires) + ey

K/
+0 (—K(/@'" + Kk)ey — Krez + —e4>

K
= 0= (N —0Kr" —0K’k) e1 + (—i\ — ivK) e2 + (v — KKd) e3
K/
+ (5’ + 5?) o (4.2.6)
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elde ederiz. (4.2.6) egitligini e; ile i¢ carpima tabi tutarsak

0 = (N =0KK"—0K?k) €1 4 (—iX — iyk) es + (v — Krd) e3

KI
- (5’ + 5?) €4, €1)

0 = ((N=06KK'"—0K?k)€1,€1) + ((—iX —iyk) €2, €1)

K’
+<("}/ — KH(S) ?3, ?1> -+ <(6, + 5}) ?47 ?1>

0 = (N =0KkK"—06Kk) (e1,e1) + (—iX — ivk) (e2, €1)

K/
+ (7 — Kkd) {e3, e1) + (5’ + (5?) (eq4,€1)

olur. Burada (ej,e;) = (es,e1) = (eq,e1) = 0 ve (e3,e1) = 1 oldugu goz oniine

almirsa

v — Kkd =0
bulunur.
Simdi (4.2.6) esitligini e; ile i¢ carpima tabi tutarsak
0 = ((N —0KK"—0K?k) e1 4+ (—iX —iyk) es + (v — Kkd) e3
+ <5’ + 5%) €4, €2)

0 = ((N = 0KK"—0K%k) e1,e2) + ((—iX\ — i7K) €2, €2)

K/
—|—<("}/, — KI{(S) €3, €2> + <(5/ + 5}) €4, 62>

0 = (N —=0KK"—6K) (e1,e2) + (—iX — ivk) (2, €2)

K/
+ (7 — Kkd) {es, e2) + ((5’ + (5?> (€4, €2)

olur. Burada (e, e2) = (€3, €2) = (€4, €2) = 0 ve (e, €2) = 1 oldugundan
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A+ iyk =0
bulunur.
Yine (4.2.6) esitligini e ile i¢ carpima tabi tutarsak
0 = (N =0Kr"=0K?k) e + (=i —ivr) €2+ (v — KKd) es

K’
+ ((5/ + 5}) €4, €3>

0 = (N —0KK"—0K’k) e1,es3) + ((—iX\ — i7K) €2, €5)

K/
+{(v — Krd) e3, e3) + ((5’ + 5?> €4, €3)

0 = (N —=0KkK"—06K’k) (e1,e3) + (—iX — ivk) (e2, €5)

K/
+ (7 — Kkd) {es, e3) + ((5’ + (5?) (€4, €3)

olur. Burada (e, e3) =1, {es, e3) = (e3, e3) = (€4, e3) = 0 oldugundan
N —6KK' — 0K*k =0

elde edilir.

Son olarak (4.2.6) esitligini ey ile i¢ carpima tabi tutarsak

0 = ((N —0KK"—0K?k) e1 4+ (—iX — iyr) es + (v — Kkd) e3
K/
+ <(5’ + 6?) eq, €4>

0 = (N =0KK"—6K’K) er,eq) + ((—iX — ivK) €2, €4)
K/

(Y — Krd) es, e4) + <(5' + 5?) eq, 1)

0 = (N =0KkK"—06Kk) (e1, ea) + (—iX — ivk) (2, €4)
K/

+ (v — KKd) {e3, e4) + (5’ + 5?> (e4,€4)
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olur. Burada (e;,e4) = (€3, €4) = (e3,e4) = 0 ve {eq,e4) = —1 oldugu goz 6niine
alinirsa
K/
§+0—=0
i K

elde edilir. Boylece

N —0KK"—6K?k =0
IA+iyk =0
— (4.2.7)
Krd=0
K/
8 +6—=0
\ + K

denklem sistemi elde edilir. K # 0 ve k # 0 oldugunu biliyoruz. (4.2.7) denklem
sisteminin 3. egitliginden § = 0 elde edilir. Ayrica diger denklemler agagidaki

esitlikleri saglar

A =c=sabit #0
K
k = sabit

(4.2.8) denklem sisteminin son esitligi bize istenilen sonucu verir.

ool a9

ile verilen vektorii diigiinelim. Burada c sabit ve sifirdan farkhidir ve daha sonra

Tersine

c
(e1,u) = —— = sabit ile verilen egriyi diisiinelim. Bu da bize z in C* de pseudo
K

helis oldugunu verir.

Sonug 4.2.5: Pseudo helis tammindaki sabit dogrultu (4.2.9) seklinde alinabilir,
[9].
Burada pseudo helisi 0.tip izotropik slant helis olarak kabul edebiliriz.

Tanim 4.2.6: Keyfi izotropik x egrisi u sabit ve sifirdan farkl bir vektor olmak

lizere

(€9, u) = sabit (4.2.10)
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esitligini saglarsa 1.tip izotropik slant helis adi alir, [9].
Caligmamizin devaminda degisken katsayili uzun kompleks diferensiyel denklem-
lerden dolay1 keyfi 1. ve 2.tip izotropik slant helisler i¢in acik karekterizasyonlar

bulamadik. Bu nedenle 6zel durumlar ele alacagiz.

Tanim 4.2.7: C* uzaymdaki z izotropik egrisinin pseudo egriligi 0 ise bu egri

izotropik kiibik adin alir, [9] .

Teorem 4.2.8: C* uzaymda izotropik kiibik z olsun. x 1.tip izotropik slant

helis ise egrinin ekseni ¢ € C olmak tizere u = %64 olarak yazilabilir, [9].

Ispat: Tanim (4.2.6) dan (ey, u) = sabit yazabiliriz. (4.2.10) esitliginin s ’e gore
tiirevi alinirsa

!/

(eg,u) = (eh,u) + (ez,u') =0

= <(i/€61 + ’éeg) ,U> =0
elde edilir. Boylece u vektoriinii
U = Tey + Wey (4211)

seklinde verebiliriz. 1.tip izotropik slant helis tammmindan (es,u) = 7 = sabit

oldugunu biliyoruz. (4.2.11) esitliginin tiirevi alinirsa

!/ / / /
0=7'ey + mey +wey + wey

= 0=rn'ey + 7 (ike; +ie3) +w'ey

K’
+w (—K(K,” + K,‘i)el — K/ﬂ€3 + ?64)

— 0= (irk — wKr" —wK’g) e1 + (ir — wKr) e3

K’
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olur. (4.2.12) esitligini e, ile i¢ garpima tabi tutarsak

K/
0= ((irk — wKK" —wK?k) €1 + (ir — wKk) e5 + <w’ - wf) €4, 1)

0 = (irk —wKr"—wK?k) (e1,e1) + (imr — wKE) (es, 1)

K/
+ <w’ + w?> <€4, €1>
bulunur. Burada (e1,e;) = (eq,e1) = 0 ve (e3, e1) = 1 oldugundan
im —wKkrk =0
elde edilir.

Simdi (4.2.12) esitligini e, ile ig carpima tabi tutarsak

K/
0= ((ink — wKrK" —wK’k) €1 + (it — wKK) e5 + (w' + w?> €4, €)

0 = (imk —wKK" —wK’k) (€1, €2) + (im — wKE) (€3, ea)
K/
+ (w’ + w?> (€4, €2)

olur. Burada (e, es) = (e3, e3) = (€4, €2) = 0 dur.

Yine (4.2.12) esitligini e ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak

K/
0= ((irk — wKr" — wK?k) e + (i1 — wKk) e + (w' + w?> €4, €3)

0 = (irk —wKr"—wK?k) (e1, e3) + (i — wKE) (e3, e3)

+ | ' o
w—l—w? <€4,63>

elde edilir. Burada (es, e3) = (e4, e3) = 0 ve (e1, e3) = 1 oldugundan
itk — wKK" — wK?x =0

bulunur.
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Son olarak (4.2.12) egitligini e4 ile i¢ carpima tabi tutarsak

K/
0= ((ink — wKK" —wK’k) €1 + (it — wKK) e5 + (w’ + w?) €4, €4)

0 = (imk —wKr" —wK’g) (e1,e4) + (im — wKE) (€5, e4)

+ | w’ s
w+w? <€4,64>

olur. Burada (eq,e4) = (e3,e4) = 0 ve {e4,e4) = —1 oldugundan

!/

/
—:O
w—i—wK

elde edilir. Boylece
itk —wKkK" —wK?k =0

im—wKr =0 (4.2.13)
!/
/
i
w +wK

yazabiliriz. (4.2.13) denklem sisteminin son egitliginden wK = ¢ = sabit ve sifirdan

farklidir. Ayrica (4.2.13) un 2. esitliginden
 wk

m =

&
— T = C—
1

olur. kK =0 oldugundan 7 =0 dir. wK =c¢c = w = % oldugundan u = %64 elde

edilir.

Tanim 4.2.9: z keyfi izotropik egrisi u sabit ve sifirdan farkli vektor olmak
uzere

(e3,u) = sabit (4.2.14)

bagintisini saglarsa bu egriye 2.tip izotropik slant helis denir, [9].

Teorem 4.2.10: C* uzaymnda izotropik bir egri z olsun. x egrisinin 2.tip

izotropik slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
1

K =
:F\/§2$

452
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olmasidir, [9].
Ispat: 2 egrisi 2.tip izotropik slant helis olsun. (4.2.14) esitliginin tiirevi bize

(esu) = <eg’u> + (ezu’) =0

= (—ikey,u) =0
esitligini verir. Boylece u vektoriini
u = €ee; + ez + ney (4.2.15)

esitligiyle verebiliriz. € = ¢ sabit oldugundan ve ayrica (4.2.15) esitliginin her iki

yaninin tiirevi alinirsa
0 =¢€e, + e} +¢'es + ey +n'eqg + e

K/
= 0 = —icey +¢'es —ickes +1'es +1 (—K(/@” + Kr)e; — Kreg + ?64)

= 0= (—nKr"—nK’k)e; — (ic +isk)es + (' — nKK) e3
K/
+ (n’ + nf> ey (4.2.16)
bulunur. (4.2.16) esitligini e, ile ig carpima tabi tutarsak
0 = ((-nKr"—nK’g) er — (ie +isk) es + (' — nKk)es
K/
+ (77, + 77}) €y, €1>
0 = (—T]KKJ” — nKQ/s') (e1,e1) — (i€ +ick) (ez, e1) + (s — nKk) (e3, e1)
K/
+ (77/ + 77?) (€4, €1)

olur. Burada (e, e1) = (eq,e1) = (e4,€1) = 0 ve (e3, e1) = 1 oldugundan
¢ —nKk=0
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elde edilir.
Simdi (4.2.16) esitligini ey ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak

0 = ((-—nKr"—nK?k)e; — (ie +isk) e2 + (¢ — nKk)es
K/
+ (77/ + 77?) €4, €2)

0 = (—nKr"—nK?g) (e1,e2) — (i€ + isk) (€2, €2)
# &= 0 Geaea) + (o 40 ) e
olur. Burada (eq, es) = (e3,e2) = (€4, €2) = 0 ve (es, e3) = 1 oldugundan
i€ +1ick =0
elde edilir.

Yine (4.2.16) esitligini e ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak

K/
0= ((—nKm" — 77K2/$) er — (ie +ick) ea + (¢ —nKk)esz + (77’ + nf) €4, €3)

0 = (—UKH" — 77K2/€) (e1,e3) — (i€ +ick) ez, e3) + (s — nKk) (e3, e3)
K’
+ (77’ + 77?) (e, €3)
olur. Burada (e, e3) = (es, e3) = (€4, e3) = 0 ve (e1,e3) = 1 oldugundan
nKr"+nK*k =0

elde edilir.
Son olarak (4.2.16) esitligini e, ile i¢ carpima tabi tutarsak

K/
0= <(—T]KI€” — T]K2I{) e1 — (i€ +ick) ea + (¢ —nKk) ez + (77’ + 77?) €y, €4)

0 = (—UKF&U — T]KQK) (e1,e4) — (i€ +ick) (€2, eq) + (" — nKEK) (€3, e4)
K/
+ (77/ + 77?) (€4, €4)
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olur. Burada (e, e4) = (ea, €4) = (€3, €4) = 0 ve (e4,€4) = —1 oldugundan
/

!
—
T

elde edilir. Boylece

nKrk" +nK?k =0

1€ +isk = 0
— (4.2.17)
¢ —nKr=0
K/
/ —
[ Tt =0

sistemi elde edilir. Ilk olarak (4.2.17) denklem sisteminin 4. esitliginden

nK = ¢; = sabit elde ederiz. (4.2.17) denklem sisteminin 2. esitliginden yararla-

narak ¢ = _° yazabiliriz. Bu esitligi (4.2.17) iin 3. esitliginde yazarsak
K

€ !
(——) — k=0 ve e =c=sabit
K

oldugundan

d (1
—e— [ Z) = = 4.2.1
e (H) k=10 ( 8)

elde ederiz. (4.2.18) denkleminde C' = ~ % alalim
c

d 1 C1 d 1
d—(g) = :’a(;) = O

1
—d|— ) =Ckds
K
1 1
:>—d(—):Cds
K K
:>ﬁ+013208+03
2 _ _
— - 2Cs
1

v2C's
Ayrica (4.2.19) degerini (4.2.17) denklem sisteminin ilk esitliginde yazarsak

nKk" +nK?k =0
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K=-"2 (4.2.20)

elde edilmis olur.

(<=) Tersine

c c
U= cej + ;63 + §164 (4.2.21)

esitligi ile verilen vektorii ele alalhm. ¢,¢; € C . Burada w nun sabit bir vektor

uzayimda 2. tip izotropik slant helis oldugunu gosterir.

Sonug 4.2.11: 2.tip izotropik slant helis tammindaki sabit dogrultu (4.2.21)

olarak almabilir, [9].
Tanim 4.2.12: u sabit ve sifirdan farkli bir vektor olmak {izere
(e4,u) = sabit (4.2.22)
esitligini saglayan keyfi izotropik x egrisine 3.tip izotropik slant helis denir, [9].

Teorem 4.2.13: C* uzayinda izotropik kiibik  olsun. x egrisi 3.tip izotropik

slant helis ise, egrinin ekseni c;, cs, c3 € C* olmak {izere

2
. S .
u=cer + (ic1s + c2) ex + <cl§ — iC9S + 03) es

seklindedir, [9].

Ispat: = egrisi 3.tip izotropik slant helis oldugundan (4.2.22) in s pseudo yay

parametresine gore tiirevi alinirsa

(equ) = (eyu) + (eg/) =0
!/
— <(—K(/{”—|—K!€)€1—K!€€3+%64),u>:0
K/
— ? <64, u) =0
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elde edilir. Boylece u i¢in asagidaki bagintiy1 verebiliriz
u = )\61 + YE2 + (563 (4223)

seklinde yazilabilir. 3.tip izotropik slant helis tammindan «' = 0 olur. (4.2.23)

esitliginin tiirevi alimirsa ve E. Cartan tiirev formiilleri goz 6niine alinirsa
0= Ney + Aej +7ex +vehy, + ez + dej
= 0= Ne; —ides +v'es + v (ikey +ie3) + §'e3 — dikes
= 0=\ +iry)e; + (—iA++ = dik) ea + (17 + &) e3 (4.2.24)

(4.2.24) egitligini e ile i¢ carpima tabi tutarsak

0= (N +iry)er+ (—iA+7 —dir)ea + (iy+ ') e3, 1)

0= (N +iry)(er,e1) + (—iA+ 7' — dir) (es, e1) + (iy + &) (3, €1)
olur. Burada (e, e1) = (eg,e1) = 0 ve (e3,e1) = 1 oldugu goz 6niine alinirsa
v+ =0

bulunur.

Simdi (4.2.24) esitligini e, ile i¢ carpima tabi tutarsak
0= (N +iry)er + (—iXA++ — dir) ea + (iy + ') e, €2)
0= (N +iry)(e1,ea) + (—iA + 7' — dir) (es, e2) + (iy + &) (€3, €2)
olur. Burada (eq, es) = (e3,e2) = 0 ve (e, e5) = 1 oldugu goz oniine alinirsa
—iAN+ —0ik=0

bulunur.

Yine (4.2.24) esitligini e ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak
0= (N +iry)er+ (—iA+7 —dir)ex + (iy+ ') e3, e3)
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0= (N +iry)(e1,e3) + (—iA+ 7' — dir) (es, e3) + (i + &) (es, €3)
olur. Burada (es, e3) = (e3,e3) = 0 ve (e, e3) = 1 oldugu goz 6niine alinirsa
N +iky =0
bulunur.

Son olarak (4.2.24) egitligini e, ile i¢ carpima tabi tutarsak
0= (N +iry)er+ (—iA+7 —dir)ex + (iy+ ') e3, €4)
0= (N +ir7y)(e1,es) + (—iX +7" — dir) (ea, €4) + (iy + &) (e3, e4)

olur. Burada (e, e4) = (eg,€4) = (e3,€4) = 0 dir. Boylece

N +iky =0
i — ik =0 (4.2.25)
iv+d =0

denklem sistemi elde edilir. £ = 0 ve (4.2.25) denklem sisteminin 1. egitliginden

No=0

— A = = sabit

oldugundan (4.2.25) denklem sisteminin 2. esitliginden

v =ic

— Y =115+
elde ederiz. Bu degeri (4.2.25) denklem sisteminin son esitliginde yazarsak

i(ic1s+cg)+8 =0
—c15+ice+90 =0
8 =15 —icy

2
S .
0= 01—2 —1C95 + ¢3

AR
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elde edilir. Dolayisiyla

2
. S .
u=cie; + (ZCl + Cg) €s + (015 — 1S + Cg) €3

esitligi elde edilir.
4.3 Vektorel Diferensiyel Denklem Ile izotropik Egrilerin Belirlenmesi

Teorem 4.3 1: C* uzaymdaki bir izotropik egrinin yer vektorii
2" — 2ka” — K2’ =0 (4.3.1)
diferensiyel denklemini saglar, [9].

Ispat: C* uzaymda izotropik egri z olsun. (4.1.2) denklem sisteminin ilk esitligin-

den
!
_a

(4.3.2)

€y =
7

yazabiliriz. (4.3.2) esitliginin tiirevini alir ve (4.1.2) denklem sisteminin 2. esitligini

yerine yazarsak
"

/ 1 . .
€y = - = 1K€y + 1e3
"
= —€] = —Keé] —e€3
= e3=c¢] — ke (4.3.3)

elde edilir.
Ayrica (4.3.3) esitligini (4.1.2) denklem sistemini de kullanirsak

e3 = €] — key

o / /

—ikey = €' — K'e; — ke)

6,

. 1

—iK (— , ) =e —K'ey — ke
i

" / I
el —K'ep —2ke] =0

AR
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ve o' = e; olarak alirsak
) —2ka” — K2’ =0

elde edilir.

denklemin ¢oziimiiyle, C* uzaymdaki standart catiya gore izotropik egrinin yer vek-

torii belirlenebilir. Ancak bu denklemin genel ¢oziim heniiz bulunamadi. = izotropik

diferensiyel denkleminden ") = 0 veya parametrik olarak

2" =0
xg“’) =0
wgw) =0
xflw) =0

dir. Burada = = {x1, 29, x3, 24} standart catiya gore yer vektoriidiir. Bu sebeple

83 82
——|‘041—+0428+O[3

6 3

s S
— + B+ + Bys+ B3

z=| & 3 i, B 7 G EC 1<i<4

— T Y5 T Y28 T3

G 2
%+C1%+C25+C3

aliabilir.
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4.4 E. Cartan Catisina Gore Izotropik Egrinin Yer Vektorii

C* kompleks uzaymda izotropik egri z olsun. E. Cartan catisina gore bu egrinin

yer vektoriinii

T = U€1 + Uges + Uses + Ugey (4.4.1)

seklinde yazabiliriz. (4.4.1) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsak ve (4.1.2)

esitliklerinden

!/ !/ !/ / /! / / !/ !/
T =uje; + uU1€] + Ugea + Ugey + Uz€z + UzEy + U ey + Ugey

e1 = uje; —iujes + upes + ug (ikey + iez) + usesz — ugires + uyey
K/
+uy <—K(/~€" + Kk)ey — Kkez + fez;)
er = (u] +iusk —ug (K(K" + Kk))) €1 + (uy — iug — iugk) eq
K/
+ (Ug + iUQ — K:‘iU4) €3 + (Uil + ?Uzl) €4 (442)

elde edilir. (4.4.2) esitligini e; ile i¢ garpima tabi tutarsak

(er,€1) = ((u] +iusk —ug (K(K" + Kk))) €1 + (ugy — iuy — iugk) es

. K’
+ (uy + dug — Kruy) ez + <uﬁ1 + ?u4> €4, 1)

(er,e1) = (u] +iugk — uy (K (K" 4+ Kk))) (e1, 1) + (ugy — iuy — iugk) (e, €1)

!/

+ (uf + tug — Krug) (e3,e1) + (uﬁ1 + ?m) (eq,€1)

olur. Burada (ej,e;) = (es,e1) = (eq,e1) = 0 ve (e3,e;) = 1 oldugu goz oniine
alinirsa

, .
Us + iug — KKruy =0
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bulinur.

Simdi (4.4.2) egitligini ey ile i¢ garpima tabi tutarsak

(e1,€9) = ((u] + iusk — uq (K(K" + Kk))) €1 + (uy — iuy — iugk) es

. K’
+ (ug + tug — Kkuy) ez + (uﬁ1 + ?m) €4, €)

(e1,69) = (u] + iugk —uy (K(K" + Kk))) (e1, e2) + (ufy — iuy — iugk) (e, e3)

!/
+ (uy + iug — Kruy) (€3, ea) + (uﬁ1 + ?u4> (€4, €2)
olur. Burada (ej,es) = (es,ea) = (e4,€3) = 0 ve (eg,e3) = 1 oldugu goz oniine
alinirsa
uhy — iuy — iugk = 0
bulunur.

Yine (4.4.2) esitligini e ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak

(e1,e3) = ((u] + iusk — ug (K (K" + Kk))) €1 + (uy — iuy — iugk) es

: K'
+ (uy + fug — Kruy) ez + (uﬁ1 + ?m) €4, €3)

(e1,e3) = (u] +iugk — uy (K (k" 4+ Kk))) (e1,e3) + (ugy — iuy — iugk) (ez, €3)

lA
+ (uy + iug — Kruy) (e3, e3) + (uﬁ1 + ?m) (€4, €3)
olur. Burada (es,e3) = (ea,e3) = (eq,e3) = 0 ve (e1,e3) = 1 oldugu goz oniine
alimirsa

uy 4 dugk —uy (K(K" + Kr)) —1=0

bulunur.

Son olarak (4.4.2) esitligini ey ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak

(e1,e4) = ((u] +iugk —ug (K (K" + Kk))) 1 + (uh — tuy — iuzk) eg
!

K
+ (uy + tug — Kruy) ez + (uﬁ1 + Em) €4, €4)
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(er,e4) = (U] + tugk —uy (K(K" + Kk))) (e1, e4) + (uhy — iuy — iugk) (e, e4)

K/
+ (uj + tug — Kkuy) (e3,€4) + (uﬁ1 + ?u4) (€4, €4)

olur. Burada (ej,eq) = (e2,e4) = (e3,64) = 0 ve (e4,e4) = —1 oldugu goz oniine

alimirsa
1A

!/
_— :0
Uy + Ku4

dir. Boylece

uy +iugk — uy (K(K"+ Kk)) —1=10

uh —iuy — iugk =0
(4.4.3)
uh + tug — Kkuy =0
!

UQ+EU4:0

sistemi elde edilir. (4.4.3) denklem sisteminin 4. denkleminden uwsK = ¢ = sabit

\

oldugundan, (4.4.3) denklem sistemi
u) +iugk — (k" + Kk) —1=0
ubh — iuy — iugk =0 (4.4.4)
ul +iug — ck =0

seklinde olur. Boylece agagidaki teoremi verebiliriz, [9].

Teorem 4.4.1: C* kompleks uzaymda pseudo yay parametreli izotropik egri x

olsun. ese4 alt uzayinda tamamen yatan higbir izotropik egri yoktur, [9] .

Ispat: C* kompleks uzayinda pseudo yay parametreli izotropik egri x olsun. x
egrisinin esey alt uzayinda yattigim kabul edersek w; = us = 0 olup ug = ¢ =0
dir. Bu sonug (4.4.1) ile gelismektedir. Bu nedenle egri tamamen egey alt uzaymda

yatmaz.

Teorem 4.4.2: C* kompleks uzaymda pseudo yay parametreli izotropik egri x
olsun. esey alt uzayinda tamamen yatan egri pseudo egriligine sahiptir ve x pseudo

helistir, [9].
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Ispat: C* kompleks uzaymda pseudo yay parametreli izotropik egri « olsun.

egrisi exey alt uzayinda yattigindan vy = ug = 0 olup uy = ¢; = sabit ¢; € C dir. Bu
c

(4.4.4) denklem sisteminin 3. egitliginde yerine yazilirsa x = —Li = sabit bulunur.

c
Teorem 4.2.4 den x egrisinin bir pseudo helis oldugu aciktir.

Teorem 4.4.3: eje; alt uzayinda tamamen yatan hicbir izotropik egri yoktur,

9]

Ispat: C* kompleks uzayinda pseudo yay parametreli izotropik egri z olsun.
x egrisinin ejey alt uzayinda yattigimi kabul edersek uz = uy = 0 olur ve (4.4.4)

denklem sisteminden u; = 0 ve us = 0 elde ederiz ki bu bir c¢eligkidir.

Teorem 4.4.4: C* kompleks uzayinda pseudo yay parametreli izotropik egri x
+ Co

. S
olsun. eje3 alt uzaymda yatan egri ¢y, c3 € C olmak iizere Kk = — pseudo

C3
egriligine sahiptir. Bu nedenle C* kompleks uzaymin ejes alt uzaymda yatan hicbir

pseudo helis yoktur, [9].

Ispat: C* kompleks uzayinda pseudo yay parametreli izotropik egri z olsun.

(4.4.3) denklem sisteminin 1. ve 3. esitliklerinde uy = uy4 = 0 yazarsak

d
ﬂ:l :>du1:d5
ds
— U] =S+ C
ve
dU3 .
d_:() —> ug = c3 = sabit 2,3 €C
S

elde ederiz. Buldugumuz u; ve us degerlerini (4.4.3) denklem sisteminin 2. ve 3.
esitliklerinde yazarsak
i(—s—cy) —c3ik =0

= cgik=1(—$—Cg)
S+ Co
C3

— k=

elde ederiz. Buda istenilendir.
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Teorem 4.2.4 den z egrisi pseudo helis olmadig1 agiktir.

Teorem 4.4.5: C* kompleks uzaymda pseudo yay parametreli izotropik egri x

olsun. eje4 alt uzayinda tamamen yatan higbir izotropik egri yoktur, [9] .

Ispat: = egrisinin eje, de yattigimi kabul edersek uy = uz = 0 olup u; = ¢ = 0
dir. Bu sonug (4.4.1) esitligi ile celismektedir. Bu nedenle egri tamamen ejey alt

uzayimda yatmaz.

Teorem 4.4.6: C* kompleks uzaymda pseudo yay parametreli izotropik egri
olsun. E. Cartan catisina gore egrinin yer vektoriiniin 1. bilegeni
d 1 d 1 ” du1 d U1
- AR (-] £ (2)
ds [mds{m (CH el ds ds \ k
Uy

1 d
+= (Clﬁ”—l—CKli—‘rl——) —CK
K ds

3. dereceden diferensiyel denklemini saglar, [9].

Ispat: (4.4.4) denklem sisteminin 1. esitliginden

d
z'uw:cm"%—cK/-s%—1—ﬂ
ds
1 d
— Uy = — (cm”—i—cK/-evtl—ﬂ)
K ds

elde edilir. us nin s pseudo yay parametresine gore tiirevini alirsak

dUQ_ d 1 " dU1
:E_E{E(CH +cKr+1 ds)}

dir ve buldugumuz bu son esitligi (4.4.4) denklem sisteminin 2.denkleminde yerine

yazarsak
. dug .
— 1Ugk = — — 1Uq
1 d'LL2 U1
ik \ ds K

us Uin tirevini alirsak

dU3 . d 1 d 1 " du1 d Uq
— ds  ds L’fﬁds{m (Cl{ reknl ds)}] ds</<a>
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ve bu degerlerin tiimiinii (4.4.4) denklem sisteminin son denkleminde yazarsak

_d|1d 1 p duy d (uy
0= E[‘J{‘( *CK““E)H—@(;)

1 d
+= (c&”—i—cK&—&—l—ﬂ) —CK
K ds

elde edilir.

Sonug 4.4.7: x izotropik kiibik olsun. E. Cartan ¢atisina gore = in yer vektorii

m;, € C 1 <14 <3 olmak iizere

st s s c
r=(s+m)e+ Z§+Z7T18+7T2 es+ E+Z771§_Z7T23+7T3 €3+?€4 (5.5)

seklindedir, [9].
Ispat: (4.4.4) denklem sisteminden ve x = 0 olmasindan yararlanarak

%
&

ds

=1
:iul
:—iUQ
— U =S+ m

dus = iuds

= (is +imy) ds

2
.S .
— U2 :Z§+Z7T18+7T2
dus = —iuqds
2
.S .
= —q (15 +ims + 7T2) ds
s s
— us :E+’L7T15—Z7T28+7T3

Kuy=c=— uy = % degerleri

T = uiey + Ugeo + U3 + Ugly
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dekleminde yerine yazilirsa

f(+)+‘82+‘ + Y PP +
r =S T1) €1 12 1T1S o | €2 6 Z7T12 1T9S T3 | €3 K€4

elde edilir.
4.5 C* Kompleks Uzaymnda izotropik Rektifiyan Egriler

Tanim 4.5.1 7 : C — C* pseudo yay parametreli bir izotropik egri ve {e1, 2, €3, €4},
x egrisi boyunca C* de E. Cartan catisi olsun, x egrisinin yer vektorii, e, nin dik
tiimleyeni olan e5 = {ey,es, e4} de yatiyorsa, x egrisine izotropik rektifiyan egri
denir.

Buradan C* kompleks uzayimdaki z rektifiyan egrinin secilmis herhangi bir orjine
gore yer vektorii;

T = u1€e1 + Ugses + Usey

denklemini saglar. Burada s pseudo yay uzunluk fonksiyonu wuy, us, ug diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlardir.

Teorem 4.5.2: C* kompleks uzayinda bir izotropik rektifiyan egri = olsun. Bu

takdirde = egrisinin yer vektorii
T = / (c(k" 4+ Kr) + 1) dse; + /cmdseg + %64

veya
T = —K/Clid861 + /cmdseg + %64

seklindedir.

Ispat: C* kompleks uzaymnda izotropik rektifiyan egri z olsun. E. Cartan

catisina gore bu egrinin yer vektoriinii

T = Uje1 -+ uses + usey (4.5.1)
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olarak yazabiliriz. (4.5.1) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsak ve (4.1.2) E.

Cartan tiirev formiilleri goz oniine alinirsa
r / ! I /
T = Uuje1 + Ure] + Uses + Uges + Uzey + Usey
!/ / ! !/ / /
€1 = U1 + U1€] + Uge3 + Uzl + Usey + U3Ey

€1 = wuje; —iujey + upes — ugikes + ugey

K/
+usg (—K(lﬁ” + Kk)e; — Krez + ?e4>

er = (u) —uwsK(K"+ Kk)) ey + (—iuy — iugk) es

K/
+ (uy — KKug) ez + (ug + ?u:j,) ey (4.5.2)

elde edilir. (4.5.2) esitligini e; ile i¢ garpima tabi tutarsak

(e, e1) = ((u] —usK (k" + Kk)) e1 + (—iuy — iugk) o
!/

K
+ (uy — Krus) ez + (ug + ?m) €4, €1)

(er,e1) = (u) —usK(K" + Kk)) (e1,e1) + (—iuy — iugk) (e2,€1)
K/
+ (uy — Kkug) (e, 1) + (ug + Eu3> (e4,€1)

olur. Burada (ej,e;) = (ea,e1) = (eq,e1) = 0 ve (es,e1) = 1 oldugu goz oniine
alimirsa

uy — Kruz =0

bulunur.

Simdi (4.5.2) esitligini e; ile i¢ carpima tabi tutarsak

(er,e9) = ((u) —usK (k" + Kk)) e1 + (—iuy — iugk) o
K/
+ (uhy — Kkuz) ez + (ug + ?u3) €4, €a)
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(e1,69) = (u}] —usK (k" + Kk)) (e1, e2) + (—iuy — iugk) (e, 3)

K/
+ (uy — Krug) {e3,€2) + (ug + ?’U,3> (€4, €2)

olur. Burada (e1,es) = (es,es) = (eq,€2) = 0 ve (eg,e3) = 1 oldugu goz oniine
alinirsa

1y + 1usk = 0

elde edilir. (4.5.2) esitligini ey ile i¢ garpima tabi tutarsak

(er,e3) = ((u] —usK (k" + Kk)) e1 + (—iuy — iugk) o
!/

K
+ (uhy — Kkuz) ez + (ug + ?u3) €4, €3)

(e1,e3) = (u] —usK (k" + Kk)) (e1, e3) + (—iuy — iugk) (e, €3)

K'/
+ (uy — Krug) {e3,e3) + (ug + EUZJ,) (e4,€3)

olur. Burada (es,e3) = (es,e3) = (eq,e3) = 0 ve (e1,e3) = 1 oldugu goz oniine
alinirsa

uy —usK (K" + Kr)—1=0

bulunur.
Son olarak (4.5.2) esitligini ey ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak
(er,eq) = ((u) —usK (K" + Kk)) e1 + (—iuy — iugk) o

/

K
+ (uhy — Kkuz) ez + (ug + ?u3) €4, €4)

(e1,e4) = (u] —usK (k" + Kk)) (e1, eq) + (—iuy — iugk) (e, €4)

K/
+ (uy — Kkug) {e3,€4) + (u'g + ?u?,) (€4, €4)

olur. Burada (e1,es) = (e2,e4) = (e3,e4) = 0 ve (e4,e4) = —1 oldugu goz oniine

almirsa
!

wy + —uz =0
3 KU3
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dir. Boylece

( up —usK (K" 4+ Kk)—1=0

1y + tugk =0
(4.5.3)
uy — Krug =0
/
| U5+ zus =0

K
(4.5.3) denklem sisteminin 4. denkleminden usK = ¢ = sabit elde edilir. Dolayisiyla

(4.5.3) denklem sistemi
up —c(k"+Kk)—1=0
iUy + fugk =0 (4.5.4)
uy —ck =0

seklinde ifade edilebilir. (4.5.4) denklem sisteminin 1. egitliginden

d’U,l
ds
duy = (c(K" + Kk) + 1) ds

=c(k"+ Kr)+1

— uy = /(C(H”—{-Kﬂ) +1)ds

elde edilir. (4.5.4) denklem sisteminin 3. esitliginden

dUQ C
—_ K
ds

dus = ckds

Uy = /CI{dS

olur.Bu esitlikleri (4.5.1) de yerine yazarsak
xr = / (c(k" + Kr) + 1) dse; + /cmdseg + %64
veya u; = —ugk esitliginden
c

T = —/i/cr@dsel + /cmdseg + Ee4

elde edilir.
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