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ÖZET

KOMPLEKS UZAYDA ·IZOTROP·IK E¼GR·ILER

Bu çal¬̧sma dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬ olup, ·Izotropik e¼griler üzerinde yap¬lan çal¬̧s-

malar hakk¬nda literatürdeki bilgiler verildi.

·Ikinci bölümde; temel tan¬mlar ve teoremler verildi.

Üçüncü bölümde; çal¬sman¬n ilerleyen k¬s¬mlar¬ için temel teşkil etmesi düşünülerek,

sanal elemanlar ve sanal e¼grilere ili̧skin temel kavramlar verildi.

Dördüncü bölümde; C4 kompleks uzay¬nda izotropik e¼griler ve bu e¼grilerin baz¬

karekterizasyonlar¬ verildi. Ayr¬ca izotropik rekti�yan e¼gri tan¬m¬ yap¬ld¬.

Anahtar Kelimeler: E. Cartan Çat¬, ·Izotropik E¼gri, ·Izotropik Kübik, Slant

Helis
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SUMMARY

ISOTROPIC CURVES IN THE COMPLEX SPACE

This thesis consist of four chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental de�nitions and theorems are given.

In the third chapter; fundemental concepts, theorems about imaginary element

and imaginary curves which are indispensable for the subsequent parts of the work

were given.

In the fourth chapter; isotropic curves in the complex space C4 and some char-

acterizations of them are given. Also de�nition of isotropic rectifying curve is given.

Keywords: E. Cartan frame, Isotropic curves, Isotropic cubic, Slant helix
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

E¼griler günlük hayatta s¬k s¬k kaŗs¬m¬za ç¬kan geometrik nesnelerdir. Örne¼gin

kalp gra�si çektirdi¼gimizde e¼grimizin nas¬l davrand¬¼g¬ bizim için önemlidir. Ekono-

mide verilerin de¼gerlendirilmesinde, derslerimizde ö¼grencilerimizin notlar¬n¬ s¬ralarken

(çan) e¼grileri kullan¬r¬z.

R
3 Öklid uzay¬nda e¼grilerin en ilginç olanlar¬ndan biri helislerdir. Helisler için

günlük hayattan bir çok örnek verilebilir. Örne¼gin; bir a¼gaca sar¬larak ç¬kan sar-

maş¬k, minaredeki merdiven veya bir vidan¬n üzerine i̧slenmi̧s yivler ve setler ver-

ilebilir.

·Ilk olarak bir dik dairesel silindir üzerine çizilmi̧s helis ele al¬nm¬̧s ve buna dairesel

helis denilmi̧stir. Bu helislerde � e¼grili¼gi ve � burulmas¬n¬n ayr¬ ayr¬ birer sabit

oldu¼gu ilk tesbit edilen karakterizasyonlardand¬r. Daha sonra bu e¼griliklerin sabit

olmamas¬na ra¼gmen oranlar¬n¬n sabit oldu¼gu helis bulunmuştur ki bu helise genel

helis ad¬ verilmi̧stir. Bulunan genel helis sayesinde bir dik dairesel silindir üzerine

çizilmi̧s helislerden başka helislerin de var oldu¼gu ortaya ç¬kar¬lm¬̧st¬r.

Helisler sabit e¼griliklidir. Başka bir deyi̧sle e¼grinin tanjant vektörü sabit bir

do¼gruyla sabit bir aç¬ yapar. ·Ilk olarak 1802 y¬l¬nda Lancret Öklid üzay¬ndaki

helisler için yapt¬¼g¬ çal¬̧smalar sonucu genel helis tan¬m¬n¬ yapm¬̧st¬r. 1845 y¬l¬nda

ise de Saint Venant taraf¬ndan bir e¼grinin helis olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n �

e¼grili¼ginin � burulmas¬na oran¬n¬n sabit olmas¬ gerekti¼gi ispatlanm¬̧st¬r.

Slant helis kavram¬ ilk kez S. Izumiya ve N. Takeuchi taraf¬ndan bahsedilmi̧stir.

E3 Öklid uzay¬nda � e¼grili¼gi s¬f¬rdan farkl¬ olan  e¼grisinin asli normal do¼grular¬

sabit bir do¼grultu ile sabit bir aç¬ yap¬yorsa  e¼grisine slant helis denir.

E. Cartan sanal e¼grilerden ilk bahseden ki̧sidir ve sanal e¼grileri tan¬mlamak için

kompleks de¼gi̧skenlerden yararlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca sanal e¼griler F. Şemin taraf¬ndan

ayr¬nt¬l¬ bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. S. Y¬lmaz 0¬n "Contributions to di¤erential geome-
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try of isotropic curves in the complex space" adl¬ makalesinde C4 kompleks uzay¬nda

izotropik e¼griler ve izotropik slant helislerle ilgili çal¬̧smalara yer verilmi̧stir. Bizde

bu çal¬̧smada izotropik rekti�yan e¼gri kavram¬n¬ inceledik.

2



2. BÖLÜM

2.1 Temel Kavramlar

Tan¬m 2.1.1: Boş olmayan bir cümle A ve bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬

V olsun. Aşa¼g¬daki önermeleri do¼grulayan bir

f : A� A �! V

fonksiyonu varsa A ya V ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir:

(A1) 8P;Q;R 2 A için f (P;Q) + f (Q;R) = f (P;R)

(A2) 8P 2 A ve 8� 2 V için f (P;Q) = � olacak biçimde bir tek Q 2 A noktas¬
vard¬r, [3] :

Tan¬m 2.1.2: Bir reel a�n uzay A ve A ile birleşen vektör uzay¬ da V olsun. V

de bir iç çarp¬m i̧slemi olarak

g : V � V �! R

(x; y) �! g (x; y) =
n
P

i=1

xiyi

Öklid iç çarp¬m¬ tan¬mlan¬rsa bu i̧slem yard¬m¬ ile A da uzakl¬k ve iç çarp¬m gibi

metrik kavramlar tan¬mlanabilir. Böylece A a�n uzay¬ da yeni bir ad olarak Öklid

uzay ad¬n¬ al¬r, [3] :

Tan¬m 2.1.3:

d : En � En �! R

(x; y) �! d (x; y) =

r

n
P

i=1

(yi � xi)
2

olarak tan¬mlanan d fonksiyonuna En öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu ve d (x; y)

reel say¬s¬na da x; y 2 En noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬k denir, [3] :
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Tan¬m 2.1.4: En de s¬ral¬ bir fP0; P1; P2; :::; Png nokta n+1-lisine Rn de kaŗs¬l¬k
gelen

n��!
P0P1;

��!
P0P2; :::;

���!
P0Pn

o

vektör n-lisiRn için ortonormal baz ise fP0; P1; P2; :::; Png
sistemine En in bir dik çat¬s¬ veya Öklid çat¬s¬ denir, [3] :

Tan¬m 2.1.5 En de birX noktas¬n¬n En deki standart Öklid çat¬s¬na göre ifadesi

��!
E0X =

n
X

i=1

xi
���!
E0Ei

dir.

Buradaki

xi : E
n �! R; 1 � i � n

fonksiyonlar¬na X noktas¬n¬n Öklid koordinat fonksiyonlar¬ ve fx1; x2; :::xng s¬ral¬
ve reel de¼gerli fonksiyonlar n-lisine de En in Öklid koordinat sistemi denir, [3] :

Tan¬m 2.1.6: X boş olmayan bir cümle olsun. � , X cümlesinin baz¬ alt cüm-

lelerinin bir ailesi olsun. E¼ger � ailesi

(T1) X; ; 2 � ,
(T2) A1; A2; :::; An 2 � oldu¼gunda A1 \ A2 \ ::: \ An 2 � ,
(T3) 8i 2 I için Ai 2 � oldu¼gunda [

i2I
Ai 2 � koşullar¬n¬ gerçekleştiriyorsa �

ailesine X cümlesi üzerinde bir topoloji denir, [3] :

Tan¬m 2.1.7: Bir X cümlesi ve üzerindeki bir � topolojisinden oluşan (X; �)

ikilisine bir topolojik uzay denir, [3]:

Tan¬m 2.1.8: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f : X �! Y

fonksiyonu sürekli ise ve f�1 tersi var ve f�1 de sürekli ise f ye X den Y ye bir

homeomor�zim (topolojik dönüşüm) denir. f bir homeomor�zm oldu¼gu zaman X

ile Y uzaylar¬na da topolojik olarak denktirler veya homeomor�ktirler denir, [3]:
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Tan¬m 2.1.9: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da En in aç¬k bir alt

cümlesi olsun. E¼ger U bir  homeomor�zmi ile M nin bir W aç¬k alt cümlesine

eşlenebiliyorsa

 : U � En ! W �M

( ;W ) ikilisine M de bir koordinat komşulu¼gu veya harita denir, [3].

Tan¬m 2.1.10: I � R aç¬k bir alt cümle olmak üzere

� : I �! En

t �! � (t) = (�1 (t) ; :::; �n (t))

fonksiyonu verilmi̧s olsun. (I; �) koordinat komşulu¼gu ile tan¬mlanan � (I) � En

e En uzay¬nda bir e¼gri denir. t ye � e¼grisinin parametresi, I ya da � e¼grisinin

parametre aral¬¼g¬ denir, [3] :

Tan¬m 2.1.11: En de bir M e¼grisinin (I; �) ve (J; �) gibi iki koordinat komşu-

lu¼gu verilsin.

h : ��1 � � : J �! I

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre de¼gi̧simi (daha do¼grusu M

nin I daki parametresinin J deki parametre ile de¼gi̧simi) denir, [3] :

Tan¬m 2.1.12: M � En e¼grisi verilsin. M e¼grisinin m 2 M noktas¬ndaki

tanjant uzay¬ diye, m 2M noktas¬nda M nin h¬z vektörlerini içine alan

TM (m) = V (m) vektör uzay¬na denir. m 2M seçilmi̧s bir nokta olmak üzere, En

in TM (m) ile birleşen alt a�n uzay¬na da, M e¼grisinin m 2 M noktas¬ndaki te¼get

do¼grusu denir, [3] :

Tan¬m 2.1.13: M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

k�0k : I �! R

t �! k�0k (t) = k�0 (t)k
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şeklinde tan¬ml¬ k�0k fonksiyonuna, M e¼grisinin (I; �) koordinat komşulu¼guna göre

skaler h¬z fonksiyonu ve k�0 (t)k reel say¬s¬na daM e¼grisinin (I; �) koordinat komşu-

lu¼guna göre � (t) noktas¬ndaki skaler h¬z¬ denir, [3] :

Tan¬m 2.1.14: M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. E¼ger 8s 2 I

için

k�0 (s)k = 1

ise M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼guna göre birim h¬zl¬ e¼gridir denir. Bu du-

rumda, e¼grinin s 2 I parametresine yay parametresi ad¬ verilir, [3] :

Tan¬m 2.1.15: Her noktas¬ndaki h¬z vektörü s¬f¬rdan farkl¬ olan e¼griye regüler

e¼gri denir, [3] :

Tan¬m 2.1.16: En Öklid uzay¬nda bir M e¼grisi, (I; �) koordinat komşulu¼gu ile

verilsin. E¼grinin h¬z vektörü olan �0 (t) tanjant vektörü,

�0 (t) =

n
X

i=1

d�i
dt
jt

@

@xi

�

�

�(t)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬. Şimdi,

�0 : M �! [
8m2M

TM (m)

m = � (t) �! �0 (t)

dönüşümünü göz önüne alal¬m.

� : [
8m2M

TM (m) �!M

�0 (t) �! � (t) = m

olmak üzere,

� � �0 = IM :M
�ozdeslik�! M

oldu¼gu aşikârd¬r. O halde, �0; M üzerinde bir vektör alan¬d¬r. �0 vektör alan¬na M

e¼grisinin (I; �) koordinat komşulu¼guna göre te¼get vektör alan¬ denir, [3] :
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Tan¬m 2.1.17: M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. Bu

durumda 	 =
�

�1; �2; :::; �(r)
	

sistemi lineer ba¼g¬ms¬z ve 8�(k); k > r; için;

8�(k) 2 Sp f	g

olmak üzere 	 den elde edilen fV1; V2; :::; Vrg ortonormal sistemine, M e¼grisinin

Serret-Frenet r-ayakl¬ alan¬ vem 2M için fV1 (m) ; V2 (m) ; :::; Vr (m)g ye isem 2M
noktas¬ndaki Serret-Frenet r-ayakl¬s¬ denir. Herbir Vi, 1 � i � r, ye Serret-Frenet

vektörü ad¬ verilir, [3] :

Tan¬m 2.1.18: n=3 özel halinde, E3 3-boyutlu Öklid uzay¬nda Frenet 2-ayakl¬s¬

ve Frenet 3-ayakl¬s¬ elde edilir. Bu özel halde Frenet 3-ayakl¬s¬n¬n teşkili, vektörel

çarp¬m yard¬m¬yla biraz basitleştirilebilir. Bu özel halde M e¼grisi, (I; �) koordinat

komşulu¼gu ile verilmi̧sse s 2 I olmak üzere;

T = �0

ve

N =
�00

k�00k
diyelim. Bu durumda, T (s) = V1 (s) ve N (s) = V2 (s) dir. Gerçekten s 2 I yay

parametresi oldu¼gu için,

k�0 (s)k = 1

=) g (�0 (s) ; �0 (s)) = 1;

=) g (�0 (s) ; �00 (s)) = 0;

E1 (s) = �0 (s) =) V1 (s) =
E1 (s)

kE1 (s)k

V1 (s) =
�0 (s)

k�0 (s)k = �0 (s)

=) V1 (s) = T (s)
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olur.

E2 (s) = �00 (s)� g (�00 (s) ; E1 (s))

g (E1 (s) ; E1 (s))
E1 (s)

E2 (s) = �00 (s)� g (�00 (s) ; �0 (s))

g (�0 (s) ; �0 (s))
�0 (s) = �00 (s)

V2 (s) =
E2 (s)

kE2 (s)k
=

�00 (s)

k�00 (s)k
=) N (s) = V2 (s)

d¬r.

B = T ^N

tan¬mlarsak kolayca V3 (s) = B (s) oldu¼gu görülür. Böylece fT (s) ; N (s) ; B (s)g
sistemi � (s) noktas¬nda M e¼grisinin Frenet 3-ayakl¬s¬d¬r, [3] :

Tan¬m 2.1.19: Bir � e¼grisinin her noktas¬ için tan¬mlad¬¼g¬m¬z T;N;B birim vek-

törlerinin başlang¬çlar¬n¬ n almak suretiyle e¼gri üzerinde noktadan noktaya de¼gi̧sen

bir üçyüzlü elde edilir. Bu üç yüzlüye Frenet üçyüzlüsü denir. (T;N;B) pozitif bir

üçyüzlü olup, T;N;B vektörleri aras¬nda

g (T; T ) = g (N;N) = g (B;B) = 1

g (T;N) = g (N;B) = g (T;B) = 0

T = N ^B;N = B ^ T;B = T ^N

ba¼g¬nt¬lar¬ vard¬r, [3] :

Tan¬m 2.1.20: M � En e¼grisinin � (s) 2 M noktas¬ndaki Serret-Frenet r-

ayakl¬s¬ fV1 (s) ; V2 (s) ; :::; Vr (s)g olsun. Bu durumda, � (s) seçilmi̧s bir nokta olmak
üzere En in,

Sp fV1 (s) ; V2 (s) ; :::; Vr (s)g ; p � r

vektör uzay¬ ile birleşen a�n alt uzay¬na, � (s) noktas¬nda, M e¼grisinin p � yinci

oskülatör hiperdüzlemi denir, [3] :
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Tan¬m 2.1.21: n=3 özel halinde, fT (s) ; N (s) ; B (s)g Frenet 3-ayakl¬s¬n¬ gözönü
ne alal¬m:

Sp fT (s) ; N (s)g

vektör uzay¬ ile birleşen, � (s) noktas¬ndaki a�n alt uzaya oskülatör düzlem,

Sp fN (s) ; B (s)g

vektör uzay¬ ile birleşen, � (s) noktas¬ndaki a�n alt uzaya normal düzlem,

Sp fT (s) ; B (s)g

vektör uzay¬ ile birleşen, � (s) noktas¬ndaki a�n alt uzaya rekti�yan düzlem denir.

Burada, oskülatör kelimesi yap¬̧san veya öpen anlam¬nda, normal dik anlam¬nda

ve rekti�yan kelimeside tamamlayan veya do¼grulayan anlam¬ndad¬r, [3] :

Tan¬m 2.1.22: T te¼get B binormal vektör alan¬ olmak üzere, Öklid 3-uzay¬nda

yer vektörü, e¼grinin T te¼get ve B binormal vektör alanlar¬ taraf¬ndan gerilen rekti-

�yan düzleminde yatan e¼griye rekti�yan e¼gri denir.

Buna göre E3 teki rekti�yen e¼grinin seçilmi̧s bir orjine göre yer vektörü

x (s) = � (s)T (s) + � (s)B (s)

denklemini sa¼glar. Burada � (s) ve � (s), s 2 I � R; yay uzunlu¼gu parametresi için
key� diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r, [3] :

Tan¬m 2.1.23: E3 Öklid uzay¬na benzer yaklaş¬mla, E4 Öklid uzay¬ndaki rekti-

�yan e¼gri; x : I � R �! E4 birim h¬zl¬ bir e¼gri ve fT;N;B1; B2g, E4 de x (s) e¼grisi
boyunca Frenet çat¬s¬ olsun, x e¼grisinin x (s) yer vektörü, N nin dik tümleyeni olan

N? = fT;B1; B2g de yat¬yorsa, x birim h¬zl¬ e¼grisine rekti�yan e¼gri denir.

Buradan E4 Öklid uzay¬ndaki x rekti�yan e¼grinin seçilmi̧s herhangi bir orjine

göre yer vektörü;

x (s) = � (s)T (s) + � (s)B1 (s) + 
 (s)B2 (s)
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denklemini sa¼glar. Burada � (s) ; � (s) ; 
 (s), s 2 I � R; yay uzunlu¼gu parametresi
için diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r, [5] :

Tan¬m 2.1.24: M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. s 2 I

ya kaŗs¬l¬k gelen � (s) noktas¬ndaki Frenet r-ayakl¬s¬ fV1 (s) ; V2 (s) ; :::; Vr (s)g olsun.
Buna göre;

ki : I �!
s �!

R

ki (s) = hV 0
i (s) ; Vi+1 (s)i

; 1 � i < r

şeklinde tan¬ml¬ ki fonksiyonuna M e¼grisinin i-yinci e¼grilik fonksiyonu ve ki (s) reel

say¬s¬na da M nin i-yinci e¼grili¼gi denir, [3] :

Teorem 2.1.25: M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. s 2 I

yay parametresi olmak üzere; � (s) noktas¬ndaki i-yinci e¼grilik ki (s) ve Frenet r-

ayakl¬s¬ fV1 (s) ; V2 (s) ; :::; Vr (s)g ise
1) V 0

1 (s) = k1 (s)V2 (s)

2) V 0
i (s) = �ki�1 (s)Vi�1 (s) + ki (s)Vi+1 (s) ; 1 < i < r

3) V 0
r (s) = �kr�1 (s)Vr�1 (s)

dir, [3] :

Tan¬m 2.1.26: n=3 özel halinde Frenet formülleri
2

6

6

6

4

V 0
1

V 0
2

V 0
3

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

0 k1 0

�k1 0 k2

0 �k2 0

3

7

7

7

5

2

6

6

6

4

V1

V2

V3

3

7

7

7

5

veya
2

6

6

6

4

T 0

N 0

B0

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

0 k1 0

�k1 0 k2

0 �k2 0

3

7

7

7

5

2

6

6

6

4

T

N

B

3

7

7

7

5

şeklindedir. Bu halde, birinci e¼grilik olan k1 (s) de¼gerine sadece e¼grilik ve ikinci

e¼grilik olan k2 (s) de¼gerine de burulma (torsiyon) denir. Ayr¬ca burada k1 = � ve

k2 = � olarak da gösterilebilir, [3] :
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Tan¬m 2.1.27: Te¼get do¼grular¬ sabit bir do¼grultuyla sabit aç¬ yapan e¼grilere

sabit e¼gilimli e¼griler ya da genel helisler denir, [2] :

Tan¬m 2.1.28: E¼ger bir e¼grinin hem e¼grili¼gi hemde burulmas¬ s¬f¬rdan farkl¬

sabitler ise bu e¼griye bir helis ad¬ verilir, [1] :

Teorem 2.1.29: Bir e¼grinin helis olmas¬ için gerek ve yeter şart burulmas¬n¬n

e¼grili¼ge oran¬n¬n sabit olmas¬d¬r, [6] :

·Ispat: Bir a birim vektörü herhangi bir l do¼grultusuna yerleştirilsin. O zaman

e¼gri bir helis ise

g (T; a) = cos� = sabit

olur. Böylece Frenet formülleri kullan¬larak

g (a;N) = 0

elde edilir. Bu ise a vektörünün, e¼grinin rekti�yan düzlemine paralel oldu¼gunu

gösterir ve

a = T cos� +B sin�

formunda yaz¬l¬r. Her iki taraf¬n türevi al¬nd¬¼g¬nda

0 = �N cos�� �N sin� =) �

�
= cot� = sabit

olur. Buradan görülür ki sabit e¼gilimli e¼griler için burulman¬n e¼grili¼ge oran¬ sabit

olur.

Tersine; e¼ger bu şart regüler bir e¼gri için sa¼glan¬rsa e¼grinin eksen boyunca sabit

bir � aç¬s¬ yapt¬¼g¬n¬ biliyoruz. Öyleki

N (� cos�� � sin�) = 0 =) d

ds
(T cos� +B sin�) = 0

ya da

T cos� +B sin� = a

11



sabit birim vektörü elde edilir. Böylece

cos� = g (a; T )

olur. O halde e¼gri sabit e¼gilimlidir.

Böylece ispat tamamlan¬r.

Bu teoremin bir sonucu olarak 3 boyutlu Öklid uzay¬nda helis denklemi

x = x (s) y = y (s) z = s cos�

formunda al¬rsak bu e¼gri genel silindir üzerinde sabit do¼grultuyla sabit aç¬ yapan

e¼gri olur. Burada 2.1.29 in ispat¬nda geçen l do¼grultusu z eksenidir. Bu e¼gri genel

silindir üzerinde sabit do¼grultuyla sabit aç¬ yapan e¼gri olarak düşünülür.
�

�
= 0 oldu¼gunda e¼gri düzlemsel bir e¼griye,

�

�
=1 oldu¼gunda ise e¼gri bir do¼gruya

kaŗs¬l¬k gelir.

Tan¬m 2.1.30: Bir e¼grinin asli normal do¼grular¬ sabit bir do¼grultuyla sabit aç¬

yap¬yorsa bu e¼griye slant helistir denir, [4] :

Silindirik helisler bir slant helistir. Çünkü silindirik helisin asli normal do¼grular¬

sabit bir do¼grultuya diktir.

Teorem 2.1.31: 
, e¼grili¼gi � (s) 6= 0 olan birim h¬zl¬ e¼gri olsun. O halde 
 n¬n

bir slant helis olmas¬ için gerek ve yeter şart

� (s) =

 

�2

(�2 + � 2)
3

2

��

�

�0

!

(s)

fonksiyonunun sabit olmas¬d¬r, [4] :

Tan¬m 2.1.32: V , R üzerinde bir reel vektör uzay¬ olsun. V nin V C kom-

pleksleştirilmi̧si X;Y 2 V olmak üzere aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan tüm X + iY
�

i =
p
�1
�

lerin cümlesine denir, [8].
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a) X + iY = X 0 + iY 0 olmas¬ için gerek ve yeter koşul X = X 0 ve Y = Y 0

olmas¬d¬r.

b) X + iY ve X 0 + iY 0 lerin toplam¬

(X + iY ) + (X 0 + iY 0) = (X +X 0) + i (Y + Y 0) ;

c) a+ ib 2 C veX + iY nin çarp¬m¬

(a+ ib) (X + iY ) = (aX � bY ) + i (bX + aY )

şeklinde tan¬mlan¬r.Dolay¬s¬yla V C, C üzerinde bir vektör uzay¬ olur. V nin X

eleman¬ ile V C nin X + i0 eleman¬n¬ tan¬mlad¬¼g¬ndan V � V C oldu¼gu düşünülebilir.

Tan¬m 2.1.33: V üzerindeki g iç çarp¬m¬ sayesinde V C üzerine tan¬ml¬ h; i iç
çarp¬m

hX + iY;X 0 + iY 0i = fg (X;X 0)� g (Y; Y 0)g+ i fg (X; Y 0) + g (Y;X 0)g

şeklinde verilir, [2] :
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3. BÖLÜM

3.1 Sanal Elemanlar

Tan¬m 3.1.1: kp, (p = 1; 2; 3) birim vektörlü bir eksen sistemi Oxp olsun. Bu

üç eksenin ayn¬ bir düzleme paralel bulunmad¬klar¬n¬ yani

det (k1; k2; k3) 6= 0

oldu¼gunu kabul edelim.

Buna göre, koordinatlar¬ndan en az biri kompleks olan bir n (xp) noktas¬na sanal

nokta diyece¼giz.

·Iki n1; n2 sanal noktas¬n¬n ayn¬ olmalar¬ için gerek ve yeter şart koordinatlar¬n¬n

ayn¬ olmas¬d¬r, [7] :

Tan¬m 3.1.2: ·Iki sanal noktadan birisinin koordinatlar¬ ötekinin koordinat-

lar¬n¬n eşlenikleri ise, böyle iki noktaya birbirinin eşleni¼gidir denir. Örne¼gin

n1 (1; 2i; 1� 3i) ve noktalar¬ eşlenik n2 (1;�2i; 1 + 3i) iki noktad¬r.
·Iki eşlenik noktan¬n ayn¬ olabilmesi için, eşitlikleri gereken koordinatlar¬n reel

say¬lardan oluşmalar¬ yani noktalar¬n sanal olmamalar¬ gerekir, [7] :

Tan¬m 3.1.3: Koordinatlar¬ xp olan n (xp) sanal noktas¬n¬ ve dördü birden s¬f¬r

olmayan öyle dört Xp, p = 1; :::; 4;say¬s¬n¬ alal¬m ki

xp =
Xp

X4

X4 6= 0

olsun. Bu Xp say¬lar¬na, n (xp) sanal noktas¬n¬n homojen koordinatlar¬ denir. Ho-

mojen koordinatlar¬ ile tan¬mlanan noktan¬n sanal olabilmesi için,
Xp

X4

, p = 1; 2; 3

oran¬n¬n en az birinin kompleks olmas¬ gerekir, [7] :

Tan¬m 3.1.4:

D =

3
X

P=1

ApXp = 0 (3.1.1)
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homojen denklemindeki katsay¬lardan en az biri kompleks ise ve ap ler reel say¬lar¬

göstermek üzere, bu katsay¬lar aras¬nda

Ap = �ap; p = 1; 2; 3

şeklinde ba¼g¬nt¬ mevcut de¼gil ise (3:1:1) homojen denklemi reel düzlemde bir sanal

do¼gruyu gösterir.

Bu denklemde Xp koordinatlar¬ kompleks ya da reel de¼gerler alabilir, [7] :

Tan¬m 3.1.5: Reel düzlem üzerinde, Ap, Ap, (p = 1; 2; 3) ; kompleks say¬lar¬

birbirinin eşleni¼gi ise

D � A1x1 + A2x2 + A3 = 0 (3.1.2)

D � A1x1 + A2x2 + A3 = 0

do¼grular¬ da birbirinin eşleni¼gidir, [7] :

Tan¬m 3.1.6: Ap, p = 1; 2; 3; 4 say¬lar¬ndan en az biri kompleks ise ve ap ler

reel say¬lar¬ göstermek üzere, bu say¬lar aras¬nda

Ap = �ap; p = 1; 2; 3; 4

ba¼g¬nt¬s¬ mevcut de¼gil ise

� =

4
X

P=1

ApXp = 0

homojen denklemi reel uzayda sanal düzlemi gösterir.

Bu denklemde Xp koordinatlar¬ kompleks ya da reel de¼gerler alabilir, [7] :

Tan¬m 3.1.7: Ap, Ap, (p = 1; 2; 3; 4) ; kompleks say¬lar¬ birbirinin eşleni¼gi ise

� � A1x1 + A2x2 + A3x3 + A4 = 0 (3.1.3)

� � A1x1 + A2x2 + A3x3 + A4 = 0
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düzlemleri birbirinin eşleni¼gidir, [7] :

Tan¬m 3.1.8: Reel düzlemde Ox1 ile Ox2 eksenleri aras¬ndaki aç¬ � olsun. Reel

ya da sanal bir A (a1; a2) noktas¬ndan geçen bir sanal do¼grunun denklemi

(x2 � a2) = m (x1 � a1)

oldu¼guna göre, e¼ger m e¼gimi

m2 + 2m cos � + 1 = 0

denkleminin köklerinden biri ise bu köklerle belirli olan do¼grulardan herhangi birine

(a1; a2) noktas¬ndan geçen izotropik do¼gru denir, [7] :

Tan¬m 3.1.9: Homojen koordinatlar yard¬m¬yla yaz¬lan

X1 + "iX2 = 0; X3 = 0; " = �1

do¼grular¬n¬n ortak noktalar¬na siklik nokta denir. Bu noktalar¬n homojen koordinat-

lar¬ I (1; i; 0) ve J (1;�i; 0) d¬r. I ve J noktalar¬na düzlemin siklik noktalar¬ denir,
[7] :

Tan¬m 3.1.10: Dik koordinatlara kaŗs¬l¬k gelen reel uzayda, O başlang¬ç nok-

tas¬ndan uzakl¬klar¬n¬n karesi s¬f¬r olan sanal noktalar¬n geometrik yeri

3
X

p=1

x2p = 0

dir.

Bu denklem ikinci dereceden bir koni denklemini gösterdi¼ginden O noktas¬ reel

uzayda dik koordinat sisteminin başlang¬ç noktas¬ oldu¼guna göre, O dan uzakl¬k-

lar¬n¬n karesi s¬f¬r olan sanal noktalar¬n geometrik yeri, izotropik koni denilen tepe

noktas¬ O başlang¬ç noktas¬ olan

x21 + x22 + x23 = 0
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ikinci derece konisidir, [7] :

Tan¬m 3.1.11 O başlang¬ç noktas¬ndan geçen herhangi bir reel düzlemle izotropik

koniyi kesti¼gimizde, kesit olarak izotropik koninin iki anado¼grusunu elde ederiz.

Bu do¼grular üzerindeki sanal noktalar¬n O noktas¬ndan uzakl¬klar¬n¬n karesi s¬f¬ra

eşit oldu¼gundan, bu iki anado¼gru sözü edilen reel düzlemin O noktas¬ndan geçen

izotropik do¼grular¬d¬r, [7] :

Tan¬m 3.1.12: A tepeli izotropik koninin homojen koordinatlara ba¼gl¬ denklemi

(X1 � a1X4)
2 + (X2 � a2X4)

2 + (X3 � a3X4)
2 = 0

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Bunun sonsuzdaki düzlemle arakesiti reel ya da sanal tepeli tüm

izotropik konilerde ortak olan

X2
1 +X2

2 +X
2
3 = 0; X4 = 0

ikinci derece e¼grisidir.

Reel uzayda, bir dik koordinat sistemine göre, bir ap, p = 1; 2; 3, do¼grultusunun

bir izotropik do¼grultu olmas¬ için gerek ve yeter şart

3
X

p=1

a2p = 0

olmas¬d¬r, [7] :

Tan¬m 3.1.13: Bir reel dik üçyüzlüsünün eksenlerinin birim vektörleri kp;

p = 1; 2; 3 olsun. Kompleks ep vektörlerinden oluşan Cartan siklik üçyüzlüsü

e1 =
(k1 � ik3)p

2
; e2 = k2 ; e3 =

(k1 + ik3)p
2

biçiminde tan¬mlan¬r, [7] :

Tan¬mdan
ke1k2 = he1; e1i = 0
ke2k2 = he2; e2i = 1 ;

ke3k2 = he3; e3i = 0

he1; e2i = 0
he2; e3i = 0
he1; e3i = 1

17



ya da k¬saca

hei; eji =

8

<

:

0 i+ j 6= 4
1 i+ j = 4

dir. Görülüyor ki e1 ve e3 iki izotropik vektör, e2 ise reel vektördür. Ayr¬ca

e1 ^ e2 = ie1; e2 ^ e3 = ie3; e3 ^ e1 = ie2

det (e1; e2; e3) = det (e2; e3; e1) = det (e3; e1; e2 ) = i

e1 ^ (e2 ^ e3) = e2; e2 ^ (e3 ^ e1) = 0; e3 ^ (e1 ^ e2) = �e2

dir.

3.2 Sanal E¼griler

Tan¬m 3.2.1: xp kompleks bir t de¼gi̧skenine ba¼gl¬ kompleks bir analitik fonksiyon

olsun

x (t) =
3
X

p=1

xp (t) kp

vektörel fonksiyonuna da sanal (imajiner) e¼gri denir. Burada x : C �! C
3 bir

fonksiyon, t = t1 + it2 kompleks de¼gi̧sken, kp� ler de E3 ün standart birim baz

vektörleridir, [7] :

Tan¬m 3.2.2: Herhangi iki noktas¬ aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n karesi s¬f¬ra eşit olan

bir e¼griye izotropik ya da minimal e¼gri denir.Dolay¬s¬yla

ds2 = 0

olur, [7] :

Tan¬m 3.2.3 (Reel Düzlemde ·Izotropik E¼griler): Dik koordinat sistemini

öyle bir seçelim ki verilen reel düzlem x3 = 0 düzlemi yani x1x2 düzlemi olsun. O

halde bu düzlem üzerindeki izotropik e¼griler

ds2 = dx21 + dx
2
2 = 0
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diferensiyel denklemlerini sa¼glayan

x3 = 0; dx2 = "idx1; " = �1

ya da c reel veya kompleks bir sabit olmak üzere

x3 = 0; x2 = "ix1 + c

izotropik do¼grular¬d¬r, [7] :

Tan¬m 3.2.4 (Sanal Düzlemde ·Izotropik E¼griler): Ox3 ekseni reel olmak

üzere, sanal düzlemin denklemi

x2 = mx1; m = m1 + im2; m2 6= 0 (3.2.1)

şeklindedir. Böyle bir düzlem üzerinde izotropik e¼grilerin bulunmas¬ için, (3:2:1)

eşitli¼ginden

ds2 = dx21 + dx22 + dx23 =
�

1 +m2
�

dx21 + dx
2
3 = 0

ya da

ds2 =
�

1 +m2
1 �m2

2

�

dx21 + dx23 + 2m1m2idx
2
1 = 0

ba¼g¬nt¬s¬

m1 = 0;
�

1�m2
2

�

dx21 + dx23 = 0

veya

m2 = �1; dx23 = 0 yani x3 = c = sabit

eşitlikleri elde edilir. O halde (3:2:1) düzlemi, O tepeli izotropik koniye te¼get olan

x2 = "ix1

izotropik düzlemlerinden biridir, [7] :

Tan¬m 3.2.5 (Uzayda ·Izotropik E¼griler): Bir x izotropik e¼grisinin x (t)

düzgün noktalar¬ndaki te¼getleri izotropik do¼grulard¬r. Gerçekten, tan¬m 3.2.4 den

ds2 = dx2 = 0
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veya düzgün noktada
dx

dt
= _x (t) 6= 0 oldu¼gundan

k _x (t)k2 = 0 (3.2.2)

elde edilir, [7] :

O halde, uzayda izotropik e¼griler aşa¼g¬daki şekilde de tan¬mlanabilir:

Tan¬m 3.2.6: Uzayda tüm düzgün noktalardaki te¼getleri izotropik do¼grulardan

oluşan e¼grilere, izotropik e¼gri denir.

(3:2:2) den t ye göre türev al¬rsak,

h _x (t) ; �x (t)i = 0 (3.2.3)

bulunur.

x izotropik e¼grisinin x (t) düzgün noktas¬ndaki oskülatör düzlem; hem _x (t) hem

de �x (t) vektörlerine paralel oldu¼gundan ve (3:2:3) den �x (t) vektörü _x (t) ye diktir,

dolay¬s¬yla x (t) noktas¬ndaki asli normale paraleldir. Ayr¬ca

k _x (t) ^ �x (t)k2 = k _x (t)k2 k�x (t)k2 � h _x (t) ; �x (t)i2

oldu¼gundan (3:2:2) ve (3:2:3) eşitlikleriyle

k _x (t) ^ �x (t)k2 = 0 (3.2.4)

olur. Görülüyor ki _x (t) ^ �x (t) binormali bir izotropik do¼grudur ve kendi kendisine
diktir, öyleyse oskülatör düzlem üzerindedir. Başka ifade ile, kendi normalinden

geçen oskülatör düzlem bir izotropik düzlemdir, [7] :

Tan¬m 3.2.7 (·Izotropik E¼grilerde Baz¬ Diferensiyel De¼gi̧smezler ve Pseudo

yay): x izotropik e¼grisinin sa¼glad¬¼g¬ (3:2:2) , (3:2:3) ve (3:2:4) eşitliklerinden

_x (t) ^ �x (t) = � _x (t) ; � 6= 0 (3.2.5)
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dir. Bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬ vektörel olarak �x (t) ile çarpar ve (3:2:3) ve (3:2:5)

eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa

( _x (t) ^ �x (t)) ^ �x (t) = h _x (t) ; �x (t)i �x (t)� h�x (t) ; �x (t)i _x (t)

= �k�x (t)k2 _x (t)

� _x (t) ^ �x (t) = � ( _x (t) ^ �x (t))

= � (� _x (t))

= �2 _x (t)

=) k�x (t)k2 _x (t) = ��2 _x (t)

veya

�2 = �k�x (t)k2

ve

_x (t) =
_x (t) ^ �x (t)
q

�k�x (t)k2
(3.2.6)

elde edilir t yi yazmadan

dx =
_x ^ �x

q

�k�xk2
dt (3.2.7)

biçimde de yaz¬labilir, [7] :

Önerme 3.2.1: dx =
_x ^ �x

q

�k�xk2
dt eşitli¼gi diferensiyel invaryantt¬r.

·Ispat: t kompleks de¼gi̧skeni başka bir t� kompleks de¼gi̧skeninin

t = f (t�) ;
df

dt�
= f 0 6= 0 (3.2.8)

biçiminde bir analitik fonksiyonu olsun. Buna göre, x izotropik e¼grisinin t ve t�

cinsinden türevleri aras¬nda

x0 = _xf 0 (3.2.9)
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x00 = �xf 02 + _xf 00 (3.2.10)

ba¼g¬nt¬lar¬ mevcut olaca¼g¬ndan (3:2:2) ve (3:2:3) formülleri nedeniyle, yeni t� kom-

pleks de¼gi̧skenine göre

kx0k2 = 0 (3.2.11)

hx0; x00i = 0 (3.2.12)

kx0 ^ x00k2 = 0 (3.2.13)

kx00k2 = k�xk2 f 04 (3.2.14)

bulunur.

Görülüyor ki, ilk t kompleks de¼gi̧skeninin yerine, yeni t� kompleks de¼gi̧skeninin

al¬nmas¬ (3:2:2), (3:2:3) ; (3:2:4) ba¼g¬nt¬lar¬n¬ de¼gi̧stirmemektedir. Ayr¬ca (3:2:9) ;

(3:2:10) ; ve (3:2:14) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

dx =
_x ^ �x

q

�k�xk2
dt =

x0 ^ x00
q

�kx00k2
dt� (3.2.15)

sonucu elde edilir.

Öte yandan (3:2:14) eşitli¼gini

�

�kx00k2
� 1

4

dt� =
�

�k�xk2
�
1

4 dt (3.2.16)

biçiminde yazarsak, bunun diferensiyel invaryant oldu¼gu görülür. Burada

kx00k2 = �1 (3.2.17)

kabul edilirse (3:2:16) ve (3:2:17) den

dt� =
�

�k�xk2
�
1

4 dt

veya t� = s dersek

s = t� =

t
Z

t0

�
�

k�xk2
�
1

4 dt
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bulunur. Bu şekilde tan¬mlanan s = t� parametresine x izotropik e¼grisinin pseudo

yay¬ veya do¼gal parametresi denir, [5] :

Bundan sonra, izotropik e¼grileri incelerken, kompleks de¼gi̧sken olarak pseudo-

yay¬ kullanaca¼g¬z.

Ayr¬ca x e¼grisinin çeşitli mertebeden türevleri aras¬ndaki ili̧skileri incelersek,

(3:2:15) ve (3:2:17) eşitliklerinden

x0 = x0 ^ x00 (3.2.18)

eşitli¼gi, (3:2:12) ve (3:2:17) eşitliklerinden

hx0; x000i = 1 (3.2.19)

eşitli¼gi, (3:2:17) eşitli¼ginden

hx00; x000i = 0 (3.2.20)

eşitli¼gi, (3:2:19) ve (3:2:20) eşitliklerinden

hx0; x0000i = 0 (3.2.21)

eşitli¼gi, (3:2:18) ve (3:2:19) eşitliklerinden

det (x0; x00; x000) = 1 (3.2.22)

eşitli¼gi, (3:2:18) ve (3:2:21) eşitliklerinden

det (x0; x00; x0000) = 0 (3.2.23)

eşitli¼gi, (3:2:20) eşitli¼ginden

hx00; x0000i+ kx000k2 = 0 (3.2.24)

hx000; x0000i � 1
2

�

kx000k2
�0

= 0 (3.2.25)

eşitlikleri, (3:2:18) eşitli¼ginden

x00 = x0 ^ x000 (3.2.26)
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eşitli¼gi elde edilir. (3:2:26) eşitli¼ginin vektörel olarak x000 ile çarp¬m¬ ve türevinden

x00 ^ x000 = x000 � kx000k2 x0 (3.2.27)

x00 ^ x000 = x000 � x0 ^ x0000 (3.2.28)

kx000k2 x0 = x0 ^ x0000 (3.2.29)

eşitli¼gi elde edilir. x0 ve x00 vektörleri x izotropik e¼grisinin izotropik oskülatör dü-

zlemini belirttiklerine göre (3:2:23) ba¼g¬nt¬s¬ gösterir ki x0000 vektörüde bu düzleme

paraleldir. O halde bu vektör

x0000 = �x0 + �x00 (3.2.30)

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬ skaler olarak x00 ile çarpt¬¼g¬m¬zda

(3:2:24), (3:2:29) formülleri ile

hx0000; x00i = h�x0; x00i+ h�x00; x00i

=) �kx000k2 = ��

=) � = kx000k2 (3.2.31)

elde edilir. Ayn¬ eşitli¼gin her iki yan¬n¬ bir kez de x000 ile skaler olarak çarpt¬¼g¬m¬zda

(3:2:19), (3:2:20) ; ve (3:2:31) eşitlikleriyle

hx0000; x000i = h�x0; x000i+ h�x00; x000i

� =
1

2
�0 (3.2.32)

bulunur. Öyleyse, (3:2:30) eşitli¼gi

x0000 =
1

2
�0x0 + �x00; � = kx000k2 (3.2.33)

şeklindedir, [7] :
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Tan¬m 3.2.8 (E. Cartan Siklik Üçyüzlüsü ): x izotropik e¼grisinin her x (s)

noktas¬na
e1 = x0

e2 = ix00

e3 = ��
2
x0 + x000

� = kx000k2 (3.2.34)

ba¼g¬nt¬lar¬yla tan¬mlanan eq; (q = 1; 2; 3) vektörlerinin oluşturdu¼gu Tc üçyüzlüsünü

ba¼glayal¬m. eq vektörleri

hei; eji =

8

<

:

0; i+ j 6= 4
1; i+ j = 4

ei ^ ej = iei+k�2

det (e1; e2; e3) = i

(3.2.35)

şeklindeki ba¼g¬nt¬lar¬ sa¼glar, [7] :

Uyar¬

e1 izotropik vektörü, x izotropik e¼grisinin x (s) noktas¬ndaki te¼getini belirler.

Bu vektöre dik olan ve x (s) noktas¬ndaki oskülatör düzlem üzerinde bulunan e2

vektörü, x00 ya paralel oldu¼gundan asli normali temsil eder. x izotropik e¼grisinin x (s)

noktas¬ndaki binormali, hem oskülatör düzlem üzerinde bulunan hem de bu düzleme

dik olan e1 izotropik vektörüdür.e2 vektörüne dik olan e3 izotropik vektörü de e1 ile

birlikte x izotropik e¼grisinin x (s) noktas¬ndaki rekti�yan düzlemini tan¬mlar, [7] :

Tan¬m 3.2.8 (Türev Formülleri): (3:2:33) ve (3:2:34) eşitliklerinden, s pseudo

yay¬na göre hesaplanan, türev formülleri

e01 = �ie2;
e02 = i�e1 + ie3;

e03 = �i�e2; � =
1

2
�

(3.2.36)

şeklindedir, [7] :
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4. BÖLÜM

4.1 C4 Kompleks Uzay¬nda ·Izotropik E¼griler

Tan¬m 4.1.1: xp kompleks bir t de¼gi̧skenine ba¼gl¬ kompleks bir analitik fonksiyon

olmak üzere

x (t) =

4
X

p=1

xp (t) kp

vektörel fonksiyonuna sanal (imajiner) e¼gri denir.

Burada x : C �! C
4 bir fonksiyon, t = t1 + it2 kompleks de¼gi̧sken, kp� ler de E4

ün standart birim baz vektörleridir, [9] :

Tan¬m 4.1.2: C4 uzay¬nda herhangi iki noktas¬ aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n karesi 0� a

eşit olan e¼griye minimal ya da izotropik e¼gri denir.

� key� bir izotropik vektör olmas¬ için gerek ve yeter şart � 6= 0 için �2 = 0

olmas¬d¬r.

s pseudo yay parametresini göstermek üzere bir e¼grinin izotropik e¼gri olmas¬ için

gerek ve yeter şart ds2 = dx2 = 0 olmas¬d¬r, [9] :

Tan¬m 4.1.3: C4 uzay¬nda izotropik bir x e¼grisinin E.Cartan çat¬s¬ fe1; e2; e3; e4g
ile gösterilir. Bu çat¬ � [e1; e2; e3; e4] matrisinin determinant¬n¬ +1 yapacak şekilde

�1 de¼gerini almak üzere aşa¼g¬daki gibidir.

e1 = x0

e2 = ix00

e3 = ��
2
x0 + x000; � = kx000k2

e4 = � (e1 ^ e2 ^ e3)

(4.1.1)

Bu şekilde E.Cartan çat¬s¬ pozitif yönlü olur. Burada e1 ^ e2 ^ e3 üçlü vektörel
çarp¬m klasik vektörel çarp¬md¬r, [9] :

26



Tan¬m 4.1.4: E.Cartan çat¬ vektörlerinin iç çarp¬m¬

hei; eji = ei � ej =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0 ; i+ j = 1; 2; 3(mod 4)

1 ; i+ j = 4

�1 ; i+ j = 8

ise

ise

ise

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

e1 ve e3 izotropik vektör olduklar¬ndan, e2 reel ve e4 kompleks bir vektördür. E.

Cartan türev formülleri (4:1:1) den

e01 = �ie2
e02 = i�e1 + ie3

e03 = �i�e2
e04 = �K(�00 +K�)e1 �K�e3 +

K 0

K
e4

(4.1.2)

şeklinde elde edilir.

Burada � =
1

2
�, pseudo e¼grili¼gidir. 
 = kx{vk2 olmak üzere K = � i

p

�2 + 

d¬r.

Burada (0) s pseudo yay paremetresine göre türevi ifade eder. Aksi belirtilmedikçe

� pseudo e¼grili¼ginin her yerde s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gunu kabul edece¼giz, [9] :

Tan¬m 4.1.5: C4 de m merkezli ri0 yar¬çapl¬ izotropik hiperküre

S3 =
�

p = (p1; p2; p3;p4) 2 C4= (p�m)2 = 0
	

şeklinde tan¬ml¬d¬r, [9] :
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4.2 C4 Uzay¬ndaki ·Izotropik Helislerin ve Küresel ·Izotropik E¼grilerin

Baz¬ Karekterizasyonlar¬

Tan¬m 4.2.1: m ve ri0 verilsin f (s) = k��mk2 dir. E¼ger f (s0) = r2,

f 0 (s0) = f 00 (s0) = ::: = f (j) (s0) = 0 ise � e¼grisinin r yar¬çapl¬ m merkezli kür-

eye j: mertebeden de¼gdi¼gini söyleyebiliriz. Daha büyük mertebeden j ler için f (s)

kapal¬ fonksiyonu sabittir. Böylece kapal¬ � e¼grisi m merkezli ve r yar¬çapl¬ kürede

yatar, [9] :

Teorem 4.2.2: Görüntüsü C4 uzay¬ndaki izotropik hiperkürede yatan hiçbir

izotropik e¼gri yoktur, [9] :

·Ispat: m merkezli küre üzerinde yatan izotropik e¼gri x olsun. Key� �i(s)

fonksiyonlar¬ için x (s)�m = �1e1+�2e2+�3e3+�4e4, 1 � i � 4; eşitli¼gi yaz¬labilir.
(4:1:1) den

f (s) = kx (s)�mk2 = h�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4; �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4i = 0

= h�1e1; �1e1i+ h�1e1; �2e2i+ h�1e1; �3e3i+ h�1e1; �4e4i

+ h�2e2; �1e1i+ h�2e2; �2e2i+ h�2e2; �3e3i+ h�2e2; �4e4i

+ h�3e3; �1e1i+ h�3e3; �2e2i+ h�3e3; �3e3i+ h�3e3; �4e4i

+ h�4e4; �1e1i+ h�4e4; �2e2i+ h�4e4; �3e3i+ h�4e4; �4e4i

= �1�3 + �22 + �3�1 � �24 = 0

=) f (s) = kx (s)�mk2 = �22 + 2�1�3 � �24 = 0 (4.2.1)

yaz¬labilir. Bu e¼gri 5. dereceden de¼gme şart¬n¬ sa¼glamal¬d¬r. (4:2:1) denkleminin

türevi s¬ras¬yla aşa¼g¬daki eşitlikleri verir;

f 0 = �3 = 0

f 00 = �i�2 = 0
f 000 = ��1 = 0:

(4.2.2)
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Gerçekten;

f (s) = kx (s)�mk2 = 0

f 0 (s) = 2 hx (s)�m;x0 (s)i = 0

= 2 h�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4; e1i = 0

= 2�3 he1;e3i = 0 =) �3 = 0

f 00 (s) = 2 hx0 (s) ; x0 (s)i+ 2 hx (s)�m;x00 (s)i = 0

= 2 h�1e1 + �2e2 + �4e4;�ie2i = 0

= �2i�2 = 0 =) �2 = 0

f 000 (s) = 2 hx0 (s) ; x00 (s)i+ 2 hx (s)�m;x000 (s)i = 0

= 2 he1;�ie2i+ 2 h�1e1 + �4e4; e3 + �e1i = 0

= �1 = 0

f ({v) (s) = hx (s)�m;x000 (s)i0 = 0

= he1; e3 + �e1i+ h�4e4; e03 + �0e1 + �e
0

1i = 0

= 1 6= 0

f ({v) = 1 olmas¬ her yerde s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gunu gösterir. Böylece x izotropik e¼grisi

4. dereceden de¼gme şart¬n¬ sa¼glamaz.

Klasik diferensiyel geometride key� bir e¼grinin te¼get vektörünün sabit bir u vek-

törüyle yapt¬¼g¬ aç¬ sabit ise, bu e¼griye e¼gilim çizgisi ya da genel helis ad¬ verilir, [1].

C
4 uzay¬ndaki key� iki vektör aras¬ndaki aç¬n¬n tan¬m¬ mevcut de¼gildir. Bu sebeple

aç¬ kavram¬ olmadan C4 uzay¬nda pseudo helis tan¬m¬n¬ aşa¼g¬daki şekilde verece¼giz:

Tan¬m4.2.3: Key� izotropik x e¼grisi u sabit ve s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör olmak

üzere :

he1; ui = sabit (4.2.3)
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eşitli¼gini sa¼glarsa izotropik helis ya da pseudo helis ad¬n¬ al¬r, [9]

Teorem 4.2.4: C4 uzay¬nda bir izotropik e¼gri x olsun.

x e¼grisi pseudo helistir() � sabittir (4.2.4)

·Ispat: Pseudo helis tan¬m¬ndan he1; ui = sabit yazabiliriz. (4:2:3) eşitli¼ginin

türevi bize

he1;ui0 =



e01;u
�

+ he1;u0i = 0

= h�ie2; ui = 0

eşitli¼gini verir. Böylece u vektörünü aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬yla verebiliriz

�!u = �e1 + 
e3 + �e4 (4.2.5)

·Izotropik helis tan¬m¬n¬ göz önüne ald¬¼g¬m¬zda (4:2:5) eşitli¼ginin her iki yan¬n¬ e1 ile

iç çarp¬ma tabi tutarsak

hu; e1i = h�e1 + 
e3 + �e4; e1i

= � he1; e1i+ 
 he3; e1i+ � he4; e1i

= 
 = sabit

olur. (4:2:5) eşitli¼ginin türevini al¬p ve E.Cartan türev formüllerini kullanarak

u0 = �0e1 + �e01 + 
0e3 + 
e03 + �0e4 + �e04

=) 0 = �0e1 + �e
0

1 + 
0e3 + 
e
0

3 + �0e4 + �e
0

4

=) 0 = �0e1 + � (�ie2) + 
0e3 + 
 (�i�e2) + �0e4
+�

�

�K(�00 +K�)e1 �K�e3 +
K 0

K
e4

�

=) 0 =
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1 + (�i�� i
�) e2 + (

0 �K��) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4 (4.2.6)
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elde ederiz. (4:2:6) eşitli¼gini e1 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1 + (�i�� i
�) e2 + (

0 �K��) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e1i

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
��!e 1;�!e 1i+ h(�i�� i
�)�!e 2;�!e 1i

+h(
0 �K��)�!e 3;�!e 1i+ h
�

�0 + �
K 0

K

�

�!e 4;�!e 1i

0 =
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

he1; e1i+ (�i�� i
�) he2; e1i

+(
0 �K��) he3; e1i+
�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e1i

olur. Burada he1; e1i = he2; e1i = he4; e1i = 0 ve he3; e1i = 1 oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa


0 �K�� = 0

bulunur.

Şimdi (4:2:6) eşitli¼gini e2 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1 + (�i�� i
�) e2 + (

0 �K��) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e2i

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1; e2i+ h(�i�� i
�) e2; e2i

+h(
0 �K��) e3; e2i+ h
�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e2i

0 =
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

he1; e2i+ (�i�� i
�) he2; e2i

+(
0 �K��) he3; e2i+
�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e2i

olur. Burada he1; e2i = he3; e2i = he4; e2i = 0 ve he2; e2i = 1 oldu¼gundan
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i�+ i
� = 0

bulunur.

Yine (4:2:6) eşitli¼gini e3 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1 + (�i�� i
�)�!e 2 + (
0 �K��) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e3i

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1; e3i+ h(�i�� i
�) e2; e3i

+h(
0 �K��) e3; e3i+ h
�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e3i

0 =
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

he1; e3i+ (�i�� i
�) he2; e3i

+(
0 �K��) he3; e3i+
�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e3i

olur. Burada he1; e3i = 1; he2; e3i = he3; e3i = he4; e3i = 0 oldu¼gundan

�0 � �K�00 � �K2� = 0

elde edilir.

Son olarak (4:2:6) eşitli¼gini e4 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1 + (�i�� i
�) e2 + (

0 �K��) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e4i

0 = h
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

e1; e4i+ h(�i�� i
�) e2; e4i

+h(
0 �K��) e3; e4i+ h
�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e4i

0 =
�

�0 � �K�00 � �K2�
�

he1; e4i+ (�i�� i
�) he2; e4i

+(
0 �K��) he3; e4i+
�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e4i
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olur. Burada he1; e4i = he2;�!e 4i = he3; e4i = 0 ve he4; e4i = �1 oldu¼gu göz önüne
al¬n¬rsa

�0 + �
K 0

K
= 0

elde edilir. Böylece

=)

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

�0 � �K�00 � �K2� = 0

i�+ i
� = 0

K�� = 0

�0 + �
K 0

K
= 0

(4.2.7)

denklem sistemi elde edilir. K 6= 0 ve � 6= 0 oldu¼gunu biliyoruz. (4:2:7) denklem

sisteminin 3. eşitli¼ginden � = 0 elde edilir. Ayr¬ca di¼ger denklemler aşa¼g¬daki

eşitlikleri sa¼glar
8

>

>

>

<

>

>

>

:

� = c = sabit 6= 0

 = � c

�
= sabit

� = sabit

(4.2.8)

(4:2:8) denklem sisteminin son eşitli¼gi bize istenilen sonucu verir.

Tersine

u =

�

e1 �
1

�
e3

�

c (4.2.9)

ile verilen vektörü düşünelim. Burada c sabit ve s¬f¬rdan farkl¬d¬r ve daha sonra

he1; ui = � c
�
= sabit ile verilen e¼griyi düşünelim. Bu da bize x in C4 de pseudo

helis oldu¼gunu verir.

Sonuç 4.2.5: Pseudo helis tan¬m¬ndaki sabit do¼grultu (4:2:9) şeklinde al¬nabilir,

[9] :

Burada pseudo helisi 0:tip izotropik slant helis olarak kabul edebiliriz.

Tan¬m 4.2.6: Key� izotropik x e¼grisi u sabit ve s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör olmak

üzere

he2; ui = sabit (4.2.10)
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eşitli¼gini sa¼glarsa 1:tip izotropik slant helis ad¬n¬ al¬r, [9] :

Çal¬̧smam¬z¬n devam¬nda de¼gi̧sken katsay¬l¬ uzun kompleks diferensiyel denklem-

lerden dolay¬ key� 1: ve 2:tip izotropik slant helisler için aç¬k karekterizasyonlar

bulamad¬k. Bu nedenle özel durumlar¬ ele alaca¼g¬z.

Tan¬m 4.2.7: C4 uzay¬ndaki x izotropik e¼grisinin pseudo e¼grili¼gi 0 ise bu e¼gri

izotropik kübik ad¬n¬ al¬r, [9] :

Teorem 4.2.8: C4 uzay¬nda izotropik kübik x olsun. x 1:tip izotropik slant

helis ise e¼grinin ekseni c 2 C olmak üzere u = c

K
e4 olarak yaz¬labilir, [9] :

·Ispat: Tan¬m (4:2:6) dan he2; ui = sabit yazabiliriz. (4:2:10) eşitli¼ginin s �e göre

türevi al¬n¬rsa

he2; ui0 = he02; ui+ he2; u0i = 0

= he02; ui = 0

= h(i�e1 + ie3) ; ui = 0

elde edilir. Böylece u vektörünü

u = �e2 + we4 (4.2.11)

şeklinde verebiliriz. 1:tip izotropik slant helis tan¬m¬ndan he2; ui = � = sabit

oldu¼gunu biliyoruz. (4:2:11) eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa

0 = �0e2 + �e02 + w0e4 + we04

=) 0 = �0e2 + � (i�e1 + ie3) + w0e4

+w

�

�K(�00 +K�)e1 �K�e3 +
K 0

K
e4

�

=) 0 =
�

i��� wK�00 � wK2�
�

e1 + (i� � wK�) e3

+

�

w0 + w
K 0

K

�

e4 (4.2.12)
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olur. (4:2:12) eşitli¼gini e1 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

i��� wK�00 � wK2�
��!e 1 + (i� � wK�) e3 +

�

w0 + w
K 0

K

�

e4; e1i

0 =
�

i��� wK�00 � wK2�
�

he1; e1i+ (i� � wK�) he3; e1i

+

�

w0 + w
K 0

K

�

he4; e1i

bulunur. Burada he1; e1i = he4; e1i = 0 ve he3; e1i = 1 oldu¼gundan

i� � wK� = 0

elde edilir.

Şimdi (4:2:12) eşitli¼gini e2 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

i��� wK�00 � wK2�
�

e1 + (i� � wK�) e3 +

�

w0 + w
K 0

K

�

e4; e2i

0 =
�

i��� wK�00 � wK2�
�

he1; e2i+ (i� � wK�) he3; e2i

+

�

w0 + w
K 0

K

�

he4; e2i

olur. Burada he1; e2i = he3; e2i = he4; e2i = 0 d¬r.
Yine (4:2:12) eşitli¼gini e3 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

i��� wK�00 � wK2�
�

e1 + (i� � wK�) e3 +

�

w0 + w
K 0

K

�

e4; e3i

0 =
�

i��� wK�00 � wK2�
�

he1; e3i+ (i� � wK�) he3; e3i

+

�

w0 + w
K 0

K

�

he4; e3i

elde edilir. Burada he3; e3i = he4; e3i = 0 ve he1; e3i = 1 oldu¼gundan

i��� wK�00 � wK2� = 0

bulunur.
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Son olarak (4:2:12) eşitli¼gini e4 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

i��� wK�00 � wK2�
�

e1 + (i� � wK�) e3 +

�

w0 + w
K 0

K

�

e4; e4i

0 =
�

i��� wK�00 � wK2�
�

he1; e4i+ (i� � wK�) he3; e4i

+

�

w0 + w
K 0

K

�

he4; e4i

olur. Burada he1; e4i = he3; e4i = 0 ve he4; e4i = �1 oldu¼gundan

w0 + w
K 0

K
= 0

elde edilir. Böylece
8

>

>

>

<

>

>

>

:

i��� wK�00 � wK2� = 0

i� � wK� = 0

w0 + w
K 0

K
= 0

(4.2.13)

yazabiliriz. (4:2:13) denklem sisteminin son eşitli¼ginden wK = c = sabit ve s¬f¬rdan

farkl¬d¬r. Ayr¬ca (4:2:13) un 2. eşitli¼ginden

=)
� =

wK�

i

� = c
�

i

olur. � = 0 oldu¼gundan � = 0 d¬r. wK = c =) w =
c

K
oldu¼gundan u =

c

K
e4 elde

edilir.

Tan¬m 4.2.9: x key� izotropik e¼grisi u sabit ve s¬f¬rdan farkl¬ vektör olmak

üzere

he3; ui = sabit (4.2.14)

ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glarsa bu e¼griye 2:tip izotropik slant helis denir, [9] :

Teorem 4.2.10: C4 uzay¬nda izotropik bir e¼gri x olsun. x e¼grisinin 2:tip

izotropik slant helis olmas¬ için gerek ve yeter şart

� = � 1p
c2s

K = � 3

4s2
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olmas¬d¬r, [9] :

·Ispat: x e¼grisi 2:tip izotropik slant helis olsun. (4:2:14) eşitli¼ginin türevi bize

he3;ui0 =



e03;u
�

+ he3;u0i = 0

= h�i�e2; ui = 0

eşitli¼gini verir. Böylece u vektörünü

u = �e1 + &e3 + �e4 (4.2.15)

eşitli¼giyle verebiliriz. � = c sabit oldu¼gundan ve ayr¬ca (4:2:15) eşitli¼ginin her iki

yan¬n¬n türevi al¬n¬rsa

0 = �0e1 + �e
0

1 + &
0e3 + &e03 + �0e4 + �e04

=) 0 = �i�e2 + & 0e3 � i&�e2 + �0e4 + �

�

�K(�00 +K�)e1 �K�e3 +
K 0

K
e4

�

=) 0 =
�

��K�00 � �K2�
�

e1 � (i�+ i&�) e2 + (&
0 � �K�) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4 (4.2.16)

bulunur. (4:2:16) eşitli¼gini e1 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

��K�00 � �K2�
�

e1 � (i�+ i&�) e2 + (& 0 � �K�) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e1i

0 =
�

��K�00 � �K2�
�

he1; e1i � (i�+ i&�) he2; e1i+ (& 0 � �K�) he3; e1i

+

�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e1i

olur. Burada he1; e1i = he2; e1i = he4; e1i = 0 ve he3; e1i = 1 oldu¼gundan

& 0 � �K� = 0
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elde edilir.

Şimdi (4:2:16) eşitli¼gini e2 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

��K�00 � �K2�
�

e1 � (i�+ i&�) e2 + (& 0 � �K�) e3

+

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e2i

0 =
�

��K�00 � �K2�
�

he1; e2i � (i�+ i&�) he2; e2i

+(& 0 � �K�) he3; e2i+
�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e2i

olur. Burada he1; e2i = he3; e2i = he4; e2i = 0 ve he2; e2i = 1 oldu¼gundan

i�+ i&� = 0

elde edilir.

Yine (4:2:16) eşitli¼gini e3 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

��K�00 � �K2�
�

e1 � (i�+ i&�) e2 + (& 0 � �K�) e3 +

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e3i

0 =
�

��K�00 � �K2�
�

he1; e3i � (i�+ i&�) he2; e3i+ (& 0 � �K�) he3; e3i

+

�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e3i

olur. Burada he2; e3i = he3; e3i = he4; e3i = 0 ve he1; e3i = 1 oldu¼gundan

�K�00 + �K2� = 0

elde edilir.

Son olarak (4:2:16) eşitli¼gini e4 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h
�

��K�00 � �K2�
�

e1 � (i�+ i&�) e2 + (& 0 � �K�) e3 +

�

�0 + �
K 0

K

�

e4; e4i

0 =
�

��K�00 � �K2�
�

he1; e4i � (i�+ i&�) he2; e4i+ (& 0 � �K�) he3; e4i

+

�

�0 + �
K 0

K

�

he4; e4i
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olur. Burada he1; e4i = he2; e4i = he3; e4i = 0 ve he4; e4i = �1 oldu¼gundan

�0 + �
K 0

K
= 0

elde edilir. Böylece

=)

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

�K�00 + �K2� = 0

i�+ i&� = 0

& 0 � �K� = 0

�0 + �
K 0

K
= 0

(4.2.17)

sistemi elde edilir. ·Ilk olarak (4:2:17) denklem sisteminin 4. eşitli¼ginden

�K = c1 = sabit elde ederiz. (4:2:17) denklem sisteminin 2. eşitli¼ginden yararla-

narak & = � �
�
yazabiliriz. Bu eşitli¼gi (4:2:17) ün 3. eşitli¼ginde yazarsak

�

� �
�

�0

� c1� = 0 ve � = c = sabit

oldu¼gundan

�c d
ds

�

1

�

�

� c1� = 0 (4.2.18)

elde ederiz. (4:2:18) denkleminde C = �c1
c
alal¬m

d

ds

�

1

�

�

= �c1
c
� =) d

ds

�

1

�

�

= C�

=) d

�

1

�

�

= C�ds

=) 1

�
d

�

1

�

�

= Cds

=) 1

2�2
+ c3 = Cs+ c3

=) �2 =
1

2Cs

=) � = � 1p
2Cs

(4.2.19)

Ayr¬ca (4:2:19) de¼gerini (4:2:17) denklem sisteminin ilk eşitli¼ginde yazarsak

�K�00 + �K2� = 0
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K = � 3

4s2
(4.2.20)

elde edilmi̧s olur.

((=) Tersine
u = ce1 +

c

�
e3 +

c1
K
e4 (4.2.21)

eşitli¼gi ile verilen vektörü ele alal¬m. c; c1 2 C . Burada u nun sabit bir vektör

oldu¼gu aç¬kt¬r ve �!x izotropik e¼grisi için he3;ui = sabit dir. Bu ise x e¼grisinin C4

uzay¬nda 2. tip izotropik slant helis oldu¼gunu gösterir.

Sonuç 4.2.11: 2:tip izotropik slant helis tan¬m¬ndaki sabit do¼grultu (4:2:21)

olarak al¬nabilir, [9] :

Tan¬m 4.2.12: u sabit ve s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör olmak üzere

he4; ui = sabit (4.2.22)

eşitli¼gini sa¼glayan key� izotropik x e¼grisine 3:tip izotropik slant helis denir, [9] :

Teorem 4.2.13: C4 uzay¬nda izotropik kübik x olsun. x e¼grisi 3:tip izotropik

slant helis ise, e¼grinin ekseni c1; c2; c3 2 C4 olmak üzere

u = c1e1 + (ic1s+ c2) e2 +

�

c1
s2

2
� ic2s+ c3

�

e3

şeklindedir, [9] :

·Ispat: x e¼grisi 3:tip izotropik slant helis oldu¼gundan (4:2:22) in s pseudo yay

parametresine göre türevi al¬n¬rsa

he4;ui0 =



e04;u
�

+ he4;u0i = 0

=) h
�

�K(�00 +K�)e1 �K�e3 +
K 0

K
e4

�

; ui = 0

=) K 0

K
he4; ui = 0
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elde edilir. Böylece u için aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬y¬ verebiliriz

u = �e1 + 
e2 + �e3 (4.2.23)

şeklinde yaz¬labilir. 3:tip izotropik slant helis tan¬m¬ndan u0 = 0 olur. (4:2:23)

eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa ve E. Cartan türev formülleri göz önüne al¬n¬rsa

0 = �0e1 + �e01 + 
0e2 + 
e
0

2 + �0e3 + �e
0

3

=) 0 = �0e1 � i�e2 + 

0e2 + 
 (i�e1 + ie3) + �

0e3 � �i�e2

=) 0 = (�0 + i�
) e1 + (�i�+ 
0 � �i�) e2 + (i
 + �0) e3 (4.2.24)

(4:2:24) eşitli¼gini e1 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h(�0 + i�
) e1 + (�i�+ 
0 � �i�) e2 + (i
 + �0) e3; e1i

0 = (�0 + i�
) he1; e1i+ (�i�+ 
0 � �i�) he2; e1i+ (i
 + �0) he3; e1i

olur. Burada he1; e1i = he2; e1i = 0 ve he3; e1i = 1 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

i
 + �0 = 0

bulunur.

Şimdi (4:2:24) eşitli¼gini e2 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h(�0 + i�
) e1 + (�i�+ 
0 � �i�) e2 + (i
 + �0) e3; e2i

0 = (�0 + i�
) he1; e2i+ (�i�+ 
0 � �i�) he2; e2i+ (i
 + �0) he3; e2i

olur. Burada he1; e2i = he3; e2i = 0 ve he2; e2i = 1 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

�i�+ 
0 � �i� = 0

bulunur.

Yine (4:2:24) eşitli¼gini e3 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h(�0 + i�
) e1 + (�i�+ 
0 � �i�) e2 + (i
 + �0) e3; e3i
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0 = (�0 + i�
) he1; e3i+ (�i�+ 
0 � �i�) he2; e3i+ (i
 + �0) he3; e3i

olur. Burada he2; e3i = he3; e3i = 0 ve he1; e3i = 1 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

�0 + i�
 = 0

bulunur.

Son olarak (4:2:24) eşitli¼gini e4 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

0 = h(�0 + i�
) e1 + (�i�+ 
0 � �i�) e2 + (i
 + �0) e3; e4i

0 = (�0 + i�
) he1; e4i+ (�i�+ 
0 � �i�) he2; e4i+ (i
 + �0) he3; e4i

olur. Burada he1; e4i = he2; e4i = he3; e4i = 0 d¬r. Böylece
8

>

>

>

<

>

>

>

:

�0 + i�
 = 0

�i�+ 
0 � �i� = 0

i
 + �0 = 0

(4.2.25)

denklem sistemi elde edilir. � = 0 ve (4:2:25) denklem sisteminin 1. eşitli¼ginden

�0 = 0

=) � = c1 = sabit

oldu¼gundan (4:2:25) denklem sisteminin 2. eşitli¼ginden


0 = ic1

=) 
 = ic1s+ c2

elde ederiz. Bu de¼geri (4:2:25) denklem sisteminin son eşitli¼ginde yazarsak

=) i (ic1s+ c2) + �
0 = 0

=) �c1s+ ic2 + �0 = 0

=) �0 = c1s� ic2

=) � = c1
s2

2
� ic2s+ c3
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elde edilir. Dolay¬s¬yla

u = c1e1 + (ic1 + c2) e2 +

�

c1
s2

2
� ic2s+ c3

�

e3

eşitli¼gi elde edilir.

4.3 Vektörel Diferensiyel Denklem ·Ile ·Izotropik E¼grilerin Belirlenmesi

Teorem 4.3 1: C4 uzay¬ndaki bir izotropik e¼grinin yer vektörü

x({v) � 2�x00 � �0x0 = 0 (4.3.1)

diferensiyel denklemini sa¼glar, [9] :

·Ispat: C4 uzay¬nda izotropik e¼gri x olsun. (4:1:2) denklem sisteminin ilk eşitli¼gin-

den

e2 = �
e01
i

(4.3.2)

yazabiliriz. (4:3:2) eşitli¼ginin türevini al¬r ve (4:1:2) denklem sisteminin 2. eşitli¼gini

yerine yazarsak

e02 = �
e001
i
= i�e1 + ie3

=) �e001 = ��e1 � e3

=) e3 = e001 � �e1 (4.3.3)

elde edilir.

Ayr¬ca (4:3:3) eşitli¼gini (4:1:2) denklem sistemini de kullan¬rsak

e3 = e001 � �e1

=) e03 = e0001 � �0e1 � �e01

=) �i�e2 = e0001 � �0e1 � �e01

=) �i�
�

�e
0
1

i

�

= e0001 � �0e1 � �e01

=) e0001 � �0e1 � 2�e01 = 0
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ve x0 = e1 olarak al¬rsak

x({v) � 2�x00 � �0x0 = 0

elde edilir.

(4:3:1) diferensiyel denklemi x izotropik e¼grisi için bir karekterizasyondur. Bu

denklemin çözümüyle, C4 uzay¬ndaki standart çat¬ya göre izotropik e¼grinin yer vek-

törü belirlenebilir. Ancak bu denklemin genel çözüm henüz bulunamad¬. x izotropik

e¼grisini izotropik kübik olarak göz önüne alaca¼g¬z. Bu durumda � = 0 d¬r. (4:3:1)

diferensiyel denkleminden x({v) = 0 veya parametrik olarak

x
({v)
1 = 0

x
({v)
2 = 0

x
({v)
3 = 0

x
({v)
4 = 0

d¬r. Burada x = fx1; x2; x3; x4g standart çat¬ya göre yer vektörüdür. Bu sebeple

x =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

s3

6
+ �1

s2

2
+ �2s+ �3

s3

6
+ �1

s2

2
+ �2s+ �3

s3

6
+ 
1

s2

2
+ 
2s+ 
3

s3

6
+ �1

s2

2
+ �2s+ �3

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�i; �i; 
i; � i 2 C 1 � i � 4

al¬nabilir.
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4.4 E. Cartan Çat¬s¬na Göre ·Izotropik E¼grinin Yer Vektörü

C
4 kompleks uzay¬nda izotropik e¼gri x olsun. E. Cartan çat¬s¬na göre bu e¼grinin

yer vektörünü

x = u1e1 + u2e2 + u3e3 + u4e4 (4.4.1)

şeklinde yazabiliriz. (4:4:1) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n türevini al¬rsak ve (4:1:2)

eşitliklerinden

x0 = u01e1 + u1e
0

1 + u
0

2e2 + u2e
0

2 + u
0

3e3 + u3e
0

3 + u
0

4e4 + u4e
0

4

e1 = u01e1 � iu1e2 + u
0

2e2 + u2 (i�e1 + ie3) + u03e3 � u3i�e2 + u
0

4e4

+u4

�

�K(�00 +K�)e1 �K�e3 +
K 0

K
e4

�

e1 = (u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) e1 + (u

0

2 � iu1 � iu3�) e2

+(u03 + iu2 �K�u4) e3 +

�

u04 +
K 0

K
u4

�

e4 (4.4.2)

elde edilir. (4:4:2) eşitli¼gini e1 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e1i = h(u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) e1 + (u

0

2 � iu1 � iu3�) e2

+(u03 + iu2 �K�u4) e3 +

�

u04 +
K 0

K
u4

�

e4; e1i

he1; e1i = (u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) he1; e1i+ (u02 � iu1 � iu3�) he2; e1i

+(u03 + iu2 �K�u4) he3; e1i+
�

u04 +
K 0

K
u4

�

he4; e1i

olur. Burada he1; e1i = he2; e1i = he4; e1i = 0 ve he3; e1i = 1 oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa

u03 + iu2 �K�u4 = 0
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bul¬nur.

Şimdi (4:4:2) eşitli¼gini e2 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e2i = h(u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) e1 + (u

0

2 � iu1 � iu3�) e2

+(u03 + iu2 �K�u4) e3 +

�

u04 +
K 0

K
u4

�

e4; e2i

he1; e2i = (u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) he1; e2i+ (u02 � iu1 � iu3�) he2; e2i

+(u03 + iu2 �K�u4) he3; e2i+
�

u04 +
K 0

K
u4

�

he4; e2i

olur. Burada he1; e2i = he3; e2i = he4; e2i = 0 ve he2; e2i = 1 oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa

u02 � iu1 � iu3� = 0

bulunur.

Yine (4:4:2) eşitli¼gini e3 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e3i = h(u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) e1 + (u

0

2 � iu1 � iu3�) e2

+(u03 + iu2 �K�u4) e3 +

�

u04 +
K 0

K
u4

�

e4; e3i

he1; e3i = (u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) he1; e3i+ (u02 � iu1 � iu3�) he2; e3i

+(u03 + iu2 �K�u4) he3; e3i+
�

u04 +
K 0

K
u4

�

he4; e3i

olur. Burada he2; e3i = he2; e3i = he4; e3i = 0 ve he1; e3i = 1 oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa

u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))� 1 = 0

bulunur.

Son olarak (4:4:2) eşitli¼gini e4 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e4i = h(u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) e1 + (u

0

2 � iu1 � iu3�) e2

+(u03 + iu2 �K�u4) e3 +

�

u04 +
K 0

K
u4

�

e4; e4i
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he1; e4i = (u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))) he1; e4i+ (u02 � iu1 � iu3�) he2; e4i

+(u03 + iu2 �K�u4) he3; e4i+
�

u04 +
K 0

K
u4

�

he4; e4i

olur. Burada he1; e4i = he2; e4i = he3; e4i = 0 ve he4; e4i = �1 oldu¼gu göz önüne
al¬n¬rsa

u04 +
K 0

K
u4 = 0

d¬r. Böylece

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

u01 + iu2�� u4 (K(�
00 +K�))� 1 = 0

u02 � iu1 � iu3� = 0

u03 + iu2 �K�u4 = 0

u04 +
K 0

K
u4 = 0

(4.4.3)

sistemi elde edilir. (4:4:3) denklem sisteminin 4. denkleminden u4K = c = sabit

oldu¼gundan, (4:4:3) denklem sistemi
8

>

>

>

<

>

>

>

:

u01 + iu2�� c(�00 +K�)� 1 = 0
u02 � iu1 � iu3� = 0

u03 + iu2 � c� = 0

(4.4.4)

şeklinde olur. Böylece aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz, [9] :

Teorem 4.4.1: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x

olsun. e3e4 alt uzay¬nda tamamen yatan hiçbir izotropik e¼gri yoktur, [9] :

·Ispat: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x olsun. x

e¼grisinin e3e4 alt uzay¬nda yatt¬¼g¬n¬ kabul edersek u1 = u2 = 0 olup u3 = c = 0

d¬r. Bu sonuç (4:4:1) ile çeli̧smektedir. Bu nedenle e¼gri tamamen e3e4 alt uzay¬nda

yatmaz.

Teorem 4.4.2: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x

olsun. e2e4 alt uzay¬nda tamamen yatan e¼gri pseudo e¼grili¼gine sahiptir ve x pseudo

helistir, [9] :
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·Ispat: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x olsun. x

e¼grisi e2e4 alt uzay¬nda yatt¬¼g¬ndan u1 = u3 = 0 olup u2 = c1 = sabit c1 2 C dir. Bu
(4:4:4) denklem sisteminin 3. eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa � =

c1
c
i = sabit bulunur.

Teorem 4:2:4 den x e¼grisinin bir pseudo helis oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 4.4.3: e1e2 alt uzay¬nda tamamen yatan hiçbir izotropik e¼gri yoktur,

[9] :

·Ispat: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x olsun.

x e¼grisinin e1e2 alt uzay¬nda yatt¬¼g¬n¬ kabul edersek u3 = u4 = 0 olur ve (4:4:4)

denklem sisteminden u1 = 0 ve u2 = 0 elde ederiz ki bu bir çeli̧skidir.

Teorem 4.4.4: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x

olsun. e1e3 alt uzay¬nda yatan e¼gri c2; c3 2 C olmak üzere � = �s+ c2
c3

pseudo

e¼grili¼gine sahiptir. Bu nedenle C4 kompleks uzay¬n¬n e1e3 alt uzay¬nda yatan hiçbir

pseudo helis yoktur, [9] :

·Ispat: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x olsun.

(4:4:3) denklem sisteminin 1. ve 3. eşitliklerinde u2 = u4 = 0 yazarsak

du1
ds

= 1 =) du1 = ds

=) u1 = s+ c2

ve
du3
ds

= 0 =) u3 = c3 = sabit c2; c3 2 C

elde ederiz. Buldu¼gumuz u1 ve u3 de¼gerlerini (4:4:3) denklem sisteminin 2. ve 3.

eşitliklerinde yazarsak

i (�s� c2)� c3i� = 0

=) c3i� = i (�s� c2)

=) � = �s+ c2
c3

elde ederiz. Buda istenilendir.
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Teorem 4.2.4 den x e¼grisi pseudo helis olmad¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Teorem 4.4.5: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x

olsun. e1e4 alt uzay¬nda tamamen yatan hiçbir izotropik e¼gri yoktur, [9] :

·Ispat: x e¼grisinin e1e4 de yatt¬¼g¬n¬ kabul edersek u2 = u3 = 0 olup u1 = c = 0

d¬r. Bu sonuç (4:4:1) eşitli¼gi ile çeli̧smektedir. Bu nedenle e¼gri tamamen e1e4 alt

uzay¬nda yatmaz.

Teorem 4.4.6: C4 kompleks uzay¬nda pseudo yay parametreli izotropik e¼gri x

olsun. E. Cartan çat¬s¬na göre e¼grinin yer vektörünün 1. bileşeni

0 =
d

ds

�

1

i�

d

ds

�

1

i�

�

c�00 + cK�+ 1� du1
ds

���

� d

ds

�u1
�

�

+
1

�

�

c�00 + cK�+ 1� du1
ds

�

� c�

3. dereceden diferensiyel denklemini sa¼glar, [9] :

·Ispat: (4:4:4) denklem sisteminin 1. eşitli¼ginden

iu2� = c�00 + cK�+ 1� du1
ds

=) u2 =
1

i�

�

c�00 + cK�+ 1� du1
ds

�

elde edilir. u2 nin s pseudo yay parametresine göre türevini al¬rsak

=) du2
ds

=
d

ds

�

1

i�

�

c�00 + cK�+ 1� du1
ds

��

d¬r ve buldu¼gumuz bu son eşitli¼gi (4:4:4) denklem sisteminin 2.denkleminde yerine

yazarsak

=) iu3� =
du2
ds

� iu1

=) u3 =
1

i�

�

du2
ds

�

� u1
�

u3 ün türevini al¬rsak

=) du3
ds

=
d

ds

�

1

i�

d

ds

�

1

i�

�

c�00 + cK�+ 1� du1
ds

���

� d

ds

�u1
�

�
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ve bu de¼gerlerin tümünü (4:4:4) denklem sisteminin son denkleminde yazarsak

0 =
d

ds

�

1

i�

d

ds

�

1

i�

�

c�00 + cK�+ 1� du1
ds

���

� d

ds

�u1
�

�

+
1

�

�

c�00 + cK�+ 1� du1
ds

�

� c�

elde edilir.

Sonuç 4.4.7: x izotropik kübik olsun. E. Cartan çat¬s¬na göre x in yer vektörü

�i 2 C 1 � i � 3 olmak üzere

x = (s+ �1) e1+

�

i
s2

2
+ i�1s+ �2

�

e2+

�

s3

6
+ i�1

s2

2
� i�2s+ �3

�

e3+
c

K
e4 (5.5)

şeklindedir, [9] :

·Ispat: (4:4:4) denklem sisteminden ve � = 0 olmas¬ndan yararlanarak

du1
ds

= 1

du2
ds

= iu1
du3
ds

= �iu2

=) u1 = s+ �1

du2 = iu1ds

= (is+ i�1) ds

=) u2 = i
s2

2
+ i�1s+ �2

du3 = �iu2ds

= �i
�

i
s2

2
+ i�1s+ �2

�

ds

=) u3 =
s3

6
+ i�1

s2

2
� i�2s+ �3

Ku4 = c =) u4 =
c

K
de¼gerleri

x = u1e1 + u2e2 + u3e3 + u4e4
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dekleminde yerine yaz¬l¬rsa

x = (s+ �1) e1 +

�

i
s2

2
+ i�1s+ �2

�

e2 +

�

s3

6
+ i�1

s2

2
� i�2s+ �3

�

e3 +
c

K
e4

elde edilir.

4.5 C4 Kompleks Uzay¬nda ·Izotropik Rekti�yan E¼griler

Tan¬m 4.5.1 x : C �! C
4 pseudo yay parametreli bir izotropik e¼gri ve fe1; e2; e3; e4g,

x e¼grisi boyunca C4 de E. Cartan çat¬s¬ olsun, x e¼grisinin yer vektörü, e2 nin dik

tümleyeni olan e?2 = fe1; e3; e4g de yat¬yorsa, x e¼grisine izotropik rekti�yan e¼gri
denir.

Buradan C4 kompleks uzay¬ndaki x rekti�yan e¼grinin seçilmi̧s herhangi bir orjine

göre yer vektörü;

x = u1e1 + u2e3 + u3e4

denklemini sa¼glar. Burada s pseudo yay uzunluk fonksiyonu u1; u2; u3 diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlard¬r.

Teorem 4.5.2: C4 kompleks uzay¬nda bir izotropik rekti�yan e¼gri x olsun. Bu

takdirde x e¼grisinin yer vektörü

x =

Z

(c(�00 +K�) + 1) dse1 +

Z

c�dse3 +
c

K
e4

veya

x = ��
Z

c�dse1 +

Z

c�dse3 +
c

K
e4

şeklindedir.

·Ispat: C
4 kompleks uzay¬nda izotropik rekti�yan e¼gri x olsun. E. Cartan

çat¬s¬na göre bu e¼grinin yer vektörünü

x = u1e1 + u2e3 + u3e4 (4.5.1)
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olarak yazabiliriz. (4:5:1) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n türevini al¬rsak ve (4:1:2) E.

Cartan türev formülleri göz önüne al¬n¬rsa

x0 = u01e1 + u1e
0

1 + u02e3 + u2e
0

3 + u03e4 + u3e4

e1 = u01e1 + u1e
0

1 + u02e3 + u2e
0

3 + u03e4 + u3e
0

4

e1 = u01e1 � iu1e2 + u02e3 � u2i�e2 + u03e4

+u3

�

�K(�00 +K�)e1 �K�e3 +
K 0

K
e4

�

e1 = (u01 � u3K(�
00 +K�)) e1 + (�iu1 � iu2�) e2

+(u02 �K�u3) e3 +

�

u03 +
K 0

K
u3

�

e4 (4.5.2)

elde edilir. (4:5:2) eşitli¼gini e1 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e1i = h(u01 � u3K(�
00 +K�)) e1 + (�iu1 � iu2�) e2

+(u02 �K�u3) e3 +

�

u03 +
K 0

K
u3

�

e4; e1i

he1; e1i = (u01 � u3K(�
00 +K�)) he1; e1i+ (�iu1 � iu2�) he2; e1i

+(u02 �K�u3) he3; e1i+
�

u03 +
K 0

K
u3

�

he4; e1i

olur. Burada he1; e1i = he2; e1i = he4; e1i = 0 ve he3; e1i = 1 oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa

u02 �K�u3 = 0

bulunur.

Şimdi (4:5:2) eşitli¼gini e2 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e2i = h(u01 � u3K(�
00 +K�)) e1 + (�iu1 � iu2�) e2

+(u02 �K�u3) e3 +

�

u03 +
K 0

K
u3

�

e4; e2i
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he1; e2i = (u01 � u3K(�
00 +K�)) he1; e2i+ (�iu1 � iu2�) he2; e2i

+(u02 �K�u3) he3; e2i+
�

u03 +
K 0

K
u3

�

he4; e2i

olur. Burada he1; e2i = he3; e2i = he4; e2i = 0 ve he2; e2i = 1 oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa

iu1 + iu2� = 0

elde edilir. (4:5:2) eşitli¼gini e3 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e3i = h(u01 � u3K(�
00 +K�)) e1 + (�iu1 � iu2�) e2

+(u02 �K�u3) e3 +

�

u03 +
K 0

K
u3

�

e4; e3i

he1; e3i = (u01 � u3K(�
00 +K�)) he1; e3i+ (�iu1 � iu2�) he2; e3i

+(u02 �K�u3) he3; e3i+
�

u03 +
K 0

K
u3

�

he4; e3i

olur. Burada he2; e3i = he2; e3i = he4; e3i = 0 ve he1; e3i = 1 oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa

u01 � u3K(�
00 +K�)� 1 = 0

bulunur.

Son olarak (4:5:2) eşitli¼gini e4 ile iç çarp¬ma tabi tutarsak

he1; e4i = h(u01 � u3K(�
00 +K�)) e1 + (�iu1 � iu2�) e2

+(u02 �K�u3) e3 +

�

u03 +
K 0

K
u3

�

e4; e4i

he1; e4i = (u01 � u3K(�
00 +K�)) he1; e4i+ (�iu1 � iu2�) he2; e4i

+(u02 �K�u3) he3; e4i+
�

u03 +
K 0

K
u3

�

he4; e4i

olur. Burada he1; e4i = he2; e4i = he3; e4i = 0 ve he4; e4i = �1 oldu¼gu göz önüne
al¬n¬rsa

u03 +
K 0

K
u3 = 0
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d¬r. Böylece

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

u01 � u3K(�
00 +K�)� 1 = 0

iu1 + iu2� = 0

u02 �K�u3 = 0

u03 +
K 0

K
u3 = 0

(4.5.3)

(4:5:3) denklem sisteminin 4. denkleminden u3K = c = sabit elde edilir. Dolay¬s¬yla

(4:5:3) denklem sistemi
8

>

>

>

<

>

>

>

:

u01 � c(�00 +K�)� 1 = 0
iu1 + iu2� = 0

u02 � c� = 0

(4.5.4)

şeklinde ifade edilebilir. (4:5:4) denklem sisteminin 1. eşitli¼ginden

du1
ds

= c(�00 +K�) + 1

du1 = (c(�
00 +K�) + 1) ds

=) u1 =

Z

(c(�00 +K�) + 1) ds

elde edilir. (4:5:4) denklem sisteminin 3. eşitli¼ginden

du2
ds

= c�

du2 = c�ds

u2 =

Z

c�ds

olur.Bu eşitlikleri (4:5:1) de yerine yazarsak

x =

Z

(c(�00 +K�) + 1) dse1 +

Z

c�dse3 +
c

K
e4

veya u1 = �u2� eşitli¼ginden

x = ��
Z

c�dse1 +

Z

c�dse3 +
c

K
e4

elde edilir.
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