T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

3-BOYUTLU GALILEAN UZAYINDA EGRILER
VE KAREKTERIZASYONLARI

YUKSEK LiSANS TEZi
Serpil TATLIPINAR

Anabilim Dali: Matematik
Programi: Geometri

TEMMUZ-2010



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

3-BOYUTLU GALILEAN UZAYINDA EGRILER
VE KAREKTERIZASYONLARI

YUKSEK LiSANS TEZi
Serpil TATLIPINAR

(08121111)

Anabilim Dali: Matematik

Programi: Geometri

Tez Damsmam: Yrd. Doc. Dr. Handan OZTEKIN

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 21 Haziran 2010

TEMMUZ-2010



T.C
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

3-BOYUTLU GALILEAN UZAYINDA EGRILER
VE KAREKTERIZASYONLARI

YUKSEK LiSANS TEZi
Serpil TATLIPINAR

(08121111)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 21 Haziran 2010
Tezin Savunuldugu Tarih: 6 Temmuz 2010

Tez Damismam: Yrd. Doc¢. Dr. Handan ()ZTEKiN(F.ﬂ)
Diger Jiiri Uyeleri: Prof. Dr. Mahmut ERGUT(F.U)

Yrd. Doc. Dr. Unal iC(F.U)

TEMMUZ-2010



ONSOZ

Bu tezin hazirlanmasi siirecinde bana gerekli imkanlar1 saglayan, yardimini ve
destegini hi¢cbir zaman esirgemeyen degerli Hocam, Sayin Yrd. Do¢. Dr. Handan
OZTEKIN’ e ve ayrica calismalarimda onerilerini ve katkilarini esirgemeyen
degerli Hocam, Sayin Prof. Dr. Mahmut ERGUT’ e tesekkiir eder, saygilarimi
sunarim ve her zaman yanimda olan sevgili aileme ¢ok tesekkiir ederim.

Serpil TATLIPINAR
ELAZIG-2010

II



ICINDEKILER

Sayfa No

ONSOZ.. . eeeeiieieiiriiireeeeeeeeereeeeeeeennennseeesssasssseeeeseremssssnssssssssssssssssmmesens I
ICINDEKILER. .....cccttuiitniitneeeneeeteeetereeeeneeesneennessnsesnessnsesnnssssssnssmmsmssness I
OZET . ..cuuuieeeeeeeeeieeeeeeteeeueueeeeeeeeeeeeeeeseeessssssssssssssesessesesssssnnsnsssmmsmmenes v
SUMMARY ..iitiiitiiiaiiesicssscssstssstsssscsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssionss A"
SIMGELER LISTESI.....cucittttuiiiiiriiiiiiiierreerennneeeeeeenneeeeeeeerennssesseesnsnmmnnes VI
SEKILLER LISTEST. ceuttutuitiiuiiuieuiereriieereerererseesseseserseessessessessessn s VII
| T €3 1 2 1 TR 1
2. TKINCIBOLUM....ccoiiiiiiiiiereriennnineeeeaeeereeeeeeeemensnnnnnnessasssseseesnenenes 3
2.1. Temel Tanim ve Teoremler...........c.ooiiiiiiiiiiii i e e e, 3
KT 0161 0),\ (6108 :10) 1 0], (SRR 11
3.1. Oklidyen Olmayan GeOmMEtriler................ueivuiuniineiineeieeiieeineeieeianns, 11
4. DORDUNCU BOLUM....cuuuuuieeiireeereeeeeereeennnnnnsssseeeeeeeeeessesssnnssmn 15
4.1. Galilean DUZIEMI. .. ..o e, 15
4.2. Galilean Diizleminde Konum Vektorleri.............c.ooooiiiiiiii i, 23
5. BESINCIBOLUM.....ccuiiiuiiiiiiiiiiiiierieeieeieesneesneesneessseseesseesseesnnes 25
5.1. Ug Boyutlu Galilean Uzayinda Egriler ve Karekterizasyonlart....................... 25
5.2. Ug Boyutlu Galilean Uzayinda Helis...................oeeveiiiiieeiiiaiieiie e, 33
5.3, OINEKICT. ...t e, 43
6. SONUC....ccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiineeneennes 45
KAYNAKLAR. . ttiiiiiiiiiiiititiiietittiestcsssstcsssssscssssscssssscosassscsssassssnase 46
(07763 010 1 1SS 48

III



OZET

Bu calisma alt1 boliim halinde diizenlenmistir.

Birinci boliimde, ¢alismanin igerigi ve amaci verilmistir.

Ikinci boliimde, ¢alismamuz icin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, Oklidyen olmayan geometriler aciklanmistir.

Doérdiincii boliimde, Galilean diizlemi incelenmis ve orijinal olarak Galilean diizleminde
konum vektorleri elde edilmistir.

Besinci boliimde, 3-boyutlu Galilean uzayi, bu uzaydaki helisler ele alinmistir. Orijinal
olarak bu uzayda egri ve helislerin konum vektorleri ve slant helisler incelenmistir; 6rnekler
verilmistir.

Altinc1 boliimde, bu ¢alismanin sonucu verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oklidyen Olmayan Geometri, Konum Vektorii, Kiiresel Egriler, Helis,
Slant Helis, Galilean Diizlemi, Galilean Uzay1.
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SUMMARY

Curves and Their Characterizations in 3-Dimensional Galilean Space

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, the aim and content of the thesis are explained.

In the second chapter, necessary fundemental definitions and theorems for our study are
given.

In the third chapter, non-Euclidean geometries are explained.

In the fourth chapter, Galilean plane is given and orijinally positions vectors in Galilean
plane are obtained.

In the fifth chapter, 3-dimensional Galilean space; helices are given. Orijinally in this
space positions vectors of curves and halices and slant helices in this space are explained
and examples are given.

In the sixth chapter, the result of this study is given.

Keywords: Non-Euclidean Geometry, Position Vector, Spherical Curves, Helix, Slant Helix,
Galilean Plane, Galilean Space.
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1. GIiRis

Bir ticgenin i¢ acilarinin toplaminin 180° oldugu ve paralel dogrularin birbirlerinden
her zaman aym uzaklikta kaldiklar1 gibi bilgileri igeren ve okullarda geleneksel olarak
gosterilen Oklid geometrisi sadece diiz yiizeyler icin gecerlidir. 19. yiizyi1l matematikgileri,
egri ylizeyler {lizerindeki iicgenleri, paralel dogrular vb. seyleri agiklamak i¢in farkli tiirden
geometrilere gereksinim oldugunu farketmislerdir. Albert Einstein 20. ylizyilin baslarinda
uzaym maddenin varligi nedeniyle egrildiginin farkina vardiginda, gereksinim duydugu
matematiksel kavramlar, kullanima hazir durumda bekliyordu. Giiniimiizde, ucaklar ve
gemiler miimkiin olan en kisa rotayr belirlemek i¢in Diinya'nin egriligini hesaba katmak
zorundadirlar. Kara delikleri, evrenin kaderini ve Giines'in 15181 nasil biiktiigiinii aciklayan

denklemler 19. yiizy1l matematiginin denklemleriydi.

Oklid geometrisinin en énemli postulat: sudur: “Bagska iki dogruyu kesen bir dogru bu
iki dogruyla aym tarafta, toplamlan iki dik acidan kiiciik acilar meydana getirirse bu iki
dogrunun uzantilar1 agilarin iki dik agidan kiigiik oldugu tarafta kesisirler.” Buna gore, “Bir
dogruya paralel olan ve bu dogru disinda verilen bir noktadan gecen bir tek dogru vardir.”
Onceleri bu postulatin ispat edilebilecegi sanilarak bu yonde caligmalar yapilmis ama sonug
alimamamistir. Daha sonralari, aksiyomlarin gerceklerden cok varsayimlar oldugu anlagilmis

ve bu sonug yepyeni geometrilerin dogmasina yol agnmustir [12].

Omer Hayyam ve Tusi, Oklid’ in postulatin1 irdeleyen ilk alimlerdir. Fakat Oklid dis1
geometriler, ilk olarak 19.yilizyilda C.F.Gauss, N.I.Lobachevsky ve J.Bolyai tarafindan
paralellik postulati yerine yeni bir postulati (Bir dogruya disindaki bir noktadan sonsuz paralel
cizilebilir.) kabul eden hiperbolik geometrinin kesfiyle ortaya cikmistir. Daha sonralar
G.F.B. Riemann eliptik geometri denen yeni bir geometrinin temellerini atmistir. F.Klein
tarafindan bu geometriler genellestirilmistir ve Oklid, hiperbolik ve eliptik geometrileri de

iceren dokuz geometrinin varligini gostermistir [24].

Galilean geometrisi, (baz1 durumlarda Oklid harig) biitiin Klein geometrileri icinde en
basitidir ve Galileo ile Einstein' mn gorelilik kuramiyla bagintilidir. Galilean geometirisinin
genis bir incelemesi icin Yaglom [28] ve Roschel [22] in c¢alismalarina bakilabilir. Bu

geometri iizerine daha sonralar1 yapilan Kamenarovic, Pavkovic [17], Artikbayev [2] ve



yakin zamanda da Ogrenmis, Ergiit ve Bektas [3,9,10]" i calismalarina goz atilabilir.

Diferensiyel geometrinin en énemli konularindan biri de 1-boyutlu manifoldlar olan
egriler konusudur. Galilean diizleminin ve Galilean uzayinin geometrisi temel anlamda
incelenmistir fakat bu uzaydaki egriler ve karakterizasyonlar ile ilgili calismalar literatiirde
oldukca azdir. Bu caligmada dordiincii boliimde Galilean gorelilik kurami, Galilean
diizleminin geometrisi detayl bir sekilde incelenmistir ve farkli olarak Galilean diizleminde
konum vektorleri elde edilmistir. Besinci boliimde ise 3-boyutlu Galilean uzayinin geometrisi
verilmis, ozellikle egriler teorisi incelenmis ve bu uzayda bazi egriler iizerinde durulmustur.
3-boyutlu Galilean uzaymda helis ile ilgili gerekli bilgiler verilmistir ve farkli olarak bu
uzaydaki konum vektorleri, slant helisler ve karakterizasyonlar1 elde edilmis ve bu dogrultuda

ornekler verilmistir.



IKINCi BOLUM
2.1.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1.1. Tanim: R" reel sayilar cismini gostermek iizere R" = {(pl,pz,..,pn)}esitligiyle
belirli R" ciimlesinde toplama islemi

(P> P55 Po) (41, d25-54,) = (P +G15 P, + G500 P, +4,)
esitligiyle tanimlanir. Skalerle carpma islemi N € R ve (Pl’Pz’-o-’Pn ) €R" i¢in

APy PyssPy) = (NP1 NP AP, )

esitligiyle tanimlamr. Bu islemlere gore R" ciimlesine R cismi iizerinde bir vektor uzay:

denir [23].

2.1.2. Tammm: R" vektor uzayinda p = (p,,p,,-..p,) ve q=(q,,9,,---.q,) olmak iizere
<> R"XR"—>R

n

(.9 — {p.q)=> _pg

i=1
esitligiyle tanimlanan <,> fonksiyonuna R" iizerinde bir i¢ carpim denir. Bu i¢ ¢arpima, R"

uzayiin dogal i¢ carpimi veya Oklid i¢ ¢arpim denir [23].

2.1.3. Tamm: p =(p,,p,,....p,) € R" olmak iizere

I:R" =R
p— [p] = \{p.p)

seklinde taniml1 |||| fonksiyonuna R" uzayinda bir norm denir [23].



2.1.4. Tamm: p,q € R" olmak iizere
d(p.q) =|p—q|

biciminde tanimlanan d:R" xR" — R fonksiyonu , R" uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla

R" bir metrik uzayidir. Bu metrikle birlikte R" uzayina Oklid uzay denir. Genellikle E" ile
gosterilir [23].

2.1.5. Tamm: f,R" uzaymdan R ye giden bir fonksiyon ve p € R" olsun.

liml[f(pl,...,pH,pj +s,pj+l,...,pn)—f(pl,...,pjfl,pj,ij,...,pn)]

s—0 g

limiti varsa bu limite, f fonksiyonunun j inci degiskene gore kismi tiirevi denir ve

of
@(P) veya f,(p)

biciminde gosterilir [23].

2.1.6. Tamm: f fonksiyonunun R" nin herbir noktasinda k 1nc1 basamaktan kismi

tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C* simifindandir denir

[23].

2.1.7. Tamm: R" nin herbir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi

tirevleri varsa f fonksiyonu C* smifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur denir
[23].
2.1.8. Tannm: q € R" olsun. ve R" olmak iizere q noktasindan q+ v noktasina giden

yonlii dogru pargasi , q noktasinda v tanjant vektorii diye adlandirilir ve v ile gosterilir. q

noktasindaki biitiin tanjant vektorlerin ciimlesi T, (R") ile gosterilir [23].

2.19. Tamm: T, (R") ciimlesinde toplama islemi v, +w, =(v+w) esitligiyle
tamimlanir. Skalerle carpma islemi X € R igin Av, = (\v), esitligiyle tanimlanur.
T,(R")bu iglemlere gore R cismi iizerinde bir vektor uzayidir ve bu vektdr uzayina

R" uzayinin q noktasindaki tanjant uzay denir [23].



2.1.10. Tanmm: U, R" uzayimnin acik bir alt ctimlesi olsun. U nun herbir q noktasina, q
noktasinda bir tanjant vektor karsilik getiren bir fonksiyona U iizerinde bir vektor alani denir.
R" uzaymin bir U agik alt ciimlesi iizerindeki biitiin vektor alanlarinin cimlesi y (U) ile

gosterilir [23].

2.1.11. Tamm: LR nin agik bir aralifi olmak ilizere «:I— R" biciminde diizgiin

(C> sinifindan) bir @ doniisiimiine, R" uzay icinde bir egri denir [23].

2.1.12. Tanmm: R" de bir M egrisi (I,a) koordinat komgsulugu ile verilsin. o :1— R"

fonksiyonunun Oklidyen koordinat fonksiyonlart o ,,,...,cx, olmak iizere

n

doy
dt | 777 dt

dir. (cx'(t),(x(t))ETR,, (t) tanjant vektoriine, M egrisinin t €1 parametre degerine karsilik

(@, 0,.00,) , at) € M ve a(t) = do,

)

9
t t

gelen o(t) noktasinda (I,o) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir [13].

2.1.13. Tanmm: M C R" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
Joc]|:T— R
t= [ = o]
seklinde tanimli ||q|| fonksiyonuna M egrisinin (I,) koordinat komsuluguna gore skaler hiz

fonksiyonu ve ||04'(t)|| reel sayisina da M nin (I,a) koordinat komsuluguna gore o(t)
noktasindaki skaler hiz1 denir [13].

2.1.14. Tanmm: M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vs €1 igin
||0L'(t)|| =1 ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin s €1

parametresine yay parametresi adi verilir [13].

2.1.15. Tamm: R’ uzayinda birim hizl1 o : I — R* egrisi icin
T(s) = (s)
esitligiyle belirli T(s) vektoriine o egrisinin o (s) noktasindaki birim teget vektorii denir. T,

o egrisi istiinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina birim teget vektor alani denir [23].



2.1.16. Tammm: R’ uzayindaki birim hizli o :1— R? egrisi igin
kI— R, k() =T
fonksiyonuna o egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin «.(s) noktasindaki

egriligi denir [23].

2.1.17. Tamm: R’ uzayindaki birim hizli o : 1 — R* egrisi icin

1 ..
N(S) = %T (S)

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, a(s) noktasindaki birinci dik vektorii (aslinormali) denir.

N vektor alanina, o egrisinin birinci dik vektor alani (aslinormal vektor alant ) denir [23].

2.1.18. Tamm: R’ uzayindaki birim hizl1 o :1— R* egrisi igin
B(s) =T(s)x N(s)
esitligiyle tammli B(s) vektoriine o egrisinin «(s) noktasindaki ikinci dik vektorii

(binormali) denir. B vektor alanina, o egrisinin ikinci dik vektor alani (binormal vektor

alani) denir [23].

2.1.19. Tamm: T(s),N(S),B(s) vektorlerine, o:1— R’ egrisinin «(s) noktasindaki
Frenet vektorleri denir. {T(s),N(s),B(s)} kiimesine o egrisinin o(s) noktasindaki Frenet

catisi denir.

T,N,B vektor alanlarina, o egrisi iistiinde Frenet vektor alanlart denir [23].

2.1.20. Tanim: R’ uzayindaki birim hizli o:1— R® egrisinin Frenet vektor alanlari

T,N,B olmak iizere
TI= R, 7(s)=—(B'(5),N(s))
fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki

burulmasi (torsiyonu) denir [23].



2.1.21. Teorem: R’ uzaymdaki birim hzli o:1— R* egrisinin Frenet vektor alanlari

T,N,B ise
T =kN,
N =—«T+7B,

B =—1N
dir [23].

2.1.22. Teorem: R’ uzaymdaki birim hzli o:1— R* egrisinin Frenet vektor alanlari

T,N,B olduguna gore

o
o]

N = .O"&
‘0[ A OL"H

dir. a:1— R’ egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlari k ve T olduguna gore

o
B <0L' A OL“,OLN>
Joc ne
dir [23].

2.1.23. Tamm: R’ uzayindaki birim hizli o :1— R® egrisinin Frenet vektor alanlari

T,N,B olsun.

{T(s),N(s)} climlesinin gerdigi diizleme o(s) noktasindaki dokunum diizlemi veya
oskiilator diizlem denir.

{T(s),B(s)} climlesinin gerdigi diizleme «(s) noktasindaki dogrultman diizlemi veya
rektifiyan diizlem denir.

{N(s),B(s)} climlesinin gerdigi diizleme «(s) noktasindaki dik diizlem veya normal

diizlem denir [23].



2.1.24. Teorem: o :1— R® birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlari T,N,B olduguna

gore
NxB=T
BxT=N
dir [23].

2.1.25. Tanmm: Birim elemanlart bulunan, her elemanin tersi var olan ve birlegsme kuralini
gercekleyen, G herhangi bir climle ve o bu climle iizerinde tanimli herhangi bir ikili islem

olmak iizere (G,o) sistemine grup denir [18].

2.1.26. Tanim: (G,o) sistemi bir grup ve HC G olsun, o isleminin H ya kisitlanmisi
yine o ile gosterilmek iizere eger (H,o) sistemi de bir grupsa H ya G nin bir altgrubu denir
[18].

2.1.27. Tanmm: R’ de bir o egrisinin birim teget vektor alamt T olsun. T vektor alan,

belirli bir U vektorii ile sabit bir ac1 yapiyorsa o egrisine helis ad1 verilir [23].

2.1.28. Teorem: R’ de bir o egrisi i¢in k>0 oldugunu varsayalim. o min bir helis

olmasi i¢in gerek ve yeter sart T nin sabit olmasidir (Lancret Teoremi) [23].
K

2.1.29. Tammm: k = 0 olmak iizere R® de bir ~ egrisinin aslinormali sabit bir dogrultu ile

sabit bir a¢1 yapiyorsa ~ egrisine slant helis ad1 verilir [16].

2.1.30. Teorem: k(s)=0 olmak iizere R’ de ~ bir birim hizli uzay egrisi olsun. Bu

takdirde ~ slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2
K

o(s) = - (g)'(s)

sabit bir fonksiyon olmasidir [16].

2.1.31. Tanm: ¥ 1XR— R, ©(q;.9,) = 1(q,) +9,(q,)

doniisiimii yukaridaki agiklandigr gibi bir doniisiim olmak iizere, ¢(Ix R) yiizeyine, R’

uzaymda bir dogrusal yiizey veya regle ylizey denir [23].



2.1.32. Tanim: R" de bir d uzakligim1 degismez birakan bir R fonksiyonuna R" de bir
kat1 harekettir, yani

R:R" — R"
fonksiyonu i¢in eger

d(R(x),R(y)) =d(x,y), Vx,yeR"
ise R ye bir kat1 hareket denir [14].

2.1.33. Tamm: R, :R" — R" déniisiimii O € R" i¢in R;(0O)=0 ve x =0 olmak iizere
Vx € R" i¢in x — R (x) biciminde tanimlanan bir hareket olsun. R, hareketine O etrafinda

R" nin bir donme hareketi denir. R" nin O etrafindaki biitiin donmelerinin ciimlesi R, (n)

ile gosterilir [14].

2.1.34. Tanm: T:R" — Z" doniisimii Vx € R", x =(x,,...,X,) i¢in
TX)=(x,+t,..x,+t,), t cR,1<i<n

biciminde tanimli ise T ye R" deki bir dteleme denir. R" nin biitiin 6telemelerinin ciimlesi

T(n) ile gosterilir [14].

2.1.35. Tamm: TeT(n) ve R,€R, (n) olmak iizere elemanlan ToR_ ve R_oT

bicimindeki genel hareket denen bir R" — R" dontigiimleridir [14].

2.1.36. Tanim: M bir Haussdorf uzayi olsun. M nin her bir agik alt ciimlesi R" in bir agik
alt climlesine homeomorf ve M sayilabilir ¢coklukta acik ciimlelerle ortiilebiliyorsa M ye n-

boyutlu topolojik manifold denir [13].

2.1.37. Tanim: M bir topolojik manifold olsun. UCM acik alt ciimlesinden R" in bir
acik alt ctimlesine bir V:U—V homeomorfizmi verilsin. (¥,U) ikilisine M de bir
koordinat komsulugu veya harita denir. W, =y, o W(1<i<n) olmak iizere WV, lere ¥

haritasina bagli koordinat fonksiyonlar1 denir [13].



2.1.38. Tammm: M bir topolojik n-manifold ve M nin bir agik ortiisii {W_} olsun. W_ acik
ciimlelerinin o indislerinin ciimlesi A olmak iizere {W_} ortiisii igin {W_} _, yazilir. R" de
W, yabir ¥ homomorfizmi altinda homeomorf olan acik ciimle W_ olsun. Boylece ortaya

cikan (¥ _,W,) haritalarinin

o’

S={(V,, W)}

aEA

koleksiyonuna bir atlas(=koordinat komsulugu sistemi) denir [13].

2.1.39. Tamm: Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlas1 S={(V_,W,_)} .. olsun.
Eger S atlast igcin W, NW,; =2 olmak iizere, Vo,3€ A ya karsihlk &, ve &,

fonksiyonlart C* sinifindan diferensiyellenebilir iseler S ye C* siifindan
diferensiyellenebilirdir denir. S atlast M iizerinde C* sinifindan oldugu zaman S ye M

tizerinde C* smifindan diferensiyellenebilir yapr adi verilir [13].

2.1.40. Tammm: M n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir S atlasi C* sinifindan ise M

manifolduna n boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold denir [13].
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UCUNCU BOLUM

3.1. OKLIDYEN OLMAYAN GEOMETRILER

3.1.1. Tamim: IN ve ID, elemanlar, sirasiyla, noktalar ve dogrular olan ve I, INNID = &
ozelligine sahip iki ctimle, o de INXID ciimlesinde tanimlanan bir {izerinde bulunma
bagintis1 (yani o C INxID) olmak iizere asagida verilen Al, A2 ve A3 aksiyomlarini

gercekleyen (IN,ID, o) sistemine afin diizlem denir:
Al: Her M,Ne€IN, M= N, noktalart icin Mod ve Nod olacak sekilde bir tek d € ID

dogrusu vardir.

A2: N #d olmak iizere her N€IN ve her d€ID i¢in Noc ve d| ¢ olacak sekilde bir tek

c € ID dogrusu vardir.
A3: Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir [18].

3.1.2. Tanim: Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzayr V olsun. A
asagidaki dnermeleri dogrulayan bir
f:AXA—V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:
Al: VP,Q,R € A i¢in f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R)
A2: VP e A ve Ya €V icin f(P,Q) = o olacak bigimde bir tek Q € A noktas1 vardir [13].

3.1.3. Tanim: Nokta, dogru ve diizlem denilen tanimsiz geometrik nesnelerden olusan bos
olmayan iic ayrik ciimle, bu ciimlelerin elemanlar arasinda tanimli {izerinde bulunma
bagintilariyla birlikte asagidaki aksiyomlar da gercekleniyorsa bunlarin hepsine birden bir
projektif 3-uzay denir:

P1: Farkli iki nokta bir tek dogru iizerindedir.

P2: Her dogru iizerinde en az ii¢ nokta vardir.

P3: Dogrudas olmayan ii¢ nokta bir tek diizlem iizerindedir.

P4: Herhangi ii¢ii dogrudas olmayan ve hepsi ayn diizlemde bulunmayan dort nokta vardir.
PS5: Bir dogru ve bir diizlemin en az bir ortak noktasi vardir.

P6: 1ki diizlemin en az bir ortak dogrusu vardir [18].



3.1.4. Tammm: Afin diizlemde birbirini paralel biitiin dogrular ctimlesine bir paralel dogru
demeti denir. Diizlemde her bir demet i¢in bu demetin tiim dogrularinin iizerinde bulunan ama
afin diizlemin noktalar ciimlesinde bulunmayan bu yeni noktaya ideal nokta, ideal noktalarin

tizerinde bulundugu dogruya da ideal dogru denir [18].

3.1.5. Tamm: ]1%3:{(xl,xz,x3)|x1,x2,x3 € R} 3-boyutlu bir vektor uzayi ve R’ de
X =(X;,X,,X3), Yy =(y,,¥,,y;) iki vektor olsun. x ve y nin Lorentz i¢ carpimi

<Xa Y>L ==X,y T X,¥, TX3Y;

ile tammlanir. B} = (]R3,<x, y>L) na 3-boyutlu Lorentz (Minkowski) uzay1 denir [4].

3.1.6. Tamm: M CE; bir manifold ve a:ICR—M bir egri olsun. o egrisinin teget
vektor alan1 T olmak iizere
<T,T> >0 veya T=0 ise o ya spacelike egri,
<T,T> <0 ise « ya timelike egri,
<T,T> =0 veya T=0 ise o ya (null)lightlike egri

denir [25].

3.1.7. Sonu¢: 1905' te Einstein' in 6zel gorelilik kurami , uzay ve zamam tek bir
matematiksel tanimda birlestirmistir. 1907 yilinda Hermann Minkowski bunun , zamani ii¢
boyutunu da bir anlamda dik olan doérdiincii bir boyut olarak kabul etmekle esdeger oldugunu
farketmistir. Minkowski gorelilik kurammm geometri ile agiklamigtir. Ozel gorelilik kuramu,
hareket eden cetvellerin kisalacagi, hareket eden saatlerin ise yavaslayacagi seklinde ilging bir
ongoriide bulunmaktadir. Minkowski' nin fikirleri buna aciklik getirmektedir. Uzay ve
zamanda var olan her sey yayilim adi verilen dort boyutlu bir "uzunluga" sahiptir. Bu
Pythagoras teoreminin dort boyutlu versiyonu kullanilarak hesaplanir. Yayilim sabit bir
ozelliktir. Yayilimin, kendini ii¢ boyutlu uzunluk olarak gosteren kismui ile zaman aralig
olarak gosteren kismi hareket halindeki gozlemcinin bakis agisina baglidir. Bunlarin ikisi her

zaman birbirini tamamlar [12].
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Gelecekteki glines
ISIg1 konisi

Dilnya 8 dk sonra isik
konisine girer

Suandaki Glnes

Dinya’nin
zaman igindeki
hareketi

Sekil 3.1. Giines Is1ginin Olay Cizgisi

3.1.8. Sonu¢: Bir Minkowski semasinda 1s1k 1sinlari, yatayla 45° lik ag1 yapan olay
cizgileri seklinde gosterilir. Daha yatik olay cizgileri 1giktan daha hizli harekete karsilik gelir
ki bu olanaksizdir. Diinya Giines' ten 8 151k dakikasindan biraz daha uzaktir. Yani Giines' ten
cikan bir 151k 1s1n1nin Diinya' ya ulasmasi 8 dakikayr bulur. Semada Diinya dimdik yukari
dogru hareket etmektedir , dolayisiyla uzayda Giines' e gore bir hareketi s6z konusu degildir.
Giines 15181in olay ¢izgisi bir koni olusturur. Giines' ten ¢ikan bir 151k demeti, bu 151k
konisinin kenar1 boyunca hareket eder ve Diinya' ya ancak Diinya zaman i¢inde gelecege

dogru 8 dakikadan biraz daha fazla ilerleyip 1s1k konisine girdigi zaman etkiler [12].

3.1.9. Tamm: Dual say1 : R* = {(x,y) X,y € R}
iki boyutlu reel vektor uzayidir. E.STUDY (1862-1930) nin kesfettigi dual sayilar climlesi,

D:{z:x+€y|x,y€]R,e:¢O,€2:0}

olmak iizere, (D, +) bir Abel grubu olusturur [15].

3.1.10. Tammm: a,b,c,d € C ve ad —bc =0 olmak tizere

az+b

M(z)= cz+d

seklindeki bir M : C — C fonksiyonuna Mobius doniisiimii denir.

Burada ¢ =0 alinirsa, bu takdirde M(co) = oo olur, aksi halde M(—d/c) = oo ve

M(o0) =a/c dir [11].



3.1.8. Tamm(Oklidyen Olmayan Hareketler): Birim dairesini sabit birakan MGobius
doniisiimlerinin grubu ile kati diizlem hareketlerinin (6teleme ve donme) grubu arasinda ¢ok
benzerlik vardir. Farkli olarak dogrularin roliinii, birim ¢emberine dik ¢emberlerin, birim

dairesinin i¢ bolgesine ait kistmlar1 alir. Bu ¢cember pargalarina Oklidyen olmayan dogrular

denir. |z|<1 dairesine Oklidyen olmayan diizlem (veya hiperbolik diizlem) ve |z|<1 sabit

birakan Mobius doniisiimlerine de Oklidyen olmayan hareketler denir.

3.1.9. Tamm: z ,z, sabit noktalar ve o =0 olmak iizere,

w2z, z—17,

i

W—2z, z—17,

normal bicimde verilen z — w dogrusal doniisiimiine eliptik doniisiim denir [27].
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DORDUNCU BOLUM

4.1. GALILEAN DUZLEMIi

Galilean geometrisi ismini 17. ylizyilda yasayan iinlii Galileo Galilei' den almasinin
nedeni Galilean' min gorelilik kuramiyla baglantili olmasindandir. Simdi bu kurami kisaca

inceleyelim:

4.1.1. Tamm (Galilean Koordinat Sistemi): Bilindigi gibi Galile-Newton mekanigin
temel yasas1 olan atalet yasas1 sOyle ifade edilebilir. Diger cisimlerden yeterince
uzaklastirilmis olan bir cisim durmaya, yada diiz bir ¢izgi iistiindeki diizgiin hareketine devam
eder. Bu yasa sadece cisimlerin hareketi konusunda birseyler belirtmekle kalmiyor, aym
zamanda mekanik tamimda hangi referans cisimlerinin ya da koordinat sistemlerinin
kullanilabilecegini de gosteriyor. Kuskusuz ki atalet yasasi, goriinen yildizlar icin oldukga
biiyiik bir yaklasiklikla gecerlidir. Eger diinyaya yerlestirilmis bir koordinat sistemi
kullanirsak, o zaman bu sisteme gore her sabit yildiz astronomik giinde (Diinyanin kendi
ekseni etrafinda bir tam doniisii) kocaman caplt birer daire ¢izer ki, bu da atalet yasasina
aykir birseydir. Boylece, eger bu yasaya bagh kalirsak bu hareketleri sabit yildizlarin, onlara
gore bir daire ¢izmedikleri koordinat sistemine gore tanmimlamaliyiz. Kendisine gore atalet
yasasmin gecerli oldugu hareketlerin koordinat sistemine "Galile koordinat sistemi" denir.
Galile-Newton mekaniginin yasalari, ancak Galile koordinat sistemi icin gecerli kabul
edilebilir [8].

Galilean diizlem geometrisi, bir dogru iizerinde klasik mekanigin ya da doniisiimlerin

geometrisi olarak diisiiniilebilir [28].

4.1.2. Tamm: Galilean geometrisi, xoy diizleminde
X =X +a,
y =VvX+y+b, (4.1.1)

esitlikleri ile verilen harekete sahip bir geometridir. (4.1.1) hareketi altinda (ya da buna denk

olan



X =X,

y =VX+y,
ve

x':x—i—a,

y =y+b,

esitlikleri altinda) xoy diizlemindeki sekillerin 6zellikleri degismezdir [28].

G2
_
Sekil 4.1. Galilean Diizlemi ve Koni

4.1.3. Sonuc: (4.1.1) hareketi ile,
a) dogrular dogrulara,

b) paralel dogrular paralel dogrulara,

c)dogrudas AB,CD dogru pargalar, CD/A'B = CD/AB olmak iizere dogrudas AB,CD
parcalarina,

d) Bir F sekli ayni bolgedeki bir F sekline

doniisiir [28].

4.1.4. Tanmm: z, = x, +cy, ve z, = X, +cy, olmak lizere
(zl,zz>:D><D - R
(z,,2,) — <Z1,Zz> =re(z,z,) = XX,

olarak tanimlanan <,> islemi D iizerinde indefinit i¢c carpim islemidir [15].

16



4.1.5. Tamm: D afin uzayim R’ iizerindeki yukaridaki i¢ ¢arpim ile diisiiniirsek, D ye

Galilean diizlemi denir ve (]RZ,D,<,>) veya G, ile gosterilir [26].

4.1.6. Tamm. G, Galilean diizleminde X(x,,y,) ve Y(X,,y,) olmak iizere

<X Y>— X, X,, X, =0Vx,=0
e Yi¥sr X =0AX, =0,

ile tamimlanan <,> islemine G, Galilean diizleminde i¢ carpim denir [7].

4.1.7. Tamm: Galilean geometride A(x,y), A,(X,,y,) noktalar arasindaki uzaklik

dAAI =X, —X

dir, yani AA, dogru pargasinin x-ekseni tizerindeki PP, projeksiyonunun isaretli uzunlugudur.

‘.’
A (x,,y))
AG,Y)
|
| |
|I dAAn !
(8] l X
P P

Sekil 4.2. Galilean Diizleminde Uzaklik

d,, =0 ise x;,=x ve A ve A, aym oOzel dogru(oy—eksenine paralel dogru)

tizerindedir. Bu durumdaki noktalar arasindaki 6zel uzaklik
0 AA| =Y, Yy

seklinde tanimlanir [28].
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A(XLy)

Opn

Axy)

Sekil 4.3. Galilean Diizleminde Ozel Uzaklik
Basitligin saglanmasi amaciyla asagidaki tanimi verebiliriz:

4.1.8. Tanmm. G, Galilean diizleminde X(x,,y,) ve Y(X,,y,) olmak iizere

d(X,Y)1 =|x2 —xl|, X, #= X,,

Ax.¥)= d(X, Y)z = |3’2 Y

s X=Xy,

ile tamimlanan d(,) islemine G, Galilean diizleminde uzaklik denir [2].

|

|

! X
-xX o X |

|

|

|

Sekil 4.4. Galilean Diizleminde Bir Noktanin Orjine Uzaklig1
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4.1.9. Sonug. Galilean diizleminde d(X,Y), =0 oldugunda vektorlerden en az biri oy-

eksenine paraleldir [2].

4.1.10. Sonu¢. Galilean diizleminde A(x,,y,) ve B(x,,y,) noktalar1 arasindaki
d(A,B)1 :|x2—xl| uzakligin AB dogru pargasinin ox-ekseni iizerine izdiisiimiidiir. Eger
d(A,B)1 =0 ise A ve B oy-eksenine paralel dogru iizerindedir. Bu durumda

d(A,B) , = |y2 - y1| uzakligir AB dogru pargasinin oy-eksenine izdiigiimidiir [2].

4.1.11. Tammm: Galilean diizleminde sabit bir Q(a,b) noktasina mutlak uzakligi r olan

M(x,y) noktalarimn ciimlesine Galilean cemberi denir ve S}, ile gosterilir. g =a” —r* olmak

lizere
ds(Q.M)=r
Se ={Mx.y)1d2 QM) =r"}=p=-a
(x—a)’ =r’
veya
x>+ 2px4+q=0

seklinde tammlanir. Q merkezli, r yarigaph S, Galilean ¢emberi, Q noktasina Oklid

anlamda r uzaklikta olan iki 6zel (oy-eksenine paralel) dogru iizerindeki noktalardan olusur.
r=0 ise bu iki 6zel dogru cakisir. Onemle vurgulamaliyiz ki, r yaricap: iki bilesenli dzel
dogrular arasindaki Oklid mesafesinin yaris1 ise bir S, Galilean ¢emberi, Q noktasindan

gecen Ozel dogru iizerinde sonsuz ¢oklukta merkeze sahiptir [28].

. I A% S
: M(x,¥) ! M(x,¥)
r
Q) e
S | S
|
o X . X

Sekil 4.5. Galilean Diizleminde r Yaricaph Galilean Cemberi
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4.1.12. Sonug¢. Galilean diizleminde cember, oy-eksenine paralel iki 6zel dogrudur [2].

4.1.13. Tanim: Galilean diizleminde birim ¢ember,
Sg ={P(x,y)1d;(0,P) =1}

seklinde tanimlanir [28].

4.1.14. Tamm: Galilean diizleminde, ¢ ve ¢, dogrulari arasindaki 6, acisinin 6lgiisii, bu
dogrularin ortak noktasint merkez alan birim c¢ember iizerinde belirli NN, yaymin
uzunlugudur. Dogal olarak bu birim Galilean ¢emberi iizerindeki NN, yayimnin uzunlugu

Oy, = NN, =0y,

6NN1 ozel uzakhigidir [28].

Sekil 4.6. Galilean Diizleminde Dogrular Arasindaki A1

4.1.15. Sonu¢. Merkezi baslangigta olan birim ¢emberi ele alalim. X(1,y,) ve Y(1,y,) bu
cemberin iki birim yaricapr olsun. X,Y vektorleri arasindaki ac1 bu vektorlerin u¢ noktalar

arasindaki |y2 — y1| yaymn uzunlugudur. Vektorlerden birinin yoniinii oy-ekseninin yoniine

cevirirsek, a¢1 sonsuz artar [2].
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4.1.16. Sonu¢. Galilean diizleminde noktalarin ve dogrularin 6zellikleri tamamen aynidir.

Ornek olarak, liggenin kenarlar1 ve agilari arasindaki bagintiy1 verebiliriz [2].

4.1.17. Tanmm: Galilean diizleminde herhangi bir ABC ii¢genindeki kenar uzunluklarin
inceledigimizde;
dg=a+b
dpe =a pdyo+de, =d,
d., =)

oldugu goriiliir [28].

(0]

Sekil 4.7. Galilean Diizleminde Bir ABC Ug¢geninde Kenar Uzunluklari

4.1.18. Sonu¢: Galilean diizleminde iki kenarin uzunluklart toplami tgtincii kenarin

uzunluguna esittir [26].

4.1.19. Tammm: Galilean diizleminde herhangi bir ABC ii¢geninin acilarinin olciileri

incelendiginde;
m(ABC) =d,,
m(BAC) =d, (dgp +d =d,p
m(ACB)=d,;

den dolay1

m(B)+ m(A) =m(C)

oldugu goriiliir [28].
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(0]

Sekil 4.8. Galilean Diizleminde Bir ABC Uggeninde A¢i Olgiileri

4.1.20. Sonuc¢: Galilean tiggeninde en genis acimin Olgiisii diger iki aginin Olgiileri

toplamudir [26].
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4.2. GALILEAN DUZLEMINDE KONUM VEKTORLERI

Bu boliimde, G, Galilean diizleminde egrilerin konum vektorleri incelenmistir.

4.2.1. Tamm: LR nin bir agik aralign olmak iizere ¢:I— G, biciminde

diferensiyellenebilir bir ¢ doniisiimiine, G, de bir egri denir.

Diizlemde verilen egrinin Frenet esitlikleri

T =kN,

: 4.2.1
N =0, (4.2.1)

seklindedir, burada T,N, sirasiyla, egrinin teget, aslinormal ve binormal vektorleridir.

4.2.2. Teorem: G, Galilean diizleminde ¢ = p(s) birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde,

p(s) egrisinin konum vektorii
1
p)=(6+c)T+ (—Ems —kes+c,)N

seklindedir. Burada ¢, ve c, integral sabitleridir.
Ispat. G, de (s) birim hizli bir egri olsun. G, deki ¢(s) egrisinin konum vektoriinii Frenet
catisina gore
©(s) = 6T + AN
seklinde yazabiliriz. Bu denklemin tiirevi alinirsa,
® —DT+@Kk+X)N=0
ve buradan da

o =1,

, 4.2.2)
w+N =0, (

bulunur. (4.2.2) denkleminde birinci esitlikten
d=s+c,

ikinci esitlikten de

A= —%HSZ —Ke s+,
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elde edilir. Burada ¢, ve c, integral sabitleridir. Bu takdirde

1
@(s)=(s+c)T+ (—Ems2 —kes+c,)N

yazabiliriz. Bu da ispat1 tamamlar.

4.2.3. Teorem: G, Galilean diizleminde ¢ =(s) , k= 0egrilikli birim hizli bir egri
olsun. Bu takdirde, ¢(s) egrisinin konum vektorii ikinci mertebeden bir diferensiyel denklemi

saglar.

Ispat. G, de ¢ =y(s) birim hizli bir egri olsun. Bu durumda (4.2.1) denklemlerinden

yazilabilir. Burada tiirev alinirsa

d

:ds

1dT

K ds

elde edilir. Bu son esitlikte & = [kds degisken degisimi yapilirsa

d’T _
do’

4.2.3)

bulunur ve (4.2.3) denkleminin ¢oziimiinde a ve b keyfi sabitler olmak tizere
T=a f kds+b

seklinde elde edilir.
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BESINCi BOLUM

5.1. UC BOYUTLU GALILEAN UZAYINDA EGRIiLER VE
KAREKTERIZASYONLARI

5.1.1. Tamm: {x,y} koordinat sistemi ile verilmis bir diizlemi gozoniine alalim. Bir A
noktasinda mekanik hareket

X = x(t),

y=y(b),
formiilleriyle verilir. Bu bize verilen (X,y) koordinatlarinin t zamanina gore nasil degistigini
verir. {x,y} nin ox, oy eksenlerinin bir o acgisi boyunca dondiiriilmesi ve O orjininin
O'noktasina dondiiriilmesiyle elde edilen yeni koordinat sistemine {x'y'} diyelim. Yani
{x,y}ile {x\y'} koordinat sistemleri arasindaki baginti

X'=xcosa+ysina+a,

y'=—xsina+ycosa+b,
seklindedir. Burada ox ve o'x' eksenleri arasindaki a¢1 o ve yeni koordinat sisteminde O nun
koordinatlar1 (a,b) ile gosterilmistir. Bunun anlami, mekanik anlamli bir konum, doniisiimler
altinda seklini korur. Ek olarak Galilei' nin gorelilik ilkesine gore (x,y) yada (x',y’)
koordinatlarina iliskin biitiin mekanik siireclerin tanimi, eger {x,y} koordinat sisteminin
ekseni ve orjini {x,y'} koordinat sistemine gore tek bicimde ilerlerse yada buna denk olarak;
{x,y} eski koordinat sisteminin ekseni ve orjini {x'y'} yeni koordinat sistemine gore tek
bicimde ilerlerse degismez. Simdi eger {x,y} nin O orjini v hiz1 ile 0'x' ekseni ile 3 agis1
yapan 1 dogrusu boyunca ilerlerse, bu takdirde {x'y'} ne gore O noktasinin t zamaninda a(t)
ve b(t) koordinatlar1

a(t)=a+ vcosft,

b(t) =b+ vsint,
dir.(t=0 da {x,y} ye gore O nun koordinatlar1 a ve b dir.) Buradan {xy'} ve {x,y} ye gore
bir A noktasindaki (xy") ve (x,y) koordinatlari arasindaki baginti

x'=xcosa+ysina+ (vcosB)t+a,

y'=—xsina+ycosa+(vsinf)t+b,



bulunur. Bu da mekanik anlaml tiim 6zelliklerin doniisiimler altinda degismeyen formiiller ile

ifade edilebilecegi demektir.

Zamanin biitiin mekanik kurallar1 sisteminde aym oldugu diisiiniiliirse, buna zaman

orjinindeki degisim,

t'=t+4d,
doniisiimii de eklenebilir. Buradaki d yeni zaman sisteminde, eski zaman orjininin zamanidir
(t=0 aninda). Oyleyse

X'=xcosa+ ysina+(vcosPB)t+a,

y'=—xsina+ycosa+(vsinf)t+b,

t'=t+d,
elde edilir. Son verilen formiil fizik uzay-zamanda bir doniisiimdiir. Bu sekildeki doniisiimlere

Galilei doniistimleri denir [28].

Sekil 5.1. Galilean Uzay1

Ya da daha bilinen sekilde Galilean uzayindaki bu hareket gruplarini agiklayabiliriz:

5.1.2. Tamm: G, Galilean uzayi, 3-boyutlu bir P, kompleks projektif uzayinin w ideal
diizlemlerinin bir reel diizlemini, f C w ideal dogrularinin bir reel dogrusunu ve I,,I, €f gibi

ideal noktalardan iki tanesini iceren {w,f,I,,I,} ideal sekline sahip olan bir halidir [17].
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G, uzaymn bir reel modeli olarak, ¢ eliptik involusyonu ile birlikte f Cw reel
dogrusunu ve w C G, reel diizlemini iceren {w,f } idealine sahip bir reel P, projektif uzayim

alabiliriz.

Uygun koordinatlarda ¢ eliptik involusyonunu

w..X, =0,
f.x,=x,=0,
£:(0:0:%x,:%;) = (0:0:x,:—Xx,).

Homojen olmayan koordinatlarda Hg benzerlik grubu

X =a,, +a,X,
y =a, +a,X+a,ycosp+a,zsing,

Z =25 +a5;X—2a,ysing+a,ZCcosy,

formundadir. Burada a;; ve ¢ reel sayilardir.

Burada a,, ve a,; katsayillar1 0zel bir rol oynar. a,, =a,; =1 alindiginda Galile
uzaymin B, hareket grubu elde edilir. Bu grup

X =a+z,
Gereneen y =b+ cx+ycosp+zsing, (5.1.1)
z =d+ex—ysingp+zcosy,

seklinde hareket eder [17].

5.1.3. Sonug: 3-boyutlu Galilean uzayinda hareketler (5.1.1) denklemler sistemiyle ifade

edilir. {e,(1,0,0),e,(0,1,0),e,(0,0,1) } ortonormal baz olsun. O zaman kolayca gosterilebilir
ki, uzaymn hareketi e, ve e, vektorlerine paralel diizlemi bu diizleme paralel baska bir

diizleme doniistiiriir. Bu diizlemler Oklid diizlemlerdir. e,,e, vektorlerine paralel olmayan

diizlemlere genel durumdaki diizlemler denir [2].
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5.1.4. Tamm: G, Galilean uzayinda verilen hareket boyunca dogrular dort sinifa ayrilir.

Bu dogrular asagidaki sekilde ifade edilebilir:

1)Reel non-izotropik dogrular. Bu dogrular f ideal dogrusunu kesmezler.

2)Reel izotropik dogrular. Bu dogrular w ideal diizlemine ait degildir, fakat f ideal
dogrusunu keserler.

3)Reel olmayan non-izotropik dogrular. Bu dogrular f den baska w nin biitiin dogrularidir.
4)f ideal dogrusu [17].

5.1.5. Teorem. G, Galilean uzayinda hareket gruplar1 goz oniine alindiginda ii¢ diizlem

stnift mevcuttur: w ideal diizlemi, Oklid diizlemleri ve izotrop diizlemler. Bu diizlem simiflart

tarafindan elde edilen geometri ilk iki sinifta Oklid, sonuncu da ise izotroptur [22].

5.1.6. Sonug¢: G, Galilean uzayinda x = sabit alindiginda diizlemler Oklidiyendir, bu ise

w diizlemidir. Diger diizlemler izotropiktir [17].

5.1.7. Tamm: G, Galilean uzayinda noktalar ii¢ smifa ayrilir: Esas noktalar (w

tizerinde), mutlak olmayan ideal noktalar (f {izerinde olmayan) ve mutlak ideal (f tizerinde)

noktalardir [22].

Biitiin bu incelemelerden sonra G, 3-boyutlu Galilean uzayma dair asagidaki

tanimlar1 verebiliriz:

5.1.8. Tanim: X =(X,y,z) € R® ile G, = @ nokta ciimlesini afin anlamda esleyelim. R?

de norm operatoriinii VX € R’ icin
x|, x=0

Jy +75, x=0

olarak tanimlayalim. O zaman (R3,||.||) uzayina Galilean uzay1 denir ve G; ile gosterilir [26].

IX1=
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5.1.9. Tamm: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda X(x,,y,,z,) ve Y(X,,Y,,Z,)olmak iizere

(xx)=|

ile tammlanan <,> islemine G, Galilean uzayinda i¢ carpim denir [22].

X,X,, x, =0Vx, =0,

VY2 +22,, x,=0AXx,=0,

5.1.10. Tamm: G, 3-boyutlu Galilean uzaymda X(x,,y,,z,) ve Y(X,,Y,,Z,)olmak
lizere
d(X,Y)1:|x2—xl|, X

d(X,Y)2 :\/(y2 —yl)2 +(z, —zl)z, X, = X,,

d(X,Y)[

ile tammmlanan d(,) islemine G, Galilean uzayinda uzaklik denir [2].

5.1.11. Sonuc: Galilean i¢c carpimi ile noktalar arasindaki birinci uzaklik, aralarindaki
zaman araligina esit olur. Bu uzaklik sifir oldugunda noktalar ayn1 Oklid diizlemde olurlar ve
ayn1 zamanl olaylar1 gosterirler. Bu durumda ikinci uzaklik bu noktalar arasindaki Oklid

uzakligidir [2].

5.1.12. Tanm: G, uzaymn kiiresi, bir X noktasina esit uzaklikta bulunan noktalar
cluimlesi,
(X=X, X=X )=r1
denklemi ile gosterilir.
X, kiiresinin merkezi baslangi¢ noktasi ve yarigapi 1 ise denklemi
(X, X)=1 (5.1.2)
seklindedir [2].

5.1.13. Sonug: Galilean uzaymin kiiresi, iki Oklid diizleminden olusur [2].

5.1.14. Sonug: (5.1.2) denklemini saglayan noktalar, Oklid diizlemlere baslangic

noktasindan 1 birim uzaklikta olan iki paralel olusturmaktadir [2].
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5.1.15. Tanm: X(x,,y,,z,) ve Y(X,,y,,z,) iki uzay vektoriinii goz Oniine alalim, yani

X,X, = 0 olsun. Bu vektorlerle ayn1 yonde olan birim vektorler

X1, 2y ya, 22 22y
Xl Xl XZ XZ

dir. Bu vektorler birim kiirenin noktalarmin yarigap vektorleridir [2].

G,deki diizlemler arasindaki agiyr hesaplamak icin projektif duallikten yararlanilir.
Basit durumda bu, Oklid uzayindaki yiizeyin teget diizlemi ile kiiresel doniisiimii arasindaki
iliskidir. Kiiresel koordinatlarin teget diizlemindeki insasinda diizlemin normali belirlenir, bu
normal birim kiiresini belirli bir noktada keser ve bu nokta diizlemin kiiresel koordinatlardaki
goriintiisiidiir. Bu diistince projektif geometride ¢ok kullanilan diizlemde dogrunun (veya

diizlemle kiiresel koordinatlardaki goriintii ciimlelerinin) dualligidir [2].

5.1.16. Tamm: Uzay vektorleri arasindaki ac¢i birim vektorlerin u¢ noktalar1 arasindaki

uzaklik olarak tanimlanir ve

2 2
h:\/[h_h] +[ﬁ_ﬁ] (5.1.3)
X X X X

formiilii ile hesaplanir. Burada 0 <h < oo ve vektorlerden biri Oklid vektorlere yaklastiginda

h — oo dir.

h=0 ise X,Y vektorleri paraleldir. X(x,,y,,z,) uzay vektorii ile Y(0,y,,z,) Oklid

vektorii arasindaki ac1

L}’2 "’izz
f— d(X’Y>2 _X X (5.1.4)
1, V¥ +23

dir. f agisimin geometrik degeri X birim vektériiniin, Y vektoriiniin Oklid diizlemde yoniine
izdiisiimiiniin uzunluguna esittir. Yani f =0 dir. Oklid vektorler arasindaki a¢1 Oklid haldeki
gibi

VY, +727, _ d(X’ Y)z
i+zi+2 XL,

seklindedir. (5.1.3) ve (5.14) de tanimlanan  acilar  paraboliktir [2].

cosf =

30



5.1.17. Sonug¢: Vektorler arasindaki ac¢1 yardimiyla Galilean uzaymda dogrular arasindaki

ac1 yonlendirici vektorleri arasindaki a¢i1 olarak tanimlanir [2].

5.1.18. Tanim: G, uzayinda Oklid olmayan iki diizlemin denklemi

Ax+B,y+Cz=D,

(5.1.5)
Ax+B,y+C,z=D,

olsun. Bu tiir diizlemler (yani Oklid olmayan) Galilean diizlemleridir [2].

5.1.19. Tamm: G, uzayinda (5.1.5) denklemleri ile iki diizlem verilsin. Bu diizlemler

arasindaki ac1

CC,+BB,
JBI+C3 B +C2
seklindedir [2].

cosf =

5.1.20. Sonug: (5.1.5) denklemleriyle verilen diizlemler bir Oklid diizlemle bir dogru
boyunca kesisebilir. cos® formiiliiyle tanimlanan diizlemler arasindaki ac1, x=0 Oklid

diizlemi ile kesistigi dogru ile bu diizlemler arasindaki aciya esittir [2].

5.1.21. Tamm: (5.1.5) denklemleri ile verilen diizlemler paralel ise cos®=0 dir. Bu

durumda f, agisi

1
f,=———|A,—A|

C Bt
formiilii ile hesaplanir. f, acgisimin degeri, verilen diizlemlerin birim yarigapli, merkezi

diizlemlerin kesisme noktasinda bulunan kiire ile kesisiminden olusan paralel dogrular

arasindaki uzakliga esittir [2].

5.1.22. Tanim: 0 =f, =0 ise (5.1.5) denklemleri ile verilen diizlemlere paralel diizlemler

denir ve bu paralel diizlemler arasindaki uzaklik

1
d=————=D,-D,|
JB*+C
ile hesaplanir [2].
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5.1.23. Teorem: 1C R(0CI) arahiginda her s€1 icin k(s) bir C' fonksiyon ve T(s)
k(s) >0 olmak iizere C de bir fonksiyon ve P, noktas1 verilsin. P, noktasinda ortonormal
tic yuzli {T, N, B} olsun. s Galilean yay uzunlugu ile tanmimli bir uzay egrisi vardir, bu
egrinin k(s) Galilean egriligi, 7(s) Galilean torsiyonu ve P, noktasinda s=0 i¢in bir

{T, N, B} ii¢ yiizliisii vardir [22].

5.1.24. Sonug: Sabit egrilikli egriler G, Galilean uzayinda izotrop ¢cemberlerdir. k sabit

egriligi ve T sabit torsiyonu yukaridaki teorem yardimiyla bulunur [22].

5.1.25. Tanim: G, Galilean uzayinda (¢(t)x $(t) = o) doniim noktasindan bagimsiz ve f
mutlak dogrusunun tegeti sifirdan farkh olacak sekilde bir uzay egrisi
@(t) = (x(1), y(t), z(1))

(x(1), y(t),z(t) € C’,t € (—o0,+00) ) ile tanimlanir [22].

5.1.26. Tamm: G, Galilean uzayinda bir ¢ egrisinin ds yay elementi
ds = x(t)dt =dx
seklindedir [22].

5.1.27. Tamm: Burada C’ simfindan bir ¢:1— G, egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile

@(x) = (X, y(x),z(x)) seklinde verildiginde k(x) egriligi ve T(x) torsiyonu

K(X) =y 2 (x) +27(x)

_ det(p (x),9 (%), ¢ (X))
k?(x)

T(x)

seklinde tanimlanir. Boylece G, Galilean uzayinda ortonormal ii¢yiizlii
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T(x) = ¢ (x),

N(X) = ——(0,y (), 2 (X)),
K(X)

B(X) = ——(0,~7 (x),y (X)),
K(X)

seklinde verilebilir. Burada T, N, B vektorleri sirasiyla, ¢ egrisinin teget, aslinormal ve
binormal vektorler olarak adlandirilir. Bu vektorlerin tiirevleri alinarak Frenet formiilleri

T (x) = k(X)N(X),
N (x) = T(x)B(x),
B (x) = —T(x)N(x), (5.1.6)

seklinde elde edilir [17].

5.1.28. Sonuc: Ayrica, Galilean uzayinda verilen Frenet formiillerinden
@ "(x) = k(X)T(x)B(X) + Kk '(x)N(x)
bulunur [22].

5.2. UC BOYUTLU GALILEAN UZAYINDA HELIS

Bu kisimda G, 3-boyutlu Galilean uzayinda helisler incelenmistir ve orijinal olarak bu

uzayda egriler ve helislerin konum vektorleri iizerine bazi teoremler ifade ve ispat edilmistir.
Ayrica slant helis tanimlanarak bir egrinin slant helis olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart

verilmisgtir.

5.2.1. Tamm: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri ve {T,N,B} G, 3-boyutlu
Galilean uzayinda ¢ boyunca pozitif Frenet catisi olsun. Eger k ve 7, ¢ boyunca pozitif

sabitlerse, bu takdirde ¢ ya Frenet catisina gore bir dairesel helis denir [9].

5.2.2. Tamm: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri ve {T,N,B} G, 3-boyutlu

Galilean uzayinda ¢ boyunca Frenet ¢atist olsun.
K :
— =sabit
.

olacak sekilde ¢ egrisine Frenet catisina gore bir genel helis denir [9].
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5.2.3. Teorem: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri olsun. ¢ {T,N,B} Frenet

catisina gore bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
V,.V.V.T-KV,T=3k'V,N (5.2.1)

"

olmasidir. Burada K=2- — 2 [9].
K

ispat. ¢ {T,N,B} Frenet catisina gore bir genel helis olsun. Bu takdirde (5.1.6) dan,
V.V, V,T=K"-kT)N+(2k'T+KT")B (5.2.2)
elde edilir. Simdi, ¢ Frenet ¢atisina gore bir genel helis oldugundan

K )
— = sabit
.
ve burada tiirev alinirsa
K'T=KT' (5.2.3)

bulunur. (5.2.2) de

N=LlvrT, (5.2.4)
K

B—1v,N (5.2.5)
T

ve (5.2.3) denklemleri gozoniine alinirsa, (5.2.1) esitligi elde edilir.

Tersine, (5.2.1) esitliginin saglandigim1 kabul edelim. ¢ egrisinin bir genel helis

oldugunu gosterelim. (5.2.4) den tiirev alinirsa,

V:N= —:—;VTT—%%VTVTT (5.2.6)
ve boylece olur. Burada tekrar tiirev alinirsa,

V,V,N= [%] V,T— 2:—2'VTVTT +%VTVTVTT (5.2.7)

elde edilir. (5.2.7) de (5.2.1) yerine yazilirsa,
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2

V,V,N= [—V‘—z] R 2t N5 TR (5.2.8)
K K K K
bulunur. Ayrica (5.2.7) den
V,V,.N=-1"N+71'B (5.2.9)

elde edilir. (5.2.8) ve (5.2.9) esit oldugundan, gerekli hesaplamalardan sonra ¢ nin bir genel

helis oldugu gosterilmis olur.

5.2.4. Sonu¢. G, 3-boyutlu Galilean uzaymda ¢ bir egri olsun. ¢ , {T,N,B} Frenet
catisina gore bir dairesel helis olmasi icin gerek ve yeter sart
V.V, V. T=-7V,T (5.2.10)

olmasidir [9].

Ispat. Sonuc 5.2.4 iin hipotezinden ve ¢ bir dairesel helis oldugundan (5.2.10) esitligi elde

edilir.

5.2.5. Sonu¢. G, 3-boyutlu Galilean uzaymnda ¢ bir egri olsun. ¢ , {T,N,B} Frenet

catisina gore bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
V. V. V.T-KV,T=3X1'V,N (5.2.11)

"

olmasidir. Burada K = 2~ — 72 ve \ = & — sabit tir [9].
K T

Ispat. Teorem 5.2.3 iin ispatina benzerdir.

5.2.6. Teorem: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri olsun. ¢ {T,N,B} Frenet

catisina gore bir genel helistir , bu takdirde

V,.V.V,.T-KV.B=3k'V,N (5.2.12)
dir. Burada K = —H—+ kT dir [9].
T
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Ispat. ¢, {T,N,B} Frenet catisina gore bir genel helis olsun. Bu takdirde (5.2.2) ve (5.2.3)
den

V. V.V, T=(k"-kt’)N+3k'TB (5.2.13)
bulunur. (5.2.13) de (5.2.5) ve

N——lvs (5.2.14)
.

esitlikleri yerine yazilirsa (5.2.12) ifadesi elde edilir.

5.2.7. Teorem: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri olsun. ¢ , {T,N,B} Frenet
catisina gore bir genel helistir , bu takdirde

V,.V,V,T-KV.B=3\1'V,N (5.2.15)

"

dir. Burada K = —H—+ KT Ve X = — sabit dir [9].
T T

Ispat. 5.2.6 Teoreminin ispatinin benzeridir.

5.2.8. Sonu¢. G, 3-boyutlu Galilean uzaymda ¢ bir egri olsun. ¢ , {T,N,B} Frenet
catisina gore bir dairesel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
V. V. V. T=k1V B (5.2.16)

olmasidir [9].

Ispat. 5.2.8 Sonucunun hipotezinden ve ¢ nin bir dairesel helis olmasindan (5.2.16)

esitligi elde edilir.

5.2.9. Teorem: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri olsun. ¢ , {T,N,B} Frenet

catisina gore bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

V,V,V.N—KV, N = —%T'VTT (5.2.17)

n

olmasidir. Burada K:TT -1 [10].
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ispat. ¢, {T,N,B} Frenet catisina gore bir genel helis olsun. Bu takdirde (5.1.6) dan,
V.V, V.N=(1"-1)B—(377)N (5.2.18)

elde edilir. ¢ Frenet catisina gore bir genel helis oldugundan

K )
— = X\ = sabit
T

(5.2.19)
dir. Diger taraftan
N=lv.T, (5.2.20)
K
B—1lv.N (5.2.21)
T

dir. (5.2.20) ve (5.2.21) esitlikleri (5.2.18) de yerine yazilirsa istenilen (5.2.17) elde edilir.

Tersine, (5.2.17) esitliginin saglandigim1 kabul edelim. Bu durumda ¢ egrisinin bir

genel helis oldugunu gosterelim. (5.2.21) den ardisik olarak tiirev alinirsa
T' 1
V.:B= —T—ZVTN—F;VTVTN (5.2.22)
ve
V,V,B= —%] V,.N- Z%VTVTN +%VTVTVTN (5.2.23)

elde edilir. (5.2.23) de (5.2.17) yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

') K T? 371'%
ve
V,V.B=-1B-1'N (5.2.25)

bulunur. (5.2.24) ve (5.2.25) esit oldugundan, gerekli hesaplamalardan sonra ¢ nin bir genel

helis oldugu elde edilir.

5.2.10. Sonu¢. G, 3-boyutlu Galilean uzaymnda ¢ bir egri olsun. ¢ , {T,N,B} Frenet
catisina gore bir dairesel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

V,.V,.V.N=-1V.N (5.2.26)
olmasidir [10].
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Ispat. 5.2.10 Sonucunun hipotezinden ve ¢ bir dairesel helis olmasindan (5.2.26) esitligi

bulunur.

5.2.11. Teorem: G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri olsun. ¢, {T,N,B} Frenet

catisina gore bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart VT ve V. B nin lineer bagimsiz

olmasidir [10].

Ispat. ¢, {T,N,B} Frenet catisina gore bir genel helis olsun. Bu durumda

K= —NT (5.2.27)

oldugunu kabul edelim. (5.2.27) esitligi N ile carpilir ve (5.1.6) esitligi goz oniine alinirsa,

V,T=\V,B (5.2.28)

elde edilir.
Tersine (5.2.28) esitliginin saglandigini kabul edelim. ¢ egrisinin bir genel helis oldugunu
gosterelim. (5.1.6) ve (5.2.28) den,

K .
— = —X\ = sabit
T

bulunur. Bu da ¢ nin bir genel helis oldugu demektir.

5.2.12. Teorem. G, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢ bir egri olsun. ¢ , {T,N,B} Frenet

catisina gore bir dairesel helis olmasi icin gerek ve yeter sart V.V, T ve V,V.B nin lineer

bagimsiz olmasidir [10].
Ispat. 5.2.11 Teoreminin ispatinin benzeridir.

5.2.13. Teorem: G, Galilean uzaymnda ¢ = ¢(s) birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde ¢
konum vektorii asagidaki diferensiyel denklemi saglar:

1af1dg
Tds|k ds®

d

ds

Td _
k ds’

0. (5.2.29)
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Ispat. G, de birim hizli bir ¢ = p(s) egrisini alalim. (5.1.6) denkleminin birinci ve ikinci

esitliklerinden
p-1d[1dT
Tds |k ds

elde edilir. Bulunan bu deger (5.1.6) denkleminin son esitliginde yerine yazilir ve gerekli
islemler yapilirsa,

141
T ds

d

ds

dT
1% -0

= 5.2.30
k ds ( )

)

k ds

bulunur. Burada d—kp= T olup, bdylece dordiincii mertebeden (5.2.29) vektorel diferensiyel
s

denklemi elde edilir.

(5.2.30) denkleminden, asagidaki esitlik yazilabilir:

d[ dzT] 1dT _ (52.31)

—|f—|+=-—=0.
do| do f do
k(0) . . o . .
Burada f =f(0) = E ve 0= f k(s)ds seklindedir. Bu demektir ki, keyfi bir uzay egrisinin
T
konum vektorii yukaridaki esitligin ¢oziimiinden belirlenebilir.

5.2.14. Teorem: G, Galilean uzayinda ¢ = @(s) birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde N

aslinormal vektorii asagidaki diferensiyel denklemi saglar:

1

ﬂmem+f(mem+;E5Nw):0 (5.2.32)
Burada f(6) ::(—g; ve 0= fH(S)dS dir.

. . o K(0)

Ispat. G, de birim hizl1 bir egri ¢ = @(s) olsun. ¢ = @(0) alip 6 = fm(s)ds ve f(0) = W

T

olmak iizere Frenet denklemleri

T®O)| [0 1 0 T(0)

N(@®)]|=0 0 1/£(0)[|N(O) (5.2.33)

B®)| [0 —1/f®) 0 B(0)
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seklindedir. Boylece bu egri i¢in Frenet denklemi (5.2.33) den
B(0) = f(O)N (0)

elde edilir. Burada diferensiyel alinirsa, (5.2.32) bulunur.

(5.2.32) denkleminin ¢6ziimii incelenirse, ¢ = @(s) uzay egrisi 0= f k(s)ds olmak

lizere
o= [ ( Ik m(s)N(s)ds)ds+C,

seklinde yazilabilir ve parametrik gosterimi
1
0= [—( [N®)do)av-+C.
0= [ (/NG

dir.

5.2.15. Teorem: Bir genel helisin konum vektori,

@(s):f(l,cos(cota H(s)ds)—l—sin(cotoc H(s)ds),cosu)ds—I—C.

ve parametrik gosterimi

tan o
k()
seklindedir.

p(d) =

(1,cos ¢ +sind,cosa)dd +C,d = cota [ k(s)ds.

(5.2.34)

(5.2.35)

Ispat: ¢, G,de bir genel helis ise f(0) = tan o yazlabilir. Buradan, (5.2.31) denklemi

d3T+ 2ocd—T—O
o ag
yada
3
%+%=0 , (|)=COtOLfH(S)dS.

(5.2.36)

biciminde elde edilir. Teget vektorii T = (T, T,,T,) alinirsa, (5.2.36) denkleminin genel

¢coziimii i =1,2,3 i¢in a,,b,,c; € R olmak iizere
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T(¢) =T, (d)e, =(a,cosd+b;sindp+c, e, i=1,2,3 (5.2.37)

bulunur.

¢ egrisi genel helis oldugundan, ¢ nin teget vektorii helis ekseni denen sabit vektor

alanmiyla sabit bir « acis1 yapar. Bu nedenle, 6zel olarak helis eksenini e, e paralel alabiliriz.
Bu takdirde T, = <T,e3> =cosa, a;=b, =0 ve c; =cosa bulunur. Ayrica, T teget vektorii
birim vektor oldugundan,

T =1 (5.2.38)
ve

a,cosd+b;sind+c, =1 (5.2.39)
bulunur. Buradan da,

T(6) =(1,a,cosd+b,sind+c,,cosa). (5.2.40)
elde edilir. (5.38,39,40) denklemlerinde, 6zel olarak a, =b, =1,c, =0 alinirsa

T(¢) = (1,cos b+ sin d,cos o) (5.2.41)
yazilabilir. (5.2.41) esitliginin ¢ = cota f k(s)ds olacak sekilde s ye gore integrali alinirsa

(5.2.34) ve (5.2.35) denklemleri elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

5.2.16. Tanm: G, Galilean uzayinda bir ¢ egrisinin aslinormali sabit bir dogrultu ile

sabit bir ac1 yapiyorsa ¢ egrisine slant helis denir.

5.2.17. Teorem: G, Galilean uzayinda ¢ bir birim hizli egri olsun. Bu takdirde ¢ nin

slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart

ﬁ[l] yada _l[i] (5.2.42)
K

T3 T\T

fonksiyonlarindan birinin sabit olmasidir.

Ispat. G, Galilean uzayinda ¢ birim hizli egrinin bir slant helis oldugunu kabul edelim,

U sabit dogrultusunu
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U=aT+a,N+a,B

seklinde ifade edilir. Burada a,,a,,a, diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

tanimindan

<N, U> =cosf =sabit =c
oldugunu biliyoruz. Bu (5.2.43) esitliginde g6z Oniine alinirsa,

U=aT+cN+a,B
elde edilir. Bu son denklemde tiirev alinirsa

a, =0,
ak—a,T=0,
ct+a, =0

seklinde bulunur. Burada (5.2.44) de ikinci esitlikten,

T —
—a3 =2,
K

dir. Oyleyse (5.2.45) ile beraber (5.2.44) de birinci esitlik goz oniine alinirsa

)

ve
T2
Ci
a, =—"5
A
K
ve (5.2.46) den
TZ
Ci
K

bulunur. Burada (5.2.47) den birtakim hesaplamalardan sonra

TR—TK
3
T

Log =0
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Slant helis
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(5.2.45)

(5.2.46)

(5.2.47)



elde edilir. Bu ise bize (5.2.42) denklemlerinin sabit oldugunu verir. Tam tersine, (5.2.42)

fonksiyonlarinin sabit alinmas1 durumunda ¢ nin bir slant helis oldugu goriiliir.

5.3. ORNEKLER

5.3.1. Ornek: = >0% += 0% olmak iizere bir uzay egrisi alinirsa, konum vektorii
a a
asagidaki sekildedir:
@(S):f(l,COS(COtu &(s)ds)—l—sin(cotu rn(s)ds),cosoc)ds—i—c. (5.3.1)
(5.3.1) denkleminin integralini alinir ve s= a & seklinde yazilirsa egrinin parametrik
cosa
gosterimi
2(0) = ——(6.5in ¢ —cos . cosa)d) + C.
elde edilir.
5.3.2. Ornek: =12 ,T= COS™  ylacak sekildeki bir uzay egrisi gozoniine alinirsa,
as as

konum vektorii

a

#(6) =—— [exp(——)(1,co56+sin&,cos)do+C.
CoS

cosa

bulunur. Bu denklemin integrali alinirsa, egrinin parametrik gosterimi

2 2 2 2
acosa a - +cos"a . a . a~ +cos" &
P(0) =— > [ ,sinp —cosd + (sin® 4+ cos ¢),——
a“+cos" o cosa acoso cos
+C
seklindedir.

5.3.3. Ornek: « =L,T=£ olmak iizere bir uzay egrisini alalim. Bu egrinin konum
as as

vektorii asagidaki gibidir:
¢(d) =atan uf exp(ad tan ov) (1, cos ¢ + sin ¢, cos a)dd) +C.

Bu takdirde integral alinirsa, parametrik gosterimi



t I+a’tan’e . :
p(0) = %exp(ad) tan o) [M ,sin & —cos ¢ + a tan au(sin & + cos ),
14+a tan™ ano
14+a’tan’o .
s M Sin OL] + C,
a
seklindedir.
.. 1 b . . . S
5.3.4. Ornek: k= ,T= olmak tizere bir uzay egrisi alinirsa, bu egrinin
as+c as+c

konum vektorii 5.3.3 6rnegine benzer sekilde bulunur.
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6. SONUC

Son olarak belirtelim ki; klasik mekanikte diinyaya A""' afin uzay1 gibi

bakilir ve burada zaman lineer doniisiimler olarak alinirsa a € A" olay1 ile b A"

olay1 arasindaki zaman aralig1 da

p(a,b)=|b—a|
sayisina esit olur. Eger |b—a|:0 ise, a ve b olaylar1 es zamanlidir denir. Ayni

zamanl olaylar n-boyutlu afin uzaym olustururlar ve A" C A""'. Aymi zamanl

olaylar arasindaki uzaklik

p,(@b)=|a—bl=\/(a—b,a—b), a,be A"

seklinde tamimlanir ve R" uzaymin i¢ carpimi ile bulunur. Uzakligi boyle
tanimlanan R", n-boyutlu Oklid uzayidir. Metrikleri yukaridaki sekilde verilmis

A" uzayina da (n+1)-boyutlu Galilean uzay1 denir [2]. Bu bilgiler dogrultusunda

Galilean uzayindaki keyfi boyut iizerinde calismalar yapilabilir.
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