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OZET

Bu calisma alt1 boliim olarak diizenlenmistir.

Birinci boliimde, Kesirli analizin tarihcesi ve bu alanda yapilan calismalar ifade edilmis-
tir. Ayrica tezde kullanilcak olan Homotopi analiz metodundan (HAM) bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tamim ve teoremler
verilmigtir.

Ugiincii boliimde, Kesirli analiz ile ilgili cahsmalarda énemli bir yeri olan Ozel fonksi-
yonlarin tanimlar: ve 6zelliklerinden bahsedilmigtir. Ayrica Kesirli analiz alanindaki temel
tanim, teorem ve ozellikler verilmigtir.

Dordiincii boliimde, ¢alisgmamizda kullanicagimiz Homotopi analiz metodunun temeli
ve metodun uygulanigi bir 6rnek iizerinde ifade edilmigtir.

Besinci boliimde, Kesirli Kablo denkleminin genel yapisi anlatilmigtir ve Kesirli Kablo
denklemine, HAM uygulanarak denklemin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Sayisal olarak
irdelenen Kesirli Kablo denklemi i¢cin HAM’nun hassashigi hakkinda yorum yapilmigtir.

Altina1 boliimde, zaman kesirli Hirota-Satsuma birlegtirilmis KdV denklemi ve Soli-
ton kavrami hakkinda bilgi verilmigtir. HAM ile sayisal ¢oziimleri elde edilen zaman
kesirli Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV denklemi i¢in metodun hassashigr ile ilgili yorum

yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ozel fonksiyonlar, Euler’'s Gamma fonksiyonu, Beta fonksi-
yonu, Kesirli analiz, Rieamann-Liouville kesirli tiirevi, Rieamnn-Liouville kesirli integrali,
Caputo kesirli tiirevi, Homotopi Analiz Metodu (HAM), Kesirli Kablo Denklemi, Zaman
Kesirli Hirota-Satsuma Birlegtirilmis KdV Denklemi, Tek Dalga.



SUMMARY
EXAMINATION OF NUMERICAL SOLUTIONS WITH THE
HOMOTOPY ANALYSIS METHOD OF PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATION WITH FRACTIONAL POWERS

This study has been probed in six sections.

In Section 1 history of fractional calculus and the studies that have been done in this
area have been given. In addition to that Homotopy analysis method (HAM) that will be
used in this thesis has been discussed in this section.

In Section 2 some basic definitions and theorems that will be used in other sections
have been stated.

In Section 3 definitions and properties of special functions that has an important place
in this studies that related to fractional analysis have been mentioned. Moreover, basic
definitions, theorems and properties of fractional analysis have been discussed.

In Section 4 the basis of Homotopy analysis method that we will use and application
of the method have been applied on an example.

In Section 5 general structure of the fractional cable equation has been represented
and numerical solutions of the equation have been obtained by applying the HAM to the
fractional cable equation. Sensitivity of the HAM for the fractional cable equation that is
examined numerically has been interpreted.

In Section 6 some information about Time-Fractional Hirota-Satsuma Coupled KdV
Equation and concept of soliton has been given. Sensitivity of the method for Time-
Fractional Hirota-Satsuma Coupled KdV equation, which is obtained with numerical so-

lutions, has been interpreted.

Key Words: Special functions, Euler’s Gamma function, The Beta function, Frac-
tional calculus, Rieamann-Liouville fractional derivative, Rieamnn-Liouville fractional in-
tegral, Caputo fractional derivative, Homotopy Analysis Method (HAM), Fractional Cable
Equation, Time-Fractional Hirota-Satsuma Coupled KdV Equation, Solitary Wave.
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1. BOLUM

GIRIiS

Kesirli analiz alan1 oldukga eski bir tarihe sahiptir, ancak klasik analizin daha gerisinde
kalmigtir. Klasik analizde bilinen tiirev ve integral tamimlarinin gelisen teknoloji icin
yapilan caligmalarda yeterli olmadiklart goriilmiigtiir. Bu ifadelerin belirli tanimlarla
genigletilmesi miimkiindiir. Tiirev ve integral tanimlarinin genisletilmesiyle olusan alan
"Kesirli Analiz" olarak adlandirihir. Kesirli analizde tiirev ve integral kesirli mertebelere
sahiptir. Soyle ki; kuvvetin sayisal bir degerinin tekrar tekrar kendisiyle ¢arpimi matema-
tikteki basit bir ifadedir. Kuvvetin bu yapisi tam say1 degerli ifadeler i¢in acik ve kolaydir.
Ancak bu tamm kuvvetin tam say1 olmayan degerleri icin yetersiz kalir. Ornegin, 234
ve =™ gibi kuvvetlere sahip ifadeler bu tamm ile elde edilemez. Benzer durum bilinen
anlamdaki tiirev ve integral iginde gegerlidir. Kesirli analizde yapilar gercekten karmagik
olmasina ragmen, fiziksel yorum ve anlamlar: elde etmek daha kolaydir.

Kesirli analiz ifadesi ilk olarak 30 Eyliil 1695 yilinda L’hospital’ in Leibniz’ e yazmig
oldugu bir mektupla ortaya ¢ikmigtir. L’hospital bu mektubunda Leibniz’ e "f(x) = =

n

lineer fonksiyonunun n’ inci mertebeden tiirevi olan < :r) icin caligmalarinda kullandig:

n
ozel bir yap: hakkinda" sorular yoneltmistir. L’hospitaﬁf = 1/2 olmasi durumunda tiirevin
nasil alinacagini ve sonucun ne olucagini sormustur. Bu soru kesirli analizin temelini
olugturur [1]-[2].

Bu konu Leibniz ve Bernoulli arasinda da ¢aligilmigtir. Bernoulli, Aralik 1695 yilinda
Leibniz’ e " Kuvvetlerin kesirli veya irrasyonel " olmasi durumu hakkinda sorular yonelt-
tigi bir mektup yazmigtir. Leibniz, L’hospital’ a yolladigi mektuba benzer fakat, genel
mertebeli tiirev yapis1 hakkinda daha detayli bilgiler verdigi bir mektup yollamigtir [2].

Leibniz’ in 1716 yilinda oliimiiyle tamsay1 olmayan mertebeli tiirev ile ilgili caligmalar
son bulmamigtir. 1783 yilinda bu alana temel olusturan galismalardan birini Leonhard
Euler yapmistir. Euler yaptigi calismada faktoriyel kavraminin genellegtirilmisi olan ve
kesirli analizde 6nemli bir kavram olan Gamma fonksiyonunu geligtirmigtir [2].

Leibniz’ in ¢liimiinden 50 yil sonra J. L. Lagrange kesirli analiz alaniyla ilgilenmeye

baglamigtir. 1772 de Lagrange tamsay1 mertebeli diferensiyel operatorii igin

dm i _ dm+n . N
dem dzn  dgmrnt 0"

ifadesini geligtirmigtir. Caligmalarinin sonucunda verilen gartlar altinda ifadenin n,m € C

durumuna doniistiiriilebilecegini gostermistir [3].



Kesirli analiz alaninda, kesirli tiirevin detayli olarak ilk tanimi 1812 de P. S. Laplace’
m yazmug oldugu " Théoric anlytique des probabilites" adli kitabinda bulunmaktadir [2].
Laplace [T'(t)t~*dt seklindeki bir integral ile gosterilebilen fonksiyonlar igin bir kesirli
tiirev tanimi bulmustur.

S. F. Lacroix 1819 yilinda yaymladigi " Traité du calcul différentiel et du calcul inté-
gral" isimli kitabinin iki boliimiinde: kesirli mertebeli tiirevin, y(z) = 2™, m € N geklinde
bilinen tiirevin genellestirilmesiyle elde edilebilecegini sdylemistir [2]. Bununla birlikte,

Lacroix ¢nemli sonuglar elde etmistir ve hala yapilan ¢aligmalarin ¢gogunda

dr m!
—_— = - >
dx”y(m) (m—n)!m men

seklinde ifade etmis oldugu notasyon kullanilmaktadir ve yine tamsay1 olmayan mertebeli

tiirevleri belirtirken Euler’ in tanimladigi Gamma fonksiyonunu kullanmig ve

dr I'(m+1)

%y(m’) - I'm—-n+1)

m—n

formiiliinii elde etmistir. Lacroix’ un elde ettigi bu notasyonlar Riemann-Liouville’ un
kesirli tiirev tanimiyla benzerdir [4].

Bu konu iizerine bir diger énemli ¢galigmada J. B. J. Fourier tarafindan 1882 yilinda
yapimigtir. Fourier kesirli tiirevin tanimini yaparken ne Lacroix’un calismasindaki gibi
bir kuvvet fonksiyonuna ne de Laplace’ in kullandig1 integral fonksiyonuna ihtiyag duy-
mamigtir.

Fourier’ in calismas: kesirli analiz ile ilgili ¢aligmalarin ilk déneminin sonu olarak belir-
tilir. Ilk dénemde yapilan calismalar daha cok, ozel fiziksel problemlerin céziimlerinde
kullanmilan bazi formiilleri bulmaya yoneliktir.

Kesirli analizin ikinci dénemi olarak adlandirilan ¢aligmalar 1823 yilinda, N. H. Abel’in
Tautochrone probleminde ortaya c¢ikan bir integral denklemini kesirli tiirev yardimiyla
¢ozmesiyle baglamigtir [2]. Abel” in caligmalarina daha sonraki yillarda Samko ve arkadagla-
riin yaymlamig oldugu kitapda yer verilmigtir [5].

1830°lu yillarin bagina gelince kesirli analiz ile ilgili temel bir ¢alisma J. Liouville

tarafindan yapilmistir. Liouville iki farkli tiirev tamm geligtirmistir [2]. 11k olarak

flz) = Z ck exp(agx)
k=0

olacak sekilde seriye agilabilen bir fonksiyonu ele almig ve n € N olacak gekilde bilinen



d" . Cq .
WGM = D"e% = g"e tiirevinden hareketle o € C mertebeli kesirli tiirevi,
T

D%f(x) = i cray exp(agx)
k=0
seklinde elde etmigtir. Ancak bu tamimda o’ nin se¢iminde baz simirlamalar oldugu goz-
lemlenmigtir [2]-[4]. Liouville’ un geligtirdigi bir diger tanimda a keyfi bir sabit olmak
iizere; f(z) = 1/x® fonksiyonunun « mertebeli kesirli tiirevidir [6].

Giintimiizde yapilan ¢aligmalarda kullanilan énemli tanimlarin ¢ogu, G. F. Bernhard
Riemann tarafindan bulunmustur. Riemann kesirli analiz ile ilgili olarak ilk ¢aligmalarim
ogrencilik yillarinda yapmigtir. Ancak galigmalar: 6liimiinden sonra 1872 yilinda "Gesamenelte
Mathematische Werke" adli yayinda basilmigtir [4].

Riemann ¢aligmalarinda Taylor serisinin genellestirilmig bir hali olan

d’u
dzx?

u(x+h) = i kyh”

V=—00

agilimini goz 6niine almig, Kesirli mertebeli tiirev operatorii igin DYDY f(x) = D,“ " f(x)

ifadesini kullanmigtir.Burada

T

u(a) = (iT) / (2 — )" Lu(k)dk

C

tanimini olugturan Riemann
o T

= — K,

v(z) Z I(—r—n—-1)"

n=1
seklinde bir tamamlayici fonksiyonu yukaridaki tanima eklemistir. Burada K’ ler keyfi
sabitleri ifade eder. Bunu yapmasinin nedeni yukaridaki integralde ¢ alt simirindan kay-
naklanan belirsizliktir. Kesirli operatorler i¢in bir tamamlayici fonksiyonun varligi bir ¢ok
karigikliga neden olmugtur. Riemann tamamlayici fonksiyonun yapisini inceledigi zaman,
operasyonel sistemde belirsizlige neden olan sabitlerin sonsuz bir grubunun olustugunu
gormiigtiir. Buradan hareketle Riemann’ nin galigmalarindaki en biiyiik farkliigin " bir
tamamlayici fonksiyondan dolay: keyfi sabitlerinin sonsuz bir grubunun olusmasi" olarak
veri-lebilir [4].
19. y.y sonlarmda Oliver Heaviside p = d/dt olmak iizere p/2 operasyonu icin genel

durumu belirtmigtir [4].



Bu giin hala kullanilan bir diger tamimda, Griinwald’ un 1867 ve Letnikov’ un 1868

yilinda farkl iki yayinla belirttikleri
(AR f)(x)

GL no :
DS f(x) = lim ~—1=2
2 f(2) = lim —%-

kesirli tiirev tanimudir. Bu tanim Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi olarak adlandirihr [2]-
[7].

Kesirli analiz ile ilgili ¢aligmalarda kullanilabilecek matematiksel teorilerin ¢ogu 20
y.y dan once geligtirilmigtir. Ancak, miihendislik ve fen bilimlerindeki ilerlemelerden
dolay1 matematikciler bu gelismelere ayak uydurabilmek icin kesirli analizin yapisinda
bazi degisiklikler yapmiglardir. Caputo, Riemann-Liouville’in kesirli kuvvetlere sahip
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiindeki tam say1 mertebeli baglangig sartlarini kullanmak
amaciyla Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminm yenilemis ve "Caputo tiirevi" olarak
adlandirilan yeni bir tiirev tanimi elde etmistir. Yine Kolowankor her yerde diferensiyel-
lenemeyen kesirli fonksiyonlar: diferensiyelleme amaciyla Riemann-Liouville kesirli tiirev
tanimini yeniden formiile etmigtir [8].

300 yi1ldan daha fazla siiredir yapilan caligmalarin temelini olugturan L’Hospital’ in
sorusu bu konunun yarisindan azini olusturmaktadir. Ozellikle 20 y.y. da kesirli kuvvetlere
sahip cok sayida denklemin cesitli metodlarla ¢oziimlerinin elde edildigi goriiliir. Ornegin;
kesirli Boussinesq denklemi [9], zaman kesirli dalga denklemi [10], kesirli mertebeli difiizyon
denklemi [11], kesirli modifiye edilmis KdV denklemi [12], kesirli Zakharov- Kuznetsov
denklemi [13], kesirli Burgers denklemi [14] v.b. Bu alan ile ilgili ilk konferans Haziran
1974 yihnda B. Ross tarafindan New Haven Universitesinde diizenlenmistir [15]. Yine bu
alanda basilan ilk kitap Oldham ve Spainer tarafindan 1974 yilinda ¢ikarilmigtir [16]. 1999
yilinda kesirli analiz ile ilgili olarak daha genig kapsaml bir kitap I. Podlubny tarafindan
yaymlanmigtir [17].

Kesirli tiirev ve integral hesabinin uygulamalarinin fiziksel yorumlar: iizerine bir ¢ok
aragtir-ma yapilmigtir. Kesirli analiz hesab1 giintimiizde; biyolojik sistemleri modellemede
[18], fizik alaninda [19], beyin analizinde, sinir hiicrelerinin karmasik yapili anormal davranig-
larinin modellenmesi galigmalariyla tip alaninda [20]-[21], fiyat analizi gibi dogrusal ol-
mayan hareketlerin benzetimlerinin yapilmasi ile finans alaninda [22], depremde fay hat-
larinin anormal davraniglarinin analiz edilmesindeki modelleme igslemlerinde, niikleer manye-
tik rezonans iizerine teorik caligmalarda, ayrica eczacilik ve ilag sektoriindeki icerik anali-

zinde sik¢a kullanilmaktadir.



Genig bir alan olan Kesirli analizde, Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢ogunun analitik
¢Oziimii bulunmamaktadir. Bu nedenle bu tip denklemlerin yari-analitik veya niimerik
metodlar ile ¢oziimleri iizerinde durulmustur. Literatiirde bir ¢ok yari-analitik metod
bulunmaktadir. Bu tiir metodlar arasinda en iyi bilinenleri pertiirbasyon teknikleridir.
Pertiirbasyon teknikleri lineer olmayan denklemlerin bir ¢ok 6zelliginin ortaya ¢ikmasinda
etkin oldugundan c¢ok iyi bilinirler ve genis bir uygulama alanina sahiptirler. Pertiir-
basyon teknikleri aslinda, pertiirbasyon niceligi olarak adlandirilan kiigiik veya biiyiik
parametrelere dayanir. Temel olarak lineer yardimei problemlerin sonlu bir grubu ile
lineer olmayan bir probleme doniigen pertiirbasyon niceligi kullanilir. Sonugta ¢oziim,
ele alinan yardimci problemlerin ¢oziimlerinin toplamlarinin yakinsakligiyla elde edilir.
Pertiirbasyon niceliginin varlhigi tekniklerin temel noktasidir ancak bu terim bazi sinir-
lamalara neden olur. Ilk olarak her lineer olmayan problemin bir pertiirbasyon niceligi
icermesi miimkiin degildir. Ikinci olarak, bu teknikler kuvvetli lineer olmayan problemler
icin kullanigh degildir. Bu durumlardan dolay1 pertiirbasyon teknikleri bir ¢cok problemde
¢oztimiin yakinsaklhigi hakkinda yeterli bilgi vermez [23].

Pertiirbasyon tekniklerinde kullanilan kiiciik veya biiyiik parametrelere ihtiyag duy-
mayan diger bir yari-analitik metotta Lyapunov’ un 1892 de gelistirdigi metottur. Bu
metod;

% ~ At (1.1)

denkleminin ¢ yapay bir parametre olmak {izere,

d
d—f = cA(t)x (1.2)
seklinde ¢ ile genigleyen kuvvet serilerinin hesaplanmasina dayanir. Lyapunov ¢ = 1

durumunda serilerin yakinsakligini bir ¢ok gekilde ispatlamigtir. Bu yaklagim, Lyapunuv’
un kiigiik yapay parametre metodu olarak adlandirilir [24].
Karmishin, Lyapunov’ un kiiciik yapay parametre metodunu temel alarak — genisleme

yontemini tanimlamigtir. § yapay bir parametre olmak iizere,

P +zr=1 (1.3)
denklemini
P =1 (1.4)



olarak yenilemistir [25]. Burada ¢’ nin genigletilmesi ile kuvvet serisi hesaplanabilir.
Aslinda bu metod ve Lyapunov’ un metodu benzerdir. Ciinkii her iki metot da yapay
bir parametre igerir. Ancak bazi durumlarda (1.3) denkleminin (1.4) seklindeki yenilen-

mis durumu keyfidir. Ornegin; (1.3) denklemi,
6r° +r=1 (1.5)

seklinde de olabilir.

Lyapunov’ un kiiciik yapay parametre metodu ve Karmishin’ nin §— genigleme meto-
dunda, daha iyi yaklagimlar elde edebilmek igin € ve & gibi yapay parametrelerin belirlen-
mesinde bazi temel kurallara ihtiya¢ duyulur. Ciinkii parametrelerin durumu yaklagimlar:
etkiler. Ancak her iki metodda bu tiir kurallar icermemektedir ve pertiirbasyon teknikleri
gibi yakinsaklik bolgesi ve yakinsaklik hizi hakkinda yeterli bilgi edinilmesinde kullanigh
ve giivenilir bir yol saglamazlar.

Lineer olmayan problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan bir diger yari-analitik teknik ise
Adomian ayrigim metodudur [26]. Adomian ayrigim metodu kiigiik veya biiyiik bir para-
metre icermeksizin adi ve kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in kullanilir. Bu
metod ile elde edilen ¢oziim serilerinin hizli yakinsadigi goriiliir. Buna ragmen metodun
baz1 simirlamalar: vardir. Soyle ki; lineer olmayan problemlerde Adomian polinomlar: or-
taya cikar. Ayrica elde edilen ¢oziim serisinin yakinsaklik bolgesi genelde kiiciiktiir ve
yakinsaklik bolgesinin genigletilmesine ihtiyag duyulur. Ancak metod farkli fonksiyonlarin
kullanilabilecegi keyfi durumlara izin vermez, bu nedenle yakinsaklik bolgesi sinirlanmig
olur. Sonugta bu metot da digerleri gibi yakinsaklik bolgesi ve hizi hakkinda giivenli bir
yol saglamaz.

Ozet olarak, yukarida verilen metodlar gibi teknikler ile yaklagik serinin yakinsaklik
bolgesi ve yakinsaklik hizinin ayarlanmasi ve kontrolii i¢in giivenli bir yol saglanamaz. Yani
kuvvetli lineer olmayan bir problemin yakinsaklik bolgesinin yeterince genisletilebilmesi ve
problemin yakinsakliginin yeterince hizli bir gekilde hesaplanabilmesi i¢in bazi yeni yari-
analitik tekniklerin genisletilebilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Bu yeni olusturulan teknik,

i) Lineer olmayan problem kiigiik veya biiyiik herhangi bir parametre icermese bile
uygulanabilir olmalidir.

1) Metod lineer olmayan problemin yaklagik serisinin yakimsaklik bolgesi ve hizinin
ayarlanmasinda belirli ve giivenli bir yol saglamalidir.

ii1) Lineer olmayan problemin bagh oldugu fonksiyonlardan farkh olarak, yakinsaklik



bolgesinin genigletilebilmesi icin keyfi olarak farkli temel fonksiyonlarin secimini sagla-
malidir.

Yari-analitik bir metod olan " Homotopi Analiz Metodu (HAM)" bu ozelliklere sahip-
tir. Homotopi analiz metodu ilk olarak 1992 yilinda Shijun Liao nun doktora tezinde
tanimlanmigtir [23]. Caliymamizin 4. boliimiinde verilmig olan homotopi analiz metodu li-
neer olmayan problemlerde yaklagik ¢coziimii elde ederken yakinsaklik bolgesi ve yakinsaklik
hizinin ayarlanmasinda giivenilir ve kullanigh bir yol saglar. Kuvvetli lineer olmayan prob-
lemlerin ¢oziimiinde kullanigh olan bu metod bir ¢ok bilim adami tarafindan farkli den-
klemlere uygulanmistir. Ornegin; Zakharov-Kuznatsov denklemi [13], Korteweg-de Vries
denklemi [14], Burgers’ denklemi [27], Dirichlet ve Neumann smir sarth Laplace denk-
lemi [28], lineer olmayan fin-tipi problem [29], Fisher denklemi [30], Fitzhugh-Naguma
denklemi [31], integro-diferensiyel denklemlere [32], modifiye edilmig KdV denklemine [33],
Kuramato-Sivashinsky denklemi [34], besinci mertebeden KdV denklemi [35], Is1 yayilim
denklemi [36], Benjamin-Bona-Mahony denklemi [37], v.b.

Bu c¢alismamizda kesirli kuvvetlere sahip Kablo denklemini ve Hirota-Satsuma bir-
lestrilmis Korteweg-de Vries denklemlerini ele aldik. Bu denklemlerin yaklagik ¢oziim-
lerini elde ederken, yakinsaklik bolgesi ve yakinsaklik hizinin ayarlanmasinda giivenilir ve

kullanigh yol olan Homotopi analiz metodunu kullandik.



2. BOLUM

2.1 TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tanim 2.1.1

Bagiml bir degigkeni ve bunun bir yada daha ¢ok bagimsiz degiskene gore tiirevlerini

igeren bir denkleme diferensiyel denklem denir [38].

Tanim 2.1.2

Bagiml degigkenin yalmzca bir bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren diferensiyel
denkleme adi diferensiyel denklem denir.

n. mertebeden en genel adi diferensiyel denklem

dy d™y
F — . ...,— =0
<x7y7 d:l;" ’d:[:n)

bigiminde verilir [38].

Tanim 2.1.3
Bagiml degiskenin bir yada daha cok bagimsiz degiskene gore kismi tiirevlerini iceren

diferensiyel denkleme kismi diferensiyel denklem denir ve
F(x,y, ug, Uy, Ugg, Ugy, ...) =0
formunda verilir [38].

Tanim 2.1.4

Basglangicta modellenen probleme uygun ¢oziimiin bulunabilmesi i¢in problem olusturu-
lurken baz1 yardimci sartlar gerekir. Bu sartlar genel olarak iki baglik altinda taplanabilir.

(i) Swner Sartlar: : Kismi diferensiyel denklemin saglandigi 2 bslgesinin I' sinir1 boyun-
ca saglanmasi gereken gartlardir. Sinir sartlarinin ii¢ farkh sekli o, 8 ve g fonksiyonlar1 T’

iizerinde tanimli fonksiyonlar olmak iizere 6zel isimleri su sekildedir.

Dirichlet sarts  : ulp =g,
0

Neumann sarty v _ g(veya 0)
on |

Robin sartt : au+ ﬁ% =g.

(i1) Baslangig Sart: : Sistemin baglangicinda Q bolgesi boyunca saglanmasi gereken
sartlardir. Genel olarak, baglangi¢ sartlar1 fonksiyonun ve zamana goére tiirevin kombi-

nasyonu seklindedir [39].



Tanim 2.1.5

Tamm ve deger kiimesi vektor uzay: olan doniigiimlere operator denir [40].

Tanim 2.1.6

E, ve E, iki lineer uzay olsun. Tamm kiimesi E,’de, deger kiimesi F,’de bulunan
y = Az operatoriinii ele alalim. Agagidaki sartlar saglaniyorsa verilen bu A operatoriine
lineer operator denir [40].

L1)A(z +y) = Az + Ay

L2)A(Ax) = MAzx.

Tanim 2.1.7
X bogtan farkli bir ciimle ve 7 da X in alt ctimlelerinin bir sinifi olsun. Eger agsagidaki
sartlar saglaniyor ise 7 sinifina X iizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de bir topolojik

uzay denir [41].

T) @, X e
n
T2) Gi,,Gry, .., Gi, € T ise () Gy, € 7, yani 7 smifi sonlu kesigime gore kapahdir.
i=1
T3) Her i € I igin Gy, € 7 ise |J Gy, € 7, yani 7 smifi keyfi birlesime gore kapalidir.
i€l

Tanim 2.1.8

X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan d : X x X — R
doéniigiimiine X iizerinde bir metrik denir. (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [42].

M1) Vx,y € X igin d(z,y) > 0

M2)Vz,y € X igind(z,y) =0 <= =y

M3) Vx,y € X i¢in d(z,y) = d(y, )

M4)Vz,y,z € X i¢in d(z,y) < d(zx, z) + d(z,y)
(X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa X bir tam metrik

uzay adini alir.

Tanim 2.1.9

X bir vektor uzayi olsun. ||-|] : X — RT doniigiimii agagidaki sartlar1 saghyorsa, bu
doniigiime bir norm ve (X, ||-||) ikilisine de bir normlu uzay denir. Vz,y, € X igin

N1) o > 0,

N2) |z =0 x =0,

N3) |laz| = |af lz]| (a skaler),



N4z +yll < flz]l + [yl
dir. Bir (X, ||-||) normlu uzay: tam ise, yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi bu uzayin

bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay:1 ad1 verilir [42].

Tanim 2.1.10

Bir i¢ ¢arpim uzayi, iizerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmig bir X vektor uzayidir. Bir
Hilbert uzay1 ise, tizerindeki i¢ carpimla tanimli metrige gore tam olan bir i¢ carpim
uzayidir. Burada sozii edilen i¢ carpim X x X’ den X’ in K skaler cismi icine yapilan bir
doniisiimdiir, yani X’ in her x ve y vektor ¢ifti (z,y) ile gosterilen ve agagidaki ozellikleri

gercekleyen bir skalerle eglenmektedir [42].

Tanim 2.1.11

Bir f fonksiyonu bir zy noktasimin belli bir D(zg, d) komgulugundaki biitiin noktalarda
diferensiyellenebiliyorsa f, zp da analitiktir denir [43].

Eger bir f fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse, f fonksiyonu S
tizerinde analitiktir denir. Bu f fonksiyonu C nin tiim noktalarinda analitikse, f ye tam

fonksiyon denir [43].

Tanim 2.1.12

By, C de bir bolge ve fy, By iizerinde analitik bir fonksiyon olmak iizere ( fo, By) ¢iftine
bir fonksiyon elemani denir. B; bolgesi By N By # @ ozelliginde olmak iizere bir (f1, B1)
fonksiyon eleman i¢in By N By iizerinde fy(z) = f1(z) gergekleniyorsa, (fo, Bo) ve (f1, B1)
birbirinin dogrudan (direkt) analitik devamidir, denir. Bazen bolgeler biliniyorsa kisaca

fo, f1 birbirinin dogrudan analitik devamidir da denir [43].

Tanim 2.1.13

Matematiksel bir terim olarak iyi tanimh problem kavrami ilk olarak, Jacques Hadamard
tarafindan verilen bir tanimla ortaya ¢ikmigtir. Hadamard, fiziksel olaylarin matematik-
sel modellemelerinin agagidaki ozellikler saglanacak sekilde iyi tanimli olmasi gerektigini
savunmustur.

i) Qoziim vardir,
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i1) Coziim tektir,

i11) Qoziim kararhdir.

Matematiksel olarak bir problemin ¢éziimiiniin var olmasi, ¢oziim uzayini genigleterek
saglanir. Bir problemin ¢oziimii tektir denildigi zaman, bu mutlak bir fonksiyon sinifina
gore ¢oziim tektir anlamina gelir. Ornegin, bir problemin birka¢ ¢oziimii olsun. Fakat bu
¢oziimlerden sadece biri sinirli olsun. Bu durumda simirli fonksiyonlar uzayinda ¢oziim
tektir denir. Bir problemin birden fazla ¢oziimii varsa bunun anlami, model hakkinda
elde bulunan bilgiler eksiktir. Bu durumda model igin cesitli ek ozellikler verilmelidir.
Eger baglangi¢ ya da sinir kogullar1 ve parametre degerlerinde yapilan kiiciik bir degigik-
lik coziimde kiiciik degisikliklere neden oluyorsa bu ¢oziim kararlidir denir. Bir problem
kararh degilse, bu problemin ¢oziimii pratik bir sekilde hesaplanamaz. Iyi taniml problem-
lere iligkin ornekler Laplace denklemi i¢in Dirichlet problemini ve 6zel baglangig kogullarina
sahip 1s1 problemi i¢in Dirichlet problemini icermektedir. Bu problemler coziimleri icin
baz1 fiziksel metotlar bulunan dogal problemlerdir. Fakat bunun aksine ters 1s1 denklemi
iyi tanimh degildir. Hadamard’a gore iyi tanimli olmayan problemlere ill-posed problem
denir. Hadamard, ters problemler, diiz problemlerin ise iyi taniml problemler oldugunu
soylemigtir. Matematiksel olarak iyi tamimlilik agagidaki gekilde ifade edilebilir.

X ve Y iki normlu uzay ve K : X — Y lineer (veya lineer olmayan) bir doniigiim olsun.
Asagidaki ifadeler saglaniyorsa, Ko = y denklemi iyi tanimh olarak adlandirilir.

1. Varlik: Her y € Y icin Kz = y olacak sekilde en az bir x € X vardir.

2. Teklik: Her y € Y i¢in Kz = y olacak sekilde en fazla bir x € X vardir.

3. Kararhlik: z ¢oziimii daima y ye baghdir. Yani n — oo iken Kz, — Kz olacak
sekilde her (z,) C X dizisi i¢in, ,, — = olmasidir.

Kismi diferensiyel denklemlerin klasik teorisi hemen hemen tamamiyla iyi tanimli prob-
lemlerle ilgilenmektedir. Bu nedenle ill-posed problemler matematiksel ve bilimsel agidan

oldukea ilgi cekicidir [45]-[44].

Tanim 2.1.14 (Dirichlet Formiilii)
f fonksiyonu [a, b] X [a,b] de siirekli bir fonksiyon olmak iizere Dirichlet formiilii

b

/b da / f(a,y)dy = / dy /b f(z, y)de

a

seklinde tanimlanir [46].
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Teorem 2.1.1 (Leibniz Formiilii)
Siirekli f(x,t) fonksiyonu {(z,t): a <z <b, ¢ <t < d} dikdortgenini kapsayan bir

0
bolgede siirekli —f kismi tiirevine sahip olsun. Bu taktirde ¢ <t < d i¢in

ot

dir [47].
Eger f fonksiyonu bu teoremdeki sartlar1 saglayan bir fonksiyon, a(t) ve b(t) de (¢, d)

araliginda siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise

(
- / P t)d = / %(m,t)derf(b(t),t)b/(t) Flalt), ) (1)

dir [47].

Teorem 2.1.2 (Riemann Kriteri)

f i [a,b] — R Riemann integrallenebilirdir ancak ve ancak her £ > 0 igin
U(f,P)*A(f,P) <e

olacak sekilde [a,b] araligimimn bir P parcalams vardir [48].

Teorem 2.1.3 (Integral Hesabin Temel Teoremi)

f, [a,b] tizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Her x € (a,b) igin

olacak bigimde siirekli bir F': [a,b] — R fonksiyonu varsa,

b
[ttt = F )~ Fla)
dir. Bu esitlige Newton — Leibniz Formdilii ad: verilir [48].

Tanim 2.1.15
X bir kiime ve Y, X’ in alt kiimelerinin bir o-cebiri olsun. Asagidaki ozellikleri
saglayan bir p: > — R¥ fonksiyonuna bir 6l¢iim denir.

O1) u(2) =0,
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02) p sayilabilir toplamsaldir, yani eger S; € >, j = 1,2, ... ikiger ikiser ayrik kiime-

lerse o zaman

p| US| = sy
j=1 j=1

dir. (X, >, p) olciistine bir 6l¢iim uzay denir [49].

Tanim 2.1.16 (Lebesque integrali)
Baz1 k > 1igin (X, , 1) = (R¥, 3", py) olsun. f € LY(R¥) ise (veya S € 3, olmak

tizere f € L1(S) ise) o zaman f’ ye Lebesque integrallenebilirdir denir [49].

Teorem 2.1.4 (Lebesque Kriteri)

I = [a,b] C R smurh bir aralik ve f: I — R sinirh olsun.
(a) f Riemann integrallenebilirdir ancak ve ancak f, I iizerindeki Lebesque 6lgiimiine
gore hemen hemen her yerde siireklidir (yani f in siireksiz oldugu noktalarin kiimesi sifir
Lebesque dl¢iimiine sahiptir).
(b) f, I iizerinde Riemann integrallenebilir ise o zaman f, I iizerinde Lebesque integ-
rallenebilirdir ve f nin her iki integralinde degeri aymdir. Ozellikle, I tizerinde siirekli

fonksiyonlar Lebesque integrallenebilirdir [49].

Tanim 2.1.17
LP(X)={f: f olcilebilirdir ve ([ |f|pd,u)1/p <o}, 1<p< o

ifadesi tanimlanir [49].

Teorem 2.1.5 (Cauchy Integral Formiilii)
Bir f fonksiyonu v kapali egrisinin i¢inde ve iizerinde analitik olsun. Eger a -+ nin

icinde bir nokta ise

a L Mdz
S =5 [

211 zZ—a

dir [49].
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3. BOLUM

3.1 OZEL FONKSIYONLAR
3.1.1 Euler’s Gamma Fonksiyonu
Tanmim 3.1.1

Euler sabiti

n—0o00
k=1

"1
v = lim <Z - 1n(n)> ~ 0.5772156649, (3.1)

seklinde tanimlanir ve Euler-Mascheroni sabiti olarak da adlandirilir [2].

Tanim 3.1.2
z € C/{0,—1,—2,...} olmak iizere I'(z) Euler Gamma fonksiyonu

/t21etdt, Re(z) >0
0
I'(z4+1)/z, Re(z) <0,2#0,—1,-2,...

I(z) = (3.2)

olarak tammlanr [2].
Bu tanima gore Euler Gamma fonksiyonu sifir ve negatif tam sayilar haricinde kompleks

diizlemin tamaminda smirhdir.
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: [T :
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i e R i
| i b | : !
o  — l ............ Y O .'!I. e il d
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Sekil 3.1. I'(z) fonksiyonunun Maple ile ¢izilmis grafigi



Teorem 3.1.1
Euler Gamma fonsiyonu asagidaki ozelliklere sahiptir [2].

1) z € C/{0,~1,-2,3,...} icin
I['(1+ 2) = 2I'(2) dir.

2) z € Nigin
['(z) = (z — 1)! dir.

3) 2 € C/{0,1,2,3,...} icin
I'1l—2z2)=—2I'(-2)

olur.

4) Euler Gamma fonksiyonu igin limit tanimi, Re(z) > 0 i¢in

. n!n?
I(z) = 11151010 2(z+1)(z+2)...(z+n) (3:3)

seklinde tanimlanir.

Limit tamimi aym zamanda Euler’in sonsuz carpimiyla
y pimiy

1 ﬁ (14 (1/n))*
z 1+ (z/n)
seklinde de verilir.
5) Weierstrass z € C/{0, —1,—2, —3, ...} olmak iizere Euler Gamma fonksiyonunu
SN ze"* ﬁ (1 + i) e=#/m
I'(z) oot n
seklinde tanimlamigtir. Buradaki v Euler sabitidir.
6) Euler Gamma fonksiyonu Vz € C/{0, —1, -2, —3, ...} i¢in analitiktir.
7) Euler Gamma fonksiyonu daima sifirdan farkhdir.

8) Yansima teoremi: Sifirdan farkh Vz € C i¢in

s

L(z)I(1—2) = ve D'(2)[(—z) = —

sin(mz) zsin(mz)
seklinde tanimlanir.
9) z € N olmak iizere I'(z/2) fonksiyonu 6zel olarak

(z =2)/7

F(Z/Z) = 2(,271)/2
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seklindedir. Burada z!! ifadesi ¢ift kath faktoriyeldir. Buda;

z(z —2)...5.3.1, z >0 (= tek ise)
2M=19 2(2—2)..6.4.2, 2> 0 (z cift ise)
1, z=0ve —1

seklinde tanimlanir.

ispat
[(1+42) =2I(z), z € C/{0,—1,—-2, -3, ...} i¢in (3.2) de ki integral goz 6niine alinirsa,

kismi integrasyondan

o0 o0

I(z) = /tz_le_tdt [—t* e | /(zl)tz—%—tdt,
0

= z1/tz2 “tdt = (z — 1)T(z — 1),
0

bulunur. Béylece birinci 6zellik ispatlanmis olur.

(3.2) integralinde z = 1 i¢in I'(1) = 1 olur. Birinci 6zellikten yararlanarak

ra = 1,

—

2

—

(1)
(2)
(3) = 20(2) =21,
(4)

I'4

'z = z-1I'(z=1)=(2—-1)!,

elde edilir. Dolayisiyla 1. 6zellikten yararlanarak 2. 6zellik ispatlanmig olur.
3. ozellik 1. ozelligin kompleks diizlemin sol bolgesinde goz oniine alinmasiyla ispat-
lanabilir.

4. ozelligin ispat1 igin
n t n
lim T',(2) = lim (1 — —> t*~Lat,
n—oo n—oo n

seklinde yardimer bir fonksiyon tammlanir. Bu fonksiyonun sag tarafinda s = ¢t/n degisken
degistirmesi yapilirsa
1
lim I'y(2) = lim n® /(1 — 5)"s* Lds
o o 0
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bulunur. Bu ifadeye n-kez kismi integrasyon uygulanirsa;
1

li z+n 1d
n1—>r£>loz(z+1)(z+2 (z+mn) /S *
0
. nin?
B nlﬂrgoz(z+1)(z+2)...(z+n)’

elde edilir. Boylece 4. 6zellik ispatlanmig olur.

5. ozelligin ispati i¢in, Euler Gamma yardimeci fonksiyonun limiti iyi bilinen

t n
lim <1 — —) —et
n—oo n

limiti ve yardimei fonksiyonla

n—oo n—oo

lim T',(2) = lim <1 3) t*~tdt = / e 7Lt
n
0

seklinde limit ve integral ifadeleri degistirilebilir. Boylece Euler’in sonsuz ¢arpimi olan

ifade (3.3)” den elde edilebilir. Soyle ki

nln?

2(z+1)(z24+2)...(2 +n)

2(14+2/1)(1+ 2/2)...(1 + z/n)

Cn(z)

olur. Burada

z __ ,zln(n)

n? =e z(ln(n)—1—1/2—1/3...—1/n)ez+z/2+...+z/n

=€

ifadesi kullanilirsa
ez(ln(n)7171/271/3...71/11)ez+z/2+...+z/n
z(1+2z/1)(1+2/2)...(1 + z/n)

n(n)-1-1/2-1/3.—1/m1_€° € e
zz2+1(142/2)  (1+2z/n)

olur. Burada (3.1) ile verilen v Euler sabiti gtz oniine alinirsa 5 ozelligi 4. ozellikten

Ih(z) =

z/2 z/n

yararlanilarak
1 1
T = nh—>nolo ) =z nh_}n;() e *(1+2)e #2(1+2/2)...e /(1 + z/n)
_ vz M Z\ —z/n
ze };[1 (1 + n) e

elde edilir.
6. ozellikte Vz € C/{0,—1,—-2, -3, ...} i¢cin Euler Gamma fonksiyonunun analitikligin-

den bahsedilmigtir. Analitikligin gosterilmesi i¢in iki yol vardir. Birincisi bilinen

17



diferensiyel tanimi ikinciside Cauchy-Riemann kogullarinin saglanmasidir. Burada dife-

rensiyellenebilir oldugunu gostermek i¢in Leibniz formiilii kullanilabilir. Soyle ki;

d [ ey
%/f(t,z)dt:/af(t,z)dt
0 0

d o0 o0 o0
— / e it ldt = / 9 oty / e 't*Llog, t dt
dz 0z

0 0 0

olur. Bu ifade siirekli kismi tiirevlere sahiptir ve sagdaki integral Vz i¢in tek olarak yakin-
saktir. Ciinkii Ve > 0, € > 0, Re(z) > ¢ olmak iizere D, bolgesinde

o0

/ e 't* tog,t dt < e 't*log, |
0

o0
dir. Dolayisiyla / e t*~llog,t dt < oo olur. Yani yakinsaktir. Boylece I'(z) fonksiyonu
0

analitiktir.

5. ozellik, 6. ve 7. ozelliklerde de kullanilir. Soyle ki, Weierstrassin tanimi biitiin z
degerleri i¢in analitikdir ve sadece z = 0 ve negatif sayilarda sifirdir. Boylece I'(2) fonksi-
yonu z = 0 ve negatif tam sayilarda analitik olarak kabul edilir. Ayrica I'(z) fonksiyonu
1/T'(z) nin tammsiz olmasindan dolay1 asla sifir olamaz.

8. ozelligin ispat1 i¢in yine 5. 6zellikteki Weierstrassin tanimindan yararlanihir. Style

ki;

g~ 10%)

TA=T - -1l (1772)

olur. Buradan

00 2
sin(rz) =7z H <1 - 2—2)
n=1 n

‘ —
_
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seri acilimi g6z oniine alinirsa

T(:)D(1—2) = —

sin(7z)
elde edilir. 8. ozelligin ikinci ifadeside benzer sekilde gosterilebilir.

9. ozelligin ispat1 [55] kaynaginda agik bir sekilde gosterilmistir.

Sonug 3.1.1

v I'(2) fonksiyonu Vz > 0 icin yakinsaktir.

v' Kompleks diizlemde 1. 6zelligin tekrar tekrar uygulanmasiyla Euler Gamma fonksiy-
onu 0 civarinda son bulur.

v’ 2. ozellikten Euler Gamma fonksiyonunun genellestirilmis faktoriyel oldugu goriiliir.

v’ 3. ozelligin genellestirilmesiyle z € N ve z € C/{0,1,2,3,...} i¢in

z—1

[(z =) = (=1)"T(=2) [J (@~ )

j=0
ifadesi elde edilir.
v' 3. ve 8. ozelliklerin bir kombinasyonuyla

T =2 pa)s = —Te)D(z) =

F=2)T (1 +2) = —z ~ sin(7z)

olur ve daha genel olarak k € Ny icin
(~1)T(z = B)T(k+1—2) = ['(=2)T(1 + 2)

elde edilir.

v 9. ozellik kullanilirsa Euler Gamma fonksiyonunun baz degerleri

» 1/2 3/2 52 7/2 9/2 11/2 13/2
T(z) 7 Va/2 3y7/4 15y7/8 105\/7/16 945./7/32 10395\/7/64

olarak bulunabilir.
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3.1.2 Beta Fonksiyonu
Tanim 3.1.3

z, w € C olmak tizere iki degigkenli B(z,w) Beta fonksiyonu
B(z,w) = =———= (3.4)
seklinde tanimlanr [2].

Teorem 3.1.2

Beta fonksiyonu su 6zelliklere sahiptir.

1) Re(z), Re(w) > 0 igin (3.4) tanim

1 o)
_ z—1 w 1
B(z,w) = /t (1 t)"ldt — / el (3.5)
0 0
w/2
B(z,w) =2 /(singo)%_l(cos ) dyp (3.6)
0

integralleri ile de tanimlanir. Bu ifadelere aynm1 zamanda Beta integralleri de denir.
1

2) B(z +1,w + 1) fonksiyonu / t*(1 — t)"dt Beta integralinin ¢oziimiidiir. Yani,
0

1
/tzu C#)dt = Bz 4+ Lw + 1).
0

3) Beta fonksiyonu
@) B(z,w) = Blw,2),

b)B(z,w) = B(z+1,w)+ B(z,w+1),

¢)B(z,w+1) = %B(er 1,w) = B(z,w),

w
zZ+w
seklindeki ozelliklere sahiptir.

ispat
1. ozellikde; (3.5) esitligini goz oniine alalim. Oncelikle

1
/tzl(l — ) 1qt
0
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integralinde t = z/(x + 1) degigsken degistirmesi yaparsak

o0

1 1 a1

11— ) ldt = ° 1-
/ ( ) /<x+1> < x—i—l) /1+xz+“’
0 0

0

elde edilir. Benzer diisiinceyle (3.5)’in yukaridaki integralinde ¢ = sin? ¢ degisken degistir-

mesi yapilirsa,

1 /2
/ L1 - 1)l = 2 / (sim 9)% " (cos )2y
0 0

integrali bulunur.

2. ve 3. ozelliklerin ispatlarida (3.5) Beta integralinden kolayca gosterilebilir.

Sonug 3.1.2

v Euler Gamma fonksiyonu ve Beta fonksiyonu arasinda ki iligki
I'(2)'(w) =T(z 4+ w)B(z,w)

seklinde verilir [2]. Soyleki; Euler Gamma fonksiyonunun (3.2) tanimindan

I(z)MNw) = /ett'Z1dt X /ess“’lds
0 0

2

olur. Bu integrallerde sirasiyla; t = 22, s = y? doniistimleri yapilirsa

[e.o]

Fz)MN(w) = 4/6_I2x22_1dm X /e_y2y2w_1dy
0 0

00 00
— 4//6_I2_y2$22_1y2w_1d$dy
0 0

elde edilir. Son integralde x = r cos#, y = rsin § kutupsal koordinatlar: gbz dniine alinirsa
o0 7I'/2
Fz)MN(w) = 4/ / €7T27“2Z+2w71(008 )%~ (sin 0)%~Lrdfdr
0

/2
= 2/6_727“2”2“’_1(17“ X 2 /(0089)22_1(sin9)2w_1d9
0 0

bulunur. r = v/t ve = 7/2 — ¢ ifadesi kullanilirsa

e w/2
F(Z')F(w) = /e_ttz-i-w—ldt NG /(sin (,0)22—1((308 (,0)2w_1dg0
y 0
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olmak iizere
I'(z)'(w) =T'(z 4+ w)B(z,w)

elde edilir.

v Beta fonksiyonu Vz,w > 0 igin yakinsaktir.

3.1.3 Mittag-Lefller Fonksiyonu
Tanim 3.1.4

z € C igin E,(z) Mittag-Leffler fonksiyonu

00 ok

seklinde tanimlanir.
E, 5(z) genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu

0o Zk
Eaﬂ(Z) == kZ:O m, OZ,B >0 (38)

olarak ifade edilir.

Teorem 3.1.3
Mittag-Leffler fonksiyonu su ozelliklere sahiptir;

1) |z| < 1 igin genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniigiimii

[e.o]

/ e T B, p(t%2)dt =
0

seklindedir.

z—1

2) |z] < 1igin E,(2%) Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniigiimii

i 1
/e_ZtEa(zo‘)dt = ia
0
seklindedir.
Sonug 3.1.3

v’ (3.7) ile verilen Mittag-Leffler fonksiyonu Vz € C igin yakinsaktir.
v/ o’nin baz 6zel degerleri i¢in Mittag-Leffler fonksiyonunun degerleri

1
Eo(2) = 1 FEi(z) = €%, Ey(2?) = cosh(z), Fao(—2%) = cosz

seklindedir.
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3.2 RIEAMANN-LIOUVILLE KESIiRLi TUREV ve INTEGRALI

Bu boliimde kesirli analiz ile ilgili tanimlar ve 6zellikler asagidaki gsekilde verilmistir.

Tanim 3.2.1

a > 0 ve x > ¢ olmak iizere bir f fonksiyonunun a—mertebeli Riemann-Liouville

kesirli integral operatorii,

T

Dy f(z) = ﬁ / (x — ) f(t)dt (3.17)

C
seklinde tanimlanmigtir [4].

Bu integralin tanimi bir F(z) fonksiyonun

x 1 T2 Tn—2 Tn—1
x) :/dxlfdngdmg... / dTp—1 / f(zy)dxy, (3.18)

geklindeki n—katl integraline egittir. Buradan hareketle

Tn—2

A= /dmnl 71f(mn)dxn

[

integralini ve agagidaki Sekil 3.1’ i goz oniine alalim.

Xn

I{K -2 .Kr-z}

(c.c) {¥n-z ,C)

Sekil 3.2. A integralinin gekli

A ifadesi ¢, = ¢, Tp,_1 = Tp_2, Tp = Typ_1 olacak gekilde integrallenebilir. Soyle ki

Dirichlet formiiliinden A integrali

A = /dscnl/fxnd:rn—/dscn/fscndxnl

Tp—2

= /fmndxn/dxnl—/fmn (Tp—2 — Tp)dzy,

Tn
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olarak elde edilir.
Benzer gekilde; A ifadesi Sekil 3.2” ye gore integrallenirse

Xn

(¥n-z ,%n-3)

I{':r':} {Xr-i ,C}

| ! Xn-2

Sekil 3.3. A integralinin gekli

Tn—3

Tn—3 Tn—2

A = /dscng / flep)(xp—o — xp)dxy, = /dscn / flap)(xn—o — xpn)dxn_2
Tn—3 Tn—-3 :I: - )2
/f(xn)dacn /(mn_g n)dTp_o = /f e TN dx,

Tn

bulunur. Bu durum (n — 1)—kez tekrar edilirse,

n—1

m):/f(mn)%dmn

olur. Sonugta F(x) =. D;“f(x) yazlabilir. Boylece (3.17) Riemann-Liouville kesirli

integral formiilii elde edilmis olur.
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Teorem 3.2.1
[ € Lile,b] ve > 0 olsun. O zaman D, *f(x) Riemann-Liouville kesirli integral

tanimi hemen hemen her x € [c¢,b] icin vardir ve (D, ®f(x) fonksiyonu Li[c,b]’ nin bir

elemamdir.
ispat
W 0<u<b—ec
¢1(u) =
0; degilse
ve
flu); e<u<b
Po(u) =

0; degilse

olmak iizere

xT

/ (& — ) f(t)dt = / 61( — 1) by(t)dt

[

integrali yazilir.
j € [1,2] icin ¢; € L1(R) olur ve boylece Lebesque integralinden istenilen sonug elde
edilir [4].

Teorem 3.2.2

a > 0ic¢in (fr)72,, [a,b] araliginda stirekli fonksiyonlarn diizgtin yakinsak bir serisi

olsun. Bu taktirde ,D;* kesirli integral operatorii ile limit iglemi yer degistirebilir. Joyle
ki;

(D5 lim fi)(w) = (I D7 fi)(z)
olur. Bununla birlikte, (oD, fi);2,; fonksiyonlarinin serisi diizgiin yakinsaktir [4].

ispat

(fx) serisi @ = 0 olmasi durumunda diizgiin yakinsaktir. o > 0 i¢in bakilirsa,

D% fi(x) —0 D7 (x)| < ﬁ / ) — FO)] (@ — 1) dt

1

S T 1fk = Flloo (b= a)®

olur. Burada Vz € [a,b] igin k — oo diizgiin yakinsaktr.
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Tanim 3.2.2

Bir f fonksiyonunun a—mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi

D f(z) = DD f(2) (3.19)

ar 1 _
= dx—mm/@vt)p f(t)dt, a>0, a=m—p

C

xT

seklindedir. Burada m; o’ dan biiyiik ¢ok kiiciik bir tam say1, p; 0 < p < 1, d™/dz™ de
x’ e gore adi tiirevdir [4].
Riemann kesirli tiirev tanimi integral taniminda —« yerine « yazilmasiyla direkt elde

edilemez. Yani,

xT

D8 f(x) = ﬁ / (@ — )~ f(B)dt, o> 0

seklinde bir tanim yapilirsa celigki olusur.
(3.19)" da ki kesirli tiirev fonksiyonu, (3.17)’ de ki integral fonksiyonunun analitik
devamidir. Bu ifadenin ispat1 igin ilk olarak .D;® f(x)’ in analitik bir fonksiyon oldugunu

gosterelim.

Teorem 3.2.3
Eger f(z) fonksiyonu bir D bélgesinde analitik ise (3.17)" de ki .D;“ f(z) Riemann-
Liouville integral operatorii de D bolgesinde « (o« > 0) ve x’ e gore analitik bir fonksiyondur

[6].

ispat
Riemann-Liouville integrali;

T

Gl z) = ﬁ / (x— )L ()t (3.20)

c
olacak sekilde G(a,z) fonksiyonu ile tamimlansin. Bu G(«,x) fonksiyonunun analitik
oldugunu gostermek icin bir D bolgesinin her noktasinda tiirevlenebilir oldugunu goster-
meliyiz.

G(a, ) fonksiyonunun her noktada tiirevlenebilir oldugunu gostermek icin oncelikle

(3.20) nin her iki tarafinimn o’ ya gore tiirevi alinirsa,

oc a%f (x—)*f “W] - [f (w =) (1)t 8255‘)
da c } (3.21)
oo T(a)?

26



xT

I(a) f(x —t)*"!n(z — t)f(t)dt} [f(w — ) f(t)dt }oe"”wa“ Inwdz

_ Le 0
[C(e)]? [C(e)]?

bulunur. Burada oh@anf )L n(z —t) f(t)dt ve f e ?2% ! Inx dz integralleri mev-
cuttur. (3.21) turevmm saglandigin1 gostermek igin oncehkle bu iki integralin mevcut
oldugunu gosterelim.

[k olarak; g(t) = (z — t)* ! In(x — t) olarak alinirsa,

xT T

/ o(t)dt = / (x — 1) in(z — t)dt

C C
yazilabilir. Burada s = (z — t) degisken degistirmesi yapilirsa,

xT

0 xr—c
/ (z— ) In(z — £)dt = — / $Lin(s)ds = 0/ $Ln(s)ds

c T

elde edilir. En son elde edilen integralde kismi integrasyon uygulanirsa

7630‘_1 In(s)ds = (z=of@=c) (z=0? 1 lim s* In(s)

(67 a? o s—0
0

bulunur. Burada ki lin% s%In(s) = 0 dir. Sonugta g(t) fonksiyonu [c,z] arahginda integ-

rallenebilirdir. f fonksiyonunun analitik oldugunu bildigimiz icin, integrallenebilir iki
€T

fonksiyonun ¢arpimda integrallenebileceginden [ g(¢)f(¢)dt integrali mevcuttur.
C

o0
Benzer diigiinceyle [ ez 1lnz dr integralinin varhgim inceliyelim. Bu integral

0
o0 a (o @]
/e‘rxal Inz dr = /ez:cal Inz dx + /ezscallnx dx
0 0 a

seklinde yazilabilir. Sag taraftaki ilk integralin varligi bellidir. Ikinci integral ise o > 1
o0

z = e "z olur ve Ve icin | e~ "x*dx integrali saglandigindan
0

icin ez lIlng < e ¥z}

o0 o0

/e‘”mal Inz dx < /e”madx

a a
o0
elde edilir. Yani [ e *2* !Inx dz integrali mevcuttur.

oG
Boylece sonug olarak e tiirevi mevcut olur.
«
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(3.20) ifadesinin x’ e gore tiirevini almadan 6nce kismi integrasyon uygulayalim. Soyle
ki;

T

Gla,z) = ﬁ / (x — 1)L F(t)dt
I R GO WY (O BN
_ w{ ) +ac/< t)f(t)dt]

ac:éi,x) B F(la) dﬂi {%}+é% (gct)af’(t)dt]

S R CI Ry (:vt)“f/(t)dt]

bulunur. Sag taraftaki integralin hesab igin analizde bilinen Leibniz kuralinda

B(z) = z, alz) = ¢, F(z,t) = (v — t)*f'(t) olmak iizere 3 (z) = 1, o/(z) = 0 ve

F
oF = a(x — t)*"1f'(t) olmak iizere

ox
o [ @- e ftydt = B'(x)F(z,B(x)) — o (z)F(z, a(x)) + pcs
c a(x)
d% (z—D°F()dt = a / (x — L (t)dt

elde edilir. Bulunan bu deger yukaridaki ifade de yerine yazilirsa,

G (a,x) _ (z—c)* ' f(e) —ap
or I(«) te Do f ()

bulunur.
Sonugta G(«,z) fonksiyonunun her noktada tiirevlenebilir oldugu goriiliir. Boylece

D7 f(x) fonksiyonu analitik fonksiyondur.

Teorem 3.2.4

Eger f fonksiyonu analitik bir fonksiyon ise DS f(x) kesirli tiirevi D, f(z) kesirli

integralinin analitik devamidir [6].
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ispat

a > 0 igin

Qa,z) = oD f(x)

1

- = T — a—1 .
- o 0/ (@ — O f (D)t (3.22)

yazilabilir. Boylece Q(a, x) integrali Yo > 0 igin yakinsaktir. Burada, —a = m — p igin

Playz) = oD f(x),
= oDy f(x)
= oD;oD; f(x)
a1
= — = — )P f(t)dt 2
dzm T(a) /(m PER) (3.23)
0
olur. Bu ifade Vp > 0 igin yakinsaktir. Burada ¢nemli olan soru Q(«,x) ve P(a,z)’
in hangi durumda esit olacagidir. Eger o > 0 olursa m = 0 i¢in a = p olacagindan
Q(a,x) = P(a,x) esit olur. Eger —1 < a < 0 segilirse m = 1 ve &« = p — 1 olur. Bu

taktirde (3.22) integrali tekrar yazilirsa

d | (1 7 B

_d _ e 24

o) =4 | [ 7o [e—o s | s (3.24)
0 0
ifadesi bulunur. (3.24)’ de Dirichlet formiilii kullanilirsa
d (1 [ . 4 o
. / m/(agt) F(o)d | dr| =+ oz+1 /:rt £(t)
0 0 0

elde edilir. Dolayisiyla —1 < a < 0 i¢in tekrar yazilan Q(«, z) integrali yakinsak olur.
Benzer gekilde —1 < a < 0i¢in 0 < —a < 1 olacagindan —a = 1 — p olarak yazilabilir.
Buradan (3.23) P(«,x) integrali yeniden yazilirsa

xT

Pla, ) = d% ﬁ 0/ (z — P-Lf(8)dt (3.25)

bulunur. Dolayisiyla (3.24) ve (3.25) bagmtilar1 —1 < o < 0 igin aymn1 olur.
Bu iglem —n < a < 1 — n igin n-kez tekrarlanirsa Q(«, x) integrali

L xx_ p—1 o
o O/ (x— P LF(t)dt, >0
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seklinde elde edilir ve bir 6nceki teoremden @Q(c,x)’ in D bolgesinde analitik oldugunu

biliyoruz. Yine 0 < p < 1 olmak iizere P(«,x) integrali
%% féy/@—ﬂwwﬁﬂt,mzoﬂﬂpu
0
olarak tamimlanir. Bir bolgenin her noktasinda tiirevlenebilen fonksiyon analitik oldugun-
dan P(a,z) fonksiyonu —n < o < 1 — n igin Dy bolgesinde analitik olur. D3 = Dy N Do
olmak iizere D3 bolgesinde Q(a, x) = P(a,x) olur. Boylece P(a, ), Q(a, x) in analitik

devamidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.5
b, d > —1 (b, d € R) olmak iizere

T

L(b+ 1) (d + 1)xbtd+!
_on\byd gy
l/@ Dbt ety (3.26)
0
dir [6].
ispat

(3.26)’ da verilen integralde ¢ = xy igin degisken degistirmesi yapilirsa,

xT

1
/(sct)btddt = /sc:cy (zy)xdy
0

0
— fEb+d+1 /(1 o y)byddy
0

bulunur. Sag taraftaki integral (3.5) ile verilmis olan Beta integrali oldugundan

T

l/@_ifﬁﬁ::nb+nru+1nMdH
T(b+d+2)

0

integralinin ifadesi elde edilir.

Ornek 3.2.1
f(x) = 423 ve a = 3 olmak iizere, .D;®f(x) Riemann-Liouville integrali (3.17)
tanmimindan
oD f() = f%yf@—ifﬁﬁﬁzréy”?iﬁnﬁ
0
_ %i&_%
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olarak bulunur. Bu fonksiyonun o = 3 igin integrali analizde bilindigi gibi

ABdt =t = [Ha=2 = [ La=X
/ ! / 5 59 =30
0 0 0

olur.

Yani « bir tam say1 oldugunda analizde bilinen integral ile Riemann-Liouville kesirli

integrali ayni sonucu verir.

Ornek 3.2.2

f(z) = 423 ve a = 1/2 olmak tizere, .D;®f(z) Riemann-Liouville integrali (3.17)

tanmimindan

T

D2 f () = 1“(11/2) O/(w_t)%_l4t3dt:F(f/2) O/(x—t)—%tsdt

4 T(-1/24+DTB+1) 14y,
T(1/2) T(-1/2+3+2)
4 T(1/2)T(4)

== T

T(1/2) L(9/2) 35./7

27 7

z T
2 €2

seklinde elde edilir.

Teorem 3.2.6 (Cauchy’ nin Genellestirilmig Kesirli integral Formiilii)
Genellegtirilmig Cauchy integral formiilii reel eksende Riemann-Liouvelle integral tani-

mina esittir [51].

Tanim 3.2.3 (Lacroix’ un Tanimi)

p ve m dogal sayilar olmak iizere

2(,p

dd(; b pp-
dzz(ip) _ p(p_1>”'(p_m+1)zp7m p(pl)((f)_Z;T 1)(])*771)' p—m
d"(z") P pm

T )] z (3.27)

31



Teorem 3.2.7

fz) = a*,
0 < p <1 olmak iizere ¢ D¢ f(x),

a>0, a>0, a=

a _ F(CL + 1) a—a

ODa:f(x> - F(a—a—i—l)

seklinde tanimlanir [52].
ispat

oDz f(x) = oDy oD f(z)
a1 /x(x

~ dxz™ T (p)

0

— )P Lf(t)dt

seklindeki Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimindan f(z) = z* igin

dar 1

oDz (z%) = 4z T(p)
0

/ ( — 1P L(1%)dt

yazilabilir. Burada t = zs degigken degistirmesi yapilirsa

T

ﬂi T — p—1(1a
T 0/( P11 dt

elde edilir. Boylece,

I'(a+1)
I'a—a+1)

a—x

oD f(z) =
bulunur.

Ornek 3.2.3

1
ok
dme
0
pta :
dl-m{l‘ /1_8p1ad8

0

d™ 2Pt T(p)T(a + 1)

dzm I'(p) T'(p+a+1)

(a+p)T(a+ 1)apta—m

(pta—m)T'(p+a+1)
Fla+p+1)I'(a+1)

Fla+p—m+DI'(p+a+1)

f(z) = 23 igin @ = 3 olmak tizere kesirli tiirev (3.28) ifadesinden,

T(3+1)

D) =v3 33 )"

T(4)

=——0=-31=¢

(1)

32

|

(z — zs)P Y (zs)xds

pt+a—m

)

(67

m —p (m, ’ dan biiyiik, ¢ok kiiciik bir tam sayidir) ve

(3.28)



seklindedir. Analizden bildigimiz gibi
fl(w) =322, f"(x) =6z, f"(z)=6

olur. Goriildiigii gibi o’ nin tam say1 degerleri i¢in kesirli tiirev ile bildigimiz tiirev aynidir.

Ornek 3.2.4
f(z) = 23 i¢in @ = 1/2 olmak iizere kesirli tiirev (3.28) ifadesinden,
r@3+1) L'(4) 5 3! 252 48 59

DY2(43) — 3— _ _
o (@) r3-1+1)" T(7/2)" 157/8 157

N|=

bulunur.

Ayrica bu tiirev (3.19) tamimindan

DY) = oDk oDy

_ 4 1 v 1)
= dwF(l/Q)O/( )y et

-1

yazilabilir. Burada b = - Ve d = 3 olmak iizere (3.26) ifadesinden ise
d 1 TA-1/2)I(1+3) R REAR.
deT(1/2) T(—1/2+3+2)
41 T/2T)
dzT(1/2) T(9/2)

I4) [d 7p] _ TM) 7 7
1(9/2) | dz T(9/2) 2
_48 s
15/m

elde edilir.

Teorem 3.2.8
flz)=2"% x>0, a>0 ve alt sinir —oo olmak {iizere

(71)ar(a + OZ) pa—a
I(a)

ifadesine Riemann-Liouvile’ un ikinci kesirli tiirev tanimi denir [52].

(3.29)

—eoDgx™ =

ispat
Riemann-Liouville’ un (3.19) kesirli tiirev taniminda ¢ yerine —oo alinirsa

a=m-—p, 0<p<1icin

—oo DYz = _ DY _ooD Px™
a1
= — — )Pt
dz™ I'(p) / &=
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bulunur.

Burada t = x/(1 — u) degisken degistirmesi yapilirsa,

1 —a
- d:z_m(r_0/<1u> <1xu> (1ju)2du

1
_ dm (_ ) p—a p—1 _ .na—p—1
) x /u (1—wu) du
0

elde edilir. Bu son integralde Beta integralinin (3.4) 6zelligi kullanihirsa

d™ (=1)"PT'(p)I'(a — p) P
dz™ T'(p) ['(a)
()T .,
dx™ I'(a)

—oDgx™" =

bulunur. (3.27) ifadesini kullanirsak m. tiirevi

dam (71)—pr(a — p) p—a (p — CL)'F((Z — p)(il)_p p—a—m
x = x
dx™ I'(a) (p—a—m)T'(a)
_ F(p —a+ 1)F(a — p)(il)p p—a—m
I'p—a—m+1)['(a) v (3:30)
olur. (3.30)" da p yerine m — « yazilirsa,
'm—a—a+1)I'(a—m+a)(-1)*"™ _,_.
x
I'l—a—a)l(a)
elde edilir. Burada m = 1 alinirsa
oy — _ _1\a—1
rz—a—-al(a+a-1)(-1) J— (3.31)

'l —a—a)(a)
olur. '2—a—a)=(-1)(a+a—1)I'(-a—a+1)vel'(a+a)=(a+a—-1I(a+a—1)
olmak iizere (3.31) denklemi;

(D% a+a—-1I'(-a—a+Dl(a+a) _,_,
(a+a—1DI'(-a—a+ 1T(a)

olmak iizere

a,—a __ (_1>a1“(a + a) pa—a
—scDgx™" = —F(a)

bulunur.

—a’

Benzer olarak =% nin « mertebeli integrasyonuda elde edilebilir.
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Tanim 3.2.4 (Oldham ve Spanier’ in Tanim)

Bu tanim Griinwald’ un tanimina dayanir. Soyel ki; a < = ve g sabit olmak iizere

Dif(z) = lim (FT)Q> 5 e (9 [ 5)

0

<

seklindedir [53].

3.2.1 Kesirli Tiirev ve Integralin Ozellikleri ve Baz1 Uygulamalari
Bu boliimde kesirli analizin ¢zellikleri verilecek. Bununla birlikte bazi uygulamalarda

goz oniine alincaktir.

Ozellik 1:

Bir f(x) fonksiyonunun sifirinci mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

Dy f(x) = f(=) (3.32)
seklinde tanimlanr [52].

ispat
(3.17) ifadesinde o = 0 alinirsa,

xT

o DY (z) = ﬁ / (z — )" f(t)dt

C
ifadesi tanimsiz olur. Ciinkii I'(0) tammsizdir. Bu durumda o — 0 iken yakinsakhigimin

incelenmesi gerekir. f fonksiyonunun

f"(x)

&) = f@)+ @)=+
/()

= @) - F@) -0+ 5@+

(t—x)?+...

geklindeki Taylor serisine acilimini goz o6niine alalim. Riemann-Liouville kesirli integralin-

den
D7) = o [0 {f(fc) P -+ T @ } dat
0
 [@-0"@),, [@-0f@) [ (- ()
= /__ﬁa__ﬁ /—Tﬂy—w+/' Ve dt+ ...

xT

wor [ e e)

2T (@) dt+ ...
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yazilabilir. Bu son ifadede o — 0 iken limit alinirsa;

lim oD;°f(x) = lim { fleja? _ fleet | <“)"+1f“”<w>$a+".+...}

Ta+1) (et D@ 7 (atnml(a)

a—0

= f(z)

bulunur. Boylece (3.32) 6zelligi saglanmig olur.

Ozellik 2:

u ve v pozitif reel sayilar olmak iizere,
D" oD,V f(x) =c D) f(a) (3.33)
dir [54].

ispat

(3.17) Riemann- Liouville kesirli integral tanimindan

D3 DV f(x) = J%“{f%y/th1ﬂwﬁ}
_Lxx_su—l LSS_ v—1 S
- o [ {rwx/< f ﬂﬂﬁ}d

- ; fL‘*Suil s — v—1 s
= o @0 =0 wna

c c

elde edilir. Bu son ifadede Dirichlet formiilii kullanilirsa,

_;I J;w_su—ls_ v—ls
‘nwnw!jwﬁf( (s — ot

-1
bulunur. Burada y = S—t degisken degigtirmesi yapilirsa,
T —

=-————/f ﬁ/ — (1 — ) Yy (- P () dy

1
1
= —— (IE u+v 1f dt u 1yv—1dy (Beta z‘ntegmlinden)
F(u)F(v)C/ 0/
- [ o _ pyuto-1 L(w)T'(v)
- T)(v) C/( t) flt )F(u—i-q;) dt
= ﬁ /(SL‘ — t)quvflf(t)dt =, D;(u+v)f(l‘)

C
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Ozellik 3:
m pozitif bir tam say1 olmak iizere f(z) fonksiyonu, x = ¢’ de m — 1’ inci mertebeden

tiirevi sifir olan bir fonksiyon olsun. O zaman 0 < p < 1 igin
cD;;n cD;pf(l') —c D;p cD;:nf(l') (3'34)
seklindedir [52].

ispat

d
D DPIw) = oD | )]

— CD;pf(m) ((E) (335)
m — _ m L xl,i —1
DY D) = D | s [ =t po (3.36)

C

olmak iizere (3.36) denkleminin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa;

m—1
- .o [Z f(?((;)fkf)l?k ¢ Dy @+m) ) <x>]
k=0

elde edilir. Ozellikte verilen ifadeden dolay1 z = ¢’ de f fonksiyonunun (m — 1)’ inci

mertebeden tiirevi sifirdir. Dolayisiyla,

DD M (@) = Dy DR ()
= D7 .D;™ D;PfM () (Ozellik 2’ den)

— D7)
olur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Ornek 3.2.5

f fonksiyonu x = ¢ noktasinda sifirdan farkl olmak iizere;

DL D (@) = d%{ﬁ / (wt>°f(t)dt}

[

d T
- 2 / ft)dt = f(x)
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ve

Dy eDyf(x) = D;'f'(x)

RN
- / (o~ 1)°f (1)t
= f()- (0

olur. Dolaywsiyla DL Dt f(x) #. Dy' .DLf(x) oldugu goriiliir, yani (3.34) saglanmaz:

Ciinkii f fonksiyonu z = ¢ noktasinda sifir degildir.

Ozellik 4:
v>0, u>0vev=n—r u=m—qolsun. Burada n ve m, u ve v’ den biiyiik
olan ¢ok kiiciik tam sayilar, 0 <r <1ve 0 < ¢ <1lolsun. f'’inz =c de (n—1) inci

mertebeden tiirevleri sifir olmak iizere
Dy Dyf (@) =c Dy f(2) (3.37)
olur [52].
ispat
(3.37) bagmtisinda u ve v degerlerini yerine yazarsak
Dy Dy f(x) = Dy Dy f(x)
= Dy DY Dy DT f()
bulunur. f fonksiyonu x = ¢’ de sifir oldugundan (3.34) degisme 6zelligi kullanilirsa
Dy Dy =c Dy D, ?
olmak tizere
Dy D" =, D;1" = CDI_(Q-H")
olur. Bu ifadeler yerlerine yazlirsa,
oDt D1 D oD, f(x) = DI oDy f(x)
elde edilir. 0 < ¢+ r <1 alinirsa,

CDZH” cD:;(quT)f(x) = cD;anrni(qur) f(x)
= Dm0+ f(g)

= Dy f(2)
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olur. Eger 0 < g+r <2olursaq+r=1+p, 0 <p <1 olmak iizere,

DEF D f(2) = D D ()
= DM DY .DLP f(x)
= DI f(g)
= Drtn=(atn) g(g)

= cD;H_v f(x)
bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Ozellik 5:

k bir sabit fonksiyon ve o > 0 olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integrali;

k
oD, “(k

. (k) = mwa (3.38)

seklindedir [52].

ispat

Riemann-Liouville kesirli integral tanimindan;

T

oD(k) = ﬁ / ( — 1) ()t
k " k

— xa: (07

ol (@) T(a+1)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 3.2.6
(3.38)" de a = 2 alinirsa,

k k
-2 2 _F o
T3 ~ ot

elde edilir.

Ozellik 6:
k sabit bir fonksiyon, o > 0, m’ de o’ dan biiyiik olan ¢ok kiigiik bir tamsay1 olmak
uzere; a=m—pve 0 <p<1igin

oDz (k) = ﬁwa (3.39)

olarak tammlamr [52].
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ispat

(3.19) kesirli tiirev tanimindan

oDZ(k) = oD} oD, "(k)

dm 1 i
- £ - _ #\p—1
dz™ T'(a) /(x 0" kdt
0

yazilabilir. (3.38) ozelliginden ise

ok
o —_ 4P
oDz(k) = S T 0 °

bulunur. Burada Lacroix’ un (3.27) tanimi kullanilirsa

oLy — kp! pem
o2k = T D=

_ kb,

pl(p —m)!
k

Tp—m+1)"

—m

—Q

ifadesi elde edilir. Boylece,

k
Da — —x
oPe) = vyt

saglanmig olur. Elde edilen bu son ifadede « pozitif bir tamsay: olursa I'(—a 4+ 1) = oo

olur.

Ornek 3.2.7
a =1/2 ve k =1 olmak iizere,

1 —1/2

0D3 (k) = Fge P ="

r(1/2) /T

elde edilir.

Ozellik 7:
(3.17) Riemann-Liouville kesirli integrali lineerdir. Soyle ki; o« > 0 ve k herhangi bir

sabit olmak izere,
D, [f(x) +g(x)] =c Dy f(x) +o D; *g(x) (3.40)
ve
D;kf(x) = k.D; " f(x) (3.41)
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seklindedir [55].

ispat
(3.17) tammundan,

D% f(z) = T

ve

olmak {izere,

x x

D% f(x) +e Dog(x) = ﬁ / (wt)o“lf(t)dHﬁ / (z — )" g(t)dt

I T e
= T [0 0 + g0l

C

olur. Analizde bilindigi tizere belirli integral lineer oldugundan,
Dy f (@) +e Dy “g(x) = D *[f(x) + g(2)]

bulunur. Yine ayni tanimdan;

T

KDy f(z) = % / <x—t>a-1f<t>dt:ﬁ / (x— )"k f (1)t

c c

= D % f(x)
ifadesi elde edilir.

Ozellik 8:
(3.19) Riemann-Liouville kesirli tiirevi lineerdir. Soyle ki; a@ > 0 ve k herhangi bir

sabit olmak iizere,

Dgf (@) + g(x)] =c Dg f(2) +c Dyg(z) (3.42)
ve

Dk f(x) = kD3 f(x) (3.43)
olur [55].
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ispat

(3.19) ifadesinden o = m — p igin @ > 0 ve 0 < p < 1 olmak iizere;
D5 f(x) =c D' D, f(x)

yazilabilir. Burada m, o’ dan biiyiik olan ¢ok kiigiik bir tamsayidir. Boylece;

D) = g [ =070

[

ve
D2g(r) = G (@0 g0
yazilabilir. Bu ifadeler (3.42)’ nin sag tarafinda yerlerine yazilirsa
DEf@) e Digla) = gprs [ o= 0P @t + s [ -7 gt
dz™I'(p) / dz™ I'(p) J
a1

G S P
~ damT(p) / (x = )P [f () + g(D)]dt

C

bulunur. Analizden bilindigi {izere belirli integral tanimi lineer oldugundan,
D5 () +e Dig(x) =c Dg[f () + 9(2)]

ifadesi elde edilir. Aymi tanimdan;

kDY D7) = kg [t 0l = s [ or k(e

= D7 D Pkf(x) =c Dk f(x)

bulunur. Boéylece ispat tamamlanmig olur.

Ornek 3.2.8
(23 — 2 —6) = [(x —t)"Y2f(t)dt denkleminden f(z) fonsiyonunu bulalim. Verilen

denklemi
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seklinde yazip her iki tarafi ile carparsak;

1
I'(1/2)

x 1
r(11/2) (@ —2—6) = F(11/2) /(ff — 02 f(t)dt = D;f(a)
1

m(ﬁ —z—6) = oD;%f(x)

elde edilir. Elde edilen bu son ifadenin her iki tarafina ng];/ ? tiirev operatorii uygulanirsa,

0Dy’ [F(11/2) (® — 2 - 6>] =0 D/* oD; '/ f(x)

fia) =0 Dz [F(11/2) (@ e 6)]

bulunur. Ozellik 8 de verildigi gibi 0D tiirev operatorii lineer oldugundan,

@) = oD e~ -0

_ 1 12,3 P12, pl/2
= i [ODJ; % — DY%z —y D} 6}
yazilabilir. Burada (3.28) ve (3.35) ifadeleri goz oniine alinirsa;
~1/2
flz) = 1 I'(4) 25/2 _ I'(2) 212 _ 6z~ "/
I'(1/2) | T(7/2) I'(3/2) I'(1/2)
L J16 50 1/2 ~1/2
= — . — 2 _
N { 5T x 6x

f(x) fonksiyonu elde edilmis olur.

Teorem 3.2.9 (Kesirli Analizde Genellestirilmis Leibniz Teoremi)

Eger f fonksiyonu

n!

2 (@) (t— 2)" (=) () (@ — )™
Z_%f (z)( ):Z_%( )" f 75!)( )

seklinde bir seriye genellegtirilebiliyor ve [0, z] araliginda diizgiin yakmsak ise

(—1)"T(a + n)D™ f(x)oDz “ g ()
n!l'(«)

0D [f(a).g(a)] = 3

n=0

(3.44)

olarak tammlamr [52].
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ispat
(3.17) kesirli integral tanimindan;

xT

oD0(f(2).g(z)] = —— / (& — 0> [F (1) g(0)]dt

X (_1\n £(n) oMz — )"
= L /(LE . t)aflg(t) Z ( 1) f (' )( t) dt
) = n!

elde edilir. Bu seri diizgiin yakinsak oldugundan terim terim integrallenebilir.

xT

_ [ /(x — ) Lg(t)dt — f(z) /(m —t)%g(t)dt + 2{;((56)) /(x —t)**g(t)dt —

I'(«) ) I'(«) )
_ m f T — a—1 _ f,(l‘)g f T — 1) f” a+1
- 9 0/ (@ =) gt — 2 0/ (@ = )90t + s S8 0/

— f()D:"g(x) - af ()oD a“>g<m>+Wf”<m>wz<a”>g<m> -

olmak iizere

X 1\n a—+n (n) T z_(a+n) T
R S P R —
n=0 :

ifadesi bulunur. Elde edilen bu son ifadede f fonsiyonu analizde bilinen anlamda tiirevlene-
bilir ve g fonksiyonuda kesirli olarak integrallenebilirdir.

Iki fonksiyonun carpiminin kesirli tiirevide bu teoremden yararlamilarak benzer sekilde
yapilabilir. S6yle ki; a« > 0, « =m —p (m, o’ dan biiyiik olan ¢ok kiigiik bir tamsay1) ve

0 < p <1 olmak tizere,

oDz [f () n!F( )

seklinde tanimlamr [52].

Teorem 3.2.10

f(x) fonksiyonu sifir noktasinda analitik bir fonksiyon olmak iizere,

IO
D (e} 7’L o .4
0 f@ Fn+a+1 (3.46)

ifadesi tanimlanir. Burada o > 0 ve f(™(0)’ da sifir noktasinda f ’ in adi tiirevidir [52].
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ispat
(3.17) ifadesinden

0D (x) = ﬁ /0 N — 0 f ()t

olur. Bu integralde ¢t = zu degisken degigtirmesi yapilirsa,

1

1
D) = /0 (& — 2u)* L f(zu)adu

- L 1:170‘ — ) (zu)du
= Fo | et e

xa

1
= — ) f(zu)du
- i | =0 @

elde edilir. f(zu) fonksiyonu i¢in Maclaurin agilimi g6z 6niine alinirsa,
DO f(z) = & / jo-1 Z f (zu)"du
‘ ()
a O r(n) n rl
_ z Z f (O)l‘ / (1 . u)aflundu
— : 0

_ i f(0)z" (T(n+1)I(a)

I — ol I'n+a+1)
= SO0z
— 'n+a+1)

oD “f(z) =

elde edilir.

Teorem 3.2.11

Eger f(z) fonksiyonu sifir noktasinda analitik ise;

. £ )z
oDz fl@ ZFp m+n+1) (347)

yazilabilir. Burada; o > 0 olmak {izere a = m — p’ dir. m, o’ dan biiyiik ¢ok kiiciik bir
tamsay1 ve 0 < p < 1’ dir ve f(™(0), sifir noktasindaki adi tiirevdir [52].

ispat
(3.46) ifadesinden,

f(” n
DOé na
oD, f(@ Fn+a+1
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olmak tizere (3.19) ifadesi,

oD f(x) = oD} oD Pf(x)
S f) ()
dzm e~ F'n+p+1)
FO© OO 0
@ | Tp+10) | To+2) T(p +3)

seklinde tanimlanir. Toplamdaki her terim analitik ve seri diizgiin yakinsak oldugundan

terim terim tiirevlenebilir. Boylece;

OO OO O )

F(p—l—l— m) TI'(p+2-m) T(p+3—m)
) (Q)gp—mtn

Z I'p—m+n+1)

oDZ f(z)

ifadesi elde edilir

Ornek 3.2.9
2

f(x) = sinz olmak tizere D3 sinx = cosz + % — 1 oldugunu gosterebiliriz. Soyle ki;
Teorem 3.2.10” da ki (3.46) ifadesinden,

n( L3 B 0 f(n)(o)xn—‘rfi

D 3si =
05 ST E:Fn+3+1 2 T(n +4)
(0) 0)z3 0) x4 (2) 5
I R (O +f )(0)x +f (0)x L
I'(4) I'(5) I'(6)
S P S N R
a I'(5) I'(7) T TG) T 'TO
.1'2 .1'2 {E4 {EG .1'8
T TR TR T
_ ) LE2 1.4 1.6 2 )
- (T owre) e
2
X
= Cosm—l—a—l
bulunur.
Ornek 3.2.10

f(z) = 23 + 3 olmak {izere 0D, ! f(z) integrali (3.46) bagintisindan

B f(n)(
0D, f(@) = Fn+a+1 ZFn—l—Z
_ f(o)(0)$+f( (0)2?  fP(0)z*
T2 ['(3) ['(5)
(T
= 3z + T
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seklinde elde edilir.

Ornek 3.2.11

f(x) = e® olmak tizere oD, >

-2 __
ODq; (& =

Ornek 3.2.12

ZFn—i—a—i—l
f9(0)a?

e’ = e¥ — x — 1 oldugu asagidaki ifadeden goriilebilir.

FO0) o
— I'(n+3)

n+oz —

x
1—1+x—x+—+—+—+

AL

PP fP(0)f
T +

T(3) T(5) TG)
2 IE3 .1'4

Sttt

31 4l
2 3 4
S;' sc =" —x—1.

f(x) = e geklinde tanmimlanmak iizere oD, 1/2en integrali;

0D;1/2€x

seklinde elde edilir.

Ornek 3.2.13

™)
Fn+a+1
f(O ( )581/2 f(l ( )583/2
I'(3/2) I'(5/2)
21/2 x 25/2
F(3/2)+F(5/2)+ +...=

I'(7/2)
1 12, 4 32, 8 s5p
\/7_r<23c —1—330 —1—1596 + ...

Z I( n+3/2 e

f( )(0)z>/2
I'(7/2)
x

Vr/2

+ ...

3/2 1/2 3/2

RN

/2

5yrs

f(x) = cosz olmak iizere gD. cosz = sinz oldugunu Teorem 3.2.10° da ki ifadeyi

kullanarak,

oDlcosz =

bulunabilir.

)(0>1’p m+n © f(n) (0>$n—1
pr m+n+1) nz_% I'(n)
OOz fO00 | [P0t | fP(0)a?
To) T 1@ o Te)
x~! x x3 .z z3 xP
o) T tTe T T nty T wm
—sinx
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Ornek 3.2.14
f(z) = ae®® (k,a > 0) olmak tizere o = 1 icin f’(x) = ake*® oldugu Teorem 3.2.10° u
kullanarak,

(n pP—mtn (n) n—1
0Dzac er m+n+1 Z T(n)

(0) (1) 0)zt 3) 0
_ SO0t 00 (P O
I'(0) I'(1) I'(2) I'@3)
B am*1+ ak +ak2x+ ak3z 2+
- T T rEe  rE 7
k2 2 k3 3 &
= ak<+k +T+T+ )dee
elde edilebilir.
Ornek 3.2.15
3
f(x) =sinx ise d— sinz = — cos x oldugunu biliyoruz. Teorem 3.2.10" u kullanirsak,
dz3
x
)(0 pp—mtn e f(n) (0)z n—3
Disinz =
055 BN T er m+n+ 1) nz% T(n—2)
_ SO0 [0 f0t OO0z
I'(-2) I'(=1) r'(0) I'(1)
2?2zt af 2?2zt af
= —1+5—Z+a—...=—<1—5+Z—a+...)
= —coszx
bulunur.
Ornek 3.2.16

0D1/2( )~ Y2 tiirevi o = 1/2, m = 1 ve p = —1/2 olmak {izere;
€T

DAL= a) V2 = oD, D= 0) V2 = e [ 7

arT(1/2)
0
i 1 19 t 32 5t
= 2 et 1 CLER dt, (|t < 1
d:cF(1/2)/(x ) (JerrnguaJr (<)
0

seklinde elde edilir. Burada, (3.26) ifadesi kullanilirsa;

e d 1 (T(1/2) T(1/2)T(2)
D1~ )% = %r(1/2){r(3/2)$1/2 2T'(5/2) :”3/2+“‘}
V2 g2 32 172 )
= 7 +ﬁ+ﬁ+..._7(1+x+m +...)

_ 1
- @0 (15). k<
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bulunur.

Ornek 3.2.17
oDy 2/? f(z) = 1+ 23 olmak tizere burada f(x) fonksiyonunu bulmak icin verilen

ifadenin her iki tarafina ng/ ® tiirev operatoriinii uygularsak,
oD f(x) = 1+4°
oD oD f(x) = oD(1+a?)
flz) = ng/?’l +o Dg/?’ms

elde edilir. Burada (3.28) ve (3.39) ifadeleri kullanihirsa gD, 2/3 integrali;

_o_ v s TBHY 5ap
1@ = ot T(3_2/3+1)"
.1'72/3 6.1'7/3

T(1/3)  T(10/3)

olarak bulunur.

Teorem 3.2.12

—axr

a > 0 olmak {izere e iistel fonksiyonunun a—mertebeli Riemann-Liouville kesirli

integral tanimzi;
o0 — —
) ' o

Oz —(I:C — 4
Z oz—l—n v (3:48)

n=1

ile verilir [4].

ispat

Riemann-Liouville’ un (3.17) tammindan,

T

1

D-%e—ar — —t a—1 fatdt

oDzt = iy [0
0

olmak iizere sag taraftaki integralde ¢ = ux degisken degistirmesi yapilirsa;

1
a,—ax 1 _ a—1,—a(zu)
oD, %e Ia) /(x zu)* e xdu

0

1
— z® _ na—1_—a(zu)
@) /(1 u)* e du
0

—azru

bulunur. Burada e ifadesinin seri formu goz oniine alinirsa;

1
% awu
- —axr __ oz 1
oD, “e = F(a)/ E du
0
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olur. Bu seri diizgiin yakinsak oldugundan terim terim integrallenebilir. Boylece;

1 1 1
2
oD %e ™ = / (1 —u)* tdu — i—? (1 — ) tudu + (a;c') /(1 —u)* Yldu + ...
0 0 0
1

D@ — le' 2 o

0% ¢ v [P(aﬂ) F(a+2)am+F(a+3)(a$) }
v (a+n)

n=1
ifadesi elde edilir.
Bu teoremden yararlanilarak e=** fonksiyonunun av—mertebeli kesirli tiirevide

a=m-—p, 0<p<1ign (m, o dan biiyiik olan ¢ok kiigiik bir tamsayidir)

(]Dgeiax = QD;n QD;peiaz
dm o (_1)n71(am)n71
da™ ~~  TI'(a+n)

(o7

olmak tizere bu seri diizgiin yakinsak oldugundan,

n—lan—lxn—a—l

2 (—1
oDSe™ " = Z (=1) x® (3.49)
n=1

I'(n—a)

seklinde tanimlanir [4].

_p2 . . . . T .
e~ " fonksiyonunu Riemann-Liouville kesirli integrali,

T
2

1 2
D% — —t a—1_—t dt
oz = iy [l e
0

—t25

olmak {izere e nin Maclaurin serisine a¢ilimi gz ¢niine alinirsa;

T

o0 k42K
—a —x% _ 1 a—1 (_1) 3
olur. Bu seri diizgiin yakinsak oldugundan terim terim integrallenebilir. Boylece;
oz —:I: = kF 2k + 1)1,04-1—216 (350)
F (a+2k+1)
k=0
bulunur.
Benzer gekilde e’ fonksiyonunu Riemann-Liouville kesirli tiirevi,
= (=) (2k + 1
ODa —ZC + )ka—a (351)

k'F 2k—a—|—1)

seklinde elde edilir.
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Teorem 3.2.13
sinz fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali;

—a S (_1>n71 n—1+a«a
(]Dx ST = Zl ml’z 1+ (352)

formundadar [4].

ispat
f(z) = sinz olmak iizere (3.17)’ den,

T

1
OD;O‘Sinx:m/(mt} Lsintdt, a >0

0

yazilabilir. Burada t = xu degisken degistirmesi yapilirsa;

1
—a o x* oNa—1
oD, %sinz = Ia) /(1 w)*™ " sin(zu)du

0

1 w0 (_py1
ma n—
— 1— a 1 2n— 1d
r@@(/k D 2n,-1>(w“> “
0 n—=

elde edilir. Bu seri diizgiin yakinsak oldugundan terim terim integrallenebilir. Boylece;

1 1 1
X

a 3 5
oD, %sinz = @) /(1 — ) tudu — % (1 — ) tddu + % (1 —w)* tuldu —
0 0

o (=) 21+
— _ n—1+a
oD, “sinx = E o+ 2n)

bulunur.

sin x fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli tiirevide benzer bir déniigiim kullanilarak;
<Dagnm::§i-iilfiiﬂ9”*—a (3.53)
0 —~T(2n—a) '
olarak elde edilir [4].

Teorem 3.2.14

In z fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali;

z%Inx >
D;%lng = 54
0% MEZ D1y Z;ka+k (3:54)

seklinde tanimlanir [4].
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ispat
(3.17) Riemann-Liouville kesirli integral tanimindan ;

xT

1
D%z =—— [(z—1)*""1
oD, “Inx I‘(a)/(m t) ntdt
0

t —
yazilabilir. Burada t = z+t —2ax =« <1 + —SC) dontigtimii yapilirsa, Int = Inz +
x

t— t—
In <1 + _x), den -1 <% < 1 sinirlamasi ile In(1 + ) i¢in Taylor serisi kullanilirsa;
x x

lnt—lnx—i-z t—sc)

bulunur. Burada yakinsaklik araligi 0 < ¢ < 27’ dir. Bu ifade yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa
Inz f _ poa—1 . 1 f _ pna—1 — ({E B t>n
o) / (x —t)* Lt o) / (z —t) Zlinx” dt
0 0 n=

elde edilir. Burada,

x%Inx 1 T —t)" 0‘“ i (x —t)atn=t
D, %*Inx = — dt
0Fe T MNa+1) INa) / +/ 2302 + / na”
0 0 0
olmak {izere diizgiin yakinsakliktan dolayi;
T lnx
D %Inx =
0% = Plat Z k(o + k)
bulunur.
Benzer gekilde Inz’ in Riemann-Liouville kesirli tiirevide;
d™ | 2Plnzx
Dilnz = 3.55
0% BT = gem [ Tp+1) kam (3.55)

seklinde tanimlanir [4].

3.3 CAPUTO KESIRLi TUREVI

Kesirli analizde kullanilan bir diger énemli tanimda M. Caputo tarafindan geligtiril-
mig olan kesirli tiirev tanimidir. Boliim 3.2’ de verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev
tanimi piir matematikteki caligmalarda oldukca genig bir kullanim alanina sahiptir. Buna
ragmen geligen teknoloji ile piir matematikteki yaklagimlarda yeniliklere ihtiyac duyulmus-
tur. Ozellikle; viskoelastik ve akiskan mekaniginde kesirli mertebeli diferensiyel denklemler

dogal olarak olusur ve baglangi¢ sartlarinin formiilasyonuna ihtiya¢ duyulur.
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Uygulama problemlerinde baglangi¢ sartlarinin fiziksel yorumlarinda kesirli tiirevlerin
tanimina ihtiya¢ duyulabilir. Riemann-Liouville taniminda ¢ = « i¢in tiirevin limit tanimi

baslangic sartlarma dayamir [17]. Ornegin;

lim DO L1f(t) = by,
lim DS72f(t) = bo, (3.56)

lim DO "f(t) = by

pra—
olmak tizere b’ lar kK = 1,2,...,n icin verilen sabitlerdir. Her ne kadar baslangic deger
problemleri matematiksel olarak kolay ¢oziilebilse de fiziksel anlamda herhangi bir yarar
saglamaz. Ciinkii baglangi¢ sartlarinin fiziksel yorumlar: bilinmemektedir. Sonugta mate-
matiksel teori ve pratik gereksinimler arasinda uyusmazliklar olusmusgtur. Bu uyusmazlhig
ilk olarak 1967 yilinda M. Caputo gozlemlemigtir [56] ve ¢aligmalarimi 1969 yilinda yayin-
ladigy kitabinda vermistir [57].

Caputonun geligtirmig oldugu tanim;

R L0
C na
D = dt -1 < 3.57
CD2 @) = ey | et (n—1<a<n) (357)
seklindedir. Bu tamimda o — n iken Caputo tiirevi f(¢) fonksiyonunun n. mertebeden
klasik tiirevi olur. Gergekten, 0 <n —1 < a < n olmak iizere f(x) fonksiyonu Vb > a i¢in

[a,b] araliginda (n + 1). mertebeden siirekli olarak tiirevlenebilir. Bu taktirde;

xT

/(SL‘ _ t)n_af(n+1)(t)dt

a

" (a)(@—a)"® 1
lim ¢DY — gim [ £
oo @ 2 /(@) amn I'n—a+1) JrF(n—oz—l—l)

T

= 1)+ [ DO = 0, 0 =123,

a

ifadesi elde edilir.
Caputo yaklagiminin asil avantaji; Caputo tiirevli kesirli diferensiyel denklemler igin
baglangig sartlarinin tamsay1 mertebeli diferensiyel denklemlere benzer olarak alinmasidir.
Bununla birlikte Riemann-Liouville kesirli tiirev i¢in yapilan tanimlar benzer yollarla
Caputo tiirevi iginde tanimlanir. Soyle ki, a alt sinirin sifir olmasi durumunda Riemann-

Liouville kesirli tiirevin Laplace doniistimii;

o0

n—1
/ e {0 D3 f(z)}dz = p*Fp) — > p" oDF " f(z)| , (n—1<a<n) (358
0 k=0 z=0
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seklinde tanmimlanirken, Caputo tiirevinin Laplace doniigiimii;

oo n—1

/ e PG DS f(z)}de = p"F(p) = Y p* 1 fF(0), (n—1<a<n) (3.59)

3 k=0
formundadir. Yapilan calismalarda goriilmiigtiir ki Riemann-Liouville kesirli tiirevinin
Laplace doniigiimiinde fiziksel yorumlama ile ilgili sorunlara neden olan (3.56) tipindeki
baglangig sartlar1 kullanilmaktadir. Bunun aksine Caputo tiirevinde, Laplace doniigtimii
fiziksel yorumlamalar1 yapilabilen tamsay1 mertebeli klasik tiirevlerin baslangic sartlar
kullanilir. Uygun Laplace déniigiimiiniin se¢imi kesirli tiirevin tipinin se¢ilmesinde (bagka
bir ifade ile baglangi¢ sartinin belirlenmesinde) énemlidir.

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanmimi ve Caputo tiirevi arasindaki bir diger farkta
"bir sabitin tiirevidir". Soyle ki; bir sabitin Caputo tiirevi sifir olurken, Riemann-Liouville
kesirli tiirevi sifirdan farklidir( alt sinir sifir olmak sart: ile).

Caputonun diginda Ochmann ve Makarov yaptiklari: galigmalarda alt siniri —oo oldugu
durumlarda Riemann-Liouville tanmimini kullanmiglardir [2]. Ancak fiziksel yorumlamalar-
dan otiirii bir sabitin —oo alt simirindaki Riemann-Liouville tiirevini sifir olarak géz ¢niine

almiglardir. Sonucta uygun sartlar altinda x — —oo olmak iizere;

r (n)
oD f(x) = © DYf(x) = F(al - / @ f t)a(i)l_ndt, (3.60)

—00
seklinde benzer formiil elde etmiglerdir (n — 1 < a < n). Bu formiille sabit durumdaki di-
namik iglemler i¢in Riemann-Liouville ve Caputo tiirevlerinin benzer sonuglar verdiklerini

gozlemlemiglerdir [2].

Teorem 3.3.1
a>0vea<n<a+1olsun. Bir f fonksiyonunun §' D2 f(x) ve oD f(z) seklindeki

Caputo ve Riemann-Liouville tiirevleri mevcut olsun. Bu taktirde;

c =  DFf(a) ke
EDL@) = DO - 3 = 5 faH(“’“ a) (3.61)
olur [2].
Teorem 3.3.2

a>0vea<n<a+l olmak iizere kabul edelim ki bir f fonksiyonunun ¢ D f(z) ve
oD% f(x) seklindeki Caputo ve Riemann-Liouville tiirevleri mevcut ve k =0,1,2,...n—1

i¢in D*f(a) = 0 olsun. Bu taktirde;
D3 f(x) =¢ Df f(x) (3.62)
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ifadesi tanimlanir [2].

Teorem 3.3.3

a > 0ve f fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olmak tizere;
DY oD f(z) = f(z) (3.63)
dir [2].

Teorem 3.3.4

a>0,a<n<a+1lvefe A"a,b] oldugunu kabul edelim. O zaman;

n—1 k a
oDy CDg f(z) = f() Z%'()(l‘a)k (3.64)
k=0 )

olur [2].

Teorem 3.3.5 (Caputo tiirevi i¢in Taylor formiilii)
a>0vea<n<a+l1olsun. Kabul edelim ki f € A"[a,b] seklinde tamimlansin. O
zaman f(x) fonksiyonu;

n—1 g a
1) = 3 PO 00yt D7 €2 s (3.65)
k=0

formundadir [2].

Teorem 3.3.6
f1 ve fo fonksiyonlari [a, b] araliginda tanimlansin ve hemen hemen her yerde ¢ D2 f(x)

ve o DS f(x) tiirevleri mevcut olsun. ¢, c2 € R olmak iizere;
CDY(erfi+cafa) = c1 G DY fi+c2 S D fa (3.66)
ifadesi tanimlanir [2].

Teorem 3.3.7 (Caputo tiirevi igin Leibnitz formiilii)
0 < a < 1 olsun ve kabul edelim ki f ve g fonksiyonlar1 (a — h,a + h) araliginda
analitik olsunlar. Bu taktirde;

o0

S (@) (f (@)~ F @)+ D g(@) f )+ (Z)<aDz-ag<x>>SD§g<x>

k=1

o DS If-9)(x) =

(3.67)
olur [2].
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Tanim 3.3.1(Griinwald-Letnikov Operatorii)

Griinwald-Letnikov yaptig1 ¢aligmalarda, o € Ry olmak iizere a < x < b igin,

CLDOf(z) = lim @) oy L i(q)k <O‘> fx—kh), a>0  (3.68)

h—0 he h—0 h® k

seklinde yeni bir kesirli tiirev tanmimi elde etmistir. (3.68) tammma Griinwald-Letnikov

G

kesirli tiirevi, D¢ ifadesine de Griinwald-Letnikov operatorii denir [2].

Bu tanimdaki (A} f)(x) terimi geri farkin kesirli formudur.

3.4 KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLER
Bu kisimda kesirli tiirev iceren diferensiyel denklemler icin varlik-teklik teoremleri goz

oniine alinacaktur.

Tanim 3.4.1

a>0,a¢N a<n<a+l(n-1<a<n)vef:ACR?— R olmak iizere

D%(x) = f(z,y(x)) (3.69)

denklemine "Riemann-Liouville tipindeki kesirli diferensiyel denklem" denir. Bu tip denk-

lemlerin baglangic sartlari,

D ky(0) =bp(k=1,2,3,...,n—1), lim D Py(z) =b, (a =m —p) (3.70)

z—0t
seklindedir [2].
Benzer sekilde,

“DYy(x) = f(z,y(x)) (3.71)
denklemine "Caputo tipindeki kesirli diferensiyel denklem" denir. Baglangi¢ sartlari,

DEy(0) =by, (k=0,1,2,...,n—1) (3.72)
seklinde tanimlanr [2].

Teorem 3.4.1 (Riemann-Liouville Kesirli Diferensiyel Denklemler i¢in Varlik-
Teklik Teoremi)
a>0, a¢Nven—1<a<nolsun. Ayrica, K > 0, h* > 0 ve by,ba,...,by, € R
olmak tizere,
(r,y) ER%Z0< < h™® ycR, x=0ise

G = n
"% — Y b FT(a—k+1)| < K, x#0 ise
k=1
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fonksiyonu tanimlansin. Kabul edelim ki f : G — R fonksiyonu siirekli, G ctimlesi sinir-

landirilmig olsun. L > 0, Y(z,y1), (z,y2) € G olmak iizere,

|f(z,y1) = f(z,2)] < Ly — 2|

Lipshitz kosulu saglansin. Bu sartlar altinda (3.70) baglangig sart1 altinda (3.69) Riemann-
Liouville tipindeki kesirli diferensiyel denklem y € C(0, h] araliginda tek ¢oziime sahiptir.
Burada; M = sup |f(z,2)|ile h = min{h*, h, ([(a+1)K/M)"/"} dir ve h > 0 olmak

(z,2)eG
lizere;

- '2a—n+1)
"< Tla—ntnD)e

seklindedir [2].

Teorem 3.4.2 (Caputo Kesirli Diferensiyel Denklemler igin Varlik-Teklik
Teoremi)
a>0, a¢Nven—1<a<nve K>0, h* >0 ve by,b1,b2,...,bp,—1 € R olsun.

Burada,
G =[0,h*] x [bp — K, by + K]

fonksiyonu tanmimlansin ve f : G — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde h > 0
olmak iizere y € C|0, h] fonksiyonu (3.72) baglangig sarth (3.71) diferensiyel denkleminin
bir ¢oziimiidiir.

o € (0,1) icin h parametresi, M = sup |f(z,z)| ile h = min{h*, (KT (a+1)/M)"}

(z,2)EG
seklindedir. Ayrica, L >0, V(z,y1), (x,y2) € G igin f fonksiyonu,

|f(z,y1) = f(z,2)] < Ly — 2l

Lipshitz kogulu saglanirsa y € C[0, h] tektir [2].
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4. BOLUM

4.1 HOMOTOPI KAVRAMI

Bu boéliimde yari-analitik bir metod olan homotopi analiz metodu verilecek. Homotopi
analiz metodu, topoloji ve diferensiyel geometride temel bir yapi olan homotopi kavramina
dayanir. Bu nedenle ilk olarak homotopiden bahsedilecek.

Homotopi kavramin ilk olarak Fransiz matematikgi Jules Henri Poincare’(1854-1912)
tarafindan incelenmigtir [23]. Daha sonra L. E. J. Brouwer tarafindan genel tanimi
yapilmugtir [58]. Kisaca bir homotopi siirekli varyasyon veya deformasyonun bir tiirii
olarak tanimlanabilir. Ornegin, bir cember bir elipse veya bir kareye siirekli olarak de-
forme edilebillir ya da bagka bir 6érnek olarak; bir kahve fincaminin sekli bir simitin gekline
stirekli olarak deforme edilebilir. Buna ragmen fincanin gekli bir futbol topunun sgekline
donitigtiiriilemez. Bu ¢rnekten hareketle, bir homotopi baz1 yénlerden benzer ozellikler
iceren farkl yapilar arasinda tanimlanir [59].

Ornegin; z € [0,1] araliginda iki farkl fonksiyon sin(rz) ve 8z(z — 1) olsun. Bu iki

fonksiyon arasinda
H(z;q) = (1 — ¢)sinmz + ¢[8z(x — 1)]

seklinde bir homotopi kurulabilir. Homotopideki ¢ € [0, 1] "homotopi parametresi" olarak

adlandirihr. Burada H(zx,q) sadece x’ e degil ¢’ ya da bagh oldugundan ¢ = 0 i¢in
H(z;0) =sin7z, z € [0,1]

ve ¢ = 1 igin
H(z;1) =8z(x — 1), z €10,1]

olur. Boylece ¢ € [0, 1] homotopi parametresi 0’ dan 1’e artarken H (z; q) fonksiyonuda bir
trigonometrik fonksiyondan bir polinom fonksiyona siirekli olarak degisir. Topolojide bu

yap1t homotopi olarak adlandirilip sin 7z ile 8x(x — 1) aralarinda homotopiktir denir ve
H;sinmzx ~ 8x(x — 1)
ile gosterilir.
Bununla birlikte sin x fonksiyonu,

1, <0
Sx)=49 0,z=0

-1, >0



seklinde parcali fonksiyona siirekli olarak deforme edilemez yani aralarinda bir homotopi

kurulamaz [59].

Tanim 4.1.1

X ve Y iki topolojik uzay, f(z) ve g(z) de bu uzaylarda tanimh siirekli iki fonksiyon
olsun. H : X x [0,1] — Y siirekli bir déniigiim olmak iizere x € X igin H(z;0) =
f(x) ve H(x,1) = g(x) esitlikleri saglaniyorsa H doniigiimiine f(x) ve g(x) arasinda bir
homotopidir denir [59].

Eger f ve g homotopik ise o zaman bir parametre ailesi tanimlanabilir. Burada homo-

topi ailesi;

{Hy:qe[0,1]} (4.1)
seklindedir ve parametre ailesi,

H:Rx[0,1] - R
siirekli fonksiyonlarin bir parametre ailesidir ve bu fonksiyon,

Hy(z) = (1-q)f(z) +qg(z), Vz €R, g€ [0,1] (4.2)

olarak tamimlanir. Burada; Hy(z) = f(z) ve Hi(x) = g(z) dir.

Iki fonksiyon arasmnda birden fazla homotopi tanimlanabilir [58]. Soyle ki; X =Y =
R™, z € R™ olmak iizere f(z) = z, g(x) = 0 bi¢giminde tammlansin. H : R" x [0,1] —
R"™ H(z,q) = (1 —q)f(z) seklinde tanimlanan H doniigiimii f ve g arasinda bir homoto-
pidir. Yine, H : R" x [0,1] — R", H(z,q) = (1 — ¢*) f(z) seklindeki H doniigiimiide f ve

g arasinda bir homotopidir.

Tanim 4.1.2
f:X =Y, g: X — Y siirekli doniigiimler ve A C X olsun. Vg € [0,1] ve Va € A
icin H(a,q) = f(a) = g(a) olacak sekilde H : X x [0,1] — Y homotopisi varsa f ve g

doniistimleri A alt kiimesine gore homotopiktirler denir [58].

Tanim 4.1.3

f,9 :[0,1] — X tammlanan siirekli doniigiimler olmak iizere, f ve g aym x
baglangig ve z1 bitig noktalarinda sahip iseler Vp,q € [0,1], H(p,0) = f(p) ve H(p,1) =
g(p), H(0,q) = xo ve H(1,q) = x1 olacak sekilde H : [0,1] x [0,1] — X doniigiimii varsa

H’ ye f ve g arasindaki yol homotopisi denir [58].
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Tanim 4.1.4
¢, ¢ homotopi parametresinin bir fonksyonu olsun. m > 0 bir tamsay1 olmak iizere;

1 9"9(q)

q=0
seklinde tanimlanan D,,(¢)’ ye ¢’ nin "m. mertebeden homotopi veya deformasyon tiirevi"
denir. Bu tiirev yiiksek mertebeden deformasyon denklemlerini tiiretmek i¢in kullanilir

[58].

4.2 HOMOTOPi ANALiZ METODU

Homotopi analiz metodu 4.1 béliimiinde bahsedilen topolojinin temel bir yapisi olan
homotopi tizerine kurulmustur. Metodun temel yapisini anlatabilmek icin agagidaki rnegi
goz oniine alalim.

Statik durumda bagimsiz bir kiire diisiinelim. ¢ zamani, U(¢) kiirenin hizi, m kiitlesi
ve g yer cekim ivmesi olsun. Kabul edelim ki kiiredeki hava rezisdansi aU?(t) olsun.
Bu ifadedeki a bir sabittir. Newton’ nun ikinci hareket kanunundan; (net kuvvet=kiitle

agirhigi-ortam kuvveti veya yay kuvveti)

m%?) =mg — aU%(t) (4.3)

yazilabilir. Bu denklemin baslangic sarti,
U@)=0 (4.4)

geklindedir. Fiziksel olarak sabit bir Uy, hizina ulagincaya kadar bagimsiz kiirenin hizinin

yercekiminden dolay: arttigr sdylenebilir. Boylece U(t) ¢oziimii bilinmese bile (4.3) denk-

leminden Uy, hizinin limitinden,
Uy = 1| —2 (4.5)

ifadesi elde edilir. Kullamlan Uy, ve Uy /g terimleri sirasiyla karakteristik hiz ve zamamn

gostermek tizere;

- <U—;°> LU = UV (D), (4.6)
olur. Bu ifadelerden hareketle boyutsuz,

V() +V3t)=1,t>0 (4.7)
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denklemi elde edilir. Bu denklem,
V(0)=0 (4.8)

baslangi¢ sartina sahiptir ve £ zamani, V(t) ise t’ ye bagh tiirevi ifade eder. Acik olarak;
t — oo iken £ — oo ve U(t) — Uy oldugunu soyleyebiliriz ve (4.7) ile (4.8) denklemlerinin

¢oziilmesine ihtiya¢ duyulmaksizin (4.6)’ den,

lim V(t) =1 (4.9)

t—oo

ifadesi bulunur. (4.8) baglangig sarth (4.7) denkleminin tam ¢oziimii;
V(t) = tanh(t) (4.10)
seklindedir [23].

4.2.1 Sifirinc1 Mertebeden Deformasyon Denklemi

Vo(t), V(t)’ nin baglangig yaklagimi olmak iizere (4.8) baglangig adim
V0(0) =0 (4.11)

olsun. ¢ € [0, 1] homotopi parametresi olmak iizere homotopi analiz metodu V(t) — ®(¢; q)
siirekli hareketine dayanir. Yani, g parametresi 0’ dan 1’ e yaklagirken ®(¢;¢q)’ da Vp(t)
baglangig yaklagimindan V'(t) tam ¢oziimiine yakinsar. Bu ifadenin saglanabilmesi igin
yardimeci lineer operator,

0%(t; q)

LB (t; )] = 7()

+72(1)2(t; q) (4.12)

olarak secilebilir. Burada 7;(t) # 0 ve v,(t) # 0 sonradan belirlenecek olan reel fonksi-

yonlardir. (4.7) denkleminden lineer olmayan operatorii ,

0®(t; q)
ot

N[®(t;q)] = +®%(t;q) — 1 (4.13)

seklinde tamimlanabilir. & # 0 ve H(t) # 0 ifadeleri sirasiyla yardimecr parametre ve

yardimei fonksiyon olmak iizere g € [0, 1] parametresi kullanmlarak homotopi tanimindan,
(1 — @)Lt q) — Vo(t)] = haH(t)N[®(t; q)] (4.14)
denklemi yazilabilir. Bu denklemin baslangi¢ sarti;
®(0;9) =0 (4.15)
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seklindedir.

Burada asil vurgulanmak istenen, i yardimci parametre, H(t) yardimc: fonksiyon,
Vo(t) baglangic sart1 ve L yardimcr lineer operatoriin keyfi se¢imidir. Bu keyfi se¢im
homotopi analiz metodunun gegerliligi ve esnekliginde ¢ok ¢nemli bir rol oynar.

q = 0 oldugu zaman (4.14) denkleminden,
L[®(t;q) — Vo(t)] =0 (4.16)
bulunur. Bu denklem,
B(0;0) = 0 (4.17)

baslangi¢ sartina sahiptir. (4.11) ve (4.12) denklemleri goz éniinde bulundurularak (4.16)
ve (4.17)” den

O(t;0) = Vo(t) (4.18)

elde edilir.

g = 1 oldugu zaman ise (4.14) denkleminden
RH (t)N[®(t;1)] = 0 (4.19)
yazilabilir. Bu denklem,
B(0;1) =0 (4.20)

baslangig sartina sahiptir. i # 0 ve H(t) # 0 olmak iizere (4.13) denkleminden (4.19) ve

(4.20) denklemleri yukarida verilen (4.7) ve (4.8) denklemlerine esit olur ve
D(t;1) =V (¢t) (4.21)

ifadesi elde edilir.

Boylece (4.18) ve (4.21) denklemlerine gore; ¢ parametresi 0’ dan 1’ e artarken ®(¢;q)
¢oziim fonksiyonuda Vj(t)’ den V' (¢t)’ ye gider. Topolojide bu durum "deformasyon" olarak
adlandirihr. (4.14) ve (4.15) denklemlerine de "sifirmci mertebeden deformasyon denklem-
leri" denir. Sonucta ®(t; q) fonksiyonu 0 < ¢ <1 i¢in (4.14) ve (4.15) sifirinct mertebeden
deformasyon denklemlerinin ¢oziimiidiir.

®(t;q)’ nun ¢’ ya gore m. mertebeden tiirevi;

_0M(tq)

W=

(4.22)
q=0
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seklindedir. Vo[m} (t) (m=1,2,3...) m. mertebeden deformasyon tiirevinden V,,(t);

V) 1 ame(tg)
m!  m!  Ogm

(4.23)

q=0
seklinde tanimlanir.

Taylor teoremi kullanilarak, ®(¢; q) ¢oziim fonksiyonu ¢’ ya goére bir kuvvet serisine,

D(t;q) = D(£;0) + i mi ot Q) " (4.24)
e (42

q=0

seklinde acilir. (4.18) v 3) denklemlerinden yukaridaki kuvvet serisi:

D(t;q) = ©(t;0) + i Vi (t)g™ (4.25)
m=1

olur.
h yardimc1 parametre, H(t) yardimer fonksiyon, Vj(t) basglangic sart1 ve L yardimc
lineer operatorii ¢ = 17 de yakinsak olan (4.25) serisine uygun olarak secilir. O zaman

g =1 i¢in (4.25) serisi;
O(t;q) = Vo) + Y Vin(t) (4.26)
m=1

formundadir. Burada (4.21) denkleminin goz 6niine alinmasiyla

DS V) (427)
m=1

bulunur. V,,(t) (m = 1,2,3,...) terimleri Vy(¢) baslangi¢ yaklagimi ile V'(¢) tam ¢oziimii

arasindaki iligkiyi saglayan ¢oziim elemanlaridir [23].
4.2.2 Yiiksek Mertebeden Deformasyon Denklemi

Vo = {(Vo(), i(®), -, Va(0)}

vektorii tanimlansin. (4.23) tanimina gore, yonetici denklem ve V;,,(¢)’ nin baglangig yak-
lagimi, (4.14) ve (4.15) sifirinci mertebeden deformasyon denklemlerinden gikartilabilir.
(4.14) ve (4.15) denklemleri, g parametresine gore m-kez diferensiyellenip ve ¢ = 0 igin

kurulduktan sonra m/! ile béliiniirse m. mertebeden deformasyon denklemi,

L[Vin(t) = xVin-1(8)] = hH () Rin(Vin—1) (4.28)
olarak elde edilir. Bu denklemin baglangic sarti,

Vm(0) =0 (4.29)
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seklindedir.

Burada;
- 1 O IN[®(t; q)]
Ry (Vin—1) = : 4.30
N s Y =0 (4.30)
ve
0, m<1
= (4.31)
1L, m>1
ise tanmimlanan ©zel bir fonksiyondur [23]. (4.13) ve (4.30) denklemlerinden,
m—1
Ron(Vin-1) = Vi1 () + D Vi(t)Vim-1-5(t) — (1 = x) (4.32)
5=0

ifadesi elde edilir. Bu denklem (4.28) ve (4.29) denklemlerinden elde edilen
Vo(t), Vi(t),...,Vi(t)

terimlerine baghdir. Boylece L yardimci lineer operatoriiniin (4.12) tamimina gore (4.28)
denklemi (4.29) baslangi¢ sartina sahip lineer birinci mertebeden bir diferensiyel denk-
lemdir. Boylece (4.28) ve (4.29) yiiksek mertebeden diferensiyel denklemlerinin V()
¢oziimii kolaylikla hesaplanabilir. Burada o6zellikle vurgulanmak istenen durum, (4.7) ve
(4.8) ile verilen lineer olmayan problemin (4.28) ve (4.29) yiiksek mertebeden deformasyon
denklemleri ile lineer alt problemlerin sonsuz bir grubuna doéniistiiriildiigiidiir. Bu alt prob-
lemlerin V,,,(t) ¢oziimlerinin toplami tam ¢oziime yakinsar. Bununla birlikte bu metot da,
denklemde veya baglangig/ sinir sartlarinda her hangi kiigiik yada biiyiik bir parametreye
ihtiyac duyulmaz.

Vin(t)’ nin m- inci mertebeden yaklagima,
V)~ Val(t) (4.33)
n=0

ile verilir. (4.14) sifirinci mertebeden deformasyon denklemi; L yardimc: lineer opera-
torii, Vp(t) baglangi yaklagimi, i yardimer parametre ve H(t) yardime: fonksiyonuna bagh
olarak belirlenir. V' (¢)’ nin belirlenmesinde bu terimlerin se¢iminin 6énemi ileriki kisimlarda

acik olarak verilecek [23].

Teorem 4.2.1 (Yakinsaklik Teoremi)

(4.31) ve (4.32) ifadeleri altinda (4.28) ve (4.29) yiiksek mertebeden deformasyon denk-
lemleri ile elde edilen V;,(t) ¢oziimleri i¢in (4.27) serisi yakinsak ise V() ifadesi (4.8)
baglangig sarthi (4.7) denkleminin tam ¢oziimiidiir [23].
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yazilabilir ve buradan

lim Vi, (t) =0 (4.34)

m—00

elde edilir.

X, in (4.31) tanimi kullanihirsa;

n

Z [Vm(t) - vam—l(t)]
m=1

= V+(Ve-W)+Vz-Vo)+...4+ (Vo — Vi1)

=V,

bulunur. (4.34) ifadesinden ise

Vin(t) = X Vin—1(t)] = lim V,(t) =0

n—oo

NE

3
[N

yazilabilir.

Ayrica yukaridaki ifade ve L’ nin (4.12) tammindan;

[M]8

LIV () = X Vi1 (8)] = L [Vin(t) = X Vin1 ()] = 0

m=1

3
I

elde edilir. Bu ifade ve (4.28)’ den ise

L[Vin(t) = X Vin-1(8)] = RH(t) > Rpn(Vin-1) = 0.

[M]8

3

[N
3
I

h # 0 ve H(t) # 0 oldugundan,

Ry(Vin—1) =0 (4.35)

NE

1

3
Il
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yazilabilir. (4.32)” den ise

0o 0o m—1
Z Rm(vm—l) = Z [Vm—l(t) + Z Vj(t)vm—l—j(t) - (1 - Xm)]
m=1 m=1 7=0
0o co m—1
= YV 14 3 VitV (0)
m=0 m=1 j=0
= SV 143 S VOV ()
m=0 7=0m=3+1
= > Val®) =1+ Vi)Y Vi(t)
m=0 7=0 =0
= S(t)+5%(t) -1 (4.36)

bulunur. Boylece (4.35) ve (4.36) denklemlerinden;

SO) = 3" Vn0) = Vo(0) + 3 Vinlt) = 1o(0) = 0
m=0 m=1

elde edilir. Yani yukaridaki iki ifadeye gore S(t), (4.8) baslangi¢ sarthi (4.7) denkleminin
tam ¢oziimiidiir.

Bu teorem, ¢oziim serisinin yakinsakligini gosterdiginden onemlidir. Agik olarak soyle-
nebilir ki (4.27) serisinin yakinsakligi; /i yardimer parametresine, H (t) yardimer fonksiyo-
nuna, Vp(t) basglangic yaklagimma ve L yardimc lineer opeeratoriine baghdir. Bununla
birlikte metod bu terimleri segmemizde bize biiyiik bir keyfiyet saglar. Bu ifadelerin uy-
gun segimiyle 0 < t < ¢y bolgesinde (4.27) serisi tam ¢oziime yakimsak olur. Sonugta
yakinsaklik teoremi ve terimlerin keyfi secimleri arasindaki kombinasyondan homotopi

analiz metodu’ nun gegerliligi ortaya gikar.

4.2.3 Homotopi Analiz Metodu ile lgili Bazi1 Temel Kurallar

Yukarida %, H(t), Vo(t) ve L nin belirlenmesinin keyfi oldugundan bahsettik. Bu
keyfi secimde bazi temel kurallara ihtiya¢ duyulmaktadir. $Soyle ki; verilen bir lineer
olmayan problemde, homotopi analiz metodu temel fonksiyon olarak adlandirilan yapilarin
uygun bir se¢imine dayanir. Lineer olmayan bir problemin ¢oziimiinde birden fazla temel
fonksiyon kurulabilir ve en uygun temel fonksiyonla birlikte verilen lineer olmayan denklem
icin en iyi yaklagim elde edilir.

Baslangic, siir gart1 veya lineer olmayanlik gibi bir cok durumda temel fonksiyon lineer

olmayan problemin coziimiine ihtiya¢ duyulmaksizin ¢oziime uygunluk gosterir. Ornegin;
{ex(t)/ k=0,1,2,...} (4.37)
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ifedesi bu boliimde 6rnek olarak ele alinan problem igin temel fonksiyonlarin kurumudur.

Coziim serisini,
V()= caex(t) (4.38)
n=0

seklinde gosterelim. Buradaki ¢,,’ ler keyfi sabitlerdir. Temel fonksiyonun belirlenmesiyle;
L yardima lineer operatorii, H(t) yardimer fonksiyonu ve Vj(t) baglangic yaklagimi uygun
olarak secilebilir. Boylece; L, H(t) ve Vj(t) ifadelerinin se¢imi igin temel bir kural elde

" olarak

edilmig olur. Bu kural "¢oziim ifadesinin kurali (the rule of solution expression)
adlandirilir ve homotopi analiz metodu igin énemli rol oynar.

Yukaridaki ifadelerde, reel bir f(x) fonksiyonu bir ¢ok temel fonksiyonla ifade edilebilir.
Uygun temel fonksiyonun se¢iminde de verilecek olan kurallarin énemi biiyiiktiir.

Bir diger kuralda H (t) yardimci fonksiyonun segiminde baz simmirlamalar getiren "kat-
saymin ergodikligi kuralidir (the rule of coefficient ergodicity)". Bu kural (4.38)" de ki gibi
¢, katsayilarimin biitiinliigiinii saglamak igin olugturulmustur.

(Coziim ifadesinin kurali ve katsayilarin ergodikligi kurallar ile yardimer fonksiyon tek
olarak belirlenir ve yiiksek mertebeden deformasyon denkleminin ¢oziimiiniin saglandig

goriiliir. Bu ifade ise " ¢oziimiin varhigi kural olarak adlandirilir".

4.2.4 Coziim Ifadeleri
Homotopi analiz metodunda temel fonksiyonlarin kurulmasiyla farkli ¢oziimler elde
edilebilir. Bu boliimde daha 6nceki boliimde verilmis olan kurallar goz oniinde bulun-

durularak bir ¢ok farkli temel fonksiyonun nasil elde edilecegi verilecektir.

4.2.4.1 Polinom Fonksiyonlariyla ifade Edilen Coziim

(4.7) ile verilen denklemin pertiirbasyon metodu ile ¢ziimi,

1 2 17
Viper(t) =t — st3 4+ —° — —

7 2n+1 4
3 15 315t + ...+ Za2n+1t ( 39)

n=0

seklinde olup, bu ifade ¢’ nin bir kuvvet serisidir [23]. Bu ¢oziimden hareketle,
{1 ) m=0,1,2,...} (4.40)

seklinde bir temel fonksiyondan bahsedebiliriz. Yani V (¢),

V()= amt®™"! (4.41)
m=0
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formundadir. Buradaki a,,’ ler katsayilardir. Boylece ilk kural olan ¢oziim ifadesinin

kurali saglanmig olur. Bu kural altinda basglangi¢ sartini géz 6niine alirsak
Vo(t) =t (4.42)

alinabillir ve yardimc1 lineer operatorde,

0P(t;
L[®(t;q)] = ((% 2 (4.43)
olur. Bu operator,
LiCh] =0 (4.44)

ozelligine sahiptir. Burada Cj integral sabitidir ve (4.29) baglangi¢ sart1 ile belirlenir.
Boylece (4.41)” dan H(t) yardimcr fonksiyonunu

H(t) =% (4.45)

olarak alirsak, yiiksek mertebeden deformasyon denklemi
t
Vin(t) = X0 Vin—1(t) + h/T%Rm(le)dT +C4
0

olur. Burada; k < —1 oldugu zaman V,,(t)’ nin ¢oziim ifadesinde ¢t~! terimi olusur ki bu
durum (4.41) ile verilen ¢oziim ifadesinin kuralina uymaz. k& > 1 oldugu zaman V,,(t)’
nin coziimiindeki ¢3 teriminin katsayis1 daima sifir oldugundan yaklasim sonsuza kadar
gitse bile t3 terimi elde edilemez. Buda katsay1 ergodikligi kuralina aykir1 bir durumdur.

Boylece her iki kuralin saglanmasi igin k£ = 0 olmahdir. Boylece H(t) yardime: fonksiyonu,
H(t)=1 (4.46)

olmak tizere tek olarak belirlenir. Boylece, ¢oziim serisi

1
Vi(t) = ght3,

1 2
Va(t) = Zh(l+ h)ts + 1—5h2t5,

1 2 17
Vi(t) = §h(l + )23 + 1—5712(1 + ) 4+ ——

R3t7
315

elde edilir. V,,(¢)’ nin m. mertebeden yaklagimu,

m m

V() =Y Vi) = pg" (W)aznat™™ ] (4.47)

k=0 n=0
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olarak yazilabilir. g, katsayilar (4.39) pertiirbasyon ¢oziimiinde olusan katsayilara
benzerdir ve p"" (h) fonksiyonu,
— (n—1-j :
i = > (M ey (1.48)
— J
7=0
ile tanimlanir.
Vo(t) baglangig yaklagimi, L yardimei lineer operatorii ve H(t) yardimer fonksiyonunun
kurallar dogrultusunda belirlenmesine ragmen, h yardimci parametresinin belirlenmesinde

keyfi bir durum s6z konusudur. (4.47) denklemi, & yardimc1 parametresine bagh ¢oziim

ifadelerinin bir ailesini gosterir. (4.48) bagimtisindan
pe (1) =1, n<m (4.49)

yazilabilir.

n herhangi sonlu bir tamsay1 olmak {iizere

1, |14l <1icin
lim " () = LAl <Tig (4.50)
meee 00, |1+ h|>1igin

ifadesi elde edilir. Boylece i = —1 oldugu zaman (4.49), (4.47) ve (4.39) denklemlerinden;
V(t) = Vper(t) (4.51)

sonucuna varilir. Boylece (4.39) pertiirbasyon ¢oziimii, Lyapunov’ un kiigiik yapay para-

metre metodu ile verilen

1 3 2 5 7 2n+1
— E =1 4.52
Vit)=t 3t + 15t 315 Qon+1t , (e=1) (4.52)

¢oziimii [23] ve Adomian ayrisim metodu ile elde edilen

1, 2
V(t)=t—st3 4+ —t° — i 4.
0 3" 715 315 ZO@ (4.53)

¢oziimii [23], (4.47) ¢oziim ifadesinin 6zel durumlaridir. Yani; (4.47) ifadesi pertiirbasyon
metodu, Lyapunov’ un metodu ve Adomian Ayrisim metodu ile elde edilen ¢oziimleri
igerdigi icin daha geneldir.

(4.47) ¢oztimiindeki katsayilar i yardimer parametresine baghdir. (4.50)" e gore (4.47)
igin gerekli sart |1 + A| < 1’ de yakinsak olmasidir. Yani,

—2<h<0
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olur.
(4.47)’ nin yakinsaklk bolgesi;
2
<t — —1
ST
seklindedir. Burada, py ~ 3/2 terimi (4.39) pertiirbasyon ¢ziimiiniin yakinsaklik yarigapi-
dir. Boylece h — 0 iken (4.47) ¢oziim serileri,

0<t< o

bolgesinin tiimiinde V' (t) = tanh(¢) tam ¢oziimiine yakinsar.
Biitiin bilinen analitik tekniklerin aksine i’ in uygun bir degerinin segilmesi ile (4.47)

¢Oziim serisinin yakinsaklik bolgesinin kontrolii ve ayarlanmasi yapilabilir.

4.2.4.2 Kesirli Fonksiyonlarla ifade Edilen Céziim
(4.47) ¢oziim ifadesi i — 0 iken (—1 < h < 0),

0<t< 0

bolgesinin tiimiinde gegerli olan (4.40) temel fonksiyonlar: ile verilmesine ragmen 7’ in
tam degerinin daha kiiciik oldugu durumlarda daha yakin sonuclar vermesi yiiksek bir ih-
timaldir. Bu diigiinceden polinomal fonksiyonlarin (4.40) ciimlesinin 0 < ¢ < oo bolgesinin

tiimiinde V'(¢) igin en uygun yaklagim oldugu stylenemez.

Burada;
) 1
lim ——— =0, m>1
t—oo (14 t)™

limitini ele alalim boylece temel fonksiyon ciimlesi
{148/ m=0,1,2,...} (4.54)

seklinde t — +o0 iken sonlu bir degere sahip olur. Kabul edelim ki V' (¢) ¢oziimii

400 bm
V(t) = mzzo Trom (4.55)

ile ifade edilebilsin ve by, katsayilar olsun. Bu ifade bize (4.7) probleminin "¢6ziim ifadesinin
ikinci kuralim" verir.

Coziim ifadesinin ikinci kural altinda; (4.8) baglangic sart: ve (4.9) limiti goz oniine
alimarak V' (¢) nin baglangig yaklagimini
Vo(t) = 1 — —— (4.56)
1+t
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yardimeci lineer operatorii,

0%(t; q)

Lid(tig)] = 1+

+ (t;q) (4.57)

ve (5 integral sabiti olmak iizere

L< Cs > =0 (4.58)

1+1¢

olarak segebiliriz. L’ nin (4.57) tanimu ile (4.28) yiiksek mertebeden deformasyon denk-

leminin ¢oziimii,

¢
h Cy
m — m— Pu— H P 21
Vin(#) = X Vim.( 1+t/ ~1)dr +1+1t m
0

seklinde olur. Cs, (4.29) baslangig sarti ile belirlenir. Yine (4.55) ile gosterilen ¢oziim

ifadesinde ¢oziimiin ikinci kural ve (4.28) denklemlerinden H (¢) yardimc: fonksiyonu,

1

H(t) = (1+t)F

(4.59)

seklinde olmahdir. Buradaki k& bir tamsayidir. k& < 0 oldugunda (4.28) denklemi;

In(1+1¢)
141
terimini igerir ki bu durum (4.55) ile verilen ¢6ziimiin ikinci kuralina aykiri bir durumdur.
k > 1 oldugu zaman (1 + t)~2 teriminin katsayisi sifir oldugundan V;,(t)’ nin ¢oziim
ifadesinde (1+¢)~2 terimi bulunmaz. Bu durum yine katsayilarin ergodikligi kuralina aykir:
bir durumdur. Her iki kuralin saglanmabilmesi igin k£ = 1 olmak zorundadir. Boylece H (t)

fonksiyonu,

1

HO =17

(4.60)

seklinde tek olarak belirlenir. Sonucta;

h 2h h
i) = T T Ay
7 1 2a(1+h) 7 1
- — —hl14+—=
Va(t) h( 12h>1+t+ fEDE h( +12h> TEDE
10h2 5h2

3(14+1)*  4(1+1)2

terimleri elde edilir [23].
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Vin(t)” nin m-inci mertebeden yaklagimu;

2m+1
V(t) ~ ZO f{”fgz (4.61)

ile ifade edilir. Burada f,,,," ler i’ a bagh katsayilardir.
Sonug olarak (4.61) ¢oziimii ve (4.39) pertiirbasyon ¢oziimii arasindaki iligki incelenirse

h=-—1ve

1
—  =1—t4+ -+ ..
1+t * *

olmak tizere (4.61)" da V'(¢)’ nin 10. mertebeden yaklagim

1, 2 1 2
V(t)~t——t3+—t5——7t7+6—

9
3 ) 315 2835t T

seklindedir. Bu ifadenin ilk bir kag terimi (4.39) pertiirbasyon serisindeki terimlerle

aynidir.

4.2.4.3 Ustel Fonksiyonlarla ifade Edilen Coziim
Biliyoruz ki;
lim exp(—nt) =0, n>1

t—oo

dir. Boylece bir temel fonksiyon ¢t — oo iken
{exp(—nt)/ n > 0} (4.62)

seklindeki sonlu bir deger ile ifade edilebilir. (4.9) limiti gz 6niine alindiginda yukaridaki

temel fonksiyonun (4.40)" den daha iyi sonug verdigi goriiliir. Kabul edelim ki, V'(¢)
V()= coexp(—nt) (4.63)
n=0

ile ifade edilsin ve ¢,’ ler de katsayilar olsun. Bu (4.7) problemi igin "¢oziim ifadesinin
tigiincii kuralim" verir.

(4.8), (4.9) ve ¢oziim ifadesinin iigiincii kuralindan V' (¢)’ nin baglangig yaklagimi olarak

Vo(t) =1 —exp(—t) (4.64)
alinabilir;
L[Csexp(—t)] =0 (4.65)
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olmak iizere,

Li®(t;q)] = % + @(t; q) (4.66)

yardimer lineer operatorii segilebilir, burada C3 bir integral sabitidir. Bu durumda (4.28)

m. mertebeden deformasyon denklemi;
¢
Via(t) = xon Vin 1 (6) + I / exp () H () R (Vi1 )dr + Cs exp(—t), m > 1
0

seklini alir. Cs, (4.29) baglangig sart1 ile belirlenir. (4.28) ve (4.63) ile gosterilen ¢oziim
ifadesinin tigiincii kuralindan H(¢) yardimer fonksiyonu

H(t) = exp(—kt) (4.67)
olmalidir. k£ < 0 oldugu zaman (4.28) denklemi;

texp(—t)

terimini igerir. Bu durum (4.63) ile gosterilen ¢oziim ifadesinin ii¢iincii kuralina uyma-
maktadir. k& > 2 oldugu zaman exp(—2t) teriminin katsayisi (4.28) denkleminde daima
sifir olur ki bu durum katsayilarin ergodikligi kuralina uymaz. Boylece her iki kuralin

saglanabilmesi i¢in k = 1 olmasi gerekir. k£ = 1 oldugu zaman,
H(t) = exp(—t) (4.68)

olacak sekilde tek olarak belirlenir. Buradan,

h _ _ h _
Vi(t) = —5¢ !+ he Qt—ge 3t
_ h hY 4 h\ —or D —3t
Va(t) = 2<1+2>e +h<1+2>e 2(1+h)e
h —4t h2 —5t
+26 46 ,

olur. V(¢)’ nin m-inci mertebeden yaklagimi;

2m—+1
V() ~ Y Ymn(h) exp(—nt) (4.69)
n=0

seklindedir ve 7,, ,(h) terimi 7’ a bagh bir katsayidir.
(4.69) ¢oziim serisi 0 < ¢t < oo bolgesinin tiimiinde tanimhdir. &’ m ayni degerlerinde

(4.69) ¢oziim serisinin (4.61)” dan daha hizli yakinsadig1 goriiliir ve i = —1 oldugu zaman
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(4.69)’ iin 10. mertebeden yaklagimi bile tam ¢oziime yakinsar. Sonugta; (4.69) serisinin
(4.61)’ dan daha etkili oldugu ve yine (4.61) ifadesinin (4.47)" den daha etkili oldugu
soylenebilir. Boylece verilen bir lineer olmayan problemin HAM ile ¢oziimiinde temel
fonksiyonun iyi se¢iminin ¢ok énemli oldugu goriiliir [23].
V(t)’ nin (4.74) m-inci mertebeden yaklagimi agik olarak,
V(t) ~1+2 i[(—l)” exp(—nt)] g " <§) —exp(—t) [(1 + g) + gexp(—Zt)} m, (4.70)
n=1
seklinde verilebilir. py""(x) fonksiyonu (4.48) ile belirlenir. (4.49) ifadesinden dolay:
h = —2 oldugunda

V(t)~1+2 Z(—l)” exp(—nt)] + (=1)™ " exp[—(2m + 1)t] (4.71)

elde edilir.
(4.10) tam g¢oziimii;

o0

V(t)~1+2) (—1)"exp(—nt)] (4.72)

n=1
seklindeki bir seriye agilabilir. Bu seri 0 < t < oo bolgesinde tam ¢oziime yakinsar, fakat

t = 0 noktasinda ya 1 ya da —1 verildiginde yakinsaktir. Bununla birlikte;
(1) exp[—(2m + 1)]

seklindeki ilave bir terim ile (4.71) ifadesi ¢ = 0 noktasinda 0 < ¢ < oo bolgesinin tiimiinde

tam ¢oziime yakinsar. (4.71) ile verilen V' (¢)’ nin
V(t) = 1—2exp(—2t) + 2exp(—4t) — 2exp(—6t) + exp(—Tt) (4.73)

seklindeki 3. mertebeden yaklagimi bile tam ¢oziime yakinsar.

Burada yaklagimi genigletmeyen,
In(1+¢)/(1+1), texp(—t)
gibi terimlerin olugsmasindan kaginilir. Baz1 pertiirbasyon teknikleri, ¢éziimlerinde
tsint, tcost

gibi sekiiler terimlerin olusmasindan kaginilacak sekilde gelistirilmiglerdir.

V(t) ifadesi,
{t™ exp(—nt)/m >0, n > 1} (4.74)
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temel fonsiyonlari ile ifade edilebilir. (4.64)" da ki gibi benzer baglangig sartlar kullanilir.

Yardimer lineer operatorde (4.65) ile aymdir, fakat yardimicr fonksiyon,
H(t)=1 (4.75)

olacak sekilde (4.68)’ den farklidir. Benzer yollarla V' (¢)’ nin m- inci mertebeden yaklagimi

elde edilebilir ve bu yaklagimi agik olarak;

m+1m+1—-n N (*nt)k
Vieym1+2> > o™ (n) [(1)” o exp(—nt) (4.76)
n=1 k=0

seklinde ifade edilir. Burada;
m,n,k 1 m,n+k m,n+k—
oo™ (h) = 5l ™ R) + g ()] (4.77)

dir.

"Sonug olarak styleyebiliriz ki; homotopi analiz metodunda V' (t) ¢oziimii (4.40), (4.54),
(4.62) ve (4.74) seklindeki dort farkli temel fonksiyon ile ifade edilebilir, buna ragmen
ornek problemin tek bir ¢oziimii vardir. Sonugta; (4.47), (4.61), (4.70) ve (4.76) ¢oziim
ifadelerinin ailesi elde edilir. Teorik olarak bu ¢oziimlerin hepsi; 0 < t < 400 bolgesinde
V(t) = tanh(¢) tam ¢ozilimiine yakinsaktir. Ancak (4.47) ¢oziimii diger ¢oziimlerden daha
az etkilidir. Ciinkii —2 < 2 < 0’ 1 verilen bir degeri i¢in sonlu bir bolgede yakinsak-
tir. Birbirleriyle kargilagtirildiklarinda; iistel kuvvetlere dayanan (4.70) ¢oziimiiniin, ke-
sirli fonksiyonlara dayanan (4.61) ¢oziimiinden daha iyi oldugu goriiliir ve polinom ile iistel
fonksiyonlarin birlegtirilmesiyle olusan (4.76) ¢oziimiiniin en etkili ¢6ziim oldugu goriiliir.
Boylece ele alinan 6rnek problem igin soylenebilir ki HAM ile verilen lineer olmayan bir
problemin ¢oziimii i¢in bir ¢ok farkli temel fonksiyon ifade edilebilir ve ¢oziim tek olsa bile
temel fonksiyonun iyi bir kurumuyla en etkili yaklagim bulunabilir [23].

Ele alinan bu 6rnek olduk¢a basittir ve tam ¢oziimii bilinmektedir. Bununla bir-
likte acikca gosterilmistir ki, HAM ile ¢oziim serisinin yakinsaklik bolgesi ve hiza A’ n
gecerlilik bolgesinde uygun bir secimiyle kontrol edilebilir ve HAM ile yakimsaklik bol-
gesinin genisletilmesine ihtiya¢ duymadan bile A’ 1n uygun sec¢imiyle ¢ok etkili bir ¢oziim
elde edilebilir. Ayrica ¢rnek problem icin baglangic yaklagimi, yardimei lineer operator ve
yardimeci fonksiyonun se¢iminde ¢oziim ifadesinin kurali ve katsayimin ergodikligi kuralinin

¢ok onemli bir rol oynadig gosterilmigtir.
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4.2.5 h Yardimci Parametrenin Rolii

Yukarida da ifade edildigi gibi HAM topolojinin temel bir kavrami olan homotopiye
dayanir. Sifirdan farkli & yardimci parametresi de geleneksel bir homotopiden daha genel
bir homotopi ile verilen sifirinci mertebeden deformasyon denklemi ile tanitilmigtir. Boylece
daha ¢nceden bilinen analitik tekniklerin aksine HAM, A yardimc1 parametresi ile ¢oziim
ifadelerinin bir ailesini olugturur. Sonugta ¢éziimiin yakinsaklik bolgesi ve hizi i yardimci
parametresine baghdir ve i degerinin uygun secimiyle genisletilebilir. Boylece HAM ile
yakinsaklik bolgesinin kontroliinde ve ayarlanmasinda uygun ve giivenilir bir yol saglan-
mig olur. Bu béliimde bir yardimei parametre ile serilerin yakinsaklik blgesinin gercekten
ayarlanabilecegi ve kontrol edilebilecegini gosterecegiz [23].

[k olarak, (4.47), (4.70) ve (4.76) ¢oziim ifadesinde olugan ve (4.48) ile verilen pg"" (h)
fonksiyonu HAM ile elde edilir. Ilging olan benzer tanimin Newton’ nun binom teore-
minden direk elde edilebildigidir [23].

Bunu gostermek igin ilk 6nce,

1 _ 2 3 1 . nyn
T Lt +..._n15n007§(—1) ", |t <1 (4.78)

serisinin goz oniine alalim.

1 n
1+t  (1—=x)

ifadesini verecek sekilde
x=1+h+ht
tanimlansin. |z| = |1+ A+ fit] < 1 ve |1 4+ A < 1 oldugu zaman yani,

—1<t<|—2|—1, —2<h<0

olur ve

1 h >
= = —h(1 243+ .. ) )=—h 1+ A+ ht)"
1 -2 Q+z+z+z"+...) E (1+ h+ ht)

n=0

elde edilir. Boylece,

1 , = .

ifadesi

2
—1<t<m—1, (-2<h<0)
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gecerli bolgesinde saglanir.

Burada;
hi(l+h+ht}”
n=0
- _p Sk (1 + B)" 7 (nt)*
>3 (3)
— —h ")+ Ryt
22 (u)
m m—k .
DI GURACILEDY (k?)(l +h)!
k=0 1=0

m—k .
R ST (T @4y
> (")

Mz I14:

(=Dt (h)

3
Il
o

ifadesi elde edilir. Bu son ifadedeki p™;" (k) fonksiyonu

P () = (=h)" nf (n I > (1+ny

=0 \ 7

seklindedir. (4.49) ifadesi ile kargilagtirilirsa;
m,n m—+1,n+1
p () = g (R
seklinde bir iligki bulunur. Boylece,

1 _ . - m+1,n+1 nan
T5i- Agnoo;#o (R)[(=1)"2"]

esitligi,

2
—1<t<w—1, (-2< h<0)

bolgesinde elde edilmig olur.

(4.79)

(4.80)

(4.81)

Agk olarak sirasiyla, h = —1 oldugu zaman —1 <t < 1’ de, h = —1/2 oldugu zaman

—1 <t <3 deveh=-1/50 oldugu zaman —1 < t < 9 bolgelerinin yakinsaklik bolgesi

oldugu goriiliir. Ozellikle i — 0 iken

—1<t<+4o0

yakinsaklik bolgesi olur. Boylece (4.81) serisinin yakinsaklik bolgesi i yardimei paramet-

resi ile ayarlanabilir ve kontrol edilebilir.
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4.2.6 Homotopi Analiz Metodu ve Homotopi Pertiirbasyon Metodu
Arasindaki Iligki

Bu kisimda Homotopi Analiz metodundaki # # 0 yardimci parametresinin i = —1
olmasi halinde Homotopi pertiirbasyon yontemine (HPM) karsihik geldigini gosterecegiz

[60]. Bunun i¢in
A(u) — f(r)=0, re Q2 (4.82)

lineer olmayan diferensiyel denklemini goz oniine alalim. A lineer olmayan bir operatér,
f(r) bir analitik fonksiyon ve u da bilinmeyen bir fonksiyondur. & # 0, H(t) # 0 olmak

iizere (4.14) denkleminden

(1 =q)L[v(r,q) —uo(r)] = qhH){ Alo(r, q)] — f(r)}, (4.83)

seklindeki sifirinci mertebeden deformasyon denklemi yazilabilir.

(4.83) denkleminde H(t) =1 ve i = —1 alirsak,

(1 —=q)L[v(r,q) — uo(r)] + ¢{Alo(r, )] — f(r)} =0, (4.84)

J. Huan He [61]-[62] tarafindan kurulan HPM bulunur. Benzer olarak J. Huan He o(r, q)
bilinmeyen fonksiyonun g parametresine gore Taylor serisine agilimini HAM da ki (4.25)

kuvvet serisine benzer olarak
i(r,q) = uo(r) + Z Una (T (4.85)

seklinde ele almigtir.

J. Huan He, HPM da Liao’ dan farkh olarak ¢’ yu kiiciik bir parametre olarak kabul
etmis ve (4.85) serisini (4.84) denkleminde goz oniine alarak u,, ¢dziim elemanlarini ¢’ ya
bagl denklemler ile olusturmustur. Iki metod arasindaki fark budur. Ayrica J. Huan He
¢aligmalarinda wu,, igin genel bir ifade vermemigtir. Bununla birlikte (4.85) ve L lineer

operatoriinii kullanarak

(1= q)L[i(r,q) —uo(r)] = (1—q)L Z Unn (7 ] =(1—q) Y Lum(r)g
= Lui(r))q + Z Lt (r) = tm—1(7)]g™ (4.86)

ifadesini elde etmigtir. Benzer gekilde;
Alo(r,q)]— f(r)=A [uo(r) + Z um(r)qm] — f(r) = So(r) + Z Sm(r)qg™ (4.87)
m=1 m=1
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esitligini yazmigtir. Analizin temel kuralina gore A(u) siirekli bir operator ise Sy, (r) tektir.
q = 0 igin (4.87) denklemi Sy(r) = Afug(r)] — f(r) olur. m > 1 i¢in (4.87) denklemi ¢’ ya

gore m-kez tiirevlenip ¢ = 0 icin seriye agilirsa;

= m!Sp(r)
q=0

bulunur. Bu son ifadede (4.30) 6zel fonksiyonu goz oniine alinirsa,

S (r) = % {dqimA [uo(r) + Z um(r)qm] }

m=1

= Rpy41(r), m>1 (4.88)
q=0

elde edilir. Boylece (4.85) serisi (4.84) denkleminde goz oniine alindiginda (4.87) ve (4.88)

denklemlerinden
Liuy (Mg + Y L{tm(r) — tm-1(r)lg™ + q {A[UO(T)] —fm+ > Rm+1(7“)qm}
m=2 m=1

= q{Llu(r)] + Aluo(r)] = F(r)} + Y {L[um(r) = wm-1(r)] + Rin(r)} g™ = (4.89)
m=2

denklemi bulunur. (4.28) yiiksek mertebeden deformasyon denkleminde i = —1 alirsak
(4.89) denklemi elde edilir. Yani He ¢aligmalarinda (4.27) ve (4.28) deformasyon denklem-

lerine benzer ifadeler kullanarak HPM’ yi kurmustur.
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5. BOLUM

Bu boliimde kesirli kablo denkleminin genel yapisi anlatildi ve daha sonra 4. boliimde
verilen HAM ile sayisal ¢oziimleri elde edildi.

5.1 KESIRLI KABLO DENKLEMIi

Kablo denklemi néronal dinamigi modellemek i¢in kullanilan en temel denklemlerden
biridir. Noronal dinamik "néron" adi verilen sinir hiicreleri iizerinde gergeklesir. Tipik
sinir hiicreleri, bir hiicre govdesi, dentrit ve bir aksonun bagli bulundugu somadan mey-
dana gelir. Hiicredeki sinaptik bilgi akigi, dentritler boyunca, hiicre membraninin i¢ tarafi
ve dig tarafi arasinda iyonlarin konsantrasyonunun degigmesi ile meydana gelir. Boylece
somada iyonlarin elektriksel difiizyonu ile bir postsinaptik potansiyel olugur. Somada ge-
len potansiyeller toplanir ve hiicre yanginin olugmasi ile bir aksiyon potansiyeli iiretilerek
akson boyunca iletilir ve bir sonraki uyariya kadar hiicre bagtaki konumuna geri gelir. Bir
sinir hiicresinin membrani boyunca olusan potansiyelin uzay-zaman degisimi i¢in olusan

standart matematiksel model kablo denklemidir.

Sinyal Génderen
Sinir Hicresi

Hicre Cokirdegi

Sekil 5.1. Iki sinir hiicresi arasinda gerceklesen hareket

Sinir hiicrelerinde gerceklegen noéronal dinamigin modellenmesi ile ilgili ilk ¢caligma Rall
tarafindan yapilmigtir [63]. Rall’ un bu konuya onciiliik eden galigmas: tek néronda veya
sinir kokiinde, yalmzca pasif sinyalin modellenmesinde devrim yaratmakla kalmamigtir,
ayni zamanda deneyin yorumlanmasima ve tasarimina da destek olmugtur [63]. Ayrica
bu galigma ile Kablo denkleminin farkli yaklagimlarimin sinir hiicrelerinde olusan daha
kompleks modeller icin bir temel oldugu goriilmiistiir. Bu modeller sodyum ve potasyum
akimlar1 nedeniyle olusan durumlar1 ve iyonik kanallarin, iyon pompalarinin ve protein
tamponlarinin katkisinin incelenmesini saglar. Hatta bu durumlara sinaptik modelleme

ve norotransmitter salinim da dahil edilebilir. Bununla birlikte elektrodifiizyon Nersnt-



Planck denkleminin noéronlarin iyon hareketlerini igeren elektrodifiizyon olay: ile Kablo

denklemine esdeger oldugu goriilmiistiir. Nersnt-Planck denklemi genel olarak

de zF do¢
J=-D (@ * ﬁ@)

seklinde tanmimlanir [64]. Ayni durum kalsiyumun hizh tamponlama reaksiyonunun difiizyo-
nunun modellenmesi durumu iginde gegerlidir [63]-[65]. Bu yaklagim ile iyon ve iyon tam-

ponlama proteinlerinin hareketinin standart difiizyona bagh oldugu varsayilmaktadir.

Sekil 5.2. Sinir hiicresinin genel yapisi

Son yillarda ¢ok sayida biyolojik ve fiziksel sistem iizerinde ¢aligma yapilmigtir. Bun-
larin spesifik difiizyon oranlar1 tek bir parametre ile karakterize edilememektedir. Bu
durumlarda kargilagilan "anormal difiizyon" olay1 bir D difiizyon sabiti gibi bir ¢lgek-
leme parametresi olan v tarafindan karakterize edilir ve (r?(t)) olgekleri (r?(t)) ~ ¢7
lineer olmayan kuvvetli terime doniisiir. Ornek olarak, tek parcacik izleme deneyleri ve
foto-agartma (photo-bleaching) deneyleri hiicre zarlarimn gegitli lipid ve proteinlerinin
0 < v < 1 durumunda yar1 difiizyon (sub-difiizyon) olaymi ortaya koymustur.

Anormal yari-difiizyon noral hiicrelerde adhezyon molekiillerinde gozlemlenmistir. Son
yillarda Reynolds [66] adindaki bilim adami yaptig1 ¢calismalarla kesirli difiizyon denklemi-
nin ¢oziimiiniin, plazma zarinin iginden gecen proteinlerin difiizyonunu ifade ettigini goster-
migtir. Deneylerde goriilen bu anormal difiizyonun bir agiklamasi; noral dokularin karigik

yapilarindan kaynaklanabilecegi ortaya konmustur. Iyonlarm difiizyonu; yapilarn diisiik
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hizla birbirleri ile ¢carpismalarindan dolay:r yavaglar. Bu durum "iyon tuzagi" veya "hop"
difiizyon gibi durumlara bagh olabilir. Buda gostermistir ki kesirli difiizyon denklemleri ile
modellenen gozenekli ortamdakine benzer difiizyon ele alinir. Ozellikle cekirgeler iizerinde
yapilan bir caligma ile, potasyum iyon kanallarindaki sinyal ayirici 6zelligine sahip kesirli
bir diftizyon hareketinin kullamldigi gozlemlenmigtir [65]. Bu ¢alisma anormal yavag kon-
formasyonel difiizyonu agiklar fakat Poisson-Nernst- Planck teorisinde goriilen yiiklenmig
diftizyonun olasi bir etkisi yoktur [65]. Ancak iyon kanallarinda azda olsa etkisi oldugu
iddia edilmistir

Anormal difiizyon i¢in yapilan bir diger agiklama ise tamponlama proteinleri veya
deneylerde kullanilan gosterge proteinleri tarafindan iyonlarin yakalanmasidir. Iyonlarin
tamponlayici proteinler tarafindan yakalanmasi, 6rnegin kalsiyum gibi iyon protein komp-
leksinin hareketliliginde ve difiizyon igindeki birbirini takip eden indirgemede bir azal-
maya yol agacaktir. Eger tamponlama proteini hiicre duvarina sabitlenmis ise yiiksek
tamponlama yapilan kalsiyum iyonlari1 gibi belirleyici bir faktor olabilir. Bu gostergenin
tanmimini karmagiklagtiran bir durum, ¢lgiilecek difiizyon katsayisimin dogrudan etkisinde
olmasi olabilir. Tasarlanan deneylerin yorumlanmasini karmasiklagtiran bir konuda, bir
olcii difiizyon katsayisinin tanimidir. Ciinkii bu gostergenin tamiminda olgiilecek difiizyon
katsayisi1 dogrudan etkili olabilir. Yapilan ¢caligmalarda, florosan boyalarin dogru kalsiyum
degisikliklerini izlemede yeterli olmasi beklenmektedir. Bunun bir sonucu olarak iyon-
larin sinyali gecikmis veya bozuk olabilir yada bu gosterge kullanimina kargi hassas ola-
bilir. Tanmimlayici deneylerde tamponlama reaksiyon modeline ihtiya¢ olur. Tipk: stan-
dart reaksiyon-difiizyon deneylerindeki veya kesirli reaksiyon difiizyon denklemleri ile veri-
len anormal yari-difiizyon durumlarina benzerdir. Eger iyonlar anormal yari-difiizyon ile
hareket ediyorsa o zaman yanlig yada yaniltici difiizyon katsayisi degerlerine yol agacak,
boylece standart veya normal difiizyonu varsayan modellerle kargilagilacaktir. Bu model-
lerde birlestirilmig anormal difiizyon kullanilmaktadir [65].

Bu diisiinceden hareketle Langlands ve arkadaglar1 iyonlarin anormal difiizyonunu mo-
dellemede Nersnt- Planck denkleminin kesirli bir degiskenini tiiretmiglerdir [63]-[65]. Henry
ve arkadaglar ise iyonlarin anormal elektrodifiizyon modelinin olusturdugu Nersnt-Planck
denklemlerinden bir kesirli kablo denklemi tiiretmiglerdir. Sonug olarak yapilan ¢aligma
ile Nersnt- Planck denkleminin parcalanmasiyla iki adet kesirli Riemann-Liouville tiirevi

iceren kesirli kablo denklemi elde edilmistir [67].

82



Genel haliyle kesirli kablo denklemi;

u\x — 2U X —
2l = D (K ) — i oDl ) + (o), (5.1
u(z,0) =g(z), 0 <z <L, (5.2)
w(0,) = p(t), u(L,t) =(t), 0<t<T (5.3)

seklindedir. Burada; 0 < v;,v; <1, K >0 ve u% sabitlerdir ve thl 7 de 1 — v mertebeli
Riemann-Liouville kesirli tiirevidir.

Genel hali (5.1) ile verilen kesirli kablo denkleminin yaklagik ¢oziimii literatiirde gok
az olup, kapali sayisal metod (INM) [67], kompakt sonlu farklar yontemi (IFDS) [68] ve

sayisal fark metodu [69] ile yapilmigtir.

5.2 HAM’ in KESIiRLi KABLO DENKLEMINE UYGULANMASI

Bu kisimda
u(z,0)=0,0<z<1 (5.4)
baglangig sart1 ve
u(0,t) =0, u(l,t) =0, 0<t<T (5.5)

sinir sart1 ile verilen

Ou(x,t)
ot

1, 0?u(z,t)

=0 D; = 5 o Dy ule,t) + f(a 1), (5.6)

seklindeki kesirli kablo denklemini gozoniine alalim [67]. (5.4)-(5.6) ile verilen problemin
yaklagik ¢oziimiinii daha onceki boliimde agiklanan Homotopi analiz yontemi ile bulalim.

Burada;

Fat) =2 < 22414 1472 )
z,t) = t+ + sin Ttz
L'2+7v) T2+7)

dir. (5.4) ve (5.6) kesirli kablo denkleminin analitik ¢oziimii u(x,t) = t?sin 7z dir [67].

(5.6) denkleminde yardimec lineer operator

Lo, )] = 56l 0 5.7

olarak segilirse L[c] = 0 olur. h # 0 ve H(t) # 0 sirasiyla yardimer parametre ve yardimel
fonksiyon olmak iizere yiiksek mertebeden deformasyon denklemi (4.28) denkleminden

hareketle
L[t (2, t) — Xpptm—1(2, )] = AH () Ry (W 1 (z, 1)) (5.8)
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olarak bulunur. Bu denklemde H(t) yardimci fonksiyonu H(¢) = 1 olarak alinicaktir. (5.8)

denkleminin baglangi¢ sarti,

U (2,0) =0 (5.9)
dir. Burada;
m—1(z,t e OPUpy 1 (2, t _
R a(2,0)) = 2 A ptos Fmea @) 4 e, (o) £, ) (510
t Oz
ve
0, m<1
Xm = (5.11)
1, m>1

seklindedir. Boylece (5.8) yiiksek mertebeden deformasyon denkleminde (5.7) yardimei

lineer operatorii gbz 6niine alinirsa;

t
U (T, 1) = X Um—1(T, 1) +h/ (W m_1(x,t)))dt (5.12)
0

ifadesi elde edilir. (5.10) ve (5.11) ifadeleri (5.12) denkleminde goz oniine alinirsa kesirli

kablo denkleminin ¢oziim elemanlar

’LL()(IE, t) = 0,

22 272
ui(z,t) = ht?sinzz <1 U )

TB+7) TB+7)
ug(z,t) = wy(z,t) + A(—t sinmz(2(2(1 4+ 28) 7271 T (3 + 2y, )T'(3 4 75)

D(2+ 71 + 72)T(3 + 275) + T(3 4 ;) (2hx 21 T(3 + 75)

P2+71 +72)T B+ 27) +
2t 2 sinrr 2a3 2 sinx
L3+ 72) T4+ 72)
4R 23N sin Attt 2y, (24 ;) 72T ()
L4471 +72) FB+27)1+v) (A+71) T'B+27)

Im2t2t i ginrx 22t M sinx
+(3 4 2kt + 2Rt + ) + -
Yo T(+7) v1(2+ 37, +3)

1
uz(z,t) = wug(xw,t) + h(—t*sinma — ght?’ sinmx —

sinTx

seklinde bulunur.

Sonugcta;

ug(z,t), ur(z,t), uz(z, t), ug(x, t), ...
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terimlerinden olugan
o0
> um(z,t) (5.13)
m=0
¢oziim serisi elde edilmis olur.

Teorem 5.2.1 (Yakinsaklik Teoremi)
U, (z, t) ifadesi (5.12) yiiksek mertebeden deformasyon denklemi ile elde edilmek tizere,
u(z,t) = uo(x,t)+ > um(x,t) serisi yakinsak ise u(x, t), (5.4)-(5.6) kesirli kablo denklemi-

m=1
nin ¢dziimiidiir.

ispat
o0
> um(z,t) serisi yakinsaksa,
m=0
o0
S(@,t) = um(x,t)
m=0

ve
lim w,(x,t) =0

n—oo

olur. (5.12) den

Y Rn(Um(z,t)) = Y Llum(,t) = Xptim-1(,1)]
m=1

m=1
= lim Y Llum(x,t) = Xpptim-1 (2, 1)]
m=1
= L[nlLI& Z (um (2, ) = Xmtm-1(z,1))]
m=1
= L[lim up(z,t)] =0

bulunur. % # 0 oldugundan dolayr Y R, (W, (z,t)) = 0 olur. Bu ifadeden hareketle
m=1
(5.10) denklemi goz oniine alinirsa,;

S Rn(Wm(@t)) = > [Dittm1(2,t) —0 Dy Mt 1(2, ) +0 Dy Pttm1(w,t) — F(x, 1))
m=1 m=1
= > Dyum(@,t) = > 0D M (@, an + Y 0Dy Pum(x,t) — F(x,t)
m=0 m=0 m=0

o0 o0 [o¢]
= Dty um(@t) =0 Dy D (@ e +0 DY (@, t) — Fz,t)

m=0 m=0 m=0

= DyS(z,t) —o D} " S(,t)ew +0 Dy 2S(x,t) — F(z,t)

=0

85



elde edilir.
(5.4) ve (5.9) ifadelerinden,

S(@,0) =Y tm(x,0) = ug(x,t) + > um-1(2,0) =0
m=0 m=1

[e.°]
bulunur. Boylece u(z,t) = ug(z,t) + > um(x,t) ¢dziim serisi yakinsak oldugunda u(x,t)
m=1
kesirli kablo denkleminin ¢oziimii olur.
(5.6) denkleminin homotopi analiz metodu ile elde ettigimiz ¢oziim serisini kullanirsak

asagidaki tablo ve gekiller elde edilir.

{0.801)

Sekil 5.3. v; = 75 = 0.5 durumunda z ve ¢’ nin degerleri i¢in hesaplanan u(x,t)’ nin 5

teriminin A egrisi
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10

Sekil 5.4. v, =5 = 0.5 durumunda x ve ¢’ nin degerleri i¢in hesaplanan u(z,t)’ nin 10

teriminin A egrisi

N ———T
5t % ]
I {0108)
I {0ED2)
0f |
_5L
T - C !
-2 0 1 2

Sekil 5.5. v; = 5 = 0.5 durumunda x ve ¢’ nin degerleri i¢in hesaplanan u(z,t)’ nin 15

teriminin 7 egrisi
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Sekil 5.6. v; = v, = 0.5 durumunda = ve ¢’ nin degerleri igin hesaplanan u(x,t)’ nin 20

teriminin 7 egrisi

10 -
0105)

\
AN

10 —05 00 05 10

Sekil 5.7. v; =5 = 0.5 durumunda x ve ¢’ nin degerleri i¢in hesaplanan u(z,t)’ nin 25

teriminin 7 egrisi
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Sekil 5.8. v; =0.25, 75 = 0.25 durumunda z ve ¢’ nin degerleri igin hesaplanan u(x,t)’

nin 10 teriminin 7 egrisi

10 -

(0.1,09)

I

10 05 00 05 10

Sekil 5.9. v, =0.25, v, = 0.75 durumunda z ve ¢’ nin degerleri igin hesaplanan u(x,t)’

nin 10 teriminin A egrisi
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Sekil 5.10. v, = 0.75, 75 = 0.25 durumunda x ve ¢’ nin degerleri i¢in hesaplanan

u(zx,t)’ nin 10 teriminin A egrisi

10— . — .

T s 0o

Sekil 5.11. v, = 0.75, 75 = 0.75 durumunda x ve ¢’ nin degerleri i¢in hesaplanan

u(z,t)’ nin 10 teriminin A egrisi
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Sekil 5.12. v; = 0.8, 75 = 0.3 durumunda z ve ¢’ nin degerleri i¢in hesaplanan u(x,t)’

nin 10 teriminin 7/ egrisi
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Tablo 5.1. v; =75 =0.5,t = 0.1 ve i = —0.0395 degerleri i¢in hesaplanan 5 terimin

HPM, HAM, analitik ¢tziim ve mutlak hatasi

X HPM HAM AC. HPM HAM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0.0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.1 -0.340367 0.00309062 0.00309017 0.343458 4.53322x10~7
0.2 -0.647417 0.00587871 0.00587785 0.653295 8.6227x 1077
0.3 -0.891093 0.00809136 0.00809017 0.899184 1.18681x10~6
0.4 -1.04754 0.00951196 0.00951057 1.05705 1.39518x10~6
0.5 -1.10145 0.0100015 0.01 1.11145 1.46698 x10~6
0.6 -1.04754 0.00951196 0.00951057 1.05705 1.39518x10~6
0.7 -0.891093 0.00809136 0.00809017 0.899184 1.18681x 106
0.8 -0.647417 0.00587871 0.00587785 0.653295 8.6227x 1077
0.9 -0.340367 0.00309062 0.00309017 0.343458 4.53322x10~7
1.0 | -1.34889x 10716 | -1.22483x 10718 | -1.22465x 107 | 1.36114x10716 | 1.79653x 1022

Tablo 5.2. v; =9 =0.25,t = 0.1 ve A = —0.004 degerleri icin hesaplanan 10 terimin

HPM, HAM, analitik ¢6ziim ve mutlak hatasi

X HPM HAM AC. HEM HAM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0.0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.1 -8614.19 0.00302986 0.00309017 8614.2 6.0306x10~°
0.2 -16385.2 0.00576314 0.00587785 16385.2 1.14709x10~°
0.3 -22552.2 0.00793229 0.00809017 22552.3 1.57883x10~*
0.4 -26511.8 0.00932496 0.00951057 26511.8 1.85603x10*
0.5 -27876.1 0.00980485 0.01 27876.1 1.95154x10~*
0.6 -26511.8 0.00932496 0.00951057 26511.8 1.85603x10*
0.7 -22552.2 0.00793229 0.00809017 22552.3 1.57883x10*
0.8 -16385.2 0.00576314 0.00587785 16385.2 1.14709x10~°
0.9 -8614.19 0.00302986 0.00309017 8614.2 6.0306x10~°
1.0 | -3.41384x 10712 | 1.20075x 10718 | -1.22465x 1071 | 3.41384x10712 | 2.38995x 1020
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Tablo 5.3. v; =0.25, 75 =0.75, t = 0.1 ve h = —0.0043 degerleri icin hesaplanan 10

terimin HPM, HAM, analitik ¢oziim ve mutlak hatas:

X HPM HAM AC. HEM HAM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0.0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.1 -5022.62 0.00305436 0.00309017 5022.62 3.58117x107°
0.2 -9553.59 0.00580973 0.00587785 9553.6 6.8118x107°
0.3 -13149.4 0.00799641 0.00809017 13149.4 9.37564x107°
0.4 -15458. 0.00940035 0.00951057 15458. 1.10217x10~*
0.5 -16253.5 0.00988411 0.01 16253.6 1.15889x10~*
0.6 -15458. 0.00940035 0.00951057 15458. 1.10217x10~*
0.7 -13149.4 0.00799641 0.00809017 13149.4 9.37564x107°
0.8 -9553.59 0.00580973 0.00587785 9553.6 6.8118x107°
0.9 -5022.62 0.00305436 0.00309017 5022.62 3.58117x107°
1.0 | -1.99049x 10712 | 1.21045x 10718 | -1.22465x 107 | 1.99049x10712 | 1.41923x102°

Tablo 5.4. v; =0.75, 75 =0.25,t = 0.1 ve h = —0.0108 degerleri i¢in hesaplanan 10

terimin HPM, HAM, analitik ¢6ziim ve mutlak hatasi

X HPM HAM AC. HEM HAM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0.0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.1 -2.33281 0.00308546 0.00309017 2.3359 4.71366x1076
0.2 -4.43727 0.00586889 0.00587785 4.44315 8.96591x10~6
0.3 -6.10738 0.00807783 0.00809017 6.11547 1.23405x10~°
0.4 -7.17965 0.00949606 0.00951057 7.18916 1.45072x107°
0.5 -7.54913 0.00998475 0.01 7.55913 1.52537x107°
0.6 -7.17965 0.00949606 0.00951057 7.18916 1.45072x107°
0.7 -6.10738 0.00807783 0.00809017 6.11547 1.23405x10~°
0.8 -4.43727 0.00586889 0.00587785 4.44315 8.96591x10~6
0.9 -2.33281 0.00308546 0.00309017 2.3359 4.71366x1076
1.0 | -9.24502x 10716 | 1.22278x 10718 | -1.22465x 101 | 9.25727x10716 | 1.86804x 102!
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Tablo 5.5. v; =0.75, 75 =0.75, t = 0.1 ve h = —0.0129 degerleri icin hesaplanan 10

terimin HPM, HAM, analitik ¢oziim ve mutlak hatas:

X HPM HAM AC. HEAM HAM
Mutlak Hata Mutlak Hata
0.0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.1 -0.460767 0.00308507 0.00309017 0.463857 5.10409x10~6
0.2 -0.876432 0.00586814 0.00587785 0.882309 9.70856 x 106
0.3 -1.2063 0.00807681 0.00809017 1.21439 1.33627x10~°
0.4 -1.4181 0.00949486 0.00951057 1.42761 1.57088x10~°
0.5 -1.49107 0.00998348 0.01 1.50107 1.61572x107°
0.6 -1.4181 0.00949486 0.00951057 1.42761 1.57088x10~°
0.7 -1.2063 0.00807681 0.00809017 1.21439 1.33627x107°
0.8 -0.876432 0.00586814 0.00587785 0.882309 9.70856 x 106
0.9 -0.460767 0.00308507 0.00309017 0.463857 5.10409x10~6
1.0 | -1.82604x 10716 | 1.22262x10718 | -1.22465x10~1® | 1.22465x10718 | 2.02277x 102!

Tablo 5.6. v; =, = 0.5, 2 = 107* ve i = 1/10® degerleri i¢in hesaplanan mutlak hata

t

INM [67]

ICFDS [68]

HAM

0.1

4.7796x107°

3.4436x 1076

3.14159x 1078

0.2

2.1914x10~4

6.8604x 10~

6.28319x10~8

0.3

5.2286x 104

9.8036x 10~

0.42478x10~8

0.4

9.6227x104

1.2163x107°

1.25664x 107

0.5

1.5392x 103

1.3893x107°

1.5708x10~7

0.6

2.2552%x 1073

1.4974x10~°

1.88496x 107

0.7

3.1110x1073

1.5394x107°

2.19911x10°7

0.8

4.1015x1073

1.5141x107°

2.51327x10~7

0.9

5.2452%x 1073

1.4211x107°

2.82743x10~7

1.0

6.5246x 1073

1.2596x 10°

3.14159x 10~ 7

94




0.30 * / \

025 — / > “,,..,-—_\__‘% 7
[ // %\‘s \ ]

020 - / f’/ \\ 1
., ]

015 | / ,/ "\\ ]
s e ——— e N, \ ]

/ v/j - -~ RN -~ “'\ ]

010 - S/ JPtas AT AN ]
/ff /'/ — h=-001 *\\ \\\

005 v - == h=-025 . ]
/,” == utam ¢0z \\x i

0.00 [ { - . . . | . . . | . . . | . . . | . . - 1 .
0.0 02 04 06 08 1.0

Sekil 5.13. v; = 75 = 0.5 durumunda ¢ = 0.5 degeri i¢in hesaplanan w(z, )’ nin 5 terimi
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Sekil 5.14. v, = 5 = 0.5 durumunda ¢ = 0.1 degeri i¢in hesaplanan w(z,t)’ nin 10

terimi
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Sekil 5.15. v; = 75 = 0.5 durumunda ¢ = 0.03 degeri i¢in hesaplanan u(x,¢)’ nin 10

terimi
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Sekil 5.16. v; = 0.8,7v, = 0.3 durumunda ¢ = 0.5 degeri i¢in hesaplanan u(z,t)’ nin 5

terimi
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Sekil 5.17. v; = 0.8,75 = 0.3 durumunda ¢ = 0.5 degeri igin hesaplanan u(z,t)’ nin 10

terimi

)

1Lap

Sekil 5.18. v; = vy = 0.5 durumunda wu(z,t) nin 5 terimi igin A = 0.01(yesil bolge),
h = —0.01 (kirmiz1 bolge) ve analitik ¢oziimiin (mavi bolge) ti¢ boyutlu grafigi
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L.0.0

Sekil 5.19. v; = v, = 0.5 durumunda u(z,t) nin 10 terimi i¢in & = —0.01 (kirmiz

bolge) ve analitik ¢ziimiin (mavi bolge) ii¢ boyutlu grafigi

1.0.0

Sekil 5.20. v; = v, = 0.5 durumunda u(x,t) nin 10 terimi i¢in A = —0.01 (kirmiz
bolge), i = —0.2 (turuncu bolge) ve analitik ¢oziimiin (mavi bolge) ii¢ boyutlu grafigi
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Sekil 5.21. v; = 0.8,75 = 0.3 durumunda u(z,t) nin 5 terimi i¢in & = 0.01 (kirmuz
bolge), i = —0.3 (turuncu bolge) ve analitik ¢oziimiin (mavi bolge) ii¢ boyutlu grafigi

ulx t)

Sekil 5.22. ; = 0.8,y = 0.3 durumunda u(z,¢) nin 10 terimi i¢in 7 = —0.1 (kirmuz
bolge), h = —0.01 (turuncu bolge) ve analitik ¢oziimiin (mavi bolge) ii¢ boyutlu grafigi
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Mutlak Hata
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Sekil 5.23. u(z,t) nin 10 terimi igin 7 = 0.001 ve v, = 5 = 0.5 degerlerindeki Mutlak
Hata
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Sekil 5.24. u(x,t) nin 20 terimi i¢in & = 0.000001 ve v; = 5 = 0.5 degerlerindeki
Mutlak Hata
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Sekil 5.25. u(x,t) nin 10 terimi igin & = 0.001, v; = 0.8 ve 5 = 0.3 degerlerindeki
Mutlak Hata
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Sekil 5.26. u(z,t) nin 20 terimi igin A = 1/108, v; = 0.8 ve 5 = 0.3 degerlerindeki
Mutlak Hata
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Mutlak Hata

Sekil 5.27. u(x,t) nin 10 terimi igin /& = 0.001, v; = 0.25 ve 5 = 0.75 degerlerindeki
Mutlak Hata
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Sekil 5.28. u(z,t) nin 10 terimi i¢in 4 = 0.001, v; = 75 = 0.25 degerlerindeki Mutlak
Hata
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Sekil 5.29. u(z,t) nin 10 terimi i¢in A = 0.0001, v; = 0.75 ve 5 = 0.25 degerlerindeki
Mutlak Hata
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Mutlak Hata
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Sekil 5.30. u(x,t) nin 10 terimi i¢in 4 = 0.0001, v; = 75 = 0.75 degerlerindeki Mutlak
Hata
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Mutlak Hata

Sekil 5.31. ¢ = 0.1 noktasinda u(z,t) nin 5 terimi igin i = —0.0395, v; = v = 0.5
degerlerindeki Mutlak Hata

ui, 0

Sekil 5.32. ¢ = 0.1 noktasinda wu(z,t) nin 5 terimi i¢in A = —0.0395, v; = 75 = 0.5
degerlerindeki HPM, HAM ve analitik ¢oziim
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Sekil 5.33. ¢ = 0.1 noktasinda u(x,t) nin 10 terimi igin i = —0.004, v; = v, = 0.25
degerlerindeki Mutlak Hata

20 000

~25000 |

Sekil 5.34. ¢ = 0.1 noktasinda u(zx,t) nin 10 terimi i¢in & = —0.004, v, = 75 = 0.25
degerlerindeki HPM, HAM ve analitik ¢oziim
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hAutlak Hata

5000 |-

Sekil 5.35. ¢t = 0.1 noktasinda u(zx,t) nin 10 terimi i¢in & = —0.0043, v, = 0.25 ve
vo = 0.75 degerlerindeki Mutlak Hata
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Sekil 5.36. ¢ = 0.1 noktasinda wu(zx,t) nin 10 terimi i¢gin i = —0.0043, v; = 0.25 ve
9 = 0.75 degerlerindeki HPM, HAM ve analitik ¢oztim
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Mutlak Hafa

Sekil 5.37. ¢ = 0.1 noktasinda u(x,t) nin 10 terimi igin & = —0.0108, v; = 0.75 ve
v5 = 0.25 degerlerindeki Mutlak Hata

Sekil 5.38. ¢ = 0.1 noktasinda wu(zx,t) nin 10 terimi i¢gin & = —0.0108, v; = 0.75 ve
v = 0.25 degerlerindeki HPM, HAM ve analitik ¢oziim
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hintlak Hafa

Sekil 5.39. ¢ = 0.1 noktasinda wu(zx,t) nin 10 terimi i¢in i = —0.0129, v; = 0.75 ve
vo = 0.75 degerlerindeki Mutlak Hata

i, 1)

Sekil 5.40. ¢ = 0.1 noktasinda wu(zx,t) nin 10 terimi i¢gin i = —0.0129, v; = 0.75 ve
9 = 0.75 degerlerindeki HPM, HAM ve analitik ¢oztim
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5.3 SONUCLAR ve TARTISMA

Bu boliimde noronal dinamikleri modellemek igin kullanilan ve 7y, 75 gibi iki Riemann-
Liouville kesirli tiirevi bulunduran baslangi¢ ve simir sarth (5.4)-(5.6) Kablo denklemini
goz oniine aldik. Bu denklemin yaklagik ¢oziimiinii bir yari-analitik yontem olan Ho-
motopi Analiz yontemiyle bulmaya calistik. Kesirli kismi tiirevli denklemlerin analitik
¢oziimiini bulmak cogu zaman miimkiin degildir. Bu nedenle bu tip denklemlerin yak-
lagik ¢oziimlerinin bulunmasi énemlidir. Ayrica bu boliimde goz oniine aldigimiz kesirli
Kablo denkleminin yari-analitik yontemlerle ¢6ziimii yapilmamig olup, yalnz sonlu farklar
yontemiyle yaklagik ¢oziimii bulunmustur.

Homotopi Analiz metoduyla (HAM) elde ettigimiz sonuglar1 Tablo 5.1-5.6 ve Sekil
5.31-5.40 ile verdik. Sekil 5.3-5.7’ de ¢oziim serisinin farkli sayida terimleri alinarak A
yakinsaklik kontrol parametresinin hangi aralikta degistigi belirlendi. A # 0 yardimeci para-
metresinin x ve t degerlerine gore uygun secilmesiyle yakinsak sonuglar elde edilebildigini
gosterdik.

Sekil 5.8” de v, = 5 = 0.25, Sekil 5.9 da v; = 0.25, v5 = 0.75, Sekil 5.10’ da
vy = 0.75, 5 = 0.25, Sekil 5.11" de y; = 5 = 0.75 ve Sekil 5.12’ de v; = 0.8, 75 = 0.3
kesirli tiirev mertebeleri i¢in A yakinsaklik araligini « ve ¢’ nin farkl degerleri icin belirledik.

Tablo 5.1-5.5’ de v;, 749 ve h yakinsaklik kontrol parametresinin cesitli degerleri icin Ho-
motopi Analiz metodu (HAM), Homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) ve Analitik ¢oziim
(A.Q) arasinda bir kargilagtirma sunduk. Burada ¢ = 0.1 ve 0 < z < 1 alindi. Tablolardan
da goriildiigii gibi = degeri bire yaklagtikga HPM’ nin analitik ¢oziimiinden uzaklagtig
buna ragmen HAM’ m analitik c¢oziimle yakin sonuclar verdigi ve mutlak hatanin 10~4
civarinda oldugu belirlendi.

Tablo 5.6’ da ise Kapali sayisal Metod [67], Kapali kompakt sonlu farklar yontemi [68]
ve HAM ile elde edilen mutlak hata goriilmektedir. Burada v; = v, =0.5ve 0.1 <t < 1.0
olarak alindi. Bu tablodan da goriildiigii gibi A yakinsaklik kontrol parametresinin sifira
yakin bir deger alinmasi durumunda diger iki yonteme gore daha iyi bir sonug elde edildi.

Sekil 5.13-5.17" de ise h parametresinin farkl degerleri icin elde edilen yaklagik ¢oziim
ile analitik ¢ozimiin v, 79 kesirli mertebeden tiirevler ve ¢ zamaninin bazi degerleri igin
kargilagtirmalar sunuldu. Bu sekillere gore ¢ = 0.1 ve i’ 1n sifira yakin degerlerinde analitik
ve yaklagik ¢oziimiin birbirine ¢ok yakin oldugu belirlendi.

Sekil 5.18-5.22" de ise yaklagik ve analitik ¢oziimiin v;, 79 ve h sabitlerinin baz1 deger-

leri i¢in ii¢ boyutlu resmi ¢izildi. Bu resimlerin 4 parametresinin sifira yakin degerleri igin
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yaklagik ¢oziimiin analitik ¢oziime yakin oldugu goriildii.

Sekil 5.31-5.40" da ise 0 < 7q,79 < 1 kesirli mertebeden tiirev degerleri ve h # 0
yardimc1 parametresinin baz degerleri igin ¢ = 0.1 olmasi durumunda HPM, HAM ve
A.C. arasinda bir kargilagtirma yapildi. Goriildiigii gibi HAM ve A.C.” iin hemen hemen
birbiri ile ¢akigtigi, HPM’ nin ise A.C.’ den uzaklagtig1 tespit edildi.

Sonug olarak, v; ve v, gibi iki kesirli Riemann-Liouville tiirevi bulunduran Kablo
denkleminin yaklagik c¢oziimiinii elde etmek icin HAM tavsiye edilebilir bir yontemdir.
Bunun i¢in elde edilen tablo ve sekillere bakmak yeterlidir. Elde edilen yaklagik ¢oziimler
yadimiyla karmagik problemin fiziksel yorumunu yapmak miimkiin olabilir.

Ozellikle son yillarda yapilan calismalarda HAM ve HPM arasinda bir karsilastirma
yapildi. Bizde kesirli Kablo denklemi icin bu kargilagtirmayi yaptik ve bu iki yontem
arasinda;

HAM’ da & yakinsaklik kontrol parametresi sayesinde bagimsiz degiskenlerin hemen
hemen her degeri i¢in analitik ¢oziime yakin sonuclar elde edilmesine ragmen HPM’ de
bagimsiz degiskenlerin kiiciik veya biiyiik bazi degerlerinde yaklagik ¢oziimiin iraksadigi
goriildii. Yani HAM kullamilarak analitik ¢oziime hizli yakinsayan sonuglar bulmak miim-
kiindiir.

HAM, HPM’ nin bir genel hali olup, HAM’ da /i yardimci parametresinin —1 alin-
mastyla HPM elde edildi.

HAM’ da baglangi¢ ve simir sartlarimi kullanarak baglangi¢c adimini belirleyebilmemize
ragmen HPM’ de boyle bir kolaylik yoktur.

HAM’ da h yakinsaklik parametresine, H (t) yardimc fonksiyonuna ve baglangi¢ adimin
uygun secilmesine bagli olmasina ragmen, HPM baslangic adimina ve kurulan homotopiye
baglidir.

HAM’ da genellegtirilmig Taylor serisine dayanan bir yéntem olup, HPM pertiirbasyon

serisini kullanarak yaklasik ¢oziimii hesaplayan bir metottur.
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6. BOLUM
Bu boliimde zaman kesirli genellestirilmis Hirota Satsuma birlegtirilmis KdV denklemi

goz oniine alind1 ve 4. boliimde verilen HAM ile sayisal ¢oziimleri elde edildi.

6.1 ZAMAN KESIRLI GENELLESTIRILMIiS HIROTA-SATSUMA
BIiRLESTIRILMIiS KdV DENKLEMIi

KdV denklemi olarak bilinen denklem gegen y.y dan beri var olmasina ragmen fizik-
sel 6zellikleri tam olarak elde edilememistir. KdV denklemi 1834’ de Isko¢ bilim adanu
John Scott Russell (1808-1882) tarafindan Edinburg-Glasgow kanalinda sig sularda geklini
degistimeyen uzun bir su dalgasinda gozlemlenmig "tek dalgalar (solitary wave)" i¢in en

basit ve faydali modellerden biridir [70].

Sekil 6.1. Edinburgh-Glasgow Kanal (1834)

Russell bu dalgay: "biiyiik dalga kaymasi" olarak adlandirmig ve gézlemlerini 1844’ de
"Report on wave" isimli yayminda vermistir. Bu makalede, tek dalgalarin peryodik bir
dalga olmayip seklini koruyan, tiimsek seklinde, simetrik izole edilmis bir bicimde yayilan
bir dalga oldugunu agiklamigtir. Bu calismadan 50 yil kadar sonra 1885’ de Diederik
Johannes Korteweg (1848-1941) ve 6grencisi olan Gustav de Vries (1866-1934) adindaki
iki Hollandali bilim adami, Scott tarafindan yapilan gozlemlerin bir agiklamasini veren
matematiksel bir yap:i ortaya koyarak KdV denklemini elde etmislerdir [70]-[71]. Mar-

tin Kruskal ve Norman Zabusky adindaki iki bilim adamida, dalga hareketine benzer



tekrarlamalar1 KdV denklemleri ile olugmus bir sistemle gozlemlemislerdir [72]. Bu tek
dalganin 6nemli 6zelliklerinden biride birbirleriyle ¢arpismalari ve bu garpigma hareketi
sonucunda sekil ve bicimlerini korumalaridir. Buda tek dalgalar i¢cin KdV denkleminin

elastik oldugunu gosterir.

Sekil 6.2. Tek dalga (solitary wave)

Dalganin dogal yapisindan dolay1 Zabusky ve Kruskal bu tek dalga’ y1 "soliton" olarak
adlandirmuglardir. Soliton kavramu ilk olarak Fermi, Pasta, Ulam sistemindeki modelleme
ile anlatilmigtir [73]. Buna ragmen soliton kavramimm kesin bir tanimin vermek kolay
degildir, bununla birlikte lineer olmayan kismi diferensiyel denklem veya sistemlerin her
hangi bir ¢oziimiiyle iligkilendirilebilir. KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek
soliton ¢oziimii genellikle tek dalga olarak kullanilir. Eger birden fazla soliton ¢oziimii varsa
solitonlar olarak adlandirilir. Bagka bir ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz
olarak ayriliyorsa bir tek dalgadir. Bununla birlikte bazi lineer olmayan denklemler tek
dalga ¢oziimiine sahip olup solitonlar1 bulundurmazken, KdV gibi denklemler solitonlar

olan tek dalgalara sahiptir.

Sekil 6.3. Solitonlarin hareketinin bir gekli
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KdV denkleminin ¢éziimiinde solitonlar dagilma 6zelligi gostermezler. Bununla birlikte

genellegtirilmis Kortewe-de Vries denklemi (GKdV)
up + eu™uy + Ugpr =0

seklinde verilebilir [70]. Burada u"uy ve uyg, terimleri sirasiyla iletim ve dagilma terim-
lerini gosterir. GKAV denkleminin solitonlar1 lineer olmayan iletim ve dagilma terimleri
arasindaki iligkiyle olugur ve olugan solitonlar kargilikli etkilesimlerine ragmen yapilarini
korurlar. Lineer olmayan iletim terimi dalga formunun geklini olustururken, dagilma teri-
mide hizim olugturur. Bu iki terimin kargilikli etkilegimi ile sabit bir dalga formu yani tek
dalga (solitary wave) olusur.

Daha sonraki yillarda Gardner ve Hirota gibi bilim adamlar1 her hangi bir pozitif n
tamsayisi igin n-soliton arasindaki etkilesimi aciklayan KdV denkleminin, analitik ¢oziim-
lerini ortaya koymuslardir [74]-[75]. Bu analitik metod ¢aligmalarindan beri gesitli dogrusal
olmayan dagilima sahip sistemler 6ne siiriilmiistiir [76]. Bu sistemler arasinda farkli mod-
lara sahip bir ka¢ dalganin birlegimi ile olugan sistemler oldukga ilgingtir. Ses dalgalar: ile
Langmuir’ in etkilegimleri agiklayan denklemi bu duruma bir érnektir [76]. Birlestirilmis
KdV denklemi (cKdV) farkli dagihim bagintilar: ile iki uzun dalganin etkilegimini tanim-
layan bir sistemdir. Eger bu iki uzun dalgadan birinin digeri tizerinde etkisi yoksa olusan
sistemdeki ikinci denklem bilinen KdV denklemi olur. Bununla birlikte, ilk denklemin var-
lig1 solitonlar: etkiler ve ¢oziimler sonucunda goriiliir ki KdV solitonunun hiz ilk denkleme
baghdir. Eger iki uzun dalganin dagilim iligkileri arasinda ¢zel bir baginti s6z konusu ise
birlegtirilmig KdV denklemi iki veya ii¢ soliton ¢oziime sahiptir. R. Hirota ve J. Satsuma

yaptiklar: oncii calismada birlestirilmis KdV denklemlerini
U — a(Ugyy + 6uuy) = 2000, (6.1)

seklinde tanimlamiglardir [76]. Burada a ve b keyfi sabitlerdir. (6.1) denklemindeki 2b¢¢,,
terimi w = ak? lineer dagilim iligkisi ile KAV dalga sistemindeki bir kuvvet terimi gibidir.
Hirota ve Satsuma galismalarinda ¢’ nin etkisinin yoklugunda (6.1) denkleminin bilinen

KdV denklemine indirgendigini ve soliton ¢éziimiintinde
u = 2P%sec h*P(x + 4aP%t) (6.3)
seklinde oldugunu gostermiglerdir [77]. Buna ragmen, ¢’ nin varhg KdV solitonunun
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davranmigimi etkiler ve denklem

¢ = ++/—6P*/bsec hP(z — P?t) (6.4)

seklindeki bir soliton ¢oziimii bulundurur [77]. Bu asama (6.2) denklemi ile belirlenir.
Hirota ve Satsuma (6.3) ve (6.4) denklemlerini cKdV’ nin solitonu olarak adlandirmiglardir
[77]. (6.1) ve (6.2) denklemlerinin a = 1/2 i¢in integrallenebilir oldugunu gostermislerdir
[76].

(6.1) ve (6.2) denklemlerinin genellestirilmesiyle elde edilen

1
up = §umx — Buty + 3(vw)y,
V= —Uggr + UV, (6.5)
W = —Wgpe + 3UW,

denklem sistemi genellegtirilmis Hirota-Satsuma birlegtirilmis KdV denklemi olarak ad-
landirihr [78]. (6.5) HS-birlegtirilmis KdV denklemi analitik ve yaklagik ¢oziimleri bir
gok farkl yontem ile elde edilmistir. Ornegin; (G'/G) metodu [79], sec, — tanh, metodu
[80], Diferensiyel transform metodu [81], Jacobi eliptik fonksiyonlar ile peryodik ¢oziimler
[82], Adomian ayrigim metodu [83], homotopi pertiirbasyon metodu [84], homotopi analiz
metodu [85], Jacobi eliptik agilim metodu [86], v.b.

Bu bsliimde (6.5) ile verilen genellegtirilmig HS-birlestirilmis KdV denkleminin zaman

kesirli kuvvetlere sahip durumu goz ¢niine alinacak.

6.2 HAM’ n ZAMAN KESIiRLI GENELLESTIRILMiS HIROTA-SATSUMA
BIRLESTIRILMIiS KdV DENKLEMINE UYGULANMASI

Bu kisimda
— 2k?
u(z,0) = s 3 + 2k? tanh?(kz),
4k? k2 4k? k?) tanh(k
3¢t 3c1
w(z,0) = ¢+ cgtanh(kx)

baslangic sartlar: ile verilen

1

CDf‘u = GUzaw — uuy + 3(vw),,
CD?U = —Vpgr + UV, O<ax<l (6.7)
CDtaw = —Wgpr + Suw,
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zaman kesirli genellestirilmis Hirota-Satsuma birlesmis KdV denklemini gz 6niine alalim

[78]-[87]. Burada ki k, cp, ¢1 # 0 ve ( keyfi sabitlerdir. (6.6) ve (6.7) zaman kesirli

HS-birlesmis KdV denkleminin analitik ¢6ziimii o = 1 durumunda, ¢ = —§ olmak iizere
— 2k?
u(z,t) = 5 3 + 2k? tanh? (k(z — ct)),
4k%co(B + k) 4K*(B + K?)
v(z,t) = — 32 + 301 tanh(k(x — ct)), (6.8)
w(z,t) = co+ c1tanh(k(z — ct))

seklindedir [78]-[88].

(6.7) denklem sisteminin yardimci lineer operatorii

[(/J)z(m t C])] =¢ Dt [d)z(x t Q)] ©1=1,2,3. (69>

seklinde alabiliriz. Lineer operatdr L[c;] = 0 6zelligine sahiptir.

Lineer olmayan N operatorii ise,

Ni[¢y(z,t,9)] = “Df¢y(z,t,q) — %W + 36, (z, tyq)%l(;;t, q)

3y (a1, )Gqﬁg(g Q) 5¢2($tq)¢3( 0
Nfoa(ota)] = Dpgn(rtq) + LB 3¢1<x,t,q>—3¢2§j’q>, (6.10)
Naloa(a.t.a)] = CDFog(wtua) + TBEED g4 (g4, Palt )

olarak tanimlanir.
h # 0 ve H(t) # 0 sirasiyla yardimc parametre ve yardimer fonksiyon olmak iizere

yiiksek mertebeden deformasyon denklemi (4.28) denkleminden hareketle;
L[Um(l‘, t) — XmUm—1 (:‘Ca t)] = hH(t)Rm(ﬁm—l(l‘a t))a (611)

seklinde oldugunu 4. boliimden biliyoruz. (6.11) denkleminde H(t) yardime: fonksiyonu
H(t) = 1 olarak alinacaktir.

(6.11) yiiksek mertebeden deformasyon denkleminin baglangig sartu,

U (2,0) =0, vy(z,0) =0, wy(z,0) =0 (6.12)
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dir. Burada

1 33 —1(,t) — ;
S — +3 Z u;i(z, t)—ﬁx

gl 163 [
—32 <vi(m‘,t)—8wmlz( ) +wi(:£‘,t)—a i t)>

Rm(ﬁm—l(mat)) - CDtaum—l(mat)_

— ox ox
Bt (,t) = Ovp—1—i(x,t)
— _ Cpa m—1\{L, _ ) m—1—i\4L,
Ry (Um—1(z,t)) = “Dfvm—1(z,t) + 923 3 2 ui(z,t) 9 . (6.13)
Pwp_1(x,t) = Owp—1—(x, t)
- C Ha m—1\L, m—1—i\L,
m\Wm— ) = Dy wim,— 5 - i\ Ly
Ry (Wh—1(x, 1)) S wm—1(z,t) + 93 3 2 ui(x,t) pe
ve
0, m<1,
Xim = (6.14)
1, m>1
seklindedir.

Boylece (6.11) yiiksek mertebeden deformasyon denkleminde (6.9) yardimei lineer ope-

ratorit goz oniine alinirsa

Um(z,t) = XpUm—1(z,t) + th_a(Rm(ﬂ'm_l(x,t))),
Um(x,t) = XpmUm—1(2,t) + AD; (R (Um—1(x, 1)), (6.15)
W (2,t) = XpWm—1(z,t) + hD;a(Rm(wmfl(xvt)))a

bulunur.

(3.64) formiiliinden yararlanilarak

c — OFu(x,0) tF
U (z,t) = D, ¥ Diu(x,t) = u(z, t) — Z Tk’?’ t>0,n—1<a<n (6.16)
k=0 '
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ifadesi elde edilir. Bu esitlik (6.15) de yerine yazilirsa,

1 83um—l ((E, T)

2 ox3

U@ 8) = (X + Bty (2, ) — Bty (2,0) + hﬁ / (t — r)e1(—
0

Ovp—1—i(x, T)

+wi(l"7—) or

))dr, (6.17)

t
U@ ) = (O + W) Omos (2) m%lxo+n——/
0

m—1

B A OVm—1—i(z, T)
3 ; ui(@, 7)== =),

t
wm(xvt) = (Xm+h)wmfl(l‘at) hawy, — 1 €, 0 ]_—‘i/ 8 Hm— 1(1' T)
0

o ord
m—1
_3 Z wi(z, 7.)6“’%;(%7))(17’
=0

olur. (6.6) ve (6.14) ifadeleri (6.17) denkleminde gtz 6niine alinirsa zaman kesirli genellegti-

rilmig HS-birlesmis KdV denkleminin ¢oziim elemanlari

up(w,t) = ’ 32]€2 + 2k tanh” (kz),
wlint) = kG socl? (k) tanh(ke) s,
ug(z,t) = —Ah(1+ h)k®Bsech?(kx) tanh(’fw)p(a—il)
—41_ah2k4\/7_r52 sec h4(k$)(_2 + cosh(2kz)) i N’
MNa+ 1T <Oz + 5)
ug(z,t) = — 1 1 2172 hk? B sec h (k) (— ik B(£*°T () (~8(1 + h)v/7

T(e)T (o + 1)2T <a + 5)

cosh?(kz)(—2 + cosh(2kz)T(a + 1) + 4hk/TtY(—104K% + B + 40K>

I'Ba+1)
cosh(2kz) — fcosh(4kz)'(a + 1)I'(2a 4 1) sinh(kz) +
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ey = _2FclB k)  4K%(8+ k) tanh(kz)

3c3 3c1 ’
_ ARK*B(B + k*)sech®(kz)  t®
vi(z,t) = — 302 Tat1)
_ AR(L+ R)EPB(B + k?) sec h?(kx)  t®
vl = - 3c? MNa+1)
812K B2 (K2 + B) (4~ /Tt2T () sec h2(kz) tanh(kz)
1
() + 1)y <oz + %) ’
1 1
v3(z,t) = — 21720 p13 B(k2 + B) sec h? (ka) (hkf=r—
30()( + 1)2T <a + %) o FBa+1)
2T () (—3(4*T*hk3t°T <a + %) T'(2a + 1) sinh?(kx) + /7T (e + 1) (hkt*(— . ..,
wo(x,t) = co+ cptanh(kz),
wy(z,t) = —hkfBsec hQ(km)clr(ofi 0’
wa(z,t) = —h(1+ h)kBsec hQ(lm)ClF(aj— 0
612129240 2 . #2°T ()
2h° k=54 msec h”(kx)cy ta h(kx)F(a)F(oz—i— DT (ot %),
— 1 1-2« 2 1 2c
ws(x,t) = (@) (a+ T (a + %) 2 hkp sech (km)cl(hkﬁir(ga n 1)t I'(«)

1
(—3(4*Tnk3toT (a + 5) ['(2a + 1) sinh?(kz) + /7T (a + 1) (hkt*(—48k?

—36 + (48k? — 20) cosh(2kx) + 3 cosh(4kz))T(2cc + 1) 4+ 4(1 + k) cosh®(kx) + .. .,

seklinde bulunur.

Sonugta;

uo(x,t), ur (z,t), ug(x,t), us(z,t),.. .,
UO(:‘Ca t)vvl(l‘a t),UQ(SU,t),Ug(fL‘,t), )

wo(x, t), wy(z,t), ws(x,t), ws(z,t),...
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terimlerinden olugan

[o¢]
> i (, 1),
m=0

> vm(x,t), (6.18)
m=0

oo
Z Wm (xa t),
m=0

¢oziim serileri elde edilmis olur.

Teorem 6.2.1 (Yakinsaklik Teoremi)

U (2, 1), Vm(z, 1) ve wp, (2, t) ifadeleri (6.15) yiiksek mertebeden deformasyon denklem-

leri ile elde edilmek tizere, u(z,t) = uo(z,t)+ Y um(z,t), v(z,t) = vo(z,t)+ > vm(z,t)
m=1 m=1
ve w(z,t) = wo(x,t) + >, wm(z,t) serileri yakinsak ise (6.6) ve (6.7) zaman kesirli
m=1

genellegtirilmis Hirota-Satsuma birlegtirilmis KdV denkleminin ¢oziimii olur.

ispat
S um(z,t), > vm(z,t) ve Y wp(z,t) serileri yakisaksa,
m=0 m=0 m=0
Si(z,t) = > um(z,t),
m=0
Sg(fﬂ,t) = va(.l',t),
m=0

Ss(z,t) = > wm(,t),
m=0

ve
11151010 up(z,t) = 0,
nh_)ngo vp(z,t) = 0,
nh_}rrolo wp(z,t) = 0,

olur. (6.15)" den

R R(tim-1(z,t)) = > Lum(z,t) = Xoptim-1(2, 1)]
m=1

m=1
— nh_>no10 Z Lium(x,t) — Xpptm—1(x, )] (6.19)
m=1
= L[lim > (U () = Xoptim—1(2, 1))]
m=1

= L[lim u,(z,t)] =0,
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hY " Ryn(Gm1(2,t) = > Livm(x,t) — Xpm-1(2,t)]
= m=1

oo

= Jim > Llom(@ 1) = Xnvm-1 (@) (6.20)
m=1
= L[ lim > (Oml@,) = XopVm-1(2,1))]
m=1

= [hm vn(z,t)] = 0,

n—oo

h Z R (Wm-1(7,t)) = Z L[wm(sc, t) — mem—l(xvt)]
m=1 m=1
= TLILD;IO Z L{wp,(z,t) — XppWm—1(z,1)] (6.21)
m=1
= I[lim Z(wm(x,t) — X Wm—1(x,t))]
m=1
= L[nlggo wp(x,t)] =0

seklinde bulunur. 7 # 0 oldugundan _ Ry, (Um-1(x,t)) =0, > Ry(Um-1(z,t)) =0 ve

m=1

> Ry (W—1(z,t)) = 0 olur. Bu ii¢ ifadeden hareketle (6.13) ifadesindeki denklemler goz
m=1

Oniine alinirsa;

0o 0o m—1

) . 1
g Rm(umfl(xat)) = E [Dt Um,1($,t) 2(um 1T, t :1::1::1: +3 g uz x, t umflfi(xvt))x
= m=1 =0

—vi(z, t)wm—1—i(x,t) — wi(z, t)vm-1-i(z,t))]

0o 1 0o co m—1
= Z D?um,1($,t) - 5 Z(um 1(1' t z:m: +3 Z Z uz x, t umflfi(xat)z)
m=1 =1 =0

o9 o9
— ZDum z,t *%Zumxt”x+3zz sztumlz(xt))
1=0 m=i+1

1)t ) — 010 0) Ot (s ]

= Dta Z Um(fL‘, t) - l(z Um(xvt))zzz + 3(2’&@(1‘,15) Z (umflfi(xvt))l"
m=0 =0 m=i+1
—ZUZ x,t) Z Wn—1—i(x, 1)) sz x,t) i (Vm—1—i(x,1))z)
m=i+1 m=1+1

= D®Sy(z,t) — %(Sl(x,t))xm +3(S1(z, 1) (S1(2, 1))z — Sa(2,)(S3(2, 1))z (6.22)
—93(x, 1) (S2(2,t))a

=0
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olmak tizere, (6.19) ve (6.22) denklemlerinden

S1(2,0) = Y tm(x,0) = ug(2,0) + > um-1(x,0) = f(,1)
m=0

m=1
elde edilir. Dolayisiyla u(x,t) igin teorem ispatlanmig olur.

m—1

> Ron(Oma1(2,) = > [Dfom-1(m, )+ (1 (2, 1)) awa =3 D i (2,1) (Um-1-i(2, 1))
m=1 m=1

1=0

o] oco m—1
:ZDtvmlxt—i—valxtmz SZ wi(z, t) (Vm—1—i(z,t))z)

m=1 =1 =0
= ZDf‘Um(:rt +vaxt i 32 Z wi(x,t) (Vm—1—i(x,t))s

m=0 =0 m=i+1

= D¢ Z Um (2, 1) Z VUi (2, 1))z 32% x,t) Z (Vm—1—i(z,1))s

m=0 m=1+1
= Dy 52($C,t) (S2(2,1))zaa — 351(56,75)(52(56,0):[: (6.23)
=0

olmak iizere, (6.19) ve (6.23) denklemlerinden

So(2,0) = > vm(2,0) = vo(,0) + D vm-1(2,0) = g(a,1)

m=0 m=1
bulunur ve v(z,t) i¢in teorem ispatlanmig olur. Benzer sekilde

m—1

Z Ry (Wy—1(z,t)) = Z [Dfwp—1(z, t)+(wim—1 (2, t)) gzz —3 Z Ui (2, ) (W1 —i (2, 1)) 2
m=1 m=1 =0
[e’e) oo m—1
= Z Dt Wym— 1 Z, t + Z Win— 1 Z, t :1::1::1: -3 Z Z ui(sc,t)(wm,l,i(sc,t))x)
m=1 m=1 =0
= ZDtO‘wmxt + (W (2, 1)) 22z 32 Z wi(z, t) (Wm—1—i(x, 1))z
m=0 1=0 m=1i+1
= D¢ Z W (2, 1) Z Wi (2, 1)) g — 3ZuZ x,t) Z (Wi—1—i(,1))
=0 m=i+1
= Dt S3((E, t) ( ({E, ))z:m - SSl(wat)(S?;(wa t))z (624)
= 0

ifadesi elde edilir. (6.19) ve (6.24) den

S3(x,0) = Z wm(z,0) = wo(z,0) + Z Wm—1(z,0) = h(x,t)
m=0

m=1
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bulunur. Teorem w(z,t) i¢inde ispatlanmig olur.
Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.
(6.7) denklem sisteminin homotopi analiz metodu ile elde ettigimiz ¢oziim serilerini

kullanirsak agagidaki tablo ve gekiller elde edilir.

1|:|_- ——— .
5l
D.
_5t
_1|:|-| 1 1 . . 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 i 3
f

Sekil 6.4. a = 0.5 durumunda 8 = 1.5, ¢g =c¢; = 1.5, x = 0.2 ve t = 0.6 degerleri igin

hesaplanan u(z,t), v(z,t) ve w(x,t)’ nin 3 teriminin A egrisi

Sekil 6.5. a = 0.75 durumunda k = 3 =1.5, ¢cg =c¢; = 0.5, z = 0.2 ve t = 0.6 degerleri

i¢in hesaplanan u(z,t), v(z,t) ve w(x,t)’ nin 3 teriminin 7 egrisi
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Sekil 6.6. o = 0.5 durumunda k=1, 8=0.5, cg=c; =15, t=0.2vet =0.6

degerleri i¢in hesaplanan u(z,t), v(x,t) ve w(z,t)’ nin 5 teriminin A egrisi

Sekil 6.7. a =0.75 durumunda k£ =0.5, =15, cg=c; =1, =02 vet=0.6

degerleri i¢in hesaplanan u(z,t), v(x,t) ve w(z,t)’ nin 5 teriminin / egrisi
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Tablo 6.1. £k =10.1, 8 =1.5 ve a = 0.5 i¢in u(x,t) nin 3 teriminin sayisal degerleri

ho| t | o |DTM[88] | HPM [78] | HAM | AC.

0.25 | 0.493601 | 0.493414 | 0.494442 | 0.494432
—2.6 [0.2| 05 | 0493712 | 0.493501 | 0.494353 | 0.49493
0.75 | 0.493847 | 0.493612 | 0.494283 | 0.495426
1.0 | 0.494004 | 0.493746 | 0.494235 | 0.495919

0.25 | 0.49381 0.493509 | 0.495037 | 0.495029
—22 04| 0.5 | 0.493953 0.493637 | 0.495014 | 0.495525
0.75 | 0.494116 0.493788 | 0.495009 | 0.496017

1.0 0.4943 0.493962 | 0.49502 | 0.49506
0.25 | 0.494015 0.493635 | 0.496213 | 0.495623
—-235 06| 0.5 | 0.494179 0.493798 | 0.496121 | 0.496115

0.75 | 0.494364 0.493984 | 0.49604 | 0.496604
1.0 | 0.494568 0.494191 | 0.495971 | 0.497088
0.25 | 0.494215 0.493792 | 0.496755 | 0.496213

—-22 1081 0.5 [ 0.494398 0.493986 | 0.496701 | 0.496701
0.75 0.4946 0.494201 | 0.496654 | 0.497185
1.0 | 0.494821 0.494437 | 0.496616 | 0.497664
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Tablo 6.2. £ =0.1, f = 1.5 ve a« = 0.5 i¢in u(z,t) nin 3 teriminin mutlak hata degerleri

hi t | oz DTM HPM HAM
0.25 | 8.3121 x 10~ | 0.00101858 | 9.37906 x 10~
—2.6 [02] 0.5 | 0.00121759 | 0.00142938 | 5.77383 x 10~*
0.75 | 0.00157887 | 0.00181403 |  0.0011422
1.0 | 0.0019151 0.0021725 |  0.00168405
0.25 | 0.00211736 | 0.00152022 | 7.56337 x 1076
—2.2 [ 04| 0.5 | 0.00157146 | 0.00188767 | 5.10103 x 104
0.75 | 0.00190093 | 0.00222893 |  0.00100838
1.0 | 0.00220597 | 0.00254416 | 0.00148653
0.25 | 0.00160777 | 0.00198837 | 5.89537 x 104
—2.3510.6 | 0.5 | 0.00193597 | 0.00231728 | 5.55 x 1076
0.75 | 0.00223997 | 0.0026201 | 5.63801 x 104
1.0 | 0.00252006 | 0.00289715 | 0.00111735
0.25 | 0.00199789 | 0.00242094 | 5.4219 x 1074
—2.2 [ 08| 0.5 | 0.00230311 | 0.00271511 | 4.0728 x 10~7
0.75 | 0.00258453 | 0.00298344 | 5.30556 x 104
1.0 | 0.00284254 | 0.00322643 | 0.00104724
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Tablo 6.3. £k =0.1, B =1.5, 2 =0.5 ve & = 0.75 i¢in u(x,t) nin 3 teriminin degerleri

h t | DTM [88] | HPM [78] | HAM AC

0.0 | 0.260438 | 0.260438 | 0.260438 | 0.757568

—12 | 01| 074286 | 0.601044 | 0.752605 | 0.976673
~1.57 | 02| 114115 | 0926129 | 1.1613 | 1.16141
—0.723 | 0.3 | 1.53659 | 1.25593 | 1.31275 | 1.3129
—0.598 | 0.4 | 1.93784 | 1.59615 | 1.43404 | 1.43433
—0.5204 | 0.5 | 2.34766 | 1.94976 | 1.5299 | 1.5299
—0.464 | 0.6 | 276715 | 2.31864 | 1.60468 | 1.60404
—042 | 07| 319672 | 270411 | 1.66302 | 1.6609
—0.383 | 0.8 | 3.63648 | 3.10713 | 1.70422 | 1.70415
—0.353 | 0.9 | 4.0864 3.52847 | 1.73861 | 1.73683
—0.3267 | 1.0 | 4.54637 | 3.96872 | 1.76168 | 1.76139

Tablo 6.4. k=0.1, =15, x =0.5 ve @« = 0.75 i¢in u(x,t) nin 3 teriminin mutlak

hata degerleri

h t DT'M HPM HAM

0.0 0.49713 0.49713 0.49713

—1.2 0.1 | 0.233813 0.37563 0.224068
—1.57 | 0.2 | 0.0202584 | 0.235278 | 1.09686 x 10~*
—0.723 | 0.3 | 0.223693 | 0.0569657 | 1.51284 x 10~4
—0.598 | 0.4 | 0.503505 | 0.161817 | 2.89036 x 10~*
—0.5204 | 0.5 | 0.817763 | 0.419856 | 1.61002 x 10~6
—0.464 | 0.6 | 1.16312 0.714602 | 6.3973 x 1074
—0.42 [ 0.7 ] 1.53582 1.0432 2.11879 x 1073
—0.383 | 0.8 | 1.93233 1.40298 | 6.37757 x 107°
—0.353 | 0.9 | 2.34958 1.79164 | 1.78857 x 1073
—0.3267 | 1.0 | 2.78498 2.20733 2.9581 x 1074
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Tablo 6.5. £k =0.1, f =15, ¢g =c1 = 1.5 ve @ = 0.5 igin v(x,t) nin 3 teriminin sayisal

degerleri
h t x DT M [88] HPM [78] HAM AQ.
0.25 | —0.0120744 | —0.0124176 | —0.0126518 | —0.0126847
—-1.75 | 0.2 | 0.5 | —0.0117442 | —0.0120841 | —0.0123267 | —0.0123507
0.75 | —0.0114161 | —0.0117522 | —0.012003 | —0.012018
1.0 | —0.0110905 | —0.0114224 | —0.0116809 | —0.0116871
0.25 | —0.0116569 | —0.0118612 | —0.0122758 | —0.0122841
—1.651 | 0.4 | 0.5 | —0.0113305 | —0.0115296 | —0.0119587 | —0.0119517
0.75 | —0.0110067 | —0.0112004 | —0.0116432 | —0.0116212
1.0 | —0.0106858 | —0.0108739 | —0.0113298 | —0.0112928
0.25 | —0.0113372 | —0.0113784 | —0.0118624 | —0.0118854
—-1.54 | 0.6 | 0.5 | —0.0110144 | —0.0110493 —0.11551 | —0.0115553
0.75 | —0.0106945 | —0.010723 | —0.0112418 | —0.0112274
1.0 | —0.010378 | —0.0104001 | —0.0109351 | —0.0109023
0.25 | —0.0110681 | —0.0109553 | —0.0114926 | —0.0114926
—1.45 | 0.8 | 0.5 | —0.0107489 | —0.010629 [ —0.0111859 | —0.0111622
0.75 | —0.0104328 | —0.0103062 | —0.0108817 | —0.0108376
1.0 | —0.0101204 | —0.00998714 | —0.0105803 | —0.0105161
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Tablo 6.6. £k =0.1, 5 =1.5, co =c; = 1.5 ve @ = 0.5 igin v(z,t) nin 3 teriminin mutlak

hata degerleri

DTM

HPM

HAM

0.25

2.67156 x 1074

2.67156 x 10~4

3.298 x 107°

—1.75

0.2

0.5

2.66655 x 104

2.66655 x 104

2.4006 x 10~

0.75

2.65823 x 1074

2.65823 x 1074

1.50684 x 1075

1.0

2.64663 x 10~*

2.64663 x 10~*

6.21112 x 106

0.25

5.48278 x 10~*

4.22879 x 1074

8.26031 x 106

—1.651

0.4

0.5

5.40902 x 10~*

4.22079 x 1074

6.95901 x 1076

0.75

5.32891 x 10~*

4.20752 x 1074

2.20595 x 10~°

1.0

5.24284 x 104

4.18905 x 1074

3.69671 x 10~°

0.25

6.27219 x 10~*

5.07021 x 10~*

2.30449 x 10~°

—1.54

0.6

0.5

6.21223 x 104

5.06039 x 10~*

4.2746 x 106

0.75

6.1449 x 1074

5.04418 x 104

1.43728 x 1075

1.0

6.07052 x 1074

5.02166 x 10~*

3.28054 x 10~°

0.25

4.21413 x 1074

5.34246 x 104

3.10968 x 106

—1.45

0.8

0.5

4.13316 x 1074

5.33157 x 10~%

2.36771 x 10~°

0.75

4.04734 x 1074

5.31381 x 1074

4.40889 x 10~°

1.0

3.95709 x 10~*

5.28925 x 104

6.42444 x 107°
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Tablo 6.7. k=15, =15, co =c1 =15, £ =0.2 ve a« = 0.75 igin v(z,t) nin 3

teriminin sayisal degerleri

h t | DTM [88] | HPM [78] | HAM AC.

0.0 | —5.31516 | —5.31516 | —5.31516 | —5.31516
~1.436 | 0.1 | —2.8087 | —3.09427 | —3.8886 | —3.88838
~1.2507 | 0.2 | —1.65201 | —1.36586 | —2.73642 | —2.73638
~1.1372 | 0.3 | —1.00627 | 0.0133961 | —1.86823 | —1.8683
~1.06267 | 0.4 | —0.716347 | 1.08381 | —1.24756 | —1.24759
—0.289 | 0.5 | —0.708269 | 1.8665 | —0.824471 | —0.82022
~0.9703 | 0.6 | —0.93775 | 23748 | —0.533707 | —0.533568
—0.244 | 0.7 | —1.37505 | 2.61799 | —0.336519 | —0.344661
—0.2232 | 0.8 | —1.99845 | 2.60295 | —0.221185 | —0.22161
—0.2053 | 0.9 | —2.79147 | 2.33502 | —0.142511 | —0.142066
~0.19 | 1.0 | —3.74103 | 1.8185 | —0.0863998 | —0.090897

Tablo 6.8. k=15, =15, cg =c¢; =15, £ =0.2 ve a« = 0.75 igin v(z,t) nin 3

teriminin mutlak hata degerleri

h t DTM HPM HAM
0.0 0. 0. 0.
—~1.436 | 0.1 | 1.07967 | 0.79411 | 2.18511 x 104
—1.2507 | 0.2 | 1.08437 | 1.37052 | 3.86942 x 10~°
—1.1372 | 0.3 | 0.862032 | 1.8817 | 7.12418 x 107°
—1.06267 | 0.4 | 0.531244 | 2.3314 | 3.27464 x 10°
—0.289 | 0.5| 0.11195 | 2.68672 | 4.25074 x 1073
—0.9703 | 0.6 | 0.404207 | 2.90837 | 1.39479 x 10~*
—0.244 | 0.7 | 1.03039 | 2.96265 | 8.14119 x 1073
—0.2232 | 0.8 | 1.77684 | 2.82456 | 4.25223 x 1074
—0.2053 | 0.9 | 2.64941 | 2.47709 | 4.45165 x 10~*
-0.19 1.0 | 3.65013 | 1.9094 | 4.50717 x 1073
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Tablo 6.9. £k =0.1, 5 =1.5, co =1 = 1.5 ve @ = 0.5 igin w(x,t) nin 3 teriminin saysal

degerleri

h t | = | DTM[88] | HPM [78] | HAM | AC.
0.25 | 1.65063 | 1.61227 | 1.58226 | 1.58242
—2.222 (02| 0.5 | 1.68752 | 1.64954 | 1.61961 | 1.61974
0.75 | 1.72419 | 1.68663 | 1.65681 | 1.65692
1.0 | 176058 | 1.72349 | 1.69381 | 1.69391
025 | 1.69729 | 1.67445 | 1.62714 | 1.62719

—0.336 | 0.4 | 0.5 1.73376 1.71151 1.66434 | 1.66434
0.75 | 1.76995 1.7483 1.70134 | 1.70128
1.0 1.80581 1.74879 1.73809 | 1.73797

0.25 | 1.73302 1.72841 1.67176 | 1.67174
—0.438 | 0.6 | 0.5 1.76909 1.76519 1.70876 | 1.70864
0.75 | 1.80483 1.80165 1.7455 | 1.74528

1.0 1.84021 1.83774 1.78194 | 1.78162
0.25 | 1.76308 1.77569 1.71602 | 1.71599
—-0.54 | 0.8 | 0.5 1.79876 1.81215 1.75274 | 1.75257

0.75 | 1.83408 1.84823 1.78915 | 1.78885
1.0 1.869 1.88389 1.8252 | 1.82478
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Tablo 6.10. £k =0.1, 3 =1.5, ¢g = ¢; = 1.5 ve @ = 0.5 i¢in w(x,t) nin 3 teriminin

mutlak hata degerleri

h t x DT'M HPM HAM

0.25 | 0.0682081 | 0.029856 | 1.52907 x 10~4
—2.222 1 0.2 | 0.5 | 0.0677777 | 0.02998 | 1.35667 x 10~4
0.75 | 0.0672655 | 0.029707 | 1.81435 x 10~
1.0 | 0.066674 | 0.0295775 | 1.01296 x 10~*
0.25 | 0.0700948 | 0.0472588 | 5.78771 x 1075

—0.336 | 0.4 | 0.5 | 0.0694248 | 0.0471694 | 1.28267 x 107
0.75 | 0.0686723 | 0.470211 | 5.67946 x 1075
1.0 | 0.067841 | 0.0468147 | 1.12621 x 10~*

0.25 | 0.0612728 | 0.0566621 | 1.57312 x 1075
—0.438 | 0.6 | 0.5 | 0.0604485 | 0.0565524 | 1.21137 x 1074
0.75 | 0.0595532 | 0.0563712 | 2.24283 x 10~4

1.0 | 0.0585914 | 0.0561196 | 3.24695 x 10~*
0.25 | 0.047095 | 0.0597046 | 3.00018 x 1075
—0.54 | 0.8 | 0.5 | 0.0461901 | 0.059583 | 1.6585 x 10~*

0.75 | 0.045231 | 0.0593844 | 2.97377 x 10~4
1.0 | 0.0442225 | 0.05911 | 4.24023 x 10~*
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Tablo 6.11. k=15, =15, co =c1 = 1.5, 2 =0.2 ve & = 0.75 igin w(zx,t) nin 3

teriminin sayisal degerleri

h t | DTM [88] | HPM [78] | HAM | AC.
0.0 | 0.645656 | 0.645656 | 0.645656 | 0.645656
—0.286 | 0.1 | 0.812753 | 0.793716 | 0.74068 | 0.740775
—0.323 | 0.2 | 0.889866 | 0.908942 | 0.817651 | 0.817574
—0.325 | 0.3 | 0.932915 | 1.00089 | 0.875227 | 0.875447
—0.311 | 0.4 | 0952244 | 1.07225 | 0.916771 | 0.916827
—0.29 | 0.5 | 0952782 | 1.12443 | 0.945774 | 0.945319
—0.266 | 0.6 | 0.937482 | 1.15832 | 0.96451 | 0.964429
—0.244 | 0.7 | 0.90833 | 1.17453 | 0.977565 | 0.977023
—0.224 | 0.8 | 0.86677 | 1.17353 | 0.986172 | 0.985226
—0.205 | 0.9 | 0.813902 | 1.15567 | 0.990112 | 0.990529
—0.19 | 1.0 | 0.750598 | 1.12123 | 0.994241 | 0.99394

Tablo 6.12. k=15, f=1.5, ¢ =c; = 1.5, 2 =0.2 ve &« = 0.75 igin w(zx,t) nin 3

teriminin mutlak hata degerleri

h t DT'M HPM HAM
0.0 0. 0. 0.
—0.286 | 0.1 | 0.0719782 | 0.0529407 | 9.50759 x 1075
—0.323 | 0.2 | 0.0722912 | 0.0913679 | 7.6693 x 10>
—0.325 | 0.3 | 0.0574688 | 0.125446 | 2.20011 x 10~*
—0.311 | 0.4 | 0.0354163 | 0.155427 | 5.59238 x 1075
—0.29 | 0.5 | 0.00746336 | 0.179115 | 4.55275 x 10~*
—0.266 | 0.6 | 0.0269472 | 0.193891 | 8.07307 x 107
—0.244 | 0.7 | 0.0686924 0.19751 | 5.42746 x 10~4
—0.224 | 0.8 | 0.118456 0.188304 | 9.4556 x 10~*
—0.205 | 0.9 | 0.176627 | 0.165139 | 4.1662 x 1074
—0.19 | 1.0 | 0.243342 0.127293 | 3.00478 x 10~*
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Tablo 6.13. k=1, §=0.5, ¢ =c1 = 1.5, 2 =0.25 ve & = 0.5 igin u(x,t) nin 5

teriminin sayisal degerleri

h t HAM A.C. Mutlak Hata
0.0 0. 0.0101627 0.0101627
—0.9 | 0.1 | 0.0826045 | 0.0826252 | 2.07372 x 10~°
—0.388 | 0.2 | 0.172619 | 0.172751 | 1.31932 x 10~*
—0.416 | 0.3 | 0.259719 | 0.259898 | 1.79292 x 10~*
—0.42 | 0.4 | 0.343514 | 0.343798 | 2.84257 x 1074
—0.417 | 0.5 | 0.424265 | 0.424234 | 3.03379 x 107

—0.411 | 0.6 | 0.501284 0.50104 | 2.43098 x 10~*
—0.404 | 0.7 | 0.574846 | 0.574099 | 7.46711 x 10~*
—0.396 | 0.8 | 0.643616 0.64334 | 2.75958 x 10~4

—0.388 [ 0.9 | 0.70864 | 0.708736 | 9.58075 x 10~°
—0.381 | 1.0 | 0.77238 0.770298 | 2.08196 x 1073

Tablo 6.14. k=15, =15, co=c1 =1, £ =0.25 ve @ = 0.75 igin u(z,t) nin 5

teriminin sayisal degerleri

h t HAM A.C. Mutlak Hata
0.0 0. —0.0101627 | 0.0101627
—0.665 | 0.1 | 1.41622 1.41672 | 5.01559 x 104
—0.3642 | 0.2 | 2.05014 | 2.05002 | 1.23255 x 10~*
—0.273 | 0.3 | 2.51788 | 2.51813 | 2.44146 x 10~*
—0.2237 | 0.4 | 2.84809 2.84816 | 7.36188 x 10~°
—0.191 | 0.5 | 3.07356 | 3.07317 | 3.90618 x 10~*
—0.167 | 0.6 | 3.21835 | 3.22308 | 4.73295 x 1073
—0.149 | 0.7 | 3.32829 | 3.32144 | 6.85359 x 1073
—0.1343 | 0.8 | 3.38601 3.38532 | 6.94561 x 1073
—0.13 | 0.9 | 3.42868 | 3.42654 | 2.13879 x 10~*
—0.747 | 1.0 | 0.770388 | 0.770298 | 9.03189 x 10~°
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Tablo 6.15. £k =0.1, =15, cg=c1 =1, 2 =0.25 ve « = 0.5 igin v(z,t) nin 5

teriminin sayisal degerleri

h t HAM AC. Mutlak Hata
0.0 | —0.0196301 | —0.0196301 | 3.46945 x 10~'®
—0.079 | 0.1 | —0.0193281 | —0.0193284 | 3.09595 x 10~7
—0.12 | 0.2 | —0.0190208 | —0.0190271 | 6.29367 x 10~6
—0.153 | 0.3 | —0.0187258 | —0.0187263 | 4.90707 x 10~7
—0.185 | 0.4 | —0.0184285 | —0.0184261 | 2.39303 x 106
—0.218 | 0.5 | —0.0181262 | —0.0181267 | 5.32422 x 10~7
—0.25 | 0.6 | —0.0178328 | —0.0178282 | 4.62445 x 1076
—0.285 | 0.7 | —0.0175349 | —0.0175306 | 4.26116 x 10~°
—0.324 | 0.8 | —0.0172347 | —0.0172343 | 4.4655 x 1077
—0.37 | 0.9 | —0.0169306 | —0.0169392 | 8.63545 x 10~6
—0.419 | 1.0 | —0.0166457 | —0.0166455 | 1.75463 x 10~7

Tablo 6.16. £ = 0.1,

B=15co=c1 =1, =025 ve a=0.75 i¢in v(x,t) nin 5

teriminin sayisal degerleri

h t HAM AC. Mutlak Hata

0.0 | —0.0196301 | —0.0196301 | 3.46945 x 10~1®
—0.159 | 0.1 | —0.0193383 | —0.0193284 | 9.90415 x 10~°
—0.217 | 0.2 | —0.0190175 | —0.0190271 | 9.60619 x 10~°
—0.252 | 0.3 | —0.0187166 | —0.0187263 | 9.71702 x 10~°
—0.283 | 0.4 | —0.0184168 | —0.0184261 | 9.33865 x 106
—0.312 | 0.5 | —0.0181182 | —0.0181267 | 8.44344 x 106
—0.341 | 0.6 | —0.0178189 | —0.0178282 | 9.24489 x 10~°
—0.37 | 0.7 | —0.0175211 | —0.0175306 | 9.57906 x 10~6
—0.4 | 0.8 | —0.0172244 | —0.0172343 | 9.8689 x 10~°
—0.431 | 0.9 | —0.0169312 | —0.0169392 | 7.96275 x 10~°
—0.467 | 1.0 | —0.0166361 | —0.0166455 | 9.42175 x 10~°
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Tablo 6.17. £k =0.1, 5 =0.5, co =c1 = 0.5, 2 =0.25 ve « = 0.5 i¢in w(z,t) nin 5

teriminin sayisal degerleri

h t HAM A.C. Mutlak Hata
0.0 | 0.512497 | 0.512497 0.

—0.079 | 0.1 | 0.514998 | 0.514996 | 2.23619 x 10~°
—0.1187 | 0.2 | 0.517499 | 0.517493 | 5.76808 x 1076
—0.153 | 0.3 | 0.519989 | 0.519989 | 2.1848 x 10~7
—0.1859 | 0.4 | 0.522491 | 0.522485 | 6.30129 x 10~
—0.218 | 0.5 | 0.52497 | 0.524979 | 9.60925 x 106

—0.2516 | 0.6 | 0.527472 | 0.527472 | 4.41146 x 1076
—0.287 | 0.7 | 0.52997 | 0.529964 | 6.24215 x 10~©
—0.325 | 0.8 | 0.532452 | 0.532454 | 2.527737 x 1076

—0.3685 | 0.9 | 0.534951 | 0.534943 | 8.18447 x 1076
—0.419 | 1.0 | 0.537423 | 0.53743 6.6887 x 1076

Tablo 6.18. £k =0.1, 5 =0.5, ¢o =c; = 0.5,  =0.25 ve a = 0.75 igin w(z,t) nin 5

teriminin sayisal degerleri

h t HAM AC. Mutlak Hata
0.0 | 0.512497 | 0.512497 0.

—0.167 | 0.1 | 0.515004 | 0.514996 | 8.3075 x 10~°
—0.212 | 0.2 | 0.517492 | 0.517493 | 9.74041 x 10~7
—0.248 | 0.3 | 0.519991 | 0.519989 | 1.46665 x 10~5
—0.28 | 0.4 | 0.522492 | 0.522485 | 7.06408 x 106
—0.309 | 0.5 | 0.524969 | 0.524979 | 9.9083 x 106
—0.339 | 0.6 | 0.527481 | 0.527472 | 8.92634 x 1076
—0.368 | 0.7 | 0.529966 | 0.529964 | 2.2314 x 107°
—0.398 | 0.8 | 0.53245 | 0.532454 | 4.40399 x 10~6
—0.43 | 0.9 | 0.534934 | 0.534943 | 9.35856 x 10~°
—0.466 | 1.0 | 0.537429 | 0.53743 | 9.91597 x 10~7
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Mutlak Hata

Sekil 6.8. o =0.75, k=1, = 1.5 ve x = 0.5 oldugu zaman u(z,t)’ nin 3 teriminin
mutlak hata grafigi

1, 1)

Sekil 6.9. « =0.75, k=1, = 1.5 ve x = 0.5 oldugu zaman u(zx,t)’ nin 3 teriminin
DTM, HPM, HAM ve analitik ¢éziimiiniin grafigi
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Mutlak Hata

a.n azr 04 a8 0% 10

Sekil 6.10. o =0.75, k=1.5, =15, ¢9 = c; = 1.5 ve z = 0.2 oldugu zaman v(z,t)’

nin 3 teriminin mutlak hata grafigi

Sekil 6.11. o =0.75, k=15, f =1.5,¢9 = ¢; = 1.5 ve x = 0.2 oldugu zaman v(z,t)’
nin 3 teriminin DTM, HPM, HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi
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Tfut Tk Hata

ag [ a4 (i }-] 0% 10

Sekil 6.12. o =0.75, k=15, =15, cg = c; = 0.5 ve z = 0.2 oldugu zaman w(z,t)’

nin 3 teriminin mutlak hata grafigi

wi,h

Sekil 6.13. o =0.75, k=15, 8 =1.5,¢9 = ¢; = 0.5 ve x = 0.2 oldugu zaman w(x,t)’
nin 3 teriminin DTM, HPM, HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi

138



1, t)

Sekil 6.14. o =0.5, k=1, 5 =0.5,c0 = ¢; = 1.5 ve x = 0.25 oldugu zaman u(z,t)’ nin

5 teriminin HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi
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0.0 0.2 04 0.6 03 1.0

Sekil 6.15. a=0.75, k=1, f=0.5,c0 = ¢c1 = 1.5 ve = 0.25 oldugu zaman u(z,t)’

nin 5 teriminin HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 6.16. o =0.5, k=0.1, 5 =1.5,c0 = c1 =1 ve z = 0.25 oldugu zaman v(zx,t)’ nin

5 teriminin HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 6.17. o =0.75, k=0.1, 5 =1.5,¢0 = ¢1 = 1 ve z = 0.25 oldugu zaman v(z,t)’

nin 5 teriminin HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi
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wix,h

Sekil 6.18. a=0.5, k=0.1, 5=0.5,c0 = ¢; = 0.5 ve x = 0.25 oldugu zaman w(zx,t)’

nin 5 teriminin HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi

(=]
in
Lad
LA

1.0

Sekil 6.19. o =0.75, k=0.1, 5 =0.5,c90 = ¢1 = 0.5 ve x = 0.25 oldugu zaman w(z,t)’

nin 5 teriminin HAM ve analitik ¢oziimiiniin grafigi
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6.3 SONUCLAR ve TARTISMA

Bu boliimde, iki uzun su dalgasiin etkilesimini modelleyen zaman kesirli genellesti-
rilmig Hirota-Satsuma birlegtirilmis KdV denklemini goz oniine aldik. (6.6) ve (6.7) ile
verilen lineer olmayan bu sistemin Homotopi analiz yontemiyle yaklagik ¢coziimiinii bulduk.
Yontemin yakinsaklik analizini yaptik ve i # 0 yardimci parametresinin hangi degerleri
i¢in yaklagik ¢oziimiin yakinsak oldugunu gosterdik (Sekil 6.4-6.7). Ayrica buldugumuz
sonuglar1 Tablo 6.1-6.18 ve Sekil 6.8-6.19 ile ifade ettik.

Sekil 6.4-6.7" de elde edilen yaklagik ¢oziimiin keyfi sabitler ve (z,t)’ nin farklh degerleri
i¢in yakinsaklik kontrol parametresi olan A’ in hangi aralikta degistigini belirledik.

k=01 6 =15 ¢ = ¢g = 1.5 ve a = 0.5 olmasi halinde z,f ve i’ mn c¢esitli
degerleri igin u(z,t),v(x,t) ve w(z,t) ¢dziim serisinin ii¢ terimi kullanilarak Diferansiyel
doniigiim metodu (DTM) [88], Homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) [78] ve analitik
¢oziim (A.C.) arasinda bir kargilagtirma wu(z,t) i¢in Tablo 6.1-6.4° de, v(x,t) igin Tablo
6.5-6.8" de ve w(x,t) igin Tablo 6.9-6.12’ de verildi. Tablolardan da goriildiigii gibi &
yakinsaklik kontrol parametresinin uygun secilmesiyle HAM ile elde edilen sonuglar DTM
ve HPM’ ye gore analitik coziime daha yakin ve HAM’ da mutlak hata 10~ iken DTM
ve HPM ile bulunan mutlak hata 10! civarmdadar.

Tablo 6.13-6.18’ de ise k, 3, cg, ¢1, x ve o nmin farkli degerleri igin 0 < t < 1 olmak iizere
u(z,t),v(x,t) ve w(z,t) icin bulunan ¢oziim serilerinin beg terimi kullamlarak elde edilen
mutlak hatalar verildi.

Sekil 6.8 de u(z,t), Sekil 6.10° de v(x,t) ve Sekil 6.12” da w(x,t) ¢dziim serilerinin iig
terimi kullamlarak o = 0.75, k = 1.5, 8 = 1.5, ¢g = ¢1 = 0.5 ve z = 0.2 olmasi halinde
DTM, HPM ve HAM icin elde mutlak hatalarin iki boyutlu sekli verildi. Yine aym sabitler
icin ¢oziim serilerinin ii¢ terimi kullanilarak elde edilen yaklagik ¢oziimiin DTM, HPM ve
A.C. ile kargilagtirilmas: sirayla, Sekil 6.9, Sekil 6.11 ve Sekil 6.13’ da sunuldu. Goriildiigii
gibi HAM kullanmilarak bulunan yaklagik ¢oziimler DTM ve HPM’ ye gore daha hassas
sonugclar verdi.

Sekil 6.14- 6.19’ da ise @« = 0.75, k = 1, ¢g = ¢1 = 1.5 ve £ = 0.25 igin ¢oziim
serilerinin bes terimi kullanilarak elde edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢6ziim arasindaki
kargilagtirma iki boyutlu grafik olarak verildi. HAM ile A.C.” iin ¢akigtig1 gozlemlendi.

Sonug olarak, matematiksel fizigin 6nemli denklemlerinden biri olan zaman kesirli
Hirota-Satsuma birlegtirilmis KdV denklemi i¢in Homotopi analiz yontemi elde ettigimiz

sonuclara gore tavsiye edilir bir yontemdir. Kesirli lineer olmayan kismi diferensiyel denk-
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lem sistemlerinin yaklagik ¢oziimlerini iceren caligmalar literatiirde azdir. Bu nedenle
elde edilen sonuclar onemlidir ve bu sayede kesirli diferensiyel denklem ve sistemlerinin
modelledigi olay hakkinda daha iyi bilgi edinilebilir. Ayrica, kesirli diferensiyel denklem
ve sistemlerinin analitik ¢oziimiinii bulmak ¢ok zordur. Fakat son zamanlarda yapilan
caligmalarda kesirli kompleks doniigiim yardimiyla [89]-[90] kesirli diferensiyel denklemler
normal bir adi diferensiyel denkleme doéniistiiriiliip daha sonra bilinen analitik yontemlerle

soliton ¢oziimleri bulunmugtur [79]-[94].
D¢y — %ngau + 3uD%u — 3D%(vw) = 0
D¢y + D3 —3D% = 0
D{w+ D3*w —3Dgw = 0
seklindeki zaman ve uzay kesirli Hirota-Satsuma birlegtirilmiy KdV denklemi Bin [79]

tarafindan (G'/G)- Agllim yontemi kullamlarak ve Guo ve diger [91] tarafindan iyilesti-

rilmig kesirli sub-denklem yontemiyle ¢oziilmiigtiir.
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